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Introduccion

Sea G un grupo y k un entero positivo. Para un elemento g de GG, decimos que h es
una raiz k-ésima de ¢ si se cumple que h* = ¢g. Es un problema cldsico determinar
cuando un elemento de G tiene o no raiz k-ésima en GG y en su caso calcular el nimero
de dichas raices (ver, por ejemplo, [7, 9, 10, 17, 18, 27, 28]). Uno de los grupos més
estudiados en este sentido es el grupo simétrico que consiste de todas las biyecciones
de un conjunto finito X de carnalidad n y la composicién de funciones como operacién
binaria. El grupo simétrico se denota por S, y a sus elementos se les conoce como
permutaciones. Es conocido que las permutaciones se pueden clasificar en permuta-
ciones pares y permutaciones impares. El conjunto de las permutaciones pares es un
subgrupo del grupo simétrico al cual se le conoce como grupo alternante y se denota
por A,. En los articulos [4, 5, 6, 8, 20, 21, 24, 25, 33, 34| se pueden encontrar resultados
relacionados con raices en el grupo simétrico.

Se conocen caracterizaciones que permiten determinar cuando una permutacion
tiene raiz k-ésima, por ejemplo en el libro de Wilf [35] aparece una que se atribuye a A.
Knofmacher y R. Warlimontel. Otra demostracion similar aparece en el articulo publi-
cado en 2009 por Annin et al. [3]. Para el caso del grupo alternante también se conocen
resultados al respecto. Pournaki [23] da una caracterizacién de las permutaciones pares
que tienen raiz cuadrada en A,, y en Annin et al. [3] presentan las condiciones necesarias
y suficientes para que una permutacién par tenga raiz k-ésima par.

Existen varias férmulas para calcular el niimero de raices en el grupo simétrico [15,
21, 25]. Para este trabajo se hizo un analisis a detalle del articulo “On the number of
mth roots of permutations” publicado en 2012 por Leatios et al. [15], y en el capitulo
2 se presentan muchos de los resultados expuestos en dicho articulo asi como una
demostracién ligeramente distinta al teorema de su resultado principal (férmula sobre
el nimero de raices m-ésimas de una permutacién), misma que ellos solo bosquejan.

La determinacion del nimero de dichas raices puede tener diversas aplicaciones. Se
conocen aplicaciones en la teorfa matematica de la musica [12], en criptografia [1, 13] y
en problemas relacionados con la teoria de representaciones del grupo simétrico. En este
ultimo caso, la férmula del niimero de raices cuadradas de una permutacién, aparece
en los articulos [2, 19] asociadas a problemas sobre modelos de Gelfand.

A nuestro conocimiento no se han publicado resultados generales sobre el niimero
de raices pares de permutaciones en el grupo alternante (se conocen resultados para
el caso de la permutacién identidad [20]) por lo que se considera importante obtener
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resultados sobre este problema.
La contribucién principal de esta tesis es la siguiente:

e Se obtienen féormulas exactas para calcular el nimero de raices k-ésimas, pares e
impares, para casos particulares de permutaciones. Posteriormente se conjuntan
estas férmulas en una sola para calcular el nimero de raices pares de cualquier
permutacion par (seccién 3.2.2).

e Se obtienen funciones generadoras exponenciales para el nimero de raices k-
ésimas (pares o impares) de permutaciones de cierto tipo (seccién 3.2.2).

Wilf describe en [35] a una funcién generadora como un tendedero en el que colgamos
una sucesion de nimeros para su visualizacién. Esta concepcién se refiere al hecho
de que podemos “codificar” todos los elementos de una sucesién posiblemente infinita
mediante una sola funcidn, la funcién generadora de dicha sucesiéon. De lo anterior es
la importancia de obtener funciones generadoras.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introduce la terminologia, definiciones y notacién bésicas sobre
las que se desarrolla el resto de la tesis. La primera seccién se centra en exponer
definiciones y conceptos basicos, asi como resultados clasicos o conocidos respecto al
grupo simétrico. La segunda seccién se enfoca en la teoria bésica sobre funciones
generadoras exponenciales que es de utilidad en el presente trabajo.

1.1 Conceptos basicos sobre el grupo simétrico

El contenido de esta seccién tiene la intencién de brindar la informacién necesaria para
familiarizarse con el principal objeto de estudio de esta tesis: el grupo simétrico. El
material presentado a continuacién aparece en muchos textos clasicos que abordan al
grupo simétrico, este texto en su mayoria estd basado en los libros de Rotman [26] y
Sagan [29].

En lo que sigue, usaremos [n] para denotar al conjunto {1,...,n}.

Definicién 1.1. El Grupo Simétrico, S,, consiste de todas las funciones biyectivas
de [n] sobre [n] junto con la composicion de funciones como multiplicacion. A estas
funciones biyectivas se les conoce como permutaciones.

Nota:. En esta tesis se hard la composicion de dos permutaciones o y 3 de la siguiente
manera:

(aB)(z) = a(B(x))

Definicién 1.2. Un punto fijo de la permutacion o € S, es un punto i € [n] tal que
o(1) = 1.

Un tipo especial de permutaciones son las conocidas como ciclos.

Definicion 1.3. Sean ai,...,ap enteros distintos entre 1 y n. Sea o € Sy, tal que

o(ay) = ag,o(az) = as,...,o(a—1) = ap,0(ap) = a;
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y todo x € [n] —{a1,...,as} es un punto fijo, entonces decimos que o es un £-ciclo; o
también decimos que es un ciclo de longitud (. Se denota a o por (ajas... ap).

Cualquier 1-ciclo fija a todos los elementos de [n] y por tanto es igual a la identidad,
que se denota por Id. A un 2-ciclo se le llama transposicién.

Notacién. Si o = (ay...ay) es un {-ciclo, usaremos set(a) para denotar al conjunto
{a1,...,ap}. Diremos que « tiene al elemento a, o que a es un punto o elemento en el
ciclo o, si a € set(a).

La siguiente definiciéon es importante para la expresién de permutaciones.

Definicién 1.4. Dos ciclos o, 5 € S, son disjuntos si para cada x € [n] tal que
a(z) # x entonces B(x) = = y, de manera reciproca, si para todo y € S, tal que
B(y) # y se tiene que a(y) =y . Decimos que una familia de ciclos aq,...,an € Sy
son disjuntos si cualesquiera dos ciclos o; y o, con i # j, son disjuntos.

Por supuesto que la definicién anterior admite que exista z € [n] tal que a(z) = z =
B(z).

El siguiente teorema nos permite expresar a toda permutacién en términos de ciclos,
es un resultado clasico y se enuncia sin demostracién. Si el lector lo desea puede con-
sultar una demostracion en [11], en las secciones 1.3 (descomposicién) y 4.1 (unicidad).

Teorema 1.5. Cualquier permutacion o € Sy, es un ciclo o bien un producto de ciclos
disjuntos, y dicho producto es unico salvo reordenamiento de los factores.

El teorema anterior da una manera particularmente util de representar a una per-
mutacion.

Definicion 1.6. La factorizacion completa de una permutacion o es la repre-
sentacion de o como producto de ciclos disjuntos y que contiene un 1-ciclo (i) para
todo punto fijo i de o.

Existen diferentes formas de denotar a las permutaciones.

Notacién. Sio es una permutacion en S,, existen tres diferentes formas para expresar
a este elemento:

e Notacion de doble linea:
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e Notacion ciclica:
0 =0a]1a2: -0,

donde los ay,a,...,a € Sy, y son los ciclos que aparecen en la factorizacion

completa de o.

Nota: Existe una convencion respecto a omitir los 1-ciclos en la notacion ciclica
de una permutacion.

El ejemplo a continuacién nos ilustra el empleo de la notacién antes descrita.
Ejemplo 1.1.1. Si o € Sg estd dada por
o(l)=2 o(2)=3 c3)=1 o(4)=5 o(b) =4 o(6) = 6.
Entonces usando la notacion de dos lineas tenemos que
- ( 1 2 3 45 6 )
“\231546)
con la notacion de una linea o de lista
o = 231546

y con la notacion ciclica

o = (123)(45)

La siguiente definicion nos permite describir a las permutaciones en funcién de la
agrupacién de sus ciclos por longitudes. Como se vera en los capitulos posteriores, esta
descripcién de las permutaciones resulta muy conveniente para simplificar el lenguaje
de este escrito.

Definicion 1.7. Diremos que 0 = 01 ...0, es la factorizaciéon completa por lon-
gitudes de o, si la factorizacion completa de o se puede expresar como oy --- O, €N
donde cada o; € S, expresa el producto de todos los ciclos disjuntos de longitud ¢; de
.

La tdltima definicién se ejemplifica enseguida.

Ejemplo 1.1.2. La permutacion o = (1234)(56)(78)(91011)(121314) € Sis, tiene
la siguiente factorizacion completa por longitudes

0 = 01020304,
donde o1 = (15)(16)(17)(18), o2 = (56)(78), 03 =(91011)(121314) y 04 = (1234).

La definicién que sigue esta directamente asociada con la factorizacion completa de
una permutacion.
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Definicién 1.8. Diremos que una permutacion es de tipo de ciclo (o simplemente
de tipo) ¢ = (c1,...,¢n) Si en su factorizacion completa tiene cp ciclos de longitud ¢,
para cada ¢ € [n] yn =7, lce;. En ocasiones también diremos que una permutacion
o es del tipo (¢1)™ ...(¢;)™ para indicar que o tiene exactamente m; > 0 ciclos de
longitud £; en su factorizacion completa.

Ejemplo 1.1.3. La permutacion o = (1 2 3)(4 5 6)(7 8 9 10) € Si2 es de tipo
(2,0,2,1,0,0,0,0,0,0,0,0) o del tipo (1)%(3)%(4)*.

El lema 1.9 y teorema 1.10 aparecen en el libro “An introduction to the Theory
Groups” [26], y se enuncian sin demostracion.

Lema 1.9. Sio,7m € S, entonces omo~ " es la permutacion con el mismo tipo de ciclo
que 7 la cual es obtenido aplicando o a los elementos en 7.

Teorema 1.10. Las permutaciones o y ™ son conjugadas si y solo si tienen el mismo
tipo de ciclo.

El grupo alternante

Las transposiciones son de particular interés dado que generan a S,, como grupo.
Teorema 1.11. Cualquier permutacion o € S, es un producto de transposiciones.

Para ver que cualquier permutacion se descompone como producto de transposi-
ciones basta ver que todo ciclo lo hace. Por ejemplo

(ajag...ar) = (a1 az)(azag) ... (ag—1 ax)
Este tipo de descomposicion nos permite clasificar a los elementos del grupo simétrico.

Definicion 1.12. Una permutacion o € Sy, es una permutacion par si es producto
de un numero par de transposiciones. En otro caso es una permutacion impar.

La descomposicién en transposiciones de una permutacién no es tnica, como tam-
poco es unico el nimero de transposiciones que integran la descomposiciéon. Sin embargo
la paridad del nimero de transposiciones de la descomposicién si estd determinada.
Esto tltimo se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.13. Cualquier permutacion o € S, es par, o bien impar.

Para una demostracién se puede consultar el teorema 1.7 en [26]. Los enunciados y
definiciones presentados en este apartado dan la pauta para definir al grupo alternante.

Teorema 1.14. El conjunto de todas las permutaciones pares de Sy, se denota por A,
y es un subgrupo de S,. Al grupo A, se le llama grupo alternante.
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La siguiente observacién es relevante pues en el resto de este escrito consideraremos
a toda permutacién expresada en su factorizacion completa, a menos que se indique
algo distinto.

Observacion 1.15.
e Un ciclo de longitud par es una permutacion impar.
e Un ciclo de longitud impar es una permutacion par.
e FEl producto de dos permutaciones con la misma paridad es una permutacion par.

e FEl producto de dos permutaciones con distinta paridad es una permutacion impar.

Raiz k-ésima de una permutacion

Como se mencioné antes, dado un grupo, es un problema clasico determinar el nimero
de raices k-ésimas para un elemento de este grupo. A continuacién se formaliza esta
idea para el caso en que el grupo dado es el simétrico.

Definicion 1.16. Sea k un entero positivo fijo, diremos que una permutacion o € Sy,
tiene una raitz k-ésima o que o es una potencia k-ésima si existe una permutacion

T tal que TF = o.

La siguiente proposicion muestra el resultado de elevar un ciclo a una potencia.

Proposicién 1.17. Sea o = (agay ...ap—1) un L-ciclo. Para toda i,k > 0 se cumple
que Oék(&i) = Q(j+k) mod £-

Demostracion: La demostraciéon es por induccion sobre k. Para k = 1 se tiene por
definicién de ciclo que af(a;) = Q(i+1) mod ¢- Suponemos que se cumple para k — 1.
Entonces

Oék(az') = Oéoék_l(ai) = a(a(i-i-k—l) mod ¢) = Q((i+k—1)+1) mod £ = Q(i+k) mod £

O]

Los siguientes dos lemas son clasicos y serdn de utilidad en algunas demostraciones
posteriores.

Lema 1.18. Sea 0 € S,, un ciclo de longitud m y sea k un entero positivo. Si el
mcd(k,m) = 1 entonces o tiene una raiz k-ésima en Sy,.

Demostracion: Simed(m, k) = 1 entonces, por la propiedad de Bézout, existen enteros
a 'y b tales que
am+bk =1

entonces

0_1 _ O_aerbk _ O_amo_bk
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pero o = e, por tanto
O'l — O_bk — (O’b)k,

es decir, o® es una raiz k-ésima de o, en donde b se puede tomar como el entero positivo

mas pequeno que satisface bk = 1 (mod m).
O

Lema 1.19. Si o € 5, es un ciclo de longitud m y k un entero positivo, entonces la
factorizacion completa de " tiene mcd(m, k) ciclos disjuntos, cada uno de longitud

_m

mced(m,k)

Demostracion: Sim = 1 entonces o es la identidad y el lema se cumple. Para m > 1,
podemos escribir

o= (ap...am-1).

Como todos los puntos fijos de o (si alguno) son puntos fijos en o*, solo nos falta saber
que pasa en oF con los puntos en {ag,...,am-1}. Sea « el ciclo en la factorizacién
completa de o que contiene al elemento a,, con 0 < < m — 1, y £ la longitud de
. Por la proposicién 1.17 tenemos que set(a) = {@(z4rk)(mod m) : 7 € N}. Notemos
que ¢ es el entero positivo mas pequeno que satisface = + ¢k = x(mod m). Como
¢k = 0( mod m) tenemos que ¢ debe ser el entero positivo més pequeno tal que m|¢k por

lo que ¢k = mcm(k,m). Por otro lado mem(k, m) = %, entonces (k = %

y por tanto £ = m Esto implica que o* es un producto de ciclos disjuntos de
longitud m y como |o| = m, la cantidad de estos ciclos debe ser exactamente
med(m, k). O

El siguiente resultado una consecuencia directa de los lemas 1.18 y 1.19.

Corolario 1.20. Sea 0 € S, un ciclo de longitud m. Si med(n,k) = 1, entonces o
tiene una unica raiz k-ésima.

1.2 Funciones Generadoras

Las funciones generadoras nos brindan una manera de “codificar” todos los elemen-
tos de una sucesién posiblemente infinita mediante una sola funciéon. FEn particular
las funciones generadoras presentadas en este trabajo nos permiten obtener una serie
de valores asosciados al nimero de raices k-ésimas para cierto k y cierto tipo de per-
mutaciones. El contenido de esta seccién es breve dado que solo se han incluido las
definiciones y proposiciones elementales para comprender los resultados que involucran
a las funciones generadoras exponenciales en esta tesis. No se incluyen demostraciones,
pero éstas se pueden consultar, por ejemplo, en las secciones 7 y 8 del libro de Loehr [].
En esta tesis consideramos que el conjunto de los niimeros naturales N incluye al cero.
En esta seccién un anillo R se considera no trivial y con unidad.
Partiremos de la definicién de series de potencias formales.
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Definiciéon 1.21. Una serie de potencias formal en un anillo R es una funcion
f:N—= R. Escribimos f(n) o f, para el valor de la funcion en la entrada n € N.

Si {f(n)}n>0 es una serie de potencias formal, se acostumbra denotarla por

F(z) = Z fnz"
n=0

y llamamos a f,, el coeficiente de ™ en F'. El conjunto de todas las series de potencias
formales sobre R se denota por R[[z]], donde x es un simbolo llamado indeterminada
o variable. Dos series de potencias formales F,G € K][[z]] son iguales si y solo si
fn = gn para toda n € N; esto se sigue de la definicion de igualdad de dos funciones
con dominio N.

Podemos sumar y multiplicar series formales de potencias.

Definicién 1.22. Dadas F(x),G(x) € R[[z]]. Se define la suma F(x) 4+ G(x) como

Z Jnx" + Z gnx" = Z(fn + gn)z";

n>0 n>0 n>0

y el producto F(x)G(x) se define por

anxn Zgnxn :Z Z fig; "

n>0 n>0 n>0 \i+j=n

El conjunto de todas las series de potencias formales tiene la siguiente estructura
algebraica.

Teorema 1.23. El conjunto R[[z]] es un anillo conmutativo con las operaciones de
suma y producto de potencias formales.

El anillo R[[z]] no es un campo porque, por ejemplo, = no tiene reciproco, esto es,
no existe F' € R[[z]] tal que - F = F-x = 1. Si F(x) es unidad en R[[z]] denotaremos
por F(z)~to ﬁ a su reciproco. La siguiente proposicion nos dice cuando un elemento

en R[[z]] tiene reciproco, para R un campo.

Proposiciéon 1.24. Una serie de potencias formal F' = ano fnx™ con coeficientes en
un campo, tiene un reciproco si y solo si f, #0 . En tal caso el reciproco es unico.

El siguiente enunciado es la proposicién 5.1.3 del libro Enumerative Combinatorics
de Stanley [32] y se usa en la demostracién del teorema 2.26.

Teorema 1.25. Sea K un campo de caracteristica cero y sean f; : N — K funciones,
1 <i<k. Definimos h: N — K por

h(n) = A(lAx]) f2(|A2]) -+ fr(lAk)),
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donde la suma corre sobre todas las particiones ordenadas débiles (A1, Aa, ..., Ax)
de [n] en k partes. Sean F;(x) y H(x) las funciones generadoras de las suceciones f;(n)

y h(n). Entonces tenemos

Como se menciond al inicio de la seccién, podemos codificar los elementos de una
serie en una unica funcién, dicha funcin se define con la ayuda de las series de potencias
formales.

Definicién 1.26. Sea {ay}n>0 una serie de nimeros complejos. La funcion gene-
radora ordinaria de dicha serie es la serie de potencias formal

E anx”.

Ejemplo 1.2.1. Para la serie {1},>0 tenemos que su funcion generadora ordinaria es

n 1
P

n>0

porque
1-z)Q4+2z4+2°+...)=1
Definimos la serie de potencias conocida como exponencial de x por

n

x
e’ :Z—.
n!

n>0

Otras series de potencias formales que se usan en este trabajo son el coseno y seno
hiperbdlicos, que se definen como sigue:

xQn
cosh(z) = Z @)
n>0 ’
21
sinh(z) = —_
7;) (2n+1)!

y por tanto se tiene la siguiente identidad
e” = cosh(z) + sinh(z).

Observacion 1.27. Notemos que cosh(x) (resp. sinh(x)) consiste de todos los términos
de e* que son potencia par (resp. impar) de x.

Otro tipo de funcién generadora, la cual se usa en los resultados de funciones gene-
radoras presentados en esta tesis, se define enseguida.
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Definicién 1.28. Sea {ay}n>0 una serie de nimeros complejos. La funcion gene-
radora exponencial de dicha serie es la serie de potencias formal

.,En
Sal
n!

n>0

Ejemplo 1.2.2. Para la serie {1},>0 tenemos que su funcion generadora exponencial

€s
n

LA
n!

n>0
Se puede definir a las series de potencias formales en varias variables.

Definicion 1.29. Una serie de potencias formal en m wvariables con coeficientes
en un anillo R es una funcion f: N™ — R. El conjunto de todas las series de potencias
formales en m variables con coeficientes en R se denota por R|[x1,...,Tm]].

A una serie F' € R[[z1,...,zn]] se denota por

F = Z fna, ... o)zt oooapm,

(21 ) ENT

en donde a f(ni,...,n,) es llamado el coeficiente de ! ... zlm.
Ejemplo 1.2.3. Si f(n,k) = (Z), entonces la funcion generadora multivariable de
f(n,k) es
ST Rty = —
1—y(l+42)



Capitulo 2

Raices k-ésimas de una
permutacion

El contenido de este capitulo constituye el marco tedrico del presente trabajo de inves-
tigacion referente a raices de permutaciones en S,. En la primer seccién se exponen re-
sultados que permiten determinar las existencia de raices k-ésimas de una permutacion
y en el caso afirmativo, la construccién de algunas de dichas raices. La segunda seccién
de este capitulo expone una serie de resultados relacionados con el conteo de las raices
k-ésimas de una permutacion. En particular se presenta una demostracién de la férmula
exacta para calcular el nimero de raices k-ésimas de una permutacién (teorema 1 en
[15]) usando funciones generadoras. Dicha demostracién fue bosquejada en [15] y aqui
se presenta la demostracion completa.

2.1 Raices en el grupo simétrico

Esta seccién estd basada en el articulo de Annin et al. [3] y en ella se expone una
caracterizacion de las permutaciones que tienen raiz k-ésima en S,. Ademds, para
permutaciones del tipo (£)¢ que tengan raiz k-ésima se describe un algoritmo para
obtener algunas de dichas raices.

Observacion 2.1. Sea o una permutacion tal que tiene raiz k-ésima. Si oy...0¢ €s
la factorizacion completa por longitudes de o, entonces cualquier raiz k-ésima T de
o se puede expresar como el producto 11 ...T:, en donde Tf = 0y, para cada i, y las
permutaciones Ti, ..., T son disjuntas por parejas.

Demostracion: Sea ¢; la longitud de los ciclos en el producto o;. Por hipotesis o = 7.

Sea a ... la factorizacién completa de 7. Notemos que 7% = of ... a%. Por el lema
1.19 la factorizacién completa de af es un producto de ciclos disjuntos de longitud
|avi]
med(Joy, k)
podemos elegir 7; como el producto de todos los «; tales que «

. Dado que o; es igual a un producto de puros ciclos de longitud ¢;, entonces

k

i sea igual un producto

14
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de ciclos de longitud ¢;. Con lo anterior, Tf = 0; y podemos escribir 7 = 71 ...7; en
donde por construccién las permutaciones 71, ..., 7 son disjuntas por parejas. O

Por la observacién anterior, para ¢ una permutacién con raiz k-ésima tal que su
factorizacién completa por longitudes es o ... 0¢, podemos construir cualquier raiz k-
ésima de o obteniendo todas las raices 7; de 0;; en donde las 7; seran tales que si o; =
C1 ...Cs, entonces los puntos que no estan en los ciclos C1, . .., Cs seran puntos fijos en
T;. Por lo anterior, necesitamos una manera de construir raices de permutaciones del
tipo (£)¢ y en la proposicién 2.4 se da un algoritmo para ello. Pero antes introducimos
notacién y definiciones necesarias, que se pueden encontrar en el libro de Schoup [30].

Sea p un primo y m un entero positivo. Denotaremos por e(p,m) a la méxima
potencia de p que divide a m. Usando esta notacion la definiciéon del maximo comun
divisor de los enteros positivos a y b queda como

mcd(a,b) = H pmin{e(p.a)e(pb)}
peEP

en donde P es el conjunto de los primos. La siguiente observacién sigue directamente
de la definicién de e(p, m).

Observacién 2.2. Sean a y b enteros positivos. Entonces

e(p,med(a,b)) = min{e(p,a),e(p,b)},

e(p,ab) = e(p,a) + e(p,b).

Definicién 2.3. Sean | y k enteros positivos. El paréntesis de la pareja (I,k) esta
dado por

e(p;,k
(L. k) = [T 5%,
pjll

donde los p; son primos .

Proposicién 2.4 (Algoritmo para construir una raiz k-ésima de una per-
mutacién del tipo (¢)¢). Sean ¢, k enteros positivos y ¢ un multiplo de s := ((¢,k)).
Si o es una permutacion del tipo ()¢, entonces con el siguiente algoritmo se obtiene
una raiz k-ésima 7 de o.

Paso 1 Tomar una particion A = {A1,..., A} del conjunto de todos los (-ciclos de o,

en donde cada parte de A tenga tamano s. Nétese que h = <.

Paso 2 Tomar una parte Aj = {a1,...,as} en A, para j € {1,...,h}.

k
Paso 3 Considere el £-ciclo B; = (bi1bia . .. big) tal que B = «y, para cada ciclo o; en Aj.
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Paso 4 Construir el ciclo
TA; = (bubgl .. bs1b19bog .. b .. bigboy . .. bsg).

Paso 5 Repetir los pasos 2 al 4 para cada parte de A y asi obtener ta,,...,Ta,. Construir

T =TATAy---TA;,-

Demostracion: El Paso 1 se puede hacer porque ¢ = hs, para algin h € N. Para el
Paso 2 fijamos una parte A; := {a1,..., a5} de A. En el Paso 3, podemos tomar a 3
como la raiz %—ésima de cada «a; de A; que, por el corolario 1.20, sabemos que existe
y es unica dado que med(¥, %) = 1. Aplicando el lema 1.19 al ciclo 3;, se tiene que
este ciclo es de longitud ¢ y podemos escribirlo como 3; = (b;1b;2 .. .by), para cada

i € {1,...,s}. Para el Paso 4, como los ai,...,as son ciclos disjuntos entonces los
B1,...,Bs son también ciclos disjuntos y por eso se tiene que
TA; = (b11b21 ... bs1b19bos . .. b82b13, bog...bgg...... blgb% Ce bsg),

es un ciclo de longitud £s. Notemos que (74,)° = 31 ... 3s. Entonces

Th = ((74)) = (B1. ) = (B1) .. (B) = o,

y asi hemos construido una raiz k-ésima 74; del producto a;...as. Repitiendo los
Pasos 2 — 4 para cada parte A; de A se construye 7 como el producto 74, ...74,, en
donde los 74,’s son ciclos disjuntos entre si por construccién. Por lo que

Tk:Tﬁl...Tﬁh:J.

obteniendo de esta manera una raiz k-ésima de o. O

La raiz construida en el algoritmo anterior es del tipo (s£)", con h = ¢/s y s =
((€,K)).

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de las permutaciones que

tienen raiz k-ésima. En el libro de Wilf [35] se menciona que fue demostrado primero
por A. Knofmacher y R. Warlimont. La demostraciéon que aqui se presente es una
combinacién de las dadas en [3] y [35].
Teorema 2.5. Sea 0 € S, y k = plfp?...p? con pi,p2,...,pt primos distintos e
ij > 0, para cada j. Entonces o posee una raiz k-ésima en Sy si y solo si para toda £
en N, el numero de ciclos de longitud £ en la descomposicion de o como un producto
de ciclos disjuntos es un multiplo de ((¢,k)).

Demostracion: (<) Considérese la factorizacién completa por longitudes de o, esto
es, 0 = 0} ...0,, donde cada o; es una permutacion del tipo (¢;)%. Si consideramos por
separado cada o; notemos que estamos en las hipdtesis de la proposicién 2.4, ya que ¢;
es un miultiplo de ((¢;, k)). Aplicando el algoritmo de dicha proposicién se obtiene una
raiz k-ésima 7; para cada o;. Entonces, si tomamos 7 = 7y ... 7, se tiene
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Tk:T{C...Tf

=01...0, =0,
es decir, 7 es una raiz k-ésima de o.
(=) Suponga que o posee un raiz k-ésima, 7, en S,. Sea 7 ...y, la factorizacién

completa de 7, en donde la longitud de 7; es ¢;, para todo i. Entonces o = 7F = le ...k

SThs
y por el lema 1.19, Tik es un producto de med(¥;, k) ciclos disjuntos, cada uno de longitud
m. Por lo tanto, todos los ciclos de longitud ¢ en o vienen de ciclos de longitud r en

7, en donde r cumple que r/mcd(r, k) = £. De lo anterior tenemos que r = £-mcd(r, k).

Afirmacién. r es un maltiplo de ¢((¢,k)).

Demostracion: Basta demostrar que si p es un primo que divide a ¢((¢,k)), entonces
e(p,l((¢,k))) = e(p,r). Sea p un primo que divide a £((¢, k)). Notemos que p divide a
£. Ahora usaremos la observacién 2.2. Por un lado tenemos que

e(p,U((L, k) = e(p,£) +e(p, (£, k))) = e(p, £) + e(p, k).

Por otro lado, como p divide a ¢ tenemos que p divide a r y por lo tanto

e(p, ) = e(p,{) + e (p,med(r, k) = e(p,£) + min{e(p,7), e(p, k) } = e(p, £) + e(p, k),
en donde la dltima desigualdad se cumple porque e(p, £) > 0. O

De la afirmacion se sigue que todos los ciclos de longitud ¢ de ¢ vienen de ciclos
Q1,...,qp en T cuyas longitudes son miiltiplos de £((¢,k)). Como cada of se descom-
pone en una cantidad multiplo de ((¢, k)) de ¢-ciclos en o (porque ((¢, k)) divide a k),
tenemos que el nimero de ¢-ciclos en ¢ es un miltiplo de ((¢, k)).

O

2.2 Numero de raices de una permutacion

En esta seccién presentamos resultados conocidos sobre el nimero de raices de per-
mutaciones. La siguiente proposicion muestra que permutaciones conjugadas tienen el
mismo numero de raices.

Proposicién 2.6. Sio y m son dos permutaciones con el mismo tipo de ciclo, entonces
el niumero de raices de o es igual al numero de raices de 7.

Demostracion: Denotemos por hri (m) y Rg{’,)(a) el conjunto de las raices k-ésimas

de 7™ y o, respectivamente. Como ¢ y 7 tienen el mismo tipo de ciclo, del teorema
1.10 se sigue que estas permutaciones son conjugadas, es decir, existe 6 € S, tal que
o=0m0"t. Siac Rq(zk)(w), entonces (faf~1)* = 0ak0~! = 76~! = o. Por lo que
podemos definir la funcién

fo: BP (1) — RP(0),
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dada por fy(a) = Oaf~!. Ahora, si B € R%k)(a), entonces (07180)F = 9~1pk0 =
0100 = 1 y por ello se puede definir la funcién

g0 : R (0) — RP(m),

con go(3) = 6" 36.
Notemos que gg es funcion inversa de fy, y por lo tanto fy es una funcién biyectiva

entre R (m)y R,(lk)(a). O
Denotaremos por rﬁbk)(c) (resp. rék)(a)) al nimero de raices k-ésimas en S, de

cualquier permutacion de tipo de ciclo ¢ (resp. de la permutacién o). Un problema de
(m)

interés es determinar el valor de 75, ’(c). Se tienen al menos tres féormulas para calcular
este nimero. La primera fue publicada en 1980 por Pavlov [21] y las otras dos férmulas
se presentan en las siguientes secciones.

2.2.1 Foérmula de Roichman

En esta seccion presentamos una formula para obtener el niimero de raices k-ésimas de
una permutacién debida a Roichman [25]. Primero algunas definiciones.

Definicién 2.7. Se dice que la serie de enteros positivos (a1, ...,ax) es una particion
de n si, Zle a; =n Yy ademds se cumple que a1 > ag > -+ > ay.

Definicién 2.8. Sea pu = (p1,..., 1) una particion de n con t partes distintas. Es-
cribimos

Ky =0

i
,uz‘izz,ui (lﬁiﬁt)
j=1

S(u) = (1), - -+ Bepy)-
Una permutacion m € S, es p-unimodal si para todo i, con 0 < i < t, existe £,
con 0 <1 < piy1 tal que:

m(pa +1) > mlpe +2) > > (e +0) <mpe +1+1) < <))
Denotaremos por U, al conjunto de permutaciones p-unimodales en S,,.
Definicion 2.9. Paran > 1 y k > 0, escribimos
If={rnes, =1},

esto es, Iﬁ es el conjunto de raices k-ésimas de la permutacion identidad en S,. La
permutacion identidad se denota por 1 o Id.
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Definiciéon 2.10. Sea 0 = 01 ...0, una permutacion, y sea i < n un entero positivo.
Decimos que i es un descenso de o si 0; > 041.

El siguiente teorema es de Roichman [25] y su demostracién requiere de teoria de
representaciones del grupo simétrico, que esta fuera del alcance de esta tesis

Teorema 2.11. Para todon > 1, k > 0, u una particion de n y m € S, de tipo de
ciclo p, tenemos

{oeS,:o"=n} = Z (—1)IPes(@NS W)
oelknU,

En el siguiente ejemplo se ilustra la aplicacién del teorema anterior.
Ejemplo 2.12.
Para n = 4,

Sy = {1234,1243,1342, 1324, 1423, 1432, 2134, 2143, 2341, 2314, 2413, 2431,
3142,3124,3421,3412, 3214, 3241, 4123,4132,4231,4213, 4312, 4321}.

Se tienen las particiones:

o= (4

p® = (3,1)
pB = (2,2)
™ (2,1,1)
p® = (1,1,1,1)

y los conjuntos de permutaciones p(9-unimodales, i € {1,2,3,4,5}:

U, = {1234, 2134,3124,3214,4123,4213,4312,4321},

U, = {1234,1243,1342, 2134, 2143, 2341, 3142, 3214, 3241, 4123, 4132, 4231,
4213, 4312, 4321},

Uys = {1234, 1243,1342,1324,1423,1432,2134, 2143, 2341, 2314, 2413, 2431,
3142, 3124,3421, 3412, 3214, 3241,4123, 4132, 4231,4213,4312, 4321},
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Uy = {1234,1243,1342,1324,1423,1432,2134, 2143, 2341, 2314, 2413, 2431,
3142,3124,3421,3412, 3214, 3241,4123,4132,4231,4213,4312, 4321},

U, = {1234,1243,1342, 1324, 1423, 1432, 2134, 2143, 2341, 2314, 2413, 2431,
3142, 3124, 3421, 3412, 3214, 3241, 4123, 4132, 4231, 4213, 4312, 4321}.

Sea k = 2. Entonces
IZ ={mreS,: 7= 1} = {1d,2134,1324,1243,4231, 3214, 1432, 2143, 3412, 4321}.
Para m = 2143 una permutacién con tipo de ciclo ,u(?’) tenemos que

I3 N U, = {1234,1243,1324,1432, 2134, 2143, 3412, 3214, 4231, 4321},

y los conjuntos de descensos para cada permutacién de 17 N U ,(3) Son los siguientes

Des(1234) = 0
Des(1243) = {3}
Des(1324) = {2}
Des(1432) = {2,3}
Des(2134) = {1}
Des(2143) = {1,3}
Des(3412) = {2}
Des(3214) = {1,2}
Des(4231) = {1,3}
Des(4321) = {1,2,3}.



Como S(u®)) = {2,4}, obtenemos

|Des(1234) \ {2,4}|
|Des(1243) \ {2,4}|
|Des(1324) \ {2,4}|
|Des(1432) \ {2, 4}

|Des(2143) \ {2,4}|
|Des(3412) \ {2,4}|
|Des(3214) \ {2,4}|
|Des(4231) \ {2,4}|

2.2. NUMERO DE RAICES DE UNA PERMUTACION

0\ {2,4} =0
{37\ {2,4}| =1
{23\ {2,4}[ =0
{2,330\ {2,4}| =1
{1\ {24} =1
{1,331\ {2,4}| =2
{2\ {2,4}[ =0
1,2} \{2,4}| =1
{1,311\ {2,4}] =2

21

(1234)
(1243)
(1324)
(1432)
|Des(2134) \ {2,4}|
(2143)
(3412)
(3214)
(4231)
(4321)

|Des(4321)\ {2,4}] = |{1,2,3}\{2,4}| =2

y asi
[{o € Si:0® =m} =3(-1)" +4(-1)' +3(-1)° = 2.

2.2.2 Formula de Leanos, et al.

Estd seccién estd basada en el articulo publicado en 2012 por Leafios, et al. [15]. Primero
se presentan algunos preliminares y después algunas proposiciones que serdan de utilidad
para obtener la formula sobre el ntimero de raices k-ésimas de una permutacién, que es
el resultado principal de dicho articulo. Para la demostracién que se presenta en esta
tesis se modificaron ligeramente algunas proposiciones que aparecen en el articulo [15],
con la intencién de obtener primero la funcién generadora exponencial multivariable del
nimero de raices k-ésimas de una permutacion, y a partir de ella la férmula deseada;
contrario al orden en que se obtienen estos resultados en el articulo antes citado.

Sea o1 ...0., la factorizacion completa por longitudes de o, esto es o; = Hj]: 1 G,
para cada i, en donde todos los ciclos C; son de longitud ¢;. Definimos

X(0;) = {x € [n] : = esta en algun ciclo C; de o;}. (2.1)

Por la definicién de factorizacién completa por longitudes tenemos que X (0;) N X (o) =
(), para todo i # j. Para f € S, y X C [n] tal que f(X) = X, usaremos f|x para
denotar la restriccion de f al conjunto X. Por la observacién 2.1, podemos encontrar
todas las raices de o obteniendo todas las raices 7/ de oy X(03)) €1 Sx(o,)), Para cada
i, y luego extender a 7/ a una permutacién 7; en S, haciendo puntos fijos a todos los
elementos en [n] — X (o0;). Por lo anterior obtenemos el siguiente lema que sera de
utilidad.
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Lema 2.13. Sean k,m y n enteros positivos. Sea 0 € S, y 01 ...0m Su factorizacion
completa por longitudes. Entonces

rP o) = [[¢ (o2),
=1

en donde rg?i) (07) es el mimero de raices k-ésimas de oi|x(,) €n Sx(o,)-

Por el lema anterior, para encontrar el nimero de raices k-ésimas de una per-
mutacion necesitamos encontrar el nimero de raices k-ésimas de cada parte de su
factorizacién completa por longitudes, es decir, de permutaciones del tipo (£)¢. Sea
o una permutacién del tipo (¢)¢ tal que tiene raiz k-ésima, esto es ¢ es multiplo de
((¢,k)). Queremos encontrar todas las permutaciones 7 tal que 7% = . Primero de-
terminaremos las posibles longitudes de los ciclos en la descomposicion completa de
7. Si r es longitud de algin ciclo en 7, por la demostraciéon del teorema 2.5 se tiene
que 7 = £ - mcd(r, k). Haciendo g := mcd(r, k), tenemos que r = gf. Esto es, se
deben “agrupar” g ciclos en o para obtener un ciclo de longitud r en 7 (lo anterior se
puede hacer siguiendo el algoritmo de la proposicién 2.4). Ahora, por la definicién de
g tenemos que g = med(gl, k) y g < c.

Vamos a definir los siguientes conjuntos con todos los valores posibles de g, en donde
el segundo toma en cuenta la restriccion de que g < ¢ . Sean k y ¢ enteros positivos y
¢ un entero no negativo. Sean

Gr(l) ={g €7Z" :med (g¢, k) = g}

Gp(l,c)={g €Z": g<c; med(gl,k) = g}.

Se puede verificar que los conjuntos que acabamos de definir son finitos. Ahora,
definimos al vector asociado a Gi(¢,¢) = {g1,...,9m}, en donde g1 < -+ < gpm,
como el vector g = (g1, ..., gm). La ecuacién

g-e€=gie1+ -+ gmEm = ¢,

indica que 7 tendra e; ciclos de longitud g;¢, para cada i. Para cualquier conjunto
G (¢, c) de cardinalidad m > 1 definimos el conjunto de vectores:

Er(l,c) :={e e N : g-e=c¢, ges el vector asociado a Gi(¢,c)}.

Este conjunto de vectores puede ser vacio si la ecuacién g-€ = g161+ -+ -+ gmem = ¢
no tiene soluciones enteras.

Las siguientes propiedades sobre los conjuntos Gi(f) y Gi(¢,c) aparecen en el
articulo de Leanos et al. [15] y se presentan sin demostracién.

Recordemos que e(p,m) denota a la maxima potencia de p que divide a m.
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Proposicién 2.14. Sean g, { y k enteros positivos. Entonces g € Gi({) si y sdlo si se
cumplen las condiciones 1) y 2):

1) Cualgquier primo p divisor de g divide a k y satisface una de las siguientes condi-
ciones

a) Sip divide a ¢, entonces e(p,g) = e(p, k),
b) Sip no divide a £, entonces e(p,g) < e(p, k),

2) Sip es un primo que no divide a g, entonces p no divide al med (¥, k).
Proposicion 2.15. Sean k, ¢ y ¢ enteros positivos. Entonces

1) ((4,k)) pertenece a Gi().

2) Si ((¢,k)) divide a c, entonces ((¢,k)) pertenece a Gy (¢, c)

Observacion 2.16. Notemos que si g = med(gl, k) entonces med (4, k) divide a g. Una
consecuencia es que al menos ((¢,k)) es un elemento de G({).

Proposicién 2.17. Simcd(¢, k) = 1, entonces Gi(¢) es igual al conjunto de divisores
positivos de k.

Proposicién 2.18. Sean k, { y ¢ enteros positivos. Si G(¢) = {g1,...,9n}, entonces

med(g1,...,9n) = (4, k)).

Corolario 2.19. Sean k, £ y ¢ enteros positivos. Sea Gi(¢,c) ={g1,...,9n}. Entonces

med (g1, -..,9n) = ((4, k)).

Proposicién 2.20. Sean k, { y c¢ enteros positivos. Sea Gi(¢,¢) = {g1,...,9n}. En-
tonces ((¢,k)) divide a ¢ si y solo si la ecuacion

9171 + =+ + GhTh = C,
tiene soluciones enteras no negativas.
La proposiciéon anterior tiene como consecuencia lo siguiente:
Corolario 2.21. Una permutacidn de tipo (£)€ tiene raiz k-ésima si y solo si la ecuacion
9171+ + ghTh = C,
tiene soluciones enteras no negativas, en donde Gy(¢,¢) ={g1,...,9n}-

La siguiente proposicién caracteriza las raices del tipo (gf)? cuando o es del tipo
(£)¢, para g,p y ¢ enteros.
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Proposicién 2.22. Sea o una permutacion del tipo (£)¢ y p un entero positivo. En-
tonces o tiene una raiz k-ésima del tipo (g€)P si y solo si g € Gi(£) y ¢ = gp.

Demostracion: Por la proposicion 2.18 se tiene que si g € Gg(¥), entonces ((¢,k))
divide a g, por tanto si ¢ = gp, entonces ((¢,k)) también divide a ¢, y por el teorema
2.5 se sigue que o tiene raiz k-ésima. Ahora, como g = mcd(g/, k) (porque g € G(¢))
tenemos que g divide a k y al ser ¢ multiplo de g, podemos aplicar el algoritmo de
la proposicién 2.4, usando g en lugar de s (la demostracién de que dicho algoritmo
funciona es anéloga a la de la proposicién 2.4), para obtener una raiz k-ésima del tipo
(gl)P para o.

Reciprocamente, si o tiene una raiz k-ésima 7 del tipo (gf)P, entonces para cada
ciclo C en 7, C* es un producto de med(g¥, k) ciclos de longitud ¢ = g¢/mcd(g¢, k) en o,
esto es g = med(gl, k). Por lo que g € Gi(¢). Ademds, como obtenemos med(gl, k) = g
ciclos de longitud ¢ en o por cada gf-ciclo en 7, tenemos que ¢ = gp. O

Sea ¢ un entero no negativo y p un entero positivo. Para ¢ cualquier permutacién
del tipo (£) y k, g enteros positivos fijos, denotamos por fy ¢4 ,(c) al nimero de raices
k-ésimas de o que son del tipo (gf)P.

Ejemplo 2.23. Para k = 2 y 0 = (123)(456), tenemos que ¢ = 3. Como ¢ = 2,
(9,p) € {(2,1),(1,2)}. Para g =2, p =1, las raices cuadradas de la forma (g¢)P son

= (142536)
7 = (243516)
73 = (341526)
s = (415263)
75 = (516243)
76 = (614253),

esto es fa321(2) = 6. Para g = 1,p = 2 tenemos que 77 = (132)(465) es una raiz
cuadrada de tipo (3)? de o. De hecho fa312(2) = 1. Se puede verificar que las
permutaciones 71, ..., 77 son todas las raices cuadradas de o.

Ahora se presenta un resultado, que es una generalizaciéon de la proposicién 7 en
[15].

Proposicion 2.24. Sean {,k, g,p enteros positivos fijos. Sea ¢ un entero no negativo
y o cualquier permutacion del tipo (€)¢. Si g € Gi(f) y ¢ = gp, entonces

(gp)terto—)
g*p!

9

frgp(c) =

Y [regp(c) =0 en cualquier otro caso.



2.2. NUMERO DE RAICES DE UNA PERMUTACION 25

Demostracion: Sig & G () o c # gp, por la proposicién 2.22 tenemos que fi ¢4 5(c) =
0. Ahora, si g € G,,({), por la proposicién 2.18 tenemos que ((k,£)) divide a g y por
el teorema 2.5 sigue que o tiene raiz k-ésima. Sea T cualquier raiz k-ésima de 0. De
los gp ciclos en ¢ necesitamos construir p ciclos de longitud g¢ para 7. Esto lo haremos
tomando cualquier particién no ordenada A, con exactamente p partes, del gp-conjunto
de (-ciclos de o; y con cada una de estas partes formaremos un ciclo de longitud g/
para 7. El nimero de dichas particiones es

(gp)!

(9")Pp!
Si {C1,...,Cy4} es una parte de A, con A cualquiera de las particiones mencionadas
arriba, necesitamos organizar los elementos de los ciclos C1,...,C, en un ciclo D que

cumpla que D¥ = C .. .Cy. Para esto aplicamos el algoritmo de la proposicién 2.4,
usando ¢ en lugar de s (como se indico en la demostracién de la proposicién 2.22), a
todos los posibles ordenamientos circulares de los ciclos C1,...Cy y a todos los posibles
ordenamientos circulares de los elementos de cada ciclo. Con lo anterior obtenemos
todos los posibles ciclos D de 7 correspondientes a la parte {C1, ..., Cy}, que serdn (g—
1)1¢9=1. Como tenemos p partes en A, obtenemos ((g—1)!¢971)? conjuntos { Dy, ..., D,}
diferentes de ciclos D;, con los cuales podemos construir las diferentes raices k-ésimas
Dq---D, de o. Por lo tanto, si repetimos el procedimiento anterior para cada una de
las particiones que estamos considerando, obtenemos que para ¢ el nimero de raices
k-ésimas del tipo (g¢)? es

! 1 1pp(g—1)
(;g!lgp!((g_l)wg 7= (gp)gpp! '

O

La siguiente proposicién nos da una funcion generadora exponencial para la férmula
de la proposicién anterior para g € G, (¢) fijo. Primero notemos que por la proposicién
anterior tenemos que fi ¢ q,(c) # 0 siy solo si g € Gi(¢) y ¢ = gp, por lo que tenemos
que p depende de ¢ para que o tenga raices del tipo (g¢)P.

Proposicién 2.25. Sean ¢ y k enteros positivos fijos. Sea g € Gy, (¢) fijo. Entonces

t5 ¢(9—1)

c>0

Demostracion: De la proposicion 2.24 se tiene que f¢4,(c) # 0 si y solo si ¢ = gp
por lo que
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tgp

tg
kal,gm(c)a = kar 4,9.p gp 9p)!

c>0 p>0

= 9 ()
¢p(g—1) 9P

_ ¢
= 2 g (p)!

p=0
(g-1)
= exp (E t?) .
g

Con lo anterior podemos obtener una funcién generadora exponencial mutivariable
(en las variables t1, %2, ...) para el nimero de raices k-ésimas de una permutacién de

tipo ¢ = (c1,...,Cn).

O]

Teorema 2.26. Sean k, n enteros positivos y ci,...,c, enteros no negativos. Para
Lt

. til.tn ..
n=cy+2co+ -+ nc,, el coeficiente de T N la expansion de
-

po-1

exp Z Z —tg : (2.2)
£>1 gEGm ()
es el numero de raices k-ésimas de una n-permutacion del tipo ¢ = (c1,...,cp).

Demostracion: Sea F(ty) la funcién generadora del nimero de raices k-ésimas de una
permutacién del tipo (¢)¢. Por el lema 2.13 tenemos que la funcién generadora expo-
nencial en las variables t1, ¢, ... para el nimero de raices de permutaciones esta dada

por
[ 7).

Vamos a encontrar a F'(t;) para una longitud fija ¢, esto es para permutaciones o del
tipo (£)¢, con ¢ > 1. Sea Gr(¢) = {g1,...,9m}. Por el corolario 2.21 tenemos que o
tiene raiz k-ésima 7 si y solo si

g1T1 + -+ GmTm = C¢

tiene soluciones enteras no negativas, en donde una solucién (p, ..., pn) de la ecuacién
anterior indica que 7 es del tipo (g1£)P' ... (gmf)P™. Vamos a construir todas las raices
de o con el siguiente procedimiento. Sea A el conjunto de todas las particiones débiles
del conjunto de todos los ciclos en o. Tomar {Ai,..., A} € Ay para cada parte
A; = {aq,...,a.} construir raiz k-ésima del tipo (g;¢)P* en Sx para o|x, en donde
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X =X(aq)U---UX(ac) (el conjunto X (/) se define en la ecuacién 2.1). El nimero de
tales raices sera fi ¢4, p,(c). Por la proposiciéon 2.24 tenemos que el nimero de raices
de o es igual a

ST fetgrm (1A fretgmpm ([Aml)

{A1,.., Am}EA

Por lo que estamos en las condiciones del teorema 1.25. Por lo tanto

|G (0)]

Flz) = H exp <€g_1t9’)
()

9€GL(£)

Asi, la funcién generadora buscada es

e =1 I e <gltg>

>1 £>1 geG (L)

que es igual a

091
exp Z Z —tg
>1geGre) I
O

El siguiente teorema en [15] muestra un férmula exacta para el nimero de raices
k-ésimas de cualquier permutacion.

Teorema 2.27. Sea k un entero positivo, sea o una permutacion del tipoc = (c1,...,¢Cp).

n s 3 s -
Sea r]g )(c) el nimero de raices k-ésimas de o, entonces

|Gr(€ce)l o(gi—D)es

Hce > A =) (2:3)

€ EEk(f C[) i=1
Cﬁé

donde g = (g1, ...,9m) €l vector asociado a Gi(¢,cy).

Demostracion: Buscaremos los coeficientes de nuestro interés en la expansién de la
funcién generadora de la proposiciéon anterior, esto es para n entero positivo y 01, ey Cp

enteros no negativos tales que n = ¢; +2c2+- - - +ncy,, queremos el coeficiente de & T
cn!
en la expansién de

exp Z Z Eg;tg : (2.4)

€21 geG(£)
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Para cualquier ¢, los tnicos factores en (2.4) que contribuyen al exponente de ¢, son
los factores en

g—1
H exp (etg> ,
g€ () g

que es igual a

J4
el (2.5)

II |2

g€ (6) \J=0
Queremos el coeficiente de ¢, (¢, # 0) en la expansién de (2.5). Pero dicho coefi-
ciente viene de los productos tzm .. .t?mm en (2.5) tales que ¢y = g1j1 + *** + gmJm,
donde m = |Gi(¥)], g = (g1...9m) €l vector asociado de Gi(¢) y (ji,-.-,Jm) €S
cualquier soluciéon no negativa de la ecuacion gix1 + - - + gmTm = c¢, CON T; = J;.
Por lo anterior, el coeficiente para cualquier tg‘* es

>

g1j1+ -+ gmim=cg i=1 Z

g(gz Ji

’L"

Para encontrar el coeficiente de tf /¢! multiplicamos la expresién previa por ¢!
3.t
El coeficiente de 27~y viene de la ecuacién(2.4) cuando se corre a £ de 1 an 'y

este coeficiente es

n
t]:[Cé! Z H g jl

g1j1++gmim=ce i=1
Ce£0

La prueba concluye al cambiar g1j1 + -+ - + gmJm = c¢ en el indice de la suma por
e € Ex(4,¢cp), donde € = (jJ1,...,m) € Ex(f,ce) ={e € Ng' 911+ + gmim = e}
O

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicaciéon de la férmula 2.3.
Ejemplo 2.28.
Para n =4, k = 2 y la permutacién o = (12)(34), se tienen los conjuntos:

G2(2,2) = {2}

E5(2,2) = {(D)}

Entonces el nimero de raices de o es
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Ejemplo 2.29.
Paran =7, k =2y la permutacién ¢ = (12)(34)(5)(6)(7), se tienen los conjuntos:

G2(173) = {172}7
G2(2’2) = {2}

2.2.3 Raices cuadradas en S,

La férmula 2.3 puede parecer complicada de aplicar. En esta secciéon veremos el caso
cuando k = 2, lo que serd de utilidad en el capitulo 3.

La siguiente observacién, consecuencia del lema 1.19, se usard en algunas demostra-
ciones.

Observacién 2.30. Para el caso k = 2 se tiene:
1. FEl cuadrado de un ciclo de longitud 25 + 1 es un ciclo de longitud 25 + 1.

2. El cuadrado de un ciclo de longitud 25 es un producto de dos ciclos de longitud j,
es decir, si T es una raiz cuadrada de o (si alguna), un ciclo de longitud par 2j
en o solo puede ser obtenido al elevar al cuadrado un ciclo de longitud 45 en 7.

La férmula para raices cuadradas de cualquier permutacion queda como sigue.

Proposicién 2.31. Sea o cualquier permutacion del tipo ¢ = (c1,...,¢p), entonces

5 (e) = [Tp_, ra(6, e), donde

Zz’Li/on (07'(6/2)1 si £ es impar

c—20)14!

ro(l,c) = ﬁ;)!(ﬁ/Q)C/Q si f y ¢ son pares

0 si f es par y c es impar
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Demostracion: Cuando ¢ es un entero impar y k = 2 sigue que Ga(¢) = Ga({,¢) =
{1,2}, g =(1,2) y Ex(f,c) = {(x,y) € N2 : 2 + 2y = c}. Entonces del teorema 2.27 se
sigue que

lc/2] /i
Ec _C‘Z 2%' c—2i)!

Si ¢ es par, entonces las raices de una permutacién de tipo (£)° son del tipo (26)04/ 2
(por la observacién 2.30 (2)). Si ¢ = 2p, para algtin p € N entonces {2} = G2(¢) y por
la proposicion 2.24 se tiene que

(2p)! -1y c! ei2 .
2Tp!£ = 2c/2(c/2)!(€) "= (c/2)!(€/ 2.

Finalmente, sabemos que para ¢ par, una permutacién del tipo (£)° tiene una raiz
cuadrada si y sélo si ¢, es par por lo que se obtiene el resultado deseado cuando k es
par y c es impar.

O]

La férmula anterior aparece en los articulos [2, 19] (relacionados a problemas sobre
modelos de Gelfand en teoria de representaciones del grupo simétrico) en donde los au-
tores la demuestran de manera independiente al articulo [15]. La siguiente proposicién
muestra la funcién generadora exponencial multivariable para raices cuadradas.

Proposicion 2.32. Sean n un entero positivo y ci,...,c, enteros no negativos. Para

C

. tyl. -
n=-cy+ 2c+ -+ nc,, el coeficiente de T o €n la expansion de
I cnl

25 —1
exp Z <t2] 1+ = =13 +jt2j>
j=1
es el numero de raices cuadradas de una n-permutacion de tipo de ciclo ¢ = (c1,...,cp).

Demostracion: Este resultado se sigue del teorema 2.26, reescribendo la férmula 2.2
para las raices cuadradas. Para el caso k = 2 se tiene que la ecuacién med (gf, k) = g
sélo se satisface para g = 1 0 g = 2 segn sea la paridad de £.

e Si ¢ =2j—1 para algin j > 1, entonces Go(2j — 1) = {1,2} y

091 25 —1
> —tl =ty + 5 =t
gEGm (0)

e Si ¢ =2j para algin j > 1, entonces G2(2j) = {2} y
g—1

14
—t] = jt3;.
> Ta-i,

9g€Gm (L)
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Por lo anterior

> Z tg_Z(tgj 4t 5 1t2J 1+jt2]>

£>1 geGom (0) j>1

Por dltimo sustituyendo lo anterior en la formula 2.2, se tiene que

27 —1
€xp Z <t2j 1+ 9 t2] 1 +]t2]>

Jz1
O

A continuacion presentamos algunos corolarios en donde se exhiben las funciones
generadoras exponenciales para algunos casos.

Sea r2(¢, c) el nimero de raices cuadradas de cualquier permutacién del tipo (¢)€.
De la proposiciiones 2.31 y 2.32 se siguen los siguientes corolarios:

Corolario 2.33. Si { es par entonces tenemos
/2 c par,
ra(l,c) = e (/2)°2 !
0 c impar,
y la funcion generadora exponencial es
¢ l
ng(ﬁ, c)x— —exp (=2?).
c! 2
k>0
Corolario 2.34. Si ¢ es impar se tiene que

2
nlte) = 3 g2

¢ — 2i)lil

1=
y la funcion generadora exponencial es

ng(& C)% = exp <:U + ﬁxQ) .

c>0



Capitulo 3

Raices k-ésimas en el grupo
alternante

En este capitulo se presentan algunos resultados conocidos y otros originales respecto
a raices de permutaciones en el grupo alternante. La primer seccién se enfoca en
las caraterizaciones conocidas sobre raices pares de una permutacién. En la segunda
seccion se demuestran resultados originales sobre el niimero de raices cuadradas pares
de permutaciones que pertenecen al grupo alternante. En la seccién 3.2.1 se presentan
algunas férmulas exactas y en la seccién 3.2.2 funciones generadoras asociadas a algunas
de estas férmulas.

3.1 Caracterizacion de las raices k-ésimas en A,

Esta seccién esta basada en el articulo de Annin et al., [3]. Se dan algunas demostra-
ciones de resultados que aparecen como comentarios en dicho articulo y de algunos de
sus teoremas principales. La siguiente proposicion considera el caso k impar.

Teorema 3.1. Sea 0 € A, y sea k > 3 un entero impar. Entonces o tiene una raiz
k-ésima en A, siy solo si o tiene una raiz k-ésima en Sy,

Demostracion: (=) Es evidente. (<=) Suponga que o = 7% para alguna 7 € S,,.
Si 7 € A,, terminamos. Si 7 ¢ A,, dado que k es impar se tiene que 7F & A,, lo que
contradice el hecho de que o € A,. Por lo tanto, 7 € A,.

O

La proposicién 3.3 es mencionada en el articulo de Annin et al. [3] donde la plantean
como ejercicio para el lector, en este trabajo se da una demostracion. Antes, consider-
emos la siguiente notacion.

Observacién 3.2. Sea 0 € S, y k = pillpé2 ...ple (con ij > 0 para cada j) entero
positivo. Si o tiene una raiz k-ésima en S, , entonces por el teorema 2.5, para cada

32



3.1. CARACTERIZACION DE LAS RAICES K-ESIMAS EN Ay 33

{ € N existe un entero my # 0 tal que el numero de ciclos de longitud ¢ en la expresion
como ciclos disjuntos de o es my - sy, donde sy = (({,k)).

Proposicién 3.3. Si o € A, tiene una raiz k-ésima en S, y tiene (al menos) dos
puntos fijos en su factorizacion completa, esto es mi > 2, entonces o también tiene
una raiz k-ésima en A,,.

Demostracion: Sea o = ¢ € A,, si 7 € A, hemos terminado. Si 7 € A,, bus-

caremos una permutacién S € A, tal que ¥ = o. Dado que o tiene dos puntos
fijos, digamos a; y b1, entonces o = (a1)(b1)o’. Sea 71...7; la factorizacién com-

pleta de 7. Supongamos que a; y by pertenecen a los ciclos 7; = (a1,as2,...,a;) y
7; = (b1, ba, ..., by,), respectivamente, en donde puede pasar que 7; = 7;. Por el lema 1.19
los puntos ar,...,ag,bi,...,by son puntos fijos en 7F. En consecuecia se tiene que

™ = (a1)...(ag)(b1) ... (bym)™™* = o, en donde 7% consiste en el resto de los ciclos en
la descomposicién en ciclos disjuntos de o. Lo que implica que 7% tiene que ser una
permutacién par.

Tenemos dos casos.

Caso 1. 7; # 7;. Es decir
T="(a1,...,a0)(b1,...,by)7 =777

a) Si ¢,m son ambos impares o ambos pares, entonces 7;7; € A, y por tanto
7' debe ser impar. Como ¢ = 7'F entonces 7% debe ser par. Como 7' es
impar entonces k es par. Por lo anterior basta tomar 8 = (a1, b1)7’ porque
,Bk — (al’as)kT/k — 7k — 4.

b) Si ¢,m son uno par y el otro impar, entonces 7;7; es impar y eso im-

plica que 7 es par. Por tanto, basta considerar 8 = 7/ pues 0 = Tk =

(at,...,ap)k(b1,... bp)kr"* = 1'%,
Caso 2. 7; = 7j. Para este caso supongamos que by = as con 2 < s < /. Esto es
/
T=(a1,...,05,...)T.

a) Si{ es impar entonces 7; es par y por lo tanto 7/ debe ser impar. Como en el
caso (1-a), k es par y basta tomar 3 = (a1, as)7’, porque 8* = (ay,as)* 7% =

'k =g,

b) Si £ es par entonces 7; es impar y entonces 7/ debe ser par, como en el caso
(1-b) y por el mismo argumento basta tomar 5 = 7’.

O

Cabe mencionar que la proposicién anterior es un corolario del teorema 3.4, que se
presenta a continuacién y que caracteriza a las raices k-ésimas pares de permutaciones

pares. La demostracién que a continuacién se presenta es la que aparece en Annin, et
al. [3]
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Teorema 3.4 (Annin, Jansen, Smith, 2009). Sea 0 € A, y k = 2i1pé2...pic, con
ij > 0 para cada j, en donde 2,pa,...,p. son primos distintos. Entonces o posee una
raiz k-ésima en A, si y solo si o posee una raiz k-ésima en Sy, y al menos una de las
siguientes dos condiciones se satisface:

(i) para algin valor impar de £, my > 2;

(i) la suma ma + ma +me+ ... es par, en donde los m; son los dados en la obser-
vacion 3.2.

Demostracion: (<)

Por hipétesis o = 7F para algiin 7 € S,,. Asumimos que se cumple (i). Expresamos
a la descomposicién en ciclos disjuntos de o como o = o1090’, donde o7 y o3 son cada
una un producto de sy ciclos disjuntos de longitud ¢, con £ un impar. Consideremos para
cada o; la construccion de una raiz k-ésima, 7;, como en la demostracién del teorema 2.5
(usando el algoritmo de la proposicién 2.4), con ¢ € {1,2}, de manera que cada 7; tiene
longitud ¢sy. Dado que ¢ es impar, se tiene que sy, que es igual a ((¢,k)), también es
impar, y por tanto 7172 pertenecen a A,. Notemos que, como ¢’ = o 105 Lo, entonces

o = ()i et = (g )"

Definimos 7/ := 7 ', 17 y tenemos ¢/ = 7%, es decir, o’ tiene una rafz k-ésima en S,,.
Si 7' € A, entonces 1727’ € A, y como (11727')¥ = 01090’ = 0, queda demostrado
que o tiene una raiz en A,. Ahora consideremos el caso 7/ # A,. Para este caso
podemos construir un ciclo 7o de longitud 2¢s, tal que T{“Q = 0102 (usando el algoritmo
de la proposicién 2.4). Notemos que el ciclo 712 es una permutacién impar dado que
su longitud es par y por lo tanto 7127’ € A,; asi, como (1127 )F = 75,7/
queda de nuevo demostrado que o tiene una raiz k-ésima en A,,.

Supongamos ahora que se satisface (i7). Vamos a construir una raiz k-ésima en A,
para o considerando las diferentes longitudes de los ciclos de la factorizacion completa
de 0. Denotamos por oy al producto de todos los ciclos de longitud ¢ en la representacién
como ciclos disjuntos de o. Denotamos por ¢; al nimero de ciclos de longitud ¢ en o.
Dado que o tiene una raiz k-ésima en S, por el Teorema 2.5 sabemos que ¢, = mysy.
Usando el algoritmo de la proposicién 2.4 se construye una raiz k-ésima en S,, en forma
de un ciclo de longitud f¢s; para cada grupo de s, ciclos de longitud ¢. Por lo tanto,
podemos construir una raiz k-ésima para oy, digamos 7y, que es un producto de my
ciclos disjuntos cada uno de longitud £s;. Para valores impares de £, se tiene que £s; es
impar y por ello todas las permutaciones comprendidas en 7, son permutaciones pares.
Por tanto, 7y € A,, siempre que ¢ sea impar. Por otro lado, cuando ¢ es par, se sigue
que /s, también es par y en este caso todos los ciclos comprendidos en 74y son impares;
de donde se deduce que 7y € A, si y solo si my es par. De la condicién (i7) se deduce
que existe un nimero impar de valores de ¢ tal que my es par y por tanto 7, es impar.
En consecuencia, si hacemos

o=

LeN

7" = 01090" = 0o,
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entonces 19 € A, y

A =T =T[or=v

LeN leN

Por lo tanto, para este caso también tenemos para o una raiz k-ésima en A,.
(=)
Supongamos que o = 7F para algin 7 € A,,. Obviamente, ¢ tiene una raiz k-ésima en
Sp. Supongamos por contradiccién que ambas condiciones, (i) y (1), fallan. Esto es,
asumimos que para todos los valores impares de £, my < 1, y que la suma mo + my +
mg =+ ... es impar. Para cada ¢ € N, denotamos por gy al producto de todos los ciclos
de longitud ¢ en la representacién como ciclos disjuntos de . Dado que 7% = o, para
cada ¢ € N podemos encontrar un producto de ciclos disjuntos, 7, en la descomposicién
ciclica de 7 tal que Tlf“ = oy.

Notemos que si o no contiene ciclos de longitud ¢, para algin ¢ dado, podemos
asumir que 7 es la permutacién identidad.

Por lo tanto
o= H oy
leN

=1~

teN

Para tener la contradiccién, es suficiente demostrar que 7; € A, para un nimero
impar de valores £ € N, pues eso implica que 7 € A,. Vamos a hacer dicha demostracién
apoyandonos en dos afirmaciones, en donde se considera la paridad de /.

Afirmacién 3.5. Para todos los valores impares de £ € N, 1, € A,,.

Demostracion de la afirmacion. Supongamos que ¢ es impar. Como se asumié que
my < 1, para todo ¢ impar, tenemos dos casos para my. Si my = 0, entonces 7/ es la
permutacién identidad, la cual pertenece a A,. Ahora supongamos que my = 1, esto
es, o tiene exactamente sy ciclos de longitud ¢. Vamos a mostrar que 74 es un ciclo
de longitud /¢s,. Consideremos cualquier ciclo 7y, de longitud ¢y en la representacién

ciclica de 7y. Por el lema 1.19, Té‘; consiste de med(4p, k) ciclos disjuntos de longitud

m = (. Luego, dado que Tlff)

se tiene que el nimero de ciclos de longitud ¢ en Teko debe ser un multiplo de sy; es

tiene una raiz k-ésima en S, por el teorema 2.5,

decir, med(fy, k) es un miltiplo de sy. Sin embargo, los ciclos de Té“o estdn en o que
contiene exactamente sy ciclos de longitud ¢ y por tanto, med(fy, k) = s;. Entonces,

€omo m = {, sabemos que ¢y = fsy. Por lo tanto, 7y estd conformado por un
unico ciclo de longitud impar £sy; de manera que 7y € A,. O

Afirmacién 3.6. Sea ¢ € N par. Entonces 7y € A, si y solo si my es par.

Demostracion de la afirmacion. Sea £ un entero positivo par. Por definicion de my,
existen mysy ciclos de longitud ¢ en o. Supongamos que 7y, es un ciclo de longitud
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lo en 74. Por lo tanto, TZ produce med(£y, k) ciclos de longitud m = /. Ahora
mostraremos que £y es un multiplo impar de £sy, esto es, £g = £sp - r con r impar. Para
empezar notemos que mecd(4y, k) € Gi(¢) (por la definicién de G (¢)). Entonces de la
proposicién 2.18 se sigue que s, divide a med({g, k), es decir, med (€, k) = sg - r, para
algiin entero positivo r. Ahora, de las hipdtesis sabemos que 2 divide a sy y por tanto
solo resta demostrar que 7 es impar. Si h es el maximo exponente de 2 tal que 2" divide
a k, entonces 2" divide a s;. Si r fuera divisible por 2 tendriamos que 2"+ divide a
med(4p, k), lo cual es una contradiccién y por lo tanto r tiene que ser impar.

Por lo anterior, Téf)

decir Tlff) es una permutaciéon impar, y como k es par entonces 7y, es impar, para cada
ciclo 7y, en 7y. Por lo tanto, 7, € A,, si y solo si existe un nimero par de ciclos 7y, en
7¢. Luego, dado que cada elemento 74, tiene un nimero impar de multiplos de s, ciclos
de longitud ¢ y oy consiste de mysy ciclos de longitud ¢, entoncs existe un nimero par
de ciclos 714, en 7 si y solo si my es par. Por lo tanto, 7y € A,, si y solo si my es par.

O]

es el producto de un ntimero impar de ciclos de longitud ¢. Es

Dado que mo+my4+ ... es impar, existe un ntimero impar de valores de ¢, ¢ un par
positivo, tal que my es impar. Por tanto, 74 ¢ A,, para un nimero impar de valores de
. Como 7 =[],y 7¢, concluimos que 7 ¢ A, una contradiccién.

O]

El siguiente corolario, aparece como teorema en el articulo de Pournaki, publicado
en 2008 (antes del articulo de Annin, et al.) en donde se caracteriza las raices cuadradas
en A,.

Corolario 3.7. Para o € S,, de tipo ¢ = (c1,...,¢,) se tiene que o tiene una raiz
cuadrada en Ay, si y solo si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1) con es par para todo h, y

2) (a) Y, cai es un maltiplo de 4, o
(b) c25—1 > 1 para algin j.

La siguiente observacién es 1til para entender las raices cuadradas pares de per-
mutaciones de cierto tipo.

Observacion 3.8. Sea o € A,, una permutacion del tipo (£)°.

1. Sean £ y c pares. Si o tiene una raiz cuadrada en A, entonces todas sus raices
cuadradas son pares. De lo contrario, todas sus raices cuadradas son impares.

2. Sil es impar y c > 2, entonces o tiene raices cuadradas pares y raices cuadradas
impares.
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3.2 Resultados originales

En esta seccién se presentan resultados originales sobre el nimero de raices cuadradas
de permutaciones pares. Algunas demostraciones son puramente combinatorias y pos-
teriormente se presentan algunas funciones generadoras exponenciales para ciertos tipos
de permutaciones.

3.2.1 Foérmula para el niimero de raices cuadradas en A, de una per-
mutacién par

La proposicion 3.1 nos permite afirmar que para cuando k es impar el nimero de raices
k-ésimas en A,, de una permutacion par se obtiene usando la férmula dada por Leafios
et al. [15].

Denotamos el nimero de raices cuadradas pares (resp. impares) de o como p(o) (
resp. 1i(0)).

A continuacién se presentan una serie de resultados que nos permite conocer el
numero de raices cuadradas pares de un tipo especial de permutaciones, las del tipo
(¢)¢. El primero de estos resultados considera el caso ¢ par.

C

Teorema 3.9. Sea 0 € A, una permutacion del tipo (£)¢ con £ y ¢ pares, entonces el

numero de raices cuadradas de o estd dado por
clee/?
- 2¢/2(c/2))

2

Tn

g

Aun mds,

e sic=4x para algin x € N, entonces rp(c) = ri(o),

e en otro caso, ri(0) = 12(0).

Demostracion: Dado que ¢ es un entero par se sigue que ((¢,2)) = 2 y entonces
G2(¢) = {2}. Luego como c es par existe p € N tal que ¢ = 2p, o bien p = ¢/2. De
manera que tomando g = 2 estamos en las hipotesis de la proposicién 2.24 y por tanto
el nimero de raices cuadradas de o estd dado por

clpel?
2¢/2(c/2)!

Resta demostrar que para o todas sus raices estdn en A, o bien, todas sus raices
estdn en el complemento de A,, respecto a S,,, esto es, son impares.

Si 7 es una permutacién tal que 72 = o y ¢ es del tipo (£)¢, por la observacién 2.30
(2) se sigue que 7 es del tipo (20)°/2. Por lo tanto si ¢ = 4z, entonces 7 se compone
de 2z ciclos de longitud par, es decir ciclos impares, y por lo tanto es una permutacién
par. Para el caso cuando ¢ no es multiplo de 4, dado que por hipétesis ¢ es par se tiene
que ¢/2 es impar y por ello 7 es un producto de un nimero impar de ciclos impares, es
decir que 7 es una permutacién impar.

O]
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Para el caso cuando ¢ es impar se tienen los teoremas 3.10 y 3.12, que nos dan las
férmulas para el nimero de raices cuadradas pares e impares, respectivamente.

Teorema 3.10. Sea o0 € A, una permutacion del tipo (£)¢, con £ = 2j+1, 7 > 0,
entonces el niumero de raices cuadradas pares de o estd dado por

WA o e (ai)!
rplo) = z% <4z'> 22i(2)!”

i=

Demostracion: La férmula se cumple cuando ¢ = 1 porque o tiene una unica raiz
cuadrada 7 (por la observacién 2.30 (1)), que de hecho es un ciclo de longitud ¢ y por
lo tanto 7 € A,,.

Sic > 1, como ((4,2)) = 1, se sigue que G2(¢) = {1,2}. Es decir, cualquier raiz
cuadrada 7 € S,, de o esta compuesta por €; ciclos de longitud £ y €2 ciclos de longitud
2¢, en donde

€1+ 260 = c.

Como la longitud ¢ es impar, los €; ciclos de longitud ¢ en 7 serdn pares y por lo
tanto €; puede ser cualquier entero positivo. Entonces, para garantizar que 7 esté en
A, es suficiente que el numero de ciclos impares en 7 sea par, esto es, que €2 = 2x
para algun x € N. Por lo anterior, como 2e5 = 2(2z), se tiene que el nimero total de
ciclos en o que se agruparan por parejas para formar los ciclos de longitud 2¢ en 7 es
un multiplo de cuatro. Esto es

€1 +4x = c.
Notemos que 4z < ¢ implica x < ¢/4, de hecho 0 < z < |¢/4] dado que xz € N.

La factorizacién completa por longitudes de 7 se vera como 7/7”, en donde 7’ es
del tipo (20)% y 7" es del tipo (£)*~*, para algiin 0 < i < |c/4]. Para contar las
posibilidades de 7 primero vamos a contar las posibilidades para 7/. Para un ¢ fijo,
0 < i< |e/4], delos c ciclos de o elegimos 4i ciclos con los cuales se formaran los ciclos
de longitud 2¢ de 7’ (se “pegaran” por parejas usando el algoritmo de la proposicién 2.4).
Tenemos ( 4‘32) maneras de elegir estos ciclos. Ahora, notemos que realizar el “pegado”
por parejas de estos 44 ciclos es lo mismo que obtener las raices cuadradas del tipo
(2¢)% de una permutacién o’ del tipo (£)*. Por lo que estamos en las hipétesis de la
proposicién 2.24, con 2p = 4: y g = 2. Por tanto se tienen

0% (44)!

221(24)!
raices cuadradas pares 7/ de ¢/, para una seleccién dada de 4i ciclos de o. Finalmente,
notemos que, por la observacién 2.30 (1), 7" queda determinada de manera tinica porque
es el producto de las raices de los ¢ — 4i ciclos de o (que son tnicas para cada ciclo)

que no se usaron para obtener 7/. Por lo tanto, como i corre de 0 a |¢/4], la férmula
para calcular el namero de raices pares de o € A,, estd dada por

I e (i)
rp(0) =3 <4¢) 9%i (2;)!

=0
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O]

Corolario 3.11. El numero de raices cuadradas pares de la permutacion identidad en

S, es
i (40!
iz; <4z> 221(24)!"
El corolario 3.11 es un resultado conocido debido a Moser y Wyman [20], y corres-

ponde a la serie A000704 en OEIS [31].

Teorema 3.12. Sea 0 € A,, una permutacion del tipo (£)¢, con £ =2j+1 yc > 1,
entonces el numero de raices cuadradas impares de o estd dado por

[(c—2)/4] . ;
Lo c (2(2i + 1))1¢2i+1
TZ(U) - Z (2(% + 1)) 22i+1(2z' + 1)!

1=0

Demostracion: Como se mencioné en la demostracién del teorema 3.10, tenemos que
para ¢ > 1, toda raiz cuadrada 7 de o tiene €1 ciclos de longitud ¢ y €5 ciclos de longitud
2{, siempre que €1 + 2e5 = ¢. Por la paridad de £ se sigue que no hay restricciones sobre
€1 puesto que todos estos €7 ciclos son pares y por tanto lo es su producto; de manera
que necesitamos que €y sea un entero impar para garantizar que 7 ¢ A,,. Para obtener
el niimero de raices impares de o se cuenta de manera andloga a como lo hicimos en la
demostracién del teorema 3.10, considerando la factorizacion completa por longitudes
/7" de 7. Notemos que es suficiente considerar las posibilidades para obtener los ciclos
que componen 7’ (los de longitud 2¢) pues en este caso 7”7 también estd dnicamente
determinado. Entonces se cuentan las diferentes maneras en que podemos agrupar un
numero impar de parejas de ciclos, parejas que vamos “a pegar” (usando el algoritmo
de la proposicién 2.4), y también, de cuantas maneras distintas podemos hacer este
“pegado” en cada pareja. Como 2¢; es el numero total de ciclos de o que pegaremos por
parejas y €2 = 2x + 1, para algin x € N, entonces se tiene que 2(2x 4+ 1) = 4z + 2 < ¢,
lo cual implica que < [(¢ — 2)/4]. De modo que para un e; = 2i + 1 fijo, con
0<i<|(c—2)/4], tenemos (2(2;:“)) maneras de elegir el nimero total de ciclos de
0 que se pegaran por parejas para obtener exactamente 27 + 1 ciclos impares en 7.
Procediendo de manera similar que en la demostracion del teorema 3.10 tenemos que
la férmula para calcular el nimero de raices impares de o € A, estd dada por

, e\ (2020 + 1))z
ri(o) = Zz; (2(2@'+1)> 92i+1(2; 4 1)!

O]

Corolario 3.13. FEl numero de raices cuadradas impares de la permutacion identidad
id estd dado por
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ey (4i + 2)!
riid) = E_% <4i + 2) 921 (2 + 1)]

El corolario anterior es un resultado publicado por Moser y Wyman [20]. En la
OEIS [31] el nimero de raices impares de orden dos esta asociado a la serie A001465.

La siguiente férmula combina los resultados de los teoremas 3.9, 3.10 y 3.12, y nos
permite calcular el niimero de raices cuadradas pares de cualquier permutacion.

Teorema 3.14. Sea o una permutacion en A, cuya factorizacion completa por lon-
gitudes es o1 ...0,. Entonces el numero de raices cuadradas pares de o estd dado

por
rp(@) = Y ]riten) [T ooy,
XC{l,...m}ieX j€X
| X| es par

en donde X :={1,....,m} — X.

Demostracion: Toda raiz cuadrada 7 de una permutacién expresada en su factor-
izacién completa por longitudes, ¢ = o7 ...0,,, puede expresarse como un producto
de raices 71,..., T tal que 7; es una raiz de oy, i € {1,...,m}. Por los teoremas 3.9,
3.10 y 3.12 tenemos una manera de contar para cada o; la cantidad de raices pares e
impares, denotadas por rp(o;) y ri(o;) respectivamente, por tanto podemos contar la
cantidad de raices pares de o considerando productos de raices 7; que nos garanticen
que el producto sea par. Entonces, 7 = 7y ...7,, es una raiz par de o si se tiene un
numero par de 7;’s que sean impares pues eso nos garantiza que el producto total 7 de
los 7; sea par. Es decir, si para X C {1,...,m}y X = {1,...,m} — X se tiene que

T = TxTg, con
X = H Tis

1€X

T = H Tj,
jex
en donde 7x es un producto de puras permutaciones 7; impares, 1 € X, y T es un
producto de puras permutaciones 7; pares, j € X. Por lo que 7 sera par sélo si se
cumple que | X| es par. Asi pues, fijando un X C {1,...,m} con |X| par, se tiene que
la cantidad de raices cuadradas pares 7 de o de la forma 7x 7 estd dada por

[T rito) T] reey).

’iEX ]GY

Para contar todas las raices cuadradas pares de o resta entonces considerar todas
las posibilidades que tenemos para elegir el conjunto X, con 0 < |X| < m y |X| par, y
sumar todas las raices cuadradas de las formas 7 = 7x 75 para cada X. Por lo tanto,
el nimero total de raices cuadradas pares de o es igual a
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rp(o) = Y [[rite) [ ro(oy).

XC{1,...,m}i€eX jex
| X| es par

De manera andloga a la demostacion 3.14 se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.15. Sea o una permutacion en A, cuya factorizacion completa por lon-
gitudes es 01 ...0m,. Entonces el numero de raices cuadradas impares de o estd dado

por
ri(o) = Z H ri(o;) H rp(oj),

XC{1,..,m} i€X jeX
| X| es impar

en donde X :={1,...,m} — X.

3.2.2 Algunas funciones generadoras

En esta seccién mostraremos algunas funciones generadoras. El siguiente teorema mues-
tra una funcién generadora para el nimero de raices cuadradas pares de cualquier
permutacién del tipo (£)€.

Teorema 3.16. Para ¢ fijo, la funcion generadora exponencial del nimero de raices
cuadradas pares de una permutacion o del tipo (£)€ es

exp ((¢£ mod 2)z) cosh <§x2> .

Demostracion: Primero, analicemos los casos respecto a la paridad de £.

Caso 1: Si /£ es impar, por el corolario 2.34 tenemos que exp (ZE + %.%2) es la funcién gen-
eradora para el namero de raices cuadradas de o. Cualquier raiz cuadrada 7 de o
es del tipo £°1(20)°2, con ¢ = €1 + 2€2 v €; no negativo. En la funcién generadora
el factor exp (z) representa el nimero de maneras de tener ciclos del tipo ¢! en
Ty exp (%ajg) el nimero de maneras de tener ciclos de longitud 2¢ en 7. Por lo
anterior, para que las raices sean pares basta garantizar que la parte de 7 de la
forma (2¢)°? sea par, es decir, solo nos interesan las potencias pares de ¢ y por
tanto es necesario usar la subserie de potencias pares de la serie exponencial, que
es precisamente cosh (ng). Asi pues, la funcién generadora de la férmula para
raices pares y cuando £ es impar es

exp (z) cosh (5:32) (3.1)
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Caso 2: Si{ es par sabemos que las raices cuadradras 7 de o son todas de la forma (2¢)¢ y
por el corolario 2.33 se sigue que la funcién generadora para el nimero de raices
de o es exp (%mz). Por lo tanto, si queremos contar las raices cuadradas pares,
como antes, tenemos que sustituir a la serie exponencial por la subserie coseno
hiperbdlico. Entonces la funcién generadora de la formula para raices pares y

cuando / es impar es
£y
cosh 5% ) (3.2)

Ahora, necesitamos encontrar una unica funcién generadora sin importar la paridad
de ¢. Notemos que las funciones 3.1 y 3.2 coinciden en cosh (%xQ) pero difieren por el
factor exp (x), por tanto la siguiente funcién es la funcién generadora para el niimero
de raices pares de o

exp (¢ mod 2)z) cosh (5952) .

O]

El siguiente ejemplo muestra el uso de la funcién generadora del teorema anterior.

Ejemplo 3.2.1. Para £ = 2, tenemos que la expansion de

exp ((¢ mod 2)z) cosh <§$2>

es
LA A i S sl
2 24 720 40320 3628800
que es igual a
1:4 x8 le
1+12— +1680— + 665280— + ...
LTI T o1 "

De donde se sique, que si o es del tipo (2)* entonces tiene 12 raices cuadradas pares;
si o es del tipo (2)% entonces tiene 1680 raices cuadradas pares, etcétera.

El teorema a continuacién expone una funcién generadora para el niimero de raices
cuadradas pares de una permutacién del tipo (¢)°.

Teorema 3.17. Para ¢ fijo, la funcion generadora exponencial del numero de raices
cuadradas impares de una permutacion del tipo (£)° es

exp (¢ mod 2)z) sinh (5;&)
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Demostracion: La demostracién es bastante similar a la del teorema 3.16. Si 7 es tal
que 7% = o, entonces sabemos que 7 es de la forma (£)1(20)2, donde €; + 265 = c y
€; no negativo. Notemos que en la parte (£)2 de 7, ea # 0 solo cuando ¢ es impar.
Por tanto, garantizar que 7 ¢ A, se reduce a que garanticemos que la parte de 7
del tipo (2¢)? sea impar. Para ello bastard reemplazar en la demostracién 3.16 al
cosh (%12) por sinh (%xQ), dado que esta tultima es la subserie de potencias impares de
la serie exponencial. Por tanto, reproduciendo dicha demostracién con esta sustitucién

tenemos la funcién generadora deseada

exp (£ mod 2)) sinh <§x2> .
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