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Resumen

En la presente tesis se construye una estratificacion del espacio de curvas planas de grado
4 usando teoria de representaciones y teoria de invariantes geométricos. Usando la acciéon por
cambio de coordenadas de SL3(C) en el espacio de cuarticas planas Hip,(2), estudiamos la
estabilidad de las curvas y el calculo de las curvas inestables usando el criterio de Hilbert-
Mumford de subgrupos a 1-pardmetro. Luego, a través de la representacion del algebra de Lie
de SL3(C) y el diagrama de pesos asociado, construimos una estratificacion por subvariedades
suaves, localmente cerradas e irreducibles, del espacio de cuarticas inestables. Finalmente, se
hace una caracterizacion de las curvas en cada estrato, de acuerdo al tipo de singularidades

que tienen y la reducibilidad.

III



Introduccion

Uno de los problemas principales en las matematicas es clasificar objetos, ya sean topo-
logicos, algebraicos, geométricos, etc. Y esto a lo largo de la historia de la matematica ha
dado pie al desarrollo de nuevas teorias y areas de investigacion. Tal es el caso de la teoria
de invariantes geométricos usada para clasificar objetos en geometria algebraica.

La Geometria Algebraica estudia basicamente ceros de polinomios, estos objetos son lla-
mados “variedades algebraicas”, son las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales.
Un caso particular de variedades algebraicas son las curvas planas. A través de la Teoria de
Invariantes Algebraicos, fuertemente estudiada por David Hilbert y Emmy Noether a finales
del siglo XIX, y de la Teorfa de Invariantes Geométricos, desarrollada por David Mumford
por el afio 1960, podemos hacer una clasificacion de variedades algebraicas.

Una de las ideas fundamentales para el problema de clasificacién de objetos es construir
espacios cocientes. Si nuestro espacio X de objetos a clasificar tiene estructura de variedad
algebraica, consideramos una accién lineal de un grupo algebraico G en X con las propiedades
con las que deseamos clasificar y buscamos un cociente bueno. Si X es una variedad afin y
GG es un grupo reductivo, siempre existe un cociente bueno. Si X es una variedad proyectiva,
Mumford demuestra que eliminando ciertos puntos X“* c X, siempre existe un cociente
bueno de X3¢ := X \ X% por G. Ese conjunto X% que eliminamos es un cerrado de Zariski
y en algunos casos contiene informacion de la geometria del cociente bueno. De ahi surge
la necesidad de hacer una particion de este espacio en subconjuntos disjuntos localmente
cerrados, y caracterizar a los elementos en cada subconjunto de la particién, es decir, una
estratificacion del espacio X% la cual nos da mucha informacién sobre el cociente bueno
X*/|G.

Nos interesa clasificar curvas planas de cierto grado fijo. Consideremos el espacio de curvas

v



INTRODUCCION \%

planas Hipy(2) de grado d > 3, y la accion de SL3(C) en Hipy(2) por cambio de coordenadas.
Para las curvas de grado 3 se conoce muy bien la clasificacion de curvas estables e inestables.
El cociente geométrico de cubicas estables es Al y el cociente bueno de cubicas semi-estables
es PL. Para curvas de grado d > 4 no se conoce completamente el cociente bueno.

En este trabajo construiremos una estratificacion del espacio de cuérticas planas. Consi-
deremos el espacio vectorial V' := C[x,y, z]; de polinomios homogéneos de grado 4. Los ceros
de un elemento en V' definen una curva plana de grado 4. Denotemos Hip,(2) :== PV 2Pl y
consideremos la accién por cambio de coordenadas de SL3(C) en Hip,(2). Esta es una accion
lineal en un espacio proyectivo, asi que podemos usar la teoria de invariantes geométricos.

Un problema muy dificil es encontrar los generadores del &lgebra de invariantes de esta
accion lineal en Hipy(2). Se puede demostrar que los generadores del dlgebra de invariantes
son de grado multiplo de tres. Uno de los primeros resultados importantes de este problema
se da en |Dixmier, 1987|, donde se da una cota igual a 56 para el namero de generadores
del &lgebra de invariantes de las cuérticas planas. Y recientemente en |[Elsenhans, 2015] se
muestra que el algebra de cuarticas invariantes esta generada por 13 elementos y se dan
explicitamente tales generadores.

Por otro lado, se estudia la estabilidad de las cuérticas planas por la accién lineal de
SL3(C) en Hips(2). Se sabe que en general toda curva no singular es semi-estable, mas atn,
es estable. En [Mumford, 1977] y [Mumford et al., 1994 Cap. 4 §2| se muestra que las curvas
singulares semi-estables no estables son aquellas con singularidad tipo tacnodal.

Siguiendo las ideas de [Kirwan, 1984] queremos hacer una estratificacion de Hip,(2);
en esta estratificacion el abierto de curvas semi-estables es un estrato asi que basta hacer
la estratificacion del espacio de inestables Hip,(2)"". Los resultados generales sobre esta
estratificacion se pueden leer en [Kirwan, 1984] Teoremas 12.26 y 13.5].

En [Popov, 2010] encontramos un algoritmo para identificar los estratos del cono nulo
de un espacio vectorial bajo una accién lineal de un grupo reductivo, que serd aplicable
en nuestro caso. El objetivo de este trabajo es encontrar los estratos, calcular su dimen-
sibn y caracterizar las curvas en cada estrato de acuerdo al tipo de singularidad. Una de
las aplicaciones mas importantes de esta estratificacion, ademas de parametrizar curvas con

singularidades especificas, como se demostrara en este trabajo, es obtener informacién geo-
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métrica del cociente bueno construido con los puntos semi-estables. Un objeto para trabajar
a futuro es obtener esta informacion a través de los estratos y estudiar a detalle la relacion
del cociente bueno de curvas cuarticas planas y Maj, el espacio méduli de curvas de género 3.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: En el capitulo [1| se dan algunos
resultados importantes de la Teoria de Invariantes Geométricos (GIT) sobre variedades pro-
yectivas. Se definen y se enuncian los resultados bésicos sobre grupos algebraicos, acciones
lineales, estabilidad en variedades proyectivas y el criterio de Hilbert-Mumford para encontrar
puntos inestables de una acciéon en una variedad proyectiva. Se estudia un poco de la teoria
de representaciones de algebras de Lie, principalmente representaciones de sl3 C. También se
dan los resultados principales sobre la existencia y construccion de una estratificacion de una
variedad proyectiva. En el capitulo |2 se define una accion lineal de SL3(C) sobre el espacio
de cuarticas planas, se muestran los primeros resultados que se sabe de la estabilidad de los
elementos de este espacio proyectivo, y se hace el calculo de los inestables usando subgru-
pos a l-parametro. Y finalmente, en el capitulo [3| se estudia la estratificaciéon del espacio
de cuérticas inestables siguiendo las ideas de [Kirwan, 1984] [Popov, 2010 para construir los
estratos, y se hace la caracterizacion de las curvas en cada estrato de acuerdo a su tipo de

singularidad.



Capitulo 1

Preliminares

En esta secciéon daremos algunos resultados importantes de la Teoria de Invariantes Geo-
métricos (GIT) sobre variedades proyectivas. Definiremos y enunciaremos los resultados ba-
sicos sobre grupos algebraicos, acciones lineales, estabilidad en variedades proyectivas y el
criterio de Hilbert-Mumford para encontrar puntos inestables de una acciéon en una variedad
proyectiva. Estudiaremos la teoria basica de representaciones de algebras de Lie, en particular
representaciones de sl3 C. Estudiaremos la teoria basica para la estratificacion de una variedad
proyectiva, enunciaremos el teorema de Kirwan, y por ultimo estudiaremos singularidades en

curvas planas.

1.1. Teoria de Invariantes (Geométricos

La Teoria de Invariantes Geométricos es un método para construir cocientes por ac-
ciones de grupos en geometria algebraica. Fue desarrollada por David Mumford en 1960,
usando ideas de la teorfa clasica de invariantes (Hilbert 1893). La bibliografia estandar es
[Mumford et al., 1994]. Una buena introduccién y ejemplos de acciones de grupos algebraicos
se puede encontrar en las notas [Reynoso, 2010} Brion, 2010].

Durante este trabajo vamos a considerar: k£ un campo algebraicamente cerrado, X una

variedad algebraica sobre k, dotada con la topologia de Zariski. Si U c X es abierto, definimos

A(U) ={f:U - k| f es una funcion regular}.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Vamos a considerar la dimensiéon de U como la dimensién de Krull de su anillo de funciones
regulares A(U). Si X es una variedad afin normalmente denotamos A(X) como k[X] y lo

llamamos su anillo de coordenadas.

1.1.1. Acciones de grupos algebraicos

Vamos a definir acciéon de un grupo algebraico G sobre una variedad algebraica X, y
estudiaremos algunas nociones de cocientes que se pueden obtener. La mayoria de las demos-
traciones de los resultados que se enuncian en esta seccién son extensas y por tanto no seré
posible incluirlas todas.

Empezamos definiendo grupos algebraicos, algunos ejemplos de grupos algebraicos y ac-

ciones de estos en variedades algebraicas.

Grupos algebraicos

Definicion 1.1.1. Un grupo G se dice algebraico sobre un campo k si es una variedad alge-

braica sobre k y las operaciones de multiplicacién e inverso son morfismos algebraicos.

Ejemplo 1.1.2 (Grupos algebraicos). A continuaciéon damos algunos ejemplos de grupos
algebraicos, de los cuales haremos mencién durante el resto del trabajo. Sabemos que estos son

grupos y lo que vamos a mostrar aqui es que estos tienen estructura de variedad algebraica.

» G <GL,(k) grupo finito.
Podemos escribir G = {g1,...,gm} ¢ GL,(k) ¢ M, (k) = k™, es un conjunto finito de
puntos en k", a cada punto g, corresponde un ideal maximal M, = (r - gs) donde
r=(z5),s=1,...,m.
Entonces g; = V(M) y G = U, gs = V(N M;) por tanto el anillo de coordenadas

de G es
k]

Kot (N2 M)

» El grupo general lineal GL,, (k).

Consideramos el polinomio determinante det € C[xz;;], entonces

GL, (k) = {M € My (k) | det(M) # 0} = {(z5;) € k" | det(z5;) # 0} = k" ~ V(det).
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Por tanto GL, (k) es un abierto afin. Luego podemos verlo como una variedad afin en
Af”, donde det € k[z;;,y] v GL, (k) = V(y - det(z;;) — 1). Entonces podemos escribir

su anillo de coordenadas como

K[GL, (k)] =

» El grupo especial lineal SL,, (k).

Como SL,(k) = {M € Mu(k) : det(M) = 1} = {M € kn* det(M) = 1} = V(det-1),

podemos escribir su anillo de coordenadas como

klzi]

HSLa] = ety - 1)

» El grupo proyectivo general lineal PGL,, (k).
PGL, (k) = GL,, /k*, donde A ~ B si A =tB para algtn ¢ € k*. Entonces A[PGL,] es
la subélgebra de k[GL, ] invariante bajo la accién de k*, dado por t-p(z;;) = p(txi;), v

notemos que como 1/det € k[GL,] y el det es un polinomio homogéneo de grado n, se

tiene bajo esta accion t-— Como PGL, = P7*~1\V(det) y las funciones regulares

det tn det

de PGL,, deben ser cocientes de polinomios del mismo grado, entonces podemos escribir

HPGL.(F)] =D - x”

r=0

donde k[z;j]m es el subespacio vectorial de los polinomios homogéneos de k[z;;] de

grado rn.

]

Se puede consultar [Santos y Rittatore, 2005, Cap. 3| para méas ejemplos de grupos alge-

braicos.

Definicion 1.1.3. Una funciéon entre grupos algebraicos ¢ : G - G’ se dice morfismo de

grupos algebraicos si es un morfismo de variedades que también es un morfismo de grupos.

Un grupo algebraico isomorfo como grupo algebraico a un subgrupo cerrado de GL,, (k) se
dice grupo algebraico lineal. Por ejemplo, hemos probado que SL,, (k) es un subgrupo cerrado

de GL, (k).
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Definicion 1.1.4. Un morfismo de grupos algebraicos ¢ : G - G’ se dice una isogenia si su
kernel es un conjunto finito. Dos grupos algebraicos se dicen isdgenos si existe una isogenia

entre ellos.

Ejemplo 1.1.5. Consideremos la funcion

¢ :SL,(C) - PGL,(C)
g9~ 9]
Se puede verificar que este es un morfismo de grupos algebraicos. Ademés, como los grupos
son multiplicativos, el kernel de ¢ consta de las matrices multiplos de la identidad por las
raices n-ésimas de la unidad, es decir, es un conjunto finito. Entonces ¢ es una isogenia,
es decir, SL,(C) y PGL,(C) son is6genos. Esto nos permite, en el contexto de teoria de
invariantes, trabajar indistintamente con cualquiera de ellos. En este trabajo lo haremos con

el grupo especial lineal SL,(C) que, como veremos, es mas facil manejar.

]

Definiciéon 1.1.6. Un grupo algebraico lineal que es isomorfo a (C*)" para algin n € N se

denomina toro algebraico.

Si G es grupo algebraico lineal, entonces contiene algiin toro algebraico. La familia de
toros algebraicos se considera parcialmente ordenada respecto a la inclusion. Por lo tanto

existe algin toro maximal [Borel, 2012} §8|.

Ejemplo 1.1.7. El grupo de matrices diagonales
T ={diag(ai1,-..,ann) | @11--@pny = 1} € SL,(C),
es un toro maximal isomorfo a (C*)". O

Definicion 1.1.8. Un subgrupo parabdlico de un grupo algebraico G' es un subgrupo cerrado

P tal que G/P es una variedad proyectiva.

Mas adelante hablaremos de estos grupos.
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Acciones de grupos algebraicos

Ahora empezaremos a definir acciones de grupos algebraicos en variedades y daremos

algunas de las propiedades més importantes de estas.

Definiciéon 1.1.9. Una accion de un grupo algebraico G en una variedad X es un morfismo
c:GxX—->X

tal que, para todo ¢1,g2 € G, x € X,

0-(9170-(92755)):0-(9192717) y O’(e,l‘)=:p7

donde e es el elemento identidad de G. Para simplificar la notaciéon escribiremos gx para

referirnos a o(g,x), asi que las condiciones anteriores se escriben:

91(g27) = (q192)x, ex =x.

Sea x € X. Definimos el estabilizador de x y la érbita de x como
Est(z) ={geG|gz=a} y O(x)={greX|geG},

respectivamente. Denotamos al conjunto de orbitas de la accion como X /G = {O(z) : x € X'}.
Diremos que el conjunto W c X es invariante por la accion de G si el conjunto gW =
{gw|weW} cW para todo g € G.
Algunos hechos importantes que podemos encontrar en [Newstead, 1978 Cap. 3| sobre

las orbitas de la accion de G en X son los siguientes:

Proposicion 1.1.10. Sea G un grupo algebraico lineal actuando en una variedad X . Enton-

ces
1. Est(z) es un subgrupo algebraico de G para todo x € X.
2. O(z) es un abierto en O(z) para todo x € X.
3. dimO(z) = dim G — dim Est(z).

4. O(x) es la union de O(x) con orbitas de dimension estrictamente menor a dim O(z).
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5. O(x) contiene una orbita cerrada.

Demostracion. Bosquejo

1. Sabemos que Est(z) es un subgrupo de G. Consideremos la siguiente funcion ¢, : G —
X, g~ g-x, este es un morfismo algebraico porque la accién es algebraica. Luego

o; () ={geG|g-x=x}=Est(x) es cerrado en G.

2. Notemos que O(x) = ¢.(z) contiene un abierto denso U de O(x), es decir, U c O(x) c

O(z), pero O(x) = Uyeq g-U, asi que O(x) es abierto, por tanto O(x) = U 6 O(x) = O(z).

3. Con el morfismo algebraico que definimos ¢, (z) = O(z) implica que dim O(x)+dim ¢, (z) =
dim G, donde ya habiamos visto que ¢;'(z) = Est(z).

4. Sea A = O(z) \ O(z). Este es un cerrado propio de O(z) por 2. Luego y € A implica

que O(y) € Ay dimO(y) < dim O(z).

5. Se puede verificar que la érbita de menor dimension en O(z) es cerrada.

Accién lineal

Estamos interesados en la acciéon de un grupo algebraico lineal GG sobre una variedad afin

+1 :
en A7 o proyectiva en IP}.

Definicion 1.1.11. Sea X una variedad afin en A™*! o proyectiva en P, y G un grupo
algebraico lineal. La accion Gx X - X ( (g,z) = gz ) se dice lineal o que G actia linealmente

sobre X si existe un homomorfismo de grupos
p:G = GLyi (k)
tal que la accion de G en X es la inducida por
GxX-> X

(ga ($07 s 73771)) = P(g)($0> s 7$n)7
donde p(g)(xo,...,x,) es simplemente aplicar la transformacion lineal p(g) en el punto

(zo,...,x,) € APHL.
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Conversamente, dado un morfismo de grupos algebraicos ¢ : G - GL,,;1(k), tenemos una
accion de G en k™! de la siguiente manera
G x k_n+1 N kn+1
(9,2) > d(g)z.

Tal homomorfismo se dice una representacion de GG, y la acciéon correspondiente una accion
lineal de G en k™. Este concepto se extiende de manera natural para acciones de G en
cualquier espacio vectorial de dimension finita.

Si G es un grupo algebraico lineal actuando en una variedad afin X, ésta accion induce
una accion de G en el algebra de funciones regulares de X, es decir, una acciéon en A(X) de
la siguiente manera:

A(X)xG - A(X)
(F,g)» F9:X >k
v F(g ).

Notemos que esta es una accién derecha.

Definicién 1.1.12. Un elemento F' € A(X) es invariante por la accion de G si F9(x) = F(x)

para todo z € X y g e G. Si U es un subconjunto abierto de X, definimos el conjunto
AW ={F e A(U) | F9(z) = F(x) Yz e U, Vg e G} c A(X).
A(X)@ es llamada dlgebra de invariantes de la accion de G en X.

Lema 1.1.13. Sea G un grupo algebraico lineal actuando linealmente en una variedad X, y
sea W un subespacio de dimension finita de A(X) (considerado como k-espacio vectorial).

Entonces
1. si W es invariante, la accion de G en W es lineal ;
2. W estd contenido en un subespacio vectorial G-invariante de dimension finita de A(X).

Demostracion. 1. SeaW =(fi,..., fi)r G-invariante. Sea g € G, y definamos f = Z;:l pii(9) f;
donde p;; : G = ky p: G- GL(k) es una funcion tal que g = p;;(g). Vamos a ver que

esto define una representacion, es decir, que p es un morfismo de grupos algebraicos.
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= p es un homomorfismo de grupos:
p(9192) = p(91)p(g2) para todo g1, g; € G, pues
fflgz = Zpij(glg2)fj
(f7)% = Zpij(QZ) > pii(g) fs = 20> pis(92)pii(91) fs.
J s j s

= p es morfismo algebraico:

Como fi,..., fi son Li. entonces existen z1,...,x; € X tal que det(f;(x;)) # 0. Sea

A= (fi(z) es Ix, luego

(pir(9), - pin(9)) = (figz1),. ... f—i(gx)) - A"

Asi que p: G - GL;(k) es algebraico.

2. Sea {fi,..., fn} una k-base de W. Sea Wy = (f? | g € G)x. Queremos demostrar que

dlmk W1 < 00.

Sea F; ¢ A(Gx X) = A(G) ®, A(X) tal que Fi(g,z) = f;(gx) para todo 1 <7 < n.
Escribimos F; = ¥; Gy ® H;; donde Gy € A(G), Hyj € A(X).

Sea Wy = (H;;)k, es de dimension finita, y podemos ver que
filgz) = fI(z) = Fi(9,2) = Y. Gij(9)Hyj € Wa Vi, Vg e G,

asi que W c Wy c W,
O

Definicion 1.1.14. Sea G un grupo algebraico y R una k-algebra. Una accidon racional de

G en R es una aplicacion
GxR—- R
(9,.) = [,

que satisface las siguientes propiedades:
1. Para todo fe Ry g1,92 € G, se tiene f9192 = (f91)92 y fe= f.

2. Dado g € G, la aplicacion f — f9 es un automorfismo de k-algebras de R.
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3. Para cada elemento f € R existe un subespacio vectorial de R de dimension finita n, el
cual contiene a f, es invariante bajo GG y sobre el cudl G actiia mediante un morfismo

de grupos algebraicos G - GL, (k).

El lema anterior nos garantiza de que toda accién lineal de un grupo algebraico G en una

variedad X induce una accion racional de G en A(X).

1.1.2. Grupos reductivos y Teorema de Nagata

Dada una accién racional de un grupo algebraico G en un algebra R finitamente gene-
rada, nos interesa encontrar el algebra de funciones invariantes R¢ y determinar si ésta es
finitamente generada.

En uno de los famosos problemas propuestos por Hilbert, el problema 14 plantea, entre
otras cosas, que si siempre se obtiene R¢ finitamente generada. Hilbert demostro para algunos
casos particulares que si [Fogarty, 1969, Cap. 5].

En 1958 Masayoshi Nagata presento el primer contraejemplo al problema 14 de Hilbert.
Construy6 un algebra finitamente generada y un grupo actuando en él, de tal manera que el
algebra de invariantes resultoé no ser finitamente generada. Y en 1963 demostrd que para gru-
pos geométricamente reductivos si se obtiene un algebra de invariantes finitamente generada.

Més atin, lo demostr6 para grupos reductivos.

Definicion 1.1.15. Un grupo algebraico lineal G es geométricamente reductivo si para toda

accion lineal
Gx A" - A"
(g,v) = g-v,

y todo v € A"~ {0} G-invariante, existe f € k[z1,...,z,] homogéneo, invariante de grado > 1

tal que f(v) #0.
Para poder definir grupo reductivo necesitamos

Definicién 1.1.16. Sea GG un grupo algebraico lineal. Un elemento u € G se llama unipotente

si existe r € Z tal que (u—Id)" =0 ( <= los valores propios de u son 1).
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Un grupo G se llama unipotente si todos sus elementos son unipotentes.
Dado G, vamos a denotar por G, el subgrupo normal, unipotente maximal de G. El

radical unipotente R(G) de G es la componente conexa de la identidad en G,,.
Definicién 1.1.17. El grupo G es reductivo si R(G) = {Id}.

En 1963 Nagata demuestra que Reductivo implica Geométricamente reductivo.

Ahora enunciamos el teorema de Nagata:

Teorema 1.1.18 (Nagata). Sea G un grupo reductivo actuando racionalmente en una k-
dlgebra finitamente generada R. Entonces R = {f € R : f9=f Vg e G} es finitamente

generada como k-dlgebra.

La demostracion de este teorema requiere de muchos resultados de algebra conmutativa.
Se puede encontrar una demostraciéon de este teorema en [Fogarty, 1969, Teorema 5.9] y

[Newstead, 1978, Teorema 3.4].

Ejemplo 1.1.19 (Grupos reductivos). Vamos a mostrar que GL,,(C) y SL,(C) son grupos
reductivos.
Demostracion. » El grupo general lineal GL,, (k) es reductivo.

Para n =1, GL; = k* = G,,, es reductivo.

Supongamos que n > 1y sea R, = R,(GL,) el radical unipotente. Sea = € R, ~ {Id}, es
decir, (z —Id)" =0 p.a r € N. Entonces podemos escribirlo en términos de sus bloques

de Jordan, que se ve de la siguiente manera:

X J; 0 0 1 1 0
0 =~ = 0 - -

Ty = . . donde z, = ‘ X con mq > 1 pues x; # Id.
0 - 0 mzy 0 - 0 1

m1Xmi
Como R, es un subgrupo normal, se sigue que z; € R,,, y como sabemos, la transpuesta

de z; es conjugada a ella (x; = gzt g~! p.a g € GL,,) entonces 2% € R,,. Luego el producto
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y:=x,(z") € R,. Entonces

y1 O 0 2 1 0
0 1 .
Yy = donde y; = 2, (27,) = ,1<j<k
0 2 1
0 0 yi 0 1 1
Notemos que y no es unipotente,
1 1 0 2 2 0 0
1 2 2 0:
y—Id= , v notemos (y-Id)* = o (y=Id)" + IdVr e N.
1 1 0: 2 2
0 1 0 0 2 1

Entonces y no es unipotente, lo cual es una contradiccién porque y € R,,. Por lo tanto

R, ={Id} y GL, (k) es reductivo.

El grupo especial lineal SL, (k) es reductivo.

Para mostrar eso usaremos la reductividad de GL,(k), con la observacion de que un
subgrupo normal de SL, (k) es un subgrupo normal de GL,(k) y todo conjugado en
GL, (k) también es conjugado en SL, (k):

Si z,y € SL, (k) son conjugados en GL,, entonces = = grg~! para algin g € GL,,, luego,
recordemos que el polinomio determinante es homogéneo de grado n, podemos definir

h:=g/{/det(g), podemos ver que h € SLy(k) y tenemos x = hyh=!.

Sea H c SL,, un subgrupo normal conexo y unipotente en SL, (k). Entonces también
es normal conexo y unipotente en GL, (k) (esto por tener la topologia de subespacio).
Como GL, (k) es reductivoy H ¢ R(GL,,) = {Id} entonces H = {Id}. Por tanto SL, (k)
también es reductivo.

]

Para PGL,, (k) y otros grupos cléasicos se puede consultar [Santos y Rittatore, 2005 Cap.

5 §9).
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Ejemplo 1.1.20 (Un grupo no reductivo). El siguiente subgrupo G de GL4(C) no es reduc-

tivo:
L 5~ By
01 0 v
G =+ caeCr, B,veC
0 0 a ap
0 00 «

Demostracion. Vamos a probar que R(G) # {Id}. Para eso consideremos el subgrupo alge-
braico lineal H de G que consiste de aquellos elementos con « = 1. Podemos notar que H es
abeliano y conexo por la conexidad de GL4(k) y la topologia de subespacio que hereda H.

Veamos que ademas es normal: Sean

1 8 v By 1 b ¢ be
01 0 v 010 c
g: EG7 h: GH,
0 0 a af 001 b
00 0 « 000 1
entonces podemos ver que
1 b ale albe
01 0 a'le
ghg™t = e H.
00 1 b
00 O 1

Tenemos entonces que H es normal, y observemos que para cada h € H, (h - Id)* = 0.

Entonces H es unipotente y ademas {Id} ¢ H c R(G). Por lo tanto G no es reductivo.  [J

1.1.3. Cocientes

Como ya habfamos mencionado, para clasificar objetos en geometria algebraica, uno esta
interesado en una variedad afin o proyectiva que se pueda identificar con el conjunto X /G
que cumpla cierta propiedad universal y con las propiedades con las que se desea clasificar los
objetos en X. Para buscar tal variedad tiene sentido considerar la accion inducida en A(X).

Con el teorema de Nagata sabemos que si nuestro grupo es reductivo, el algebra de invariantes
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A(X) sera finitamente generada y con esto podemos tener una variedad algebraica que se

puede identificar con X /G. Ahora vamos a ver las nociones de cociente que se pueden obtener.

Definicion 1.1.21. Un cociente categorico de X por G es un par (Y, ), donde Y es una

variedad y ¢ : X - Y es un morfismo sobreyectivo tal que:
1. ¢ es constante en las orbitas de la accion.

2. Para cada variedad Y; y morfismo ¢; : X — Y] constante en oOrbitas, existe un tnico

morfismo x : Y — Y] tal que x o ¢ = ;. Es decir, el siguiente diagrama

X2y

|

Y

conmuta.

Si, ademas, ¢~!(y) consiste de s6lo una orbita para todo y € Y entonces (Y, p) se llama

espacio de orbitas.
Podemos pedir condiciones més fuertes.

Definicion 1.1.22. Un cociente bueno de X por G es una pareja (Y, ) donde Y es una

variedad y ¢ : X - Y es un morfismo afin que satisface las siguientes condiciones:
1. ¢ es G-invariante (constante en las érbitas de G).
2. ¢ es sobreyectivo.
3. Si U es un abierto de Y, entonces
o AU) > A (U))
es un isomorfismo de A(U) sobre A(o~1(U))¢
4. Si W es un subconjunto invariante y cerrado de X, entonces p(W) es cerrado.

5. Si Wi, Ws son subconjuntos de X, cerrados, invariantes y disjuntos, entonces ¢(W7) N

p(Ws) =@.
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Definiciéon 1.1.23. Un cociente geométrico es un cociente bueno que es, ademas, un espacio

de orbitas.

La siguiente proposiciéon nos dice que todo cociente bueno es cociente categoérico y nos da

las condiciones para determinar si tenemos un cociente geométrico.

Proposicion 1.1.24. Sea (Y, @) un cociente bueno de X por G. Entonces

1. p(x1) = p(x2) siy sdlo si O(x1) nO(x2) + &5
2. (Y, ) es un cociente categorico de X por G;

3. Sila accion de G en X es cerrada, es decir, si todas las orbitas son conjuntos cerrados,

entonces (Y, p) es un cociente geométrico.

Demostracion. 1. Si x € O(xz1)NO(x2) entonces p(z1) = () = p(x3) por continuidad.

Conversamente, supongamos que ¢(x1) = ¢(z2) = y. Los cerrados O(z;) y O(x2) son

invariantes. Luego, si O(z1)NO(x3) = @ entonces p(O(x1))Np(O(x2)) = @, pero
y€(O(x1))Ne(O(x2)) implica que O(x1) NO(x2) + @.

2. Supongamos Y] es una variedad afin y ¢, : X - Y] es morfismo de variedades constante

en oOrbitas de la accion.

X-2-v

p
ol

Y)
Como ¢ es invariante, i.e, constante en 6rbitas, y es sobreyectiva, para cada y € Y existe
ze X tal que y = p(x), y si O(x1) = O(x3) entonces p(x1) = p(x2). Entonces definamos
Y :Y - Y; de modo que ¥(y) = ¢1(x). Esta aplicacion esta bien definida pues ¢ y ¢
son constantes en orbitas y es un morfismo de variedades algebraicas, luego notamos

que 1 o ¢ = 1. Por lo tanto tenemos que (Y, ) es un cociente categorico.

3. Es la definicién de cociente categorico.
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Teorema 1.1.25 (Existencia de cociente bueno). Sea G un grupo reductivo actuando lineal-
mente en una variedad afin X, entonces existe una variedad afin'Y y un morfismo p: X -Y

tal que (Y, @) es un cociente bueno de X por G.

Demostracion. (Idea)

Consideremos la acciéon racional inducida de G en A(X), el teorema de Nagata nos ga-
rantiza que A(X)Y es finitamente generada, es decir, existen fi,..., fs € A(X)% tales que
A(X)E =k[f1,..., fs]- Sea J ={F € k[y1,...,ys] | F(f1,...,fs) =0} este es el ideal de rela-

ciones de los generadores de A(X)%. Sea Y =V(J) c A*, y definamos el siguiente morfismo

p: X =Y
= (fi(@),..., fs(2)).

Claramente ¢ es G-invariante y es sobreyectiva porque A(X)¢ - A(X).
Lo que sigue es probar que el par (Y, ¢) define un cociente bueno de X por G. O

Se puede encontrar la demostracion en [Newstead, 1978 Teorema 3.5].

A continuacién veremos un ejemplo muy ilustrativo.

Ejemplo 1.1.26 (Conjugacion de matrices, caso afin). Sea X el espacio de matrices n xn
con coeficientes en C y sea G = GL,(C). Consideramos la accién de G en X por conjugacion.
Encontraremos la variedad cociente que parametriza las 6rbitas de esta accion y describiremos
coémo esté dado el morfismo cociente. Finalmente, encontraremos las matrices cuya orbita es:

cerrada, de dimensiéon maxima, ambas. La accion.

Consideremos la accion de GL, (C) sobre M,,(C) dada por

GL,(C) x M, (C) —> M,(C) (1.1)
(P, A) & PAP-

Se conoce como Conjugacion de matrices.

Podemos ver a M,,(C) 2 C"*. En el resto del ejemplo vamos a denotar elementos de M,,(C)
tanto como matrices, como puntos de (C”Q, es decir, una matriz A = (z;5).

Las funciones regulares ¢ : M, (C) — C corresponden a elementos ¢ € C[z;;]. Sabemos

que la accién (1.1 induce una accién en el anillo de coordenadas de M, (C) = C™, de la
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siguiente manera

GLy(C) xClzy] - Clay] (1.2)
(P, f) » ff:C" —cC
A f(PTAP).

El dlgebra de invariantes. Vamos a estudiar las funciones invariantes bajo la accion de

este grupo algebraico. Sin entrar en detalles se pueden verificar los siguientes:

1. Lo primero que podemos ver es que si ¢ : M,,(C) - C una funcién invariante, entonces

los valores de ¢ estan determinados por sus valores en las formas canénicas de Jordan.

2. Sea ® = {A € M, (C) | A es diagonalizable }. Se puede probar que ® es denso en
M,,(C) en la topologia de Zariski. Este conjunto nos permitira deducir informacion de

las funciones invariantes.

3. Por la densidad de ©® en M, (C) se puede mostrar que una funcién invariante estéa
determinada de manera tinica por sus valores en las matrices diagonales. Es decir, que

si f, g€ Cla;;]9%(©) y para toda D € D se tiene que f(D) = g(D) entonces f = g.

4. Notemos que D = C". Denotemos por C[Aq, ..., A, ] su anillo de coordenadas. Definamos
el morfismo
F:Claij ]9 © - C[A, .., A
fo=f |D
Con el punto anterior se puede verificar que este morfismo es inyectivo.

5. Otra caracteristica de las funciones invariantes es que restringidas a las diagonales

son simétricas. Es decir, si f € C[a;;]%(©) entonces f es una funcion simétrica en

(A1, An)-
6. Entonces la imagen de C[xz;;]%(®) en C[),...,\,] esta contenida en la subalgebra
Cloy,...,04], donde o1, ..., 0, son los polinomios simétricos elementales en Ay, ..., A,.

Pero més es cierto, la imagen del algebra de invariantes C[x;;]5(©) es isomorfa a toda

el algebra Cloy,...,0,].
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El morfismo cociente. Como C[z;;]6%(©) = C[oy,...,0,] es una subalgebra de C[xz;;],

podemos considerar el morfismo inclusion i : C[xz;;]9(©) & C[z;;]. El morfismo inducido

M,,(C)
_ n A A = A PN n A An’
GL,(C) & esta dado por p(A) = (a1(A),...,a,(A)) €

donde los a;(A) son los coeficientes del polinomio caracteristico Pa(t) = t" + at™ ! + - + ay,.

»: M,(C) »

Sabemos que (-1)%a; = 0;(A1,...,A\n) y por tanto a;(A) = xtraza(A) y a,(A) = det(A).

Es decir, que a cada matriz A lo manda a los coeficientes de su polinomio caracteristico. Y
claramente ¢ es invariante y sobreyectiva, pues para un punto (ay,...,a,) € A” podemos dar
explicitamente una matriz cuyo polinomio caracteristico tenga esos coeficientes. Consideremos
00 -« 0 (-1)la,
1 0 -« 0 (-1)"2%a,
Ma,,...an) =1 0

: 0
\0 - 0 1 ay

,,,,,

Por el teorema de existencia de cocientes buenos, sabemos que el par (A", ¢) que defini-
mos, es un cociente bueno.

Orbitas. Queremos identificar las matrices A € M,,(C) tal que ¢~ ((A)) = O(A), en otras
palabras, puntos en el cociente cuya fibra sea una sola orbita.

Como ¢ es invariante, constante en orbitas, se tiene que si O(A) = O(B) entonces ¢(A) =
©(B). Pero no necesariamente ¢(A) = ¢(B) implica O(A) = O(B), pues dos matrices pueden
tener los mismos valores propios pero diferente forma canénica de Jordan, es decir, 6rbitas
diferentes. Entonces podemos decir que p(A) = ¢(B) si y sblo si tienen los mismos valores
propios.

Vamos a mostrar que las matrices cuya o6rbita es cerrada y de dimensién méxima son
precisamente aquellas con los valores propios distintos.

Consideremos al conjunto
B={AeM,(C)| A todos sus valores propios son distintos } = M,,(C) \ V(A),

donde A € C[z;;] polinomio discriminante del polinomio caracteristico definido como P(t) =

t" + Yr_o(=1)*cg(45)t* € Clx;;]. Este conjunto es un abierto de Zariski, y para cada matriz
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A € B tenemos que A es diagonalizable y ademas ¢~ (¢(A)) = O(A), pues toda matriz con los
mismos valores propios que A tiene que ser un conjugado de A, por ser todos distintos. Con
esto tenemos que si A tiene todos sus valores propios distintos, entonces O(A) es cerrada.

Para una matriz A € M,,(C) se satisface dimO(A) = dim GL,(C) - dimEst(A) = n? -
dim Est(A). Si Est(A) fuera finito para alguna matriz A, tendriamos una o6rbita de dimension
dim O(A) = dim GL,,(C). Pero sabemos que eso no pasa en el caso de conjugacion de matrices.

Sea A € B. Podemos asumir que A es el representante de su érbita, es decir A es diagonal.
Entonces el Est(A) consta de todas las matrices diagonales. Este subgrupo tiene dimension n,
y GL,(C) tiene dimension n?. Luego tenemos dim O(A) =n?—n para todo A diagonalizable,
y en particular para todo A € B. Y esta es la dimensiéon maxima que puede tener una orbita.

Ahora, queremos probar el converso, si A es diagonalizable, supongamos que O(A) no es
cerrada en M,,(C). Entonces podemos tomar B € O(A) ~ O(A), luego O(B) c O(A) ~ O(A),
por lo que vimos anteriormente B y A tienen los mismos valores propios pero B tiene parte
nilpotente, luego Wr\m + ¢, es decir, A se acumula en la cerradura de la 6rbita de B,
asi que dimO(B) > dim O(A) lo cual no puede ser (por [Newstead, 1978, lema 3.7|). Por lo
tanto, O(A) = O(A).

Entonces el conjunto donde se obtienen orbitas cerradas y de dimension mdxima es

B={AeM,(C)| A todos sus valores propios son distintos } = M,,(C) x V(A).

1.1.4. Cocientes en variedades proyectivas

En general, no siempre se puede construir un cociente bueno de una acciéon de un grupo
algebraico lineal GG sobre una variedad proyectiva X c P?. David Mumford demostr6 que,
después de eliminar ciertos puntos de la variedad, si existe un cociente bueno para la accion.

Si G es un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad proyectiva X c P?. Al
contrario del caso afin, no se tiene de manera natural una accion inducida en A(X), pero
como la accion es lineal, podemos considerar la accion inducida de G en k[zg,...,z,], esto

tiene sentido por la siguiente definicion
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Definiciéon 1.1.27. Una linealizacion de una accién de un grupo algebraico G en una varie-
dad proyectiva X en P" es una accion lineal de G en k™! la cuél induce la accién dada en X.

Una accion lineal de G en X es una accion de GG junto con una linealizacion de esta accion.

Entonces tiene sentido consideremos la acciéon inducida en el anillo de polinomios

klxo, ..., 2] x G = k[zo,...,z,]
(fag) = fg($0,...,$n) :f(gil(xOV"axn))-

Ahora, de acuerdo a lo que dice Mumford. ;Qué puntos de la variedad debemos eliminar
para poder construir un cociente bueno?

Como queremos identificar las funciones del cociente con el dlgebra de invariantes, llega-
mos a tener problemas con los puntos x € X que se anulan en todos los polinomios invariantes,
es decir, f(x) =0 para todo f € k[xq, ..., z,]% homogéneo de grado(f) > 1, pues el cero no es
un punto en el proyectivo. Entonces la respuesta a la pregunta son esos puntos, el conjunto
de tales puntos forman un cerrado de Zariski. Si quitamos esos puntos, tenemos un abierto
de X donde, como veremos mas adelante, se puede construir un cociente bueno.

Con esto en mente llegamos a la siguiente definicion.
Definicién 1.1.28. Diremos que x € X es:

1. semi-estable si existe f, polinomio invariante, homogéneo de grado positivo tal que

f(z) #0. Denotamos el conjunto de punto semi-estables de X como X*°.

2. estable si es semi-estable, dim O(z) = dim G, y O(x) es cerrado en X*5. El conjunto de

puntos estables de X lo denotamos por X?.
3. inestable si no es semi-estable.

Los puntos inestables forman un cerrado de Zariski de X, denominado cono nulo y deno-

tado por X" := X \ X35 Notemos entonces que X* c X es un abierto de Zariski.

Teorema 1.1.29. Sea G un grupo reductivo actuando linealmente sobre una variedad pro-

yectiva X, entonces

1. Existe un cociente bueno (Y, ) de X*° por G donde Y es variedad proyectiva.
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2. Existe Y* 'Y abierto tal que o=1(Y*) = X y (Y*,p) es un cociente geométrico de X
por (3.

3. St x1, 19 € X5 entonces

O(x1) =0(x2) < O(x21) N O(x2) £

Este teorema nos dice que con los semi-estables podemos construir un cociente bueno,
con los estables podemos construir un cociente geométrico. La notaciéon Y* es simplemente
para denotar el abierto de Y que determina el cociente geométrico de los estables X* por G.
La idea es cubrir el abierto X** por abiertos X; afines invariantes, donde f es un polinomio
invariante homogéneo de grado positivo, considerar la accién lineal de G en X y construir
el cociente bueno (Y}, ps) para cada Xy como en el caso afin, después pegarlas de manera
adecuada para construir una variedad proyectiva Y y un morfismo ¢ : X% — Y que sera el
cociente bueno de X** por G. La demostracion es muy extensa y requiere de enunciar mas
resultados, por lo que no la incluimos en este trabajo. Podemos encontrar una demostracion

de este teorema en [Newstead, 1978, Cap. 3.4].

Ejemplo 1.1.30 (Conjugacion de matrices, caso proyectivo). Sea X la proyectivizacion del
espacio de matrices n x n con coeficientes en C y sea G = SL,,(C). Considera la accion de G
en X por conjugacion. Encuentra los puntos semi-estables y el cociente bueno de la accién.

Consideremos la accién por conjugacion en X.
SL,(C)x X - X

(9.4) = gAg™
Estudiando la accién inducida de SL,, (C) en C[z;;] podemos ver que todo polinomio inva-
riante es un polinomio en los simétricos elementales, lo cuales todos son homogéneos, entonces
Clz;;]3“(© = Cloy,...,0,], donde o; es el simétrico elemental de grado i, luego podemos es-
cribir ¢; = (-1)io; € C[x;;] que son los coeficientes del polinomio caracteristico de una matriz
A e X,y asi podemos escribir el algebra de invariantes como C[z;;] = Clcy, ..., ¢,].
Entonces los puntos inestables seran las matrices en X que se anulan en los generadores

del algebra de invariantes

X = {AeX |ci(A)=0,i=1,...,n) = {Ae X | Pa(t) =t"} = {A € X | A es nilpotente }.
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Como 0 ¢ X, podemos decir que los puntos inestables son las matrices cuya forma canoénica
de Jordéan tiene ceros en la diagonal y al menos un bloque de Jordan de tamano 2.

El conjunto de puntos semi-estables sera entonces X* = X\ X" = {A € X | A no es nilpotente }.
Notemos que si n > 2 se tiene X* = @, es decir, no hay puntos estables pues como en el caso
afin, la dimensiéon maxima de una orbita es n? —n, y la dimension del SL,(C) es n? - 1.
Entonces podemos decir que para n > 2 no hay puntos estables.

Sabemos que existe un cociente bueno. Notemos que, como cada generador de C[z;;]5
es un polinomio homogéneo, sucede que para A € X y una constante [ € C* se tiene [A € [A]
pero ¢;(IA) = l’c(A). Visto con el polinomio caracteristico Pa(t) =t + Y, (=1)ic; (1A)t"" =
tr + X (=1) e (A)tn.

Quisiéramos una variedad proyectiva Y y un morfismo ¢ : X - Y tal que la imagen de
un elemento de la clase de A € X caiga en la misma clase de ¢(A) en Y.

Entonces introducimos el siguiente espacio:

Definiciéon 1.1.31. Sean &, ..., k, € N. Definimos en espacio proyectivo con pesos (k1, ..., k)
como el conjunto de érbitas de la accion
C*xC"~{(0,...,0)} = C*"~ {(0,...,0)}

(I, (z1,...,2,)) = B2y, ... Py,

A este espacio lo denotaremos por P(C)(kh.._’kn).

Definimos el morfismo
0: X% >P(C)a,.
A (c1(A),...,c,(A)).

Este morfismo esté bien definido, pues cumple que ¢(A) = p(lA) para todo [ e C*; Ae X. Es
invariante porque el polinomio caracteristico es invariante bajo conjugaciéon, y por el mismo
argumento que en el caso afin ¢ es sobreyectivo.

Entonces (P(C)1,..n),¢) es el cociente bueno de X* por SL,(C).

Notemos que para n > 2 no existe un cociente geométrico porque X* = &.
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1.1.5. Criterio de Hilbert-Mumford

En esta seccion describiremos un criterio muy ttil para encontrar los puntos inestables y
estables de una accion.

Consideremos la accion lineal de un grupo reductivo G en una variedad proyectiva X c P»
GxX->X
(9,7) = gz,

y sea X el cono afin de X. Como ya habiamos visto, hay una accion inducida de G en

k[xo,...,2,], entonces tenemos de manera natural una accion lineal de G en X.
Proposiciéon 1.1.32. Sea z € X y &€ X en la clase de z, entonces:

1. x es semi-estable si y solo si 0 ¢%.

2. x es estable si y solo s1 0 ¢ m, la orbita de x es cerrada en X*¢ y dimO(x) = dimG.
Demostracion. Sea z € X v 7 € X en la clase de z.

1. Supongamos que x es semi-estable, entonces existe f polinomio invariante homogéneo
de grado positivo tal que f(z) # 0. Entonces para Z € x se tiene f(z) =a # 0. Como f

es invariante, para todo g € O(Z) se tiene f(g) =a # 0, luego 0 ¢ O(z).

Supongamos ahora que 0 € O(%), como O(Z) es cerrado en X, sabemos que existe f
invariante de grado positivo tal que f(0) =0y f(O(x)) = 1. Escribimos f = fi, + fis1 +
-+ f4 su descomposiciéon en homogéneos, los cuales son invariantes, entonces, como

f(2) =1, existe i tal que f;(z) = 1. Por lo tanto x € X5,
2. Se da por la definiciéon de punto estable.
]

Estamos interesados entonces en saber cuando el 0 es un punto de acumulaciéon de una

orbita O(z), es decir, cuando 0 € O(Z). Para eso introducimos la siguiente definicion:

Definiciéon 1.1.33. Un subgrupo a 1-parametro de G es un homomorfismo no trivial

ANC =G
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de grupos algebraicos. Denotamos al conjunto de subgrupos a 1-parametro de G como
I'(G) ={\:C* > G| X es subgrupo a 1-pardmetro}.

Si A es un subgrupo a un pardmetro y GG actia linealmente en una variedad X c P,

entonces A define una representacion de C* en Cn*1:
C* —> GL, (C)
t—  At):C" - !
v A(t)v.
Proposicion 1.1.34. La representacion anterior es diagonalizable, es decir, existe {eg, ..., e,}

base de k"1 tal que A(t)e; = tmie; para algunos enteros r;.

Demostracion. Dado que k* es un grupo conmutativo, entonces {A(%)}ix+ s una familia
conmutativa de endomorfismos de k™*!. Sea ty € k* una raiz m-ésima de la unidad, entonces
A(to)™ es la matriz identidad, por lo tanto A(t) es diagonalizable. Sea k"*! = ker(A(tp) —
arl) @ --- @ ker(A(tg) — ans1l) la descomposicion en subespacios propios lineales invariantes
que define la diagonalizacion de A(tg).

Sea E € {\(t) }tex+ y sea j un entero positivo menor o igual que n+1y v € ker(A(to) —a;I),
entonces

(A(to) —a;I)Ev = EX(to)v -a;jEv) = E(a;v) —a;Ev =0,

por lo tanto el subgrupo unidimensional ker(A(¢y) — a;I) es invariante por E, entonces E es
diagonalizable con la misma base que A(tg). Sea {ey,...,e,} la base que diagonaliza estos

endomorfismos, puesto que k* es un grupo multiplicativo, entonces A(t)e; = t"e; donde r; €

7. O
Entonces podemos escribir un punto en el cono afin de nuestra variedad como & =} Z;¢;
tal que A(¢)z = Y triZ;e;.
En este trabajo usaremos el grupo reductivo SL3(C), el cuél nos ofrece algunas ventajas,

una de ellas es que sus subgrupos a 1-parametro son diagonalizables. En general tenemos
Proposicion 1.1.35. Los subgrupos a 1-pardmetro de SL, (k) son de la forma
A k* - SL, (k)

t e gdiag(t™,...,t™)g™"
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donde g € SL,(k), r; € Z con la relacion ry >--- > 1, tal que ri +---+ 1, =0.

Podemos encontrar la demostracion en [Newstead, 1978 Cap. 4.2].

Sea T el toro maximal diagonal de SL3(C), los subgrupos a l-pardmetro de T son de la
forma A(t) = diag(¢",¢m2,t) € ['(T') con las mismas condiciones de la proposicion anterior
sobre los enteros 71, 79 y 3. A estos se les llama subgrupos a 1-parametro diagonales de

SL3(C), y los podemos identificar con (r1,75) € Z2, es decir I'(T") = Z2.

Definiciéon 1.1.36. Si GG es un grupo algebraico lineal, sea I'(G) el conjunto de subgrupos

a l-parametro de G. Definimos el conjunto de subgrupos a 1-parametro virtuales de G' como

M(G) = F(G) ®z @

En el caso particular del toro maximal de SL3, tenemos M(T) :=T(T)®z,Q=7Z?2®;Q a
los que se les llama subgrupos a 1-pardmetro virtuales de T'.

La idea de Mumford fue usar subgrupos a l-parametro para definir estabilidad de los
elementos de X por la accion lineal de G. Para eso se introduce la siguiente funcion llamada

funcion de Mumford.

Definicion 1.1.37. Sea x € X y A un subgrupo a 1-parametro de G, definimos la siguiente
funcién

p(x,A) :==min{r; : &; # 0},
donde Z = ¥, z;¢; tal que A(t)z = Y t"iz,e;.
De esta definicion se sigue el siguiente resultado:

Proposicion 1.1.38. Sea z € X. Tomemos & € X tal que & € x. Sea g € G y A un subgrupo a

1-pardmetro de G, entonces:
1. u(z,\) <0 siy solo silim,ogA(g)T no existe.
2. pu(x,\) >0 siy solo silim_oA(t)z =0.
3. (g, A) = p(z,g7'Ag).

Demostracion. Escribimos Z = Y. Z;e;, AN(£)Z =Y. Z;t"e;. Entonces
)
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1. p(x,A) >0 siy solosi min{r; | #; # 0} >0 si y solo si lim;_q A(¢)Z = 0.
2. p(x,\) <0 siy solosi min{r; | Z; # 0} <0 siy solo si lim;_o A(t)Z no existe.

3. Sea g € Gy {geo,-..,ge,} una k-base de k™! que diagonaliza la representacion de A,
es decir, A(t)ge; = t" ge;, entonces g~ tA(t)ge; = g1 (t"ge;) = tTie;. Esto significa que
{eo,...,e,} es una base que diagonaliza a g~*A(t)g. Entonces pu(gz, A) = p(x, gt Ag).

]

Si existe un subgrupo a l-parametro A tal que lim;_o A(¢)Z = 0, entonces = es un punto
inestable, pues el limite pertenece a O(Z).
Y un resultado més general que podemos encontrar en [Mumford, 1977] y [Mumford et al., 1994]

Teorema 2.1] es el Criterio de Hilbert-Mumford:

Teorema 1.1.39. Sea G un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad proyectiva

X, entonces v € X es:

1. semi-estable si, y solo si, u(x,\) <0 para todo A, subgrupo a 1-pardmetro de G. (ines-

table si, y sdlo si, existe un subgrupo a 1-parametro X de G tal que p(x,\) >0.)
2. estable si, y solo si, pu(x,A) <0 para todo X\, subgrupo a 1-pardimetro de G.

También se puede encontrar una buena demostraciéon para k = C de este teorema en

[Birkes, 1971].

1.2. Teoria de representaciones de algebras de Lie

En esta seccion vamos dar algunas definiciones y resultados basicos de representaciones
de algebras de Lie, enfocandonos en representaciones de sl3 C, pues usaremos una de ellas
en el desarrollo de la tesis. La teoria general de representaciones de algebras de Lie es muy
extensa, por eso en esta secciéon solo daremos las ideas generales y detallaremos un poco

mediante el ejemplo particular de sl3 C.

Definicion 1.2.1. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial g equipado con una aplicacion

bilineal [-,-] : g x g — g llamada corchete de Lie que satisface las siguientes propiedades:
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1. la antisimetria [X,Y]=-[Y,X] y
2. la identidad de Jacobi

[X,[Y,Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]=0.

Un morfismo entre dlgebras de Lie g y g es una transformaciéon lineal p : g — ¢’ que

ademés satisface p([X,Y]) = [p(X), p(Y)].

Ejemplo 1.2.2. El espacio vectorial g = R? con [-,-] igual al producto cruz [u,v] = u x v,
u,v € R3 es un algebra de Lie.

]

En general, la operacion (X,Y) — [X,Y] no es ni asociativa ni conmutativa. Como se
puede ven el ejemplo del producto cruz.

Sea V' un espacio vectorial sobre C, consideremos End(V), este es un espacio vectorial
sobre C con la multiplicacion escalar sobre R, més atin, podemos darle estructura de C-algebra
con la composicion de transformaciones lineales. Y podemos definir [X,Y]=XoY -Y o X
X,Y € End(V), se puede verificar que con esta operacion End(V') es un élgebra de Lie, y se

denota como gl(V'). De manera general tenemos [Zubiaga et al., | p. 38].

Teorema 1.2.3. Para cada dlgebra de Lie g existe un espacio vectorial V' y un morfismo

inyectivo de dlgebras de Lie p:g— gl(V).

Representaciones de algebras de Lie; la representacion adjunta ad

Definicion 1.2.4. Una representacion de un élgebra de Lie g en un espacio vectorial V' es

un morfismo de algebras de Lie p: g — gl(V).

Toda algebra de Lie g viene equipada con una representacion natural en si misma; llamada

la representacion adjunta:
ad: g — gl(g)
Xrad(X) ad(X)(Z):=[X,Z].
ad es una representacion significa que, ad([X,Y]) = ad(X) o ad(Y) —ad(Y) o ad(X) y esto

es una consecuencia de la identidad de Jacobi.
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Representaciones de grupos; la representaciéon adjunta Ad

La accion natural de GL(V) en End(V') = gl(V') dada por
GL(V) xgl(V) > gl(V) (9. X) > goXog™,

define una representacion de GL(V') en el espacio vectorial gl(V'), denotada por Ad y llamada
la representacion adjunta de GL(V):

Ad: GL(V') - GL(gl(V)).

En general: sea G un grupo y V un espacio vectorial. Una representacion de G en V' es
un homomorfismo de grupos p: G - GL(V'); es decir, una funcion que satisface p(g) o p(h) =
p(gh). En otras palabras, una representacion de G en V' es exactamente una accion de G en
V' por transformaciones lineales como ya se habia definido antes (g,v) — p(g)(v).

Una representacion p : G - GL(V') es irreducible si los tnicos subespacios invariantes
son {0} y V. Decimos que W c V' es un espacio invariante si p(g)W c W para todo g € G.
Una subrepresentacion de una representacion V' es un subespacio vectorial W de V' que es
invariante por G.

Un resultado que usaremos en la representacion de sl C es [Fulton y Harris, 2013, Prop.

1.6|

Proposicion 1.2.5. Toda representacion es una suma directa de representaciones irreduci-

bles.

1.2.1. Representaciones de sl3C

En la tesis vamos a considerar el algebra de Lie de SL3(C) denotado como sl3C, esto
es porque sl3C tiene estructura de espacio vectorial sobre C y, como veremos, estudiar las

representaciones de sl3 C nos da informacion sobre las representaciones de SL3(C).

Definicion 1.2.6. El algebra de Lie de SL3(C) se define como sl3 C := T, SL3(C) el espacio
tangente en e la identidad de SL3(C).

La relacion entre SL3(C) y sl3 C esta dada por la funcion exponencial [Fulton y Harris, 2013

Prop. 8.33]
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Proposicion 1.2.7. La funcion exponencial es la inica funcion de sl3 C a SL3(C) que manda

0 a e cuya diferencial en el origen
(&’L‘p*)o : T05[3 C-= 5[3@ - Te SLg((C) = 5[3 C

es la identidad, y cuyas restricciones a lineas a través del origen en sl3C son subgrupos a

I-pardmetro de SL3(C).

Dado que vamos a estudiar las representaciones de sl3 C y descomposiciones de estas
por alguna subéalgebra b c sl3 C. Consideramos el siguiente resultado [Fulton y Harris, 2013,

Prop. 8.41]

Proposicion 1.2.8. Si sl3C es el dlgebra de Lie de SL3(C) y tcsl3C es una subdlgebra de
Lie. Entonces el subgrupo de SL3(C) generado por exp(h) es un subgrupo H inmerso con el

espacio tangente T.H = .

Para mas propiedades de la funcién exponencial con las algebras de Lie se puede consultar
[Fulton y Harris, 2013] Capitulo §|.

Consideremos el espacio de matrices diagonales t c sl3C. Sabemos que las matrices dia-
gonalizables que conmutan, son simultaneamente diagonalizables. Con esto tenemos : Toda
representacion finita V' de sl3 C tiene una descomposicion V = @V, donde todo vector v € V,
es un ‘“eigenvector” para cada elemento H e t. Vamos a fijar las nociones de “eigenvector,
eigenvalor y eigenespacio” en esta ambiente.

Un eigenvector de t significa, un vector v € V' que es un eigenvector para todo H € t. Para
tal vector podemos escribir

H(w)=a(H) v (1.3)
donde a(H) es un escalar que depende linealmente en H, es decir, o € t*. Esto nos da la
segunda nocion: Un eigenvalor para la accion de t significa un elemento « € t* tal que existe
un elemento no cero v € V' que satisface [I.3] Y la tercera nocion: Un eigenespacio asociado

al eigenvalor « es el subespacio de todos los vectores v € V' que satisfacen

Lema 1.2.9. Toda representacion de dimension finita V' de sl3 C tiene una descomposicion
V=aV,,

donde V,, es un eigenespacio para t y o corre sobre un subconjunto finito de t*.
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Aplicamos este lema a la representacion adjunta de sl3 C para obtener una descomposicién
slkC=to(og,) (1.4)

donde « corre sobre un conjunto finito de t* y t acttia en cada g, por multiplicaciéon escalar,

es decir, para cualquier H e t, Y € g, se tiene
[H,Y]=ad(H)(Y)=a(H)-Y.

Sean E;; la matriz 3 x 3 cuya entrada (7, j)-ésima entrada es 1 y todas las demés entradas
0. Los E;; generan los espacios para la accién adjunta (conjugacion) de t en g.

Explicitamente tenemos

aq 0 0
t

0 a; 0 |:a1+az+az=0

0 0 as

y por tanto podemos escribir

tr = C{Ll,LQ,Lg}/(Ll + LQ + L3 = O),

donde
aq 0 0
Lil 0 ay 0[]=a.
0 0 as

Los funcionales lineales « € t* que aparecen en la suma directa de la descomposicion son
pues, los seis funcionales L; — L, ¢,j =1,2,3 con i # j; el espacio g;__ 1, Seré generado por el
elemento £ ;.

La virtud de esta descomposiciéon y su correspondiente diagrama es que en esta podemos
leer casi toda la estructura del algebra de Lie. La accién de t en g es clara en el diagrama: t
manda cada uno de los subespacios g, en si mismos, actuando en cada g, por multiplicacion

escalar por el funcional lineal representado por su punto correspondiente.

Nota 1.2.10. Los eigenvalores que aparecen en una representacion irreducible de sl3 C difieren

uno de otro por combinaciones lineales enteras de los vectores L; — L.
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Notemos que esos vectores L; — L; generan una reticula en t*, que denotaremos por Ag,
y que todo los « caen en alguna traslacion de esta reticula.

Debemos introducir algunos términos que aparecen en este ambiente: Los objetos bésicos
aqui, los eigenvalores « € t* de la accién de t en la representacion V' de g, es llamado un peso
de la representacion; los eigenvectores correspondientes en V, son llamados, naturalmente,
vectores de peso y los espacios V,, espacio de pesos.

Claramente, los pesos que ocurren en la representacion adjunta son especiales, esos son
llamados raices del algebra de Lie y los subespacios correspondientes g, ¢ g espacio de
raices. Por convencion, cero no es una raiz. La reticula Ag c t* generado por las raices a
es llamado reticula de raices o sistema de raices. Con los F;; que definimos antes, podemos

dibujar la reticula de raices en R?, como se ve en la figura [1.1]

Ly~ L
Ly—Lis Lo oLy — L3
w0 L,
L3 —L° Ls oLy — Ly
Ly — L

Figura 1.1: Sistema de raices de la representacion

Definicion 1.2.11. El grupo de Weyl de la representacion es el grupo de permutaciones
de tres variables Ss, el cual deja invariante al sistema de raices Ag = {L; — Lj}§,j=1 i+j- Una
Cdamara de Weyl serd un subconjunto de pesos cw c t* tal que S3-cw es una base de la

representacion de sl3 C.

Sea p : SL3(C) — GL(V') una representacion de SL3(C) en V. El caracter de p es la

funcién «, : G - C dado por

a,(g) =Tr(p(g))



CAPITULO 1. PRELIMINARES 31

donde T'r es la funcion traza. Y como antes, para T el toro maximal diagonal de SL3(C)
tenemos V' = @a,V,,. De aqui la correspondencia entre los caracteres a, y los pesos a € t*.
Se puede estudiar méas sobre la teoria de caracteres en [Fulton y Harris, 2013, Cap. 2].

Para mas detalles sobre las representaciones de sl3 C se puede consultar [Fulton y Harris, 2013,

Cap. 12 y 13].

1.3. Estratificaciéon de una variedad proyectiva

Estamos interesados en construir una estratificacion del espacio ce curvas planas de grado
4, esta estratificacion ademas de parametrizar curvas con singularidades especificas, como
se demostrara, nos puede dar informaciéon del cociente bueno formado por los puntos semi-
estables.

En esta seccién vamos dar algunas definiciones y resultados principales para la estrati-
ficacion de una variedad proyectiva. Todos los resultados enunciados en esta seccion son de

|[Kirwan, 1984], Parte II]. A partir de ahora vamos a trabajar sobre el campo k = C.

Definicion 1.3.1. Sea X c P" una variedad proyectiva. Una coleccion finita {Ss : € B} de
subconjuntos de X forman una estratificacion de X si X es la union disjunta de los estratos
{Ss : p e B}, y existe un orden parcial > en el conjunto de indices B tal que:
SgcUS,,
2B

para todo € B.

El objetivo de esta seccion es enunciar el teorema de Kirwan. Para eso primero vamos
a enunciar una serie de definiciones y resultados que nos ayudaran a entender todos los

elementos del teorema de Kirwan.

Sea G un grupo reductivo actuando linealmente en X. Fijamos una norma ¢ en M(G)
que se restringe a M (7T"), donde T es un toro maximal de G. Recordemos que cuando k = C
cualquier producto interno en un subgrupo de Lie maximal compacto induce una norma ¢

en M(T).
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Sea T' un toro maximal de G. Consideremos la representacion en k™1, sabemos que se
expresa como una suma de representaciones escalares dados por los caracteres «, ..., a,.
Cada caracter ; es un elemento del dual de M (T") y se identifican con elementos de M (T")
usando el producto interno de M (7).

Un elemento 8 € M(T) se dice una minima combinacion de pesos si es el punto mas

cercano al origen en un convexo generado por algin subconjunto no vacio de pesos en M (7).

Definicion 1.3.2. Sea B = {f,..., 5} el conjunto de todas las minimas combinaciones de
pesos en una camara de Weyl fija (i.e. algin dominio fundamental convexo para la accion del

grupo de Weyl), B sera el conjunto de indices para la estratificacion.

La finitud del conjunto de indices es porque la representacion es de dimension finita. Con

la norma ¢ en M(T') tenemos un orden parcial > en B.
Definicion 1.3.3. Si A € M(G), sea

Py={g9eG|u(g,N\) 20} ={geG| HI(} AMt)gA(t)™! existe en G.
Lema 1.3.4. P, es un subgrupo parabdlico de G para cada X € M(G).

Considerando los caracteres de la representacion de T' en k™! definimos:

Definicion 1.3.5. Sea € M(T'), definimos

Zg={(zo:-:w,) e X |x;=0s1 -8 %q(h)},
Ys={(xo:-:2,)e X |2;=0sl ;- f<q(f), z; #0 p.a j con a;- =¢q(B)}

Z3 es una subvariedad cerrada de X, Y es una subvariedad localmente cerrada de X.

Definamos la siguiente funcion pg : Yz - Zz por pg(xo : -+ & ) = (x5 : -+ : x,) donde
zf=x;si aj-f=q(B)ya}=0en caso contrario.

Esta funcién Y - Zz estd bien definida ya que si y € Y3 entonces ps(y) € W y en
particular en X.

Sea Est(f3) el estabilizador de /8 por la accién adjunta (conjugacion) de G en M(G).

Tenemos que Est(3) es un grupo reductivo que acttia en Zj.
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Definicién 1.3.6. Sean
75 ={w e Zg | p(x, \) < X- B YA e M(Est(8))},
& :pél(zgs)
Estos conjuntos Z 5y Y;S se pueden definir en términos de semi-estabilidad como sigue:

Nota 1.3.7. Existe un tnico G subgrupo reductivo conexo de Est(f) tal que

M(Gp) = {A e M(Est(5)) | A- 5 =0},

75" = {z semi-estable por la accion de Gz en Zg}.

De aqui tenemos x € Z 5 siy solo si = es semi-estable por la accion de Est(5) en Zs.

Nota 1.3.8. Se puede probar que el abierto Z3° es invariante por Est(/), los conjuntos Yz y

Y3® son invariantes por Ps.

Si X es una variedad no singular, se tiene el siguiente resultado

Lema 1.3.9. Para cada 8 € B las subvariedades Y y Zg son no singulares. El morfismo
ps : Ys = Zg es localmente una fibracion algebraica trivial (una proyeccion), cuya fibra en
cada punto es un espacio afin. Lo mismo se cumple para la restriccion pg 2 Y3® - Z5° a los

subconjuntos abiertos Y5* de Y.
Lema 1.3.10. Supongamos que G es un subgrupo de GL,,1(k). Si z € Y;* entonces
{9eGlg-xeYs}=Pp,
es decir, g-x €Y3® siy solo si g € Pg.
Con todos estos lemas y observaciones se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.3.11. Sea X c P™ una variedad proyectiva no singular sobre C y G un grupo
reductivo sobre C. Sea q una norma en el espacio M(G) de subgrupos a 1-pardmetro virtuales

de G. Entonces para cualquier accion lineal de G en X existe una estratificacion asociada

{Ss [P € B}
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de X por subvariedades suaves localmente cerradas como sigue: Si T es un toro mazximal de
G, los indices 5 € B son combinaciones minimas de pesos en una cdimara de Weyl fija de

M(T), el inico estrato abierto es Sy = X*% y para cada B € B el estrato
Sp 2 G xp, Y5°,

donde Yj* es una subvariedad no singular localmente cerrada de X y Pg es un subgrupo

parabdlico de G.

La demostracion de este teorema usa fuertemente la representacion del algebra de Lie
del grupo reductivo G y el diagrama de pesos de la representaciéon adjunta del toro maxi-
mal del algebra de Lie de GG, junto con los lemas enunciados arriba. Se puede encontrar la

demostracion en [Kirwan, 1984, Teorema 13.5].

Corolario 1.3.12. La dimension proyectiva de Sg estd dada por

dim Sg = dim G + dimYﬁsS —dim P3 - 1.

1.4. Curvas planas y singularidades

Para hablar de curvas planas proyectivas y sus singularidades primero estudiaremos algo
sobre curvas planas afines pues, como veremos, la multiplicidad de una curva en un punto
depende so6lo de las propiedades locales de la curva en ese punto, es decir, en un abierto afin.

Los siguiente se puede encontrar en [Fulton y Weiss, 1989, Capitulos 3 y 5].

1.4.1. Propiedades locales de una curva plana
Puntos maultiples y lineas tangentes

Una curva plana afin es el conjunto de ceros de un polinomio no constante F' € k[x,y],
es decir V(F') en A2, Dos polinomios F,G € k[z,y] definen la misma curva si existe \ € k*
tal que F' = AG, y escribimos la curva F' en vez de V(F'). El grado de una curva es el grado
del polinomio que la define.

Sea F' una curvay p = (a,b) € F'. El punto p es un punto simple si alguna de las derivadas

parciales F,(p) # 0 o F,(p) # 0, en este caso la linea tangente de F' en p esta dada por
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F.(p)(z—a)+ F,(p)(y-b) =0. Un punto que no es simple se dice punto miltiple o singular.
Una curva con s6lo puntos simples se dice curva no singular.

Vamos a llamar una forma de grado d a un polinomio homogéneo Fy € k[x,y] de grado d.

Sea F' una curva de grado n, y sea p = (0,0). Escribimos F' = F,,, + Fy,,41 + -+ + F,, donde
F; es una forma en k[z,y] de grado i, F,,, # 0 es la forma de menor grado. Definimos a m
como la multiplicidad de F' en p = (0,0) y escribimos m = m,(F"). Una primera observacion
es que p € F' siy solo si m,(F') >0. Si m,(F) =1 entonces F} es la linea tangente a I’ en p.
Si m = 2 decimos que p es punto doble, si m =3 un punto triple, etc.

Como k es algebraicamente cerrado y F;, es una forma en dos variables, entonces podemos
escribir F},, = [[L;" donde L; son lineas distintas, y se llaman lineas tangentes de F en
p=1(0,0), r; es la multiplicidad de la tangente. Si r; = 1 diremos que la linea L; es simple. Si
F' tiene m tangentes distintas en p, diremos que p es un punto muiltiple ordinario.

Si my(F') =2y F tiene dos tangentes distintas en p diremos que p es un nodo. Si las dos
tangentes son iguales diremos que p es una cuspide. Un punto doble donde dos ramas de la
curva tienen tangencia ordinaria se le llama tacnodo, en otras palabras, un tacnodo es una
cuspide doble, o un un punto donde dos circulos osculantes de la curva son tangentes.

Sea p = (a,b) # (0,0) un punto en F. Con un cambio de coordenadas T'(x,y) = (x—a,y—b)
tenemos T'(p) = (0,0) y definimos m,(F") = m0)(T'(F)).

Numero de interseccion

Si F'y G son dos curvas planas, decimos que F' y G intersectan propiamente si no tienen
componentes en comun.
Sea p € A? se define el nimero de interseccion de F' y G en p como el inico nimero

I(p, FNG) que satisface las siguiente propiedades:

1. I(p, FNG) es un entero no negativo para todo F, Gy p, I(p, FNG) =00 si F'y G no

intersectan propiamente.

2. I(p, FNG) = 0 si y solo si p ¢ FNG. El numero I(p, FNG) depende sblo de las

componentes de 'y G que pasan por p.
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3. Si T es un cambio afin de coordenadas en A2 y T'(p) = q, entonces I(p, FNG) =
I(g, FTNGT).

1. I(p,FAG) = I(p,GNF).

5. I(p, FNG) > my(F)m,(G), la igualdad se da si y solo si F'y G no tienen tangentes en

comin en p.
6. SiF=I1F"yG=T] G’jj, entonces I(p, FNG) = ¥, ris;1(p, FiNGy)
7. I(p, FNG) =I(p, FN(G + AF)) para cualquier A € k[x,y]
La unicidad se da por el siguiente teorema

Teorema 1.4.1. Existe un tinico nimero de interseccion I(p, F N G) definido para toda curva

plana F, G, y puntos p € A2, satisfaciendo las propiedades {7 FEstd dado por la formula

I(p, FNG) = dimg (O, (A*) [(F, G)).

1.4.2. Curvas planas proyectivas

Una curva plana proyectiva es el conjunto de ceros de un polinomio homogéneo F' €
klx,y,z].

Vamos a llamar una forma de grado d a un polinomio homogéneo Fy € k[z,y, z] de grado
d, y diremos que dos formas Fjy, G4 € k[z,y,z] son equivalentes si existe A € k* tal que
Fy = MGy, es decir, definen la misma curva. Con esto podemos decir que una curva plana
proyectiva es una clase de equivalencia de formas. Escribimos la curva F' en vez de V(F').

El grado de una curva es el grado de la forma que lo define. Curvas de grado 1,2,3 y 4 se

dicen lineas, conicas, cubicas y cuérticas respectivamente.

Definicion 1.4.2. Sea F' una curva plana proyectiva, decimos que un punto p € F' es un

punto singular de F' si
OF

dr

F' es una curva singular si tiene puntos singulares, en caso contrario diremos que es no

(1) = 5 1) = 5-(0) =0,

singular.
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Si p es un punto singular de una curva F, la multiplicidad de p s6lo depende de la
expresion local de F. Como F' c P2 entonces p € U; (i = 1,2 o 3) para alguna carta afin U;
de P2. Podemos des-homogeneizar F' respecto a la carta afin, y definimos la multiplicidad
de F en p como my,(F') = m,(F.) la multiplicidad de la curva plana afin que define la des-
homogeneizacion de F. La multiplicidad es independiente de la carta afin U; y es invariante

bajo cambio de coordenadas.



Capitulo 2

Espacio de curvas planas de grado cuatro

Nos interesa clasificar curvas planas de grado cuatro salvo cambio de coordenadas. En
este capitulo vamos a definir una accion lineal de SL3(C) sobre la proyectivizacion del espacio
de cuarticas planas, y veremos los primeros resultados que se sabe de la estabilidad de los

elementos de este espacio proyectivo.

2.1.  Accién de SL3(C) en Hipy(2).

Consideremos el espacio vectorial
Clz,y,z]la={f €Clz,y,z] : [ es homogéneo de grado 4}.

El nimero de monomios moénicos de grado 4 es N = (214) =15, es decir, dimC[x,y,z], =15y
entonces un polinomio general en C[z,y, z]4 es combinacién lineal sobre C de 15 monomios de
grado 4, es decir, esta determinado por 15 coeficientes. Un elemento f € C[z,y, z] define salvo
multiplo escalar una curva V(f) = {p e P2 : f(p) = 0} en P2. Entonces la proyectivizacion
de este espacio vectorial parametriza a las curvas de grado 4 en P2. Vamos a denotar este

espacio por Hips(2) el cual es isomorfo a PN-1 = P con la siguiente identificacion
PC[I,y7 Z]4 = HZP4(2) — P

F= % az'yzF— (ar).

i+j+k=4
Queremos clasificar las curvas planas de grado 4 salvo cambio de coordenadas. Es bien sabido

que Aut(P?) = PGL3(C) (|Hartshorne, 2013, Ejemplo 7.1.1]). Como sabemos PGL3(C) y

38
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SL3(C) son is6genos, entonces podemos trabajar con el grupo SL3(C) y definimos la accion
Hipy(2) x SL3(C) — Hipy(2) = P
(F(2,9,2),0) — (Fop ) (z,y,2) = F(¢(2,y,2)).

Se puede verificar facilmente que esta aplicacion define una accién de SL3(C) sobre P y es

lineal. Es decir, SL3(C) x C1> - C! es una representacion y existe un morfismo

¢ :SL3(C) — GL45(C)
g~ ¢(g):C?»-CP
v (g)v,

tal que la accion esta dada por (g,v) — ¢(g)v.
Notemos que esta representacion es irreducible. Si W ¢ C1® es un subespacio vectorial de
dim W < 15, para cualquier w € W siempre podemos encontrar un g € SL3(C) tal que gw ¢ W,

pues g actiia como cambio de coordenadas.

2.2. Estabilidad de curvas en Hip,(2)

Sobre la estabilidad de curvas planas se puede encontrar en [Mumford et al., 1994], Prop.

4.2] y [Dolgachev, 2003, Teorema 10.1| el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1. Toda curva no singular es un punto semi-estable para la accion de SLz(C)

en Hipy(2).

Demostracion. Sea F' € C[z,y, z]4 tal que V(F) es no singular. Para mostrar que F' € Hip,(2)

es semi-estable basta encontrar un polinomio invariante en donde F' no se anula. Para esto

vamos a encontrar una hipersuperficie que parametrize a todas las curvas singulares.
Recordemos que F es singular en un punto p € P2 si F(p) =0y 2£(p) = i(p) =2E(p) =0.

Una técnica para determinar si un conjunto de polinomios tienen raices comunes es via

resultantes. Recordemos que por la formula de Euler se tiene 4F = xaF + ya— + Z%F entonces
basta considerar Res %F , %—F, %—F = A que es el determinante de la matriz de Sylvester que
y z

se forma con los coeficientes de los polinomios. Por tanto tenemos un polinomio homogéneo

A(y;) € Clyo, ..., y14] de grado 9 en los 15 coeficientes de F. Y entonces F' < a; € P4 sera



CAPITULO 2. ESPACIO DE CURVAS PLANAS DE GRADO CUATRO 40

singular si y solo si A(F) = A(ay) = 0. Por tanto V(A) parametriza a todas las curvas
singulares.

Como F es singular en p si y solo si gF es singular en g(p) pues la acciéon es por cambio
de coordenadas. Entonces A(F') = A(gF), asi que A es un polinomio invariante. Y por tanto
hemos encontrado un polinomio invariante homogéneo de grado positivo A tal que A(F') #0

si F' es no singular, es decir, F' es semi-estable. O

Mas atn, en [Mumford et al., 1994, Proposicion 4.2] se prueba

Proposicion 2.2.2. Para d > 3, toda curva no singular es un punto estable para la accion

de SL,,+1(C) en Hipg(n).

No toda cuéartica estable es no singular, en [Mumford, 1977, p. 51| se muestra que las
curvas con nodos simples son estables. En [Mumford et al., 1994, Cap.4 §2| se estudia las

cuarticas singulares semi-estables no estables y se muestra

Proposicion 2.2.3. Las cudrticas semi-estables no estables son aquellas con una singularidad

tipo tacnodal (cispide doble).
Demostracion. Escribimos una curva F' € Hip,(2) como
F =ay0r + a1 23y + a02’y? + ar32y® + agay? + a0’z + a1 2®yz + aroxyz
a3y + x0T 2% + anxyz? + agay?2? + a1gr2® + agyz® + agez?.
Usando el criterio de Hilbert-Mumford se tiene que si F' es semi-estable no estable, entonces
para algin A subgrupo a l-parametro de SL3(C) se tiene pu(F,\) <0.

Sabemos que los subgrupos a 1-parametro de SL3(C) son diagonalizables, y por |3| de la
proposicion basta considerar a los subgrupos a 1-parametros diagonales para usar el
criterio de Hilbert-Mumford, los cuales sabemos que son de la forma (proposicion
A(t) = diag(t™,t72,¢™) donde r1 > 1o > r3 son enteros tal que r;+79+73 = 0, estas condiciones

nos dicen que 73 < 0. Luego A(t) - xiydzk = tmimr2i=mskyiyizk como i+ j + k = 4 se tiene que
p(F,N) =min{-rii—rej —r3(4—1—7) | todos los pares i, tales que a;; # 0}.
Entonces u(F,\) < 0 implica que los coeficientes agy = a19 = ag2 = a1 = a1 = 0 y el
polinomio esta dado por

F= CL40[L'4 + CL31[E3y + a22x2y2 + a13xy3 + ao4y4 + agoISZ + a21x2yz + a12$y22 + a03y3z + CL20I222,
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si deshomogeneizamos en z tenemos
F(z,9,1) = agr® + a5 2%y + agnr®y? + a130y® + agsy™ + asor® + ag 2%y + a1oxy® + agsy® + asr?,
y podemos observar las formas
F3(x,y) = asox® + ann @’y + apzy® + agsy®,  Fo(w,y) = axr®.

De aqui podemos ver que p=(0:0:1) es un punto singular, ademés podemos analizar

» Sip(F,\) <0 junto con ags # 0y ag # 0, contradice la condicion sobre ry > 7o > r3.

» Si ag =0 entonces agz # 0 y F tiene un punto triple ordinario en p=(0:0:1).

= Si a3 = 0 entonces agy # 0y F tiene un punto doble con tangente doble en p= (0:0:1),

es decir, p es un tacnodo.

Entonces la curva esta dada por
F = agox* + a512%y + a0ex®y? + a130y> + agay® + a30x> 2 + an v2yz + a1oxy?2 + aspr’22.

Por otro lado, si F' € Hipy(2) es una curva con punto singular p, podemos suponer que
p=(0:0:1). Sipesun punto triple ordinario, entonces de la descomposicion en formas
F(x,y,1) = Fo+ F1 + Fo+ F3+ F; se tiene que agg = ajg = g2 = a1 = a11 =0y ag = 0. Si p es un
tacnodo, entonces ag # 0, si ademas agp3 = 0 tenemos que pu(F,\) <0 para algiin A subgrupo

a 1-parametro de SL3(C). O

2.3. Calculo de curvas inestables usando S1P

Con el calculo anterior obtenemos las curvas inestables, pero haremos a continuacion los
calculos explicitos para obtener las coordenadas del espacio de inestables.

De acuerdo al criterio de Hilbert-Mumford, un elemento F' € Hipy(2) serd inestable si
existe A : C* - SL3(C) subgrupo a l-parametro y g € SL3(C) tal que lim;_ogA(t)g~'F = 0.

Como ya habiamos mencionado, basta considerar a los subgrupos a 1-parametros diagonales
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A(t) = diag (™, 72,17 ). Escribimos F' = ¥, 1,424 553"y 2%, por la accion de SL3(C) en Hipy(2)
tenemos

Mt)-F(x,y,2) = FO\#) ™ (z,y,2)) = F(t "o, t "2y, t7"2) = Z aijt‘m‘j”‘k’"?’a:iyjzk.

i+j+k=4
De aqui podemos ver que F' es inestable si en el limite cada uno de los coeficientes de A - F’
se anula.

Dado un elemento F' € Hipy(2)"?, el criterio de Hilbert-Mumford nos dice que siem-
pre podemos encontrar un subgrupo a l-parametro diagonal A : C* — SL3(C) tal que
lim; o A(¢) F = 0.

Primero vamos a calcular los subgrupos a 1-parametro virtuales diagonales que aportan
inestabilidad a los elementos de la base de Hipy(2) y asi poder dividir en subconjuntos
maximales de inestables respecto a cierto A(t) = diag(t™,t72,t™) e M(T) = Z? 7 Q.

Como estamos considerando a los ntimeros 1, 1o, r3 racionales, entonces siempre podemos
hacer el primer namero igual a 1, es decir, 711 ® 1, =1 ® :—f e M(T).

Fijamos 7 = 1, entonces 1 >y > =1 -7 nos dice que 75 € [-1/2,1]. Tomemos un elemento
riyizk € Hipy(2). Entonces la condicion limy_g A(¢)xiy? 2k = ¢=i=ir2-k(=1=r2) piyi 2k = () se cumple
siy sblo si —i—jro—k(-=1-r3) > 0. Sustituyendo k = 4—i—j tenemos la condicion (4-2j—-1i)ry >

21+ 75 —4, es decir,

2i+7 -4 o
ST TR G420 0
T2 4—2j—i81 ] 1 N
20+ 7 -4
ry< 2T T2 G495 <.
4-27-1

Verificamos para todos los pares (7,7) € {0,1,2,3,4}2 tal que i + j <4 para particionar el

intervalo [-1/2,1].

t g rg |t g rg |4 g re | U j T2 |1 ] T2
00 >-1/1 0 >2|20 >0[3 0 >24 0 —
01 >211 1 >-1/21 >13 1 <-3

02 — |1 2 <02 2 <-1

03 <3 (1 3 <3

0 4 <0
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Podemos ver que para el par (0,2) que corresponde al monomio z2y? esta indefinida la

-1 1 3

desigualdad porque 4—-7—25 = 0, pero podemos observar que para ns € {%5, % 1> 1) se cumple

que 294222 es inestable para el subgrupo a un parametro A(t) = diag(¢,¢m2,¢71-"2).

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el monomio 3222 y el subgrupo a 1-parametro virtual diagonal

A(t) = diag(t,t™,t717"2). Aplicamos A al monomio y?z2:
}E% )\(t) . y222 — ltiig(t‘lx)o(t‘TQy)Q(t“”z)z — &fg&t—%”%my%z — ltl;nol t2y222 — 07
entonces y?2? es inestable respecto a A para todo 7 < 1. O

En la tabla podemos observar que el conjunto {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1)} =V sa-
tisface la condicién mencionada para todo rp € [-1/2,1]. Y de la tabla podemos observar los

pares que se satisfacen para ciertos intervalos de ry, como tenemos a continuaciéon

{(0,3),(0,4),(1,2),(1,3)} uV satisfacen para o € (-1/2,-1/3)
{(0,3),(0,4),(1,2)} satisfacen para ry € (-1/3,0)
{(0,3),(2,0)} UV satisfacen para ry € (0,1/2)
{(2,0)} satisfacen para ro € (1/2,1)
Dado que cada par (4,7j) corresponde a un monomio x‘y’z4-i=J_ identificamos los pares (i, 7)

con su monomio correspondiente, con eso tenemos V' := {xyz2 y2z2 x23,y23,24} y de las

observaciones anteriores podemos ver dos conjuntos maximales de inestables:
e f3 oA 23 2 .22 .3 .3 4
CNy ={ay’, y*, 2y’ z,y°z, vy, y 27, x2°  yz>, 2"},
LB 22,2 2 2.2 .3 .3 4
CNy:={y’z, a2 xyz",y" 2", xz°, yz>, 2*}.

Donde (C'Ny)c y (CNy)c tiene dimension lineal 9 y 7, respectivamente.

Estos célculos nos dan, salvo cambio de coordenadas, el espacio de inestables Hipy(2)“.



Capitulo 3

Estratificacion del cerrado de curvas

1inestables

De la teoria bésica de estratificacion sabemos que el tnico estrato abierto es Hip,(2)%
el cuél ya conocemos. Siguiendo las ideas de [Kirwan, 1984, Parte II| queremos hacer una
estratificacion de Hips(2)*" el espacio de cuarticas inestables por SL3(C). La existencia de
una estratificacion suave de nuestro espacio de cuérticas planas esta dada por el teorema
que se puede encontrar en [Kirwan, 1984] 13.5].

En [Popov, 2010] se da un algoritmo para identificar los estratos considerando la repre-
sentacion adjunta del algebra de Lie de G y el diagrama de pesos de la representacion dada
por la accién lineal de G en X.

En este capitulo vamos a estudiar la estratificaciéon del espacio de cuérticas inestables
siguiendo estas ideas, y vamos a caracterizar las curvas en cada estrato de acuerdo a su tipo

de singularidad.

3.1. Representacion y diagrama de pesos de las cuarticas
planas
Nos interesa estudiar los puntos de Hip4(2) inestables bajo la accion de SL3(C). Usando la

representacion dada por la accion lineal de SL3(C) en Hipy(2) vamos a definir los caracteres

44
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de la representacion de T' ¢ SL3(C) en C'® y luego de la representacion de sl3C en C!5,
describiremos los pesos de la representacion de t c sl3C en C!% y construiremos el diagrama

de pesos.

Consideremos el toro maximal T = {diag(a,b,c) : abc =1} c SL3(C), y consideremos la

accion T x C1% — C15, entonces tenemos una accion inducida
Hipi(2) x T~ Hipy(2)
(F(2,y,2),ding(a,b,c)) o> Fdiag(a™, b ¢ ) (2., 2)) = F(a 'z, by, 2).

Aplicando esta accion a los elementos de la base {xiy/z*}, ;x4 de C[z,vy, z]4 tenemos
diag(a™, 07, c )2y 2* = a'bicFatyi2¥, donde i+ j + k= 4.

De aqui podemos ver que si W = (z'y/2*)¢ es el espacio vectorial generado por iy’ z¥ sobre
C, entonces W es T-invariante.

Definamos el caracter asociado a x'y’z* de la representacion como
Q5 - T - C*
diag(a™,071, ct) = a'b/ ¥ = atFHE,
Y consideremos el algebra de Lie sl3 C y su toro maximal

exp

t={diag(ri,mo,73) t T1+1o+13 =0} — T ={diag(t™,t72,¢"3) : "7 = 1},

Notemos que los elementos diag(ry,72,73) € t corresponden a los subgrupos a 1-parametro
diagonales de SL3(C). Sea A(t) = diag(¢~"1,¢7"2,¢7"3) un subgrupo a 1-parametro diagonal de
SL3(C), aplicando a un elemento de la base de Hips(2) tenemos

)\(t)xzyjzk — diag(t—’r‘l , 75—7"27 t—rg)x’byjzk — ti?"1+j7"2+k:7“3xiyjzk"

Consideremos el espacio dual t* = {L : t > C}, un conjunto generador de este espacio
vectorial es

{Ly -t~ C|diag(r,r2,73) = r1}1-1.2,3.

Podemos ver que estos generadores satisfacen (L1 + Ly + L3)(diag(ry,re,73)) = 0.
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Entonces para el caracter «;; : T — C asociado a z'yz* aplicado a A(t) tenemos que
o diag(t1, 772, ¢773) = tirtirz+hrs que corresponde a iLy + jLo + kL3 en t*, y con la relacion
Ly + Ly + L3 =0 tenemos a;; = (i—k)L1+(j—k)Ls.

Para cada caracter «;; tenemos «; = (i —k)L1 + (j — k)L en t*. A los aj; se les llama
pesos de la representacion.

Como dimt = 2, podemos dibujar en R? el sistema de raices de la representacion adjunta
del algebra de Lie sl3C como Ag = {€;— €5 }1zs, [, 5 = 1,2,3 donde €1, €9, €3 € R? seran las raices
cibicas de la unidad [Fulton y Harris, 2013 Cap. 12]. Tomemos L; = €1, Ly = €3 y L3 = €3 en
R?, entonces para cada x'y/z* en la base de Hipy(2) tenemos af; = (i = k)Ly + (j —k)L2 y
obtenemos el diagrama de pesos de la representacion como se muestra en la figura [3.1], donde
cada punto es un peso de la representacion que corresponde al monomio z'yizF de grado

4. Con este diagrama de pesos vamos a construir la estratificacion de Hipy(2) siguiendo las

4
Y.
Ly’
,x2y2
a2y
o en?y o pd

Figura 3.1: Diagrama de pesos de la representacion

ideas de [Popov, 2010] para construir el conjunto de indices de la estratificacion y las ideas

de [Kirwan, 1984] para construir los estratos como se estudio en la seccion [1.3]

Ejemplo 3.1.1. Para el monomio zy3, el peso asociado es aj; = (1-0)L1+(3-0) Lo = L1 +3Lo,
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esto lo dibujamos como vectores en R? donde L; =€; = (1,0) y Ly = €5 = (%, ?) que son dos

de las raices ctbicas de la unidad.
Para el monomio 3z tenemos el peso agy = (3-1)Ly + (0— 1)Ly = 2Ly — Ly dibujado de

la misma manera en R2. Y asi para todos los elementos de la base de Hip,(2).

Podemos ubicar a los conjuntos maximales de inestables
L3 A 2 3 2 .22 .3 ,.3 4
CNy ={ay’, y*, xy’z,y° 2z, xyz", y° 2", 12’ yz°, 2* },
LB 2.2 2 2.2 .3 ,.3 4
CNy :={y’z,x°2% xyz°,y° 2", w2’ yz>, 2* }.

obtenidos en la seccion 2.3 como podemos ver en la figura donde tenemos representado,

salvo cambio de coordenadas, el espacio de inestables Hipy(2)n.

4 )
Yy, o V = {ayz? x23,y*2% 21}
e CNy = {ay’, xy’z,y", P2} UV
oCN, = 2,2 ,3
.xyB CNy = {az*2%,y°z}uV
2,2
ygz. ng— €3 .a’/’ y
€1 — €3 . ajgy
€1 .nyZ .x4
€1 — € 21732
3 y
yzd. €3 — €2 .:1322’2
[ )
ZUZ?)
!
y

Figura 3.2: Conjuntos maximales de inestables
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3.2. Obtenciéon de los estratos

Siguiendo las ideas de [Kirwan, 1984, Parte II] queremos construir {Sg | 5 € B} tal que:
1. S3 es localmente cerrado para todo € B.

2. Upep Sp = Hipy(2)*",

3. SpNSy=asi B+7.

4. S_ﬁ € Uys 55

5. Sp es no singular.

6. dimSp = dim SL3(C) + dim V* — dim P - 1.

Donde Y;* es una subvariedad suave localmente cerrada de Hips(2)** y € M(T) es un
subgrupo a l-parametro virtual que, como veremos, corresponde a una Lg € t*, en donde

definiremos una norma ||f|| = (Lg, L), que nos induce un orden <~y < ||5]| <|1]|-

Primero tenemos que fijar una camara de Weyl. Observemos el diagrama de pesos de
la representacion (fig. [3.1)), y consideremos el subconjunto de pesos que corresponden a
{4, 23y, x%y?, 22yz}, notemos que mediante permutaciones de las variables podemos generar

a toda la base de Hipy(2), es decir,
S3-{at, 2%y, x%y?, a*yz} = {base de Hips(2)},

donde S5 es el grupo de permutaciones de tres letras. Vamos a llamar cdmara de Weyl al
convexo generado por los pesos que corresponden a este conjunto junto con el 0. Entonces
tenemos 6 camaras de Weyl en el diagrama de pesos, y por esta simetria basta estudiar una
camara.

En [Popov, 2010] encontramos un algoritmo para identificar los espacios lineales que de-
notaremos por Yz y que nos serviran para construir los estratos, el algoritmo consiste en

trazar lineas [ en el diagrama de pesos de la representacion que satisfagan lo siguiente:

1. [ no pasa por cero,



CAPITULO 3. ESTRATIFICACION DEL CERRADO DE CURVAS INESTABLES 49
2. [ pasa por alguno de los pesos,

3. el punto de intersecciéon de la perpendicular trazada desde 0 a [ estd contenido en la

camara de Weyl seleccionada.

Una vez que tenemos el conjunto de lineas, vamos a desechar las lineas que satisfacen lo

siguiente:
1. pasa por dos pesos, y
2. es paralela a alguno de los ejes de las raices.

Con eso tenemos 11 lineas en el diagrama de pesos de la representacién que satisfacen el
algoritmo de Popov. Estas 11 lineas nos van a servir para determinar el conjunto de indices
para la estratificacién y para definir los espacios Zg’s y Y3’s con los cuales usaremos la teoria
vista en la seccion [[.3] para construir la estratificacion de acuerdo al teorema de Kirwan.

En la figura|3.3| podemos ver las 11 lineas en el diagrama de pesos donde hacemos de una
vez un cambio de coordenadas (x — z,y — y, 2z — ) en los conjuntos maximales de inestables
para ilustrar que todos los pesos en las lineas estan contenidos en los conjuntos maximales

de inestables que calculamos.
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*ONy = {zy?, v, a2, y°2} 0V
3 «CNy={ay’, 2y’ }uV

l7

2,2

LY

Z e ¥
Y %2 2
lll
T2
M

Figura 3.3: Lineas en la representacion para definir los estratos

Correspondencia entre t* y M (7))

20

Nos interesa buscar una correspondencia entre elementos L € t* y subgrupos a 1-pardmetro

virtuales 5 € M(T).

Proposicion 3.2.1. Eziste una correspondencia entre t* el espacio dual de toro maximal del

dlgebra de Sl3C y los subgrupos a 1-pardmetro virtuales diagonales M(T) de SL3(C).
Demostracion. Definimos la siguiente aplicacion
()t xt" > C

1
(Li, Lj) = 0 — 3.

Se puede verificar que (—,—) define un producto interno en t*. Con esto (L;, L;) = 0;; — % y
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tenemos
(L L)-2
(3] 2_37
2 1 1
LiyLi+Lo+L3)==—-=——-= =0,
(Li Ly + Lo+ L) 3737370

(aL1 + bLQ + CL3, aL1 + bLQ + CL3> =0si y s6lo si aL1 + bL2 + CL3 =0.
Con este producto interno podemos dar un isomorfismo natural entre t* y t** = ¢, del

siguiente modo:
O:t" > (") =t
L-0(L):t*—>C
M~ (L, M)
Podemos verificar que 6 es una transformacion lineal biyectiva entre espacios vectoriales:
= Sean a € C, Ly, Ly € t* entonces
O(aly+ Lo)(M) =(aLy + Lo, M) = (aLy, M)+ (Lo, M) = a{Ly, M) + (Lo, M)
~a(L1) (M) + 6(L2) (M).
» Es inyectiva: 0 = 0(L)(M) = (L, M) para toda M € t*, en particular para L se tiene
O(L)(L)=(L,Ly=0siysolosiL=0.
» Dado que Im(0) c t* y como espacios vectoriales dimt** = dimt = dim t*, entonces 6
es sobreyectiva, pues dimt* = dim I'm(0) + dimker(0) = dim Im(6).

Entonces podemos identificar un elemento diag(nj,ns,ng) € t con 0-1(diag(ni,ng,n3)) € t*

de la siguiente manera:

2 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 2
L, — diag (gnh ?nz, ?n3) , Ly — diag (?nlu §n2, ?nzs) , Lz — diag (?nla ?nm §n3) .
Y entonces tenemos
dla:g ( 2n1—§2—n3’ —n1+23n2—n37 —n1—77é2+2n3) nlLl + n2L2 + n3L3
lea:p
dlag (thl—ZQ—ng ’ t—n1+23nQ—n3 7t—n1—7;2+2n3 )

Es decir, para cada elemento de L € t* tenemos un subgrupo a l-pardmetro virtual 5 €

M(T). O
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Conjunto de indices para la estratificacion

Proposicion 3.2.2. El conjunto de indices de la estratificacion tiene 11 elementos, donde
cada elemento es el punto mds cercano al origen de las 11 lineas marcadas en el diagrama de

pesos que satisfacen el algoritmo de Popov.

Demostracion. De acuerdo a [Popov, 2010| tal conjunto de puntos mas cercanos al origen de
cada linea (que satisface el algoritmo) define el conjunto de indices para la estratificacion. Lo
que haremos aqui es dar las ecuaciones explicitas de tales puntos.

Con la correspondencia entre t* y M (T'), para cada linea trazada en el diagrama de pesos
(ﬁg: vamos a calcular el punto mas cercano al origen, digamos P = r{Li+ryL4 € t*, del cual
podemos calcular su norma y calcular el subgrupo a un parametro virtual correspondiente
[bet.

Para encontrar el punto mas cercano al origen de cada linea: Consideremos la relacion
u~ Ly, v~ Ly. Como cada peso es de la forma aL,+bLsy. Escribimos al peso aL1+bLs ~ (a,b).

Vamos a escribir la ecuacion de la linea que pasa por dos pesos: consideremos dos pesos
(u1,v1), (ug,v2) y hagamos oy = ug — ug, g = v3 — v, y entonces tenemos la ecuacion de la

linea que pasa por los pesos (uy,v2) y (ug,vs)
l: aou—aqv+ a0 — agug = 0.

El punto més cercano al origen sera el punto de intersecciéon de la linea ortogonal a [ y
que pasa por el origen. Recordemos que aqui la ortogonalidad depende del producto interno
que definimos en el espacio.

El procedimiento es el siguiente: Consideramos la linea I’ : asu — aqv = 0 que pasa por el
origen y es paralela a [. Vamos a tomar un punto p’ en I’, que es un peso en t*, calculamos
un punto ¢ = alL; + bL, ortogonal a p’ con el producto interno definido. Con eso podemos
escribir la ecuacion de la linea v que pasa por 0y ¢, ésta es ortogonal a la linea [. Calculamos
el punto de interseccion de v y [ y obtenemos el punto de [ mas cercano a 0 dado por la

ecuacion

P ((2&2 — o) (oguy —ayvr) (g = 20q)(aguy - alvl)) _ (3.1)

2(a2 - apag + a?) ’ 2(a - aqan + a?)

Escribiendo P como P = L + roLs € t*, y usando la correspondencia entre t* y M(T)



CAPITULO 3. ESTRATIFICACION DEL CERRADO DE CURVAS INESTABLES 53

tenemos un subgrupo a 1-pardmetro virtual

2r1—r9—r3 —r1+2r9—r3 —rl—r2+2r3) n (3.2)

:d‘
P lag( 3 3 ! 3

es decir, tal 5 nos determina un elemento de M (7). Estas ecuaciones nos sirven para calcular

el conjunto de indices para la estratificacion. O]

Ejemplo 3.2.3 (linea 5). Consideremos la linea [5 marcada en el diagrama de pesos. Esta
linea pasa por los puntos zy? y 23z que corresponden a los pesos Ly + 3Ly y 2L — Lo respec-
tivamente. Escribimos estos pesos como (1,3) y (2,-1). Entonces la ecuacion de la linea 5
estd dada por l5: 4u+wv -7 =0. Consideremos la linea [ : 4u+v = 0 que es paralela a [5
y pasa por 0. Podemos ver que el punto (1,-4) € [{, este punto es el peso Ly —4L,. Ahora
buscamos una vector al; + bLs ortogonal a este, usando el producto interno definido en t*,
tenemos

0= (Ll - 4L2,CLL1 + bLQ) = a(Ll,[q) + b(Ll,L2> —4&<L2,L1> - 4(L2,L2)

2 1, 4 8
=Za-Zb+—-a--b=2q-
3a 3b+3a 3b a — 30,

tenemos que 2a = 3b, es decir, el peso 3L; + 2Ly que corresponde a (3,2) es ortogonal a
(1,-4). Ahora trazamos la linea que pasa por (0,0) y (3,2), ésta esta dada por 2u - 3v =0,
por los céalculos hechos esta linea es ortogonal a la linea [5. Ahora podemos ver que el punto
de interseccion de estas dos lineas, resolviendo las ecuaciones 2u —3v = 0 = 4u + v — 7 tenemos

el punto P = (%, 1) = %Ll + L. Usando la correspondencia entre t* y M (T') tenemos

21 5
ﬁ5 - (5767_6)'

Més adelante expondremos los calculos explicitos para todas las lineas.

Construccién de los estratos Sp

Para construir los estratos vamos a aplicar las definiciones y resultados de [Kirwan, 1984]
Parte II] que definimos en la seccion |1.3|a nuestro problema particular del espacio de cuarticas

y la accién lineal de SL3(C).
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Para cada linea marcada en el diagrama de pesos, definimos los siguientes espacio lineales
(definicion |1.3.5))
Zg, :=(pesos en la linea [;)c,

Y, :=(pesos en el convexo definido por I; que no contiene a 0)c.

Tenemos un morfismo de proyeccion
psYp > Zg.
Consideremos la acciéon por conjugacion de SL3(C) en M (T'). Para cada 5 € M(T)

Est(8) = {g € SL3(C) | gBg™" = 8}

es un subgrupo reductivo de SL3(C).

De la definicién y el lema|1.3.10} para cada § € M(T) sea
Py :={g ¢ SLs(C) | u(g, 5) 2 0},

P3 es un subgrupo parabolico de SL3(C) para cada e M(T).
De la observacion existe un tnico subgrupo reductivo conexo G de Est(3) tal que

M(Gg) = {AeEst(B) | A-5 =0}

y Z5 son los semi-estables de la accién de Gg en Zg, y definimos Y3* = p3'(Z°). De la
observacion se tiene que Z3° es invariante bajo Est(f3), los conjuntos Yz y Y3* son
invariantes bajo Pg.

Por el lema |1.3.10| se tiene que si F' € Yty ge SL3(C), entonces gF € Yiesiy solo si
(YRS Pg.

Los estratos son de la forma (teorema |1.3.11])

SB = SLg(C) X pg Ygs,

la cual es una subvariedad suave localmente cerrada y de dimensiéon proyectiva dada por

(corolario [1.3.12))
dim Sg = dim Y3* + dim SL3(C) - dim Ps - 1.
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Calculo de los 3; y M(Gg,)

Queremos calcular explicitamente el conjunto de indices B = {f1, ..., 011} para la estrati-
ficacion de Hip,(2)“", y luego los subgrupos a un parametro virtuales de G, usando la nota
137

Con la correspondencia entre t* y M(T), para cada linea I; en el diagrama de pesos,
calculamos el punto més cercano al origen L € t* dado por la ecuacion[3.1] y su correspondiente
subgrupo a 1-parametro virtual §; € M (T") dado por la ecuacion , con eso podemos calcular

un generador de M (Gp,). Si B = (r1,72,73), queremos A = (ng,n2,n3) tal que - =0, con

_ 2r1+ro
r1+2r9

€so tenemos ng = ni, Ng = —ny — Ng, podemos tomar ny; =1 y tenemos

ry+ 21y r1+ 21y

)\:(17_2T1+T2 1+27‘1+7‘2)‘

Ejemplo 3.2.4. Para el 5 = (%, %, —%) que calculamos en el ejemplo . Sustituyendo los

valores de 5 en la ecuaciéon anterior tenemos A = (1, —%, %) € M(Ga,) el cual satisface que
55 . )\ = 0

]

En la tabla [3.1] se resumen los calculos del conjunto de indices B de la estratificacion y el

calculo de un generador de M (Gp) para cada [ € B.
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Linea L B L] M(Gpg)
L 4L 5-3-3) % O1-D)
2 3L+l (§-5-3) 5 (1,-3.2)
322l (B3-) 3 (L-L0)
4 201+ Lo (1,0,-1) 2 (1,-2,1)
5 Gl (sd) § LD
6 BLoeBL (358§ 0-dD
[ (5-3-3) § (01-1)
8 Livsle  (30-3) 3 (L-2D)
O tLieil (GAR) & (R
0 et (B3 F (L0)
U et Godos) & (L32)

Tabla 3.1: Célculo del conjunto de indices {5} y M (Gp).

26
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Calculo de los espacios Z5° y Y;*

Construimos los espacios lineales Zz y Y}, como se muestra en la tabla [3.2]

=(z%)c Y, = (2%)c

= (73y)c Y, = (2%, 7%y)c

= (o, 23y, 2%y%, 2y, yt ) Y, = (2f, 23y, 22y, vy, vt )e

= (22y?, 232)c Y, = (2, 23y, 2%y?, 132)c

(LUy .’L'3 > Y55 = <I4,I3y,$2y2,$y3,$32>(€

= (y*, 232)c Y, = (a4, 23y, x2y2, vy, y* 23 2)c

= (22y?, x%yz, 2222 ¢ Yi, = (24, 23y, 22y?, 232, 2%yz, 2222) ¢
<:Cy nyz) Yﬁg = (364,x3y,x2y2,xy3,x3z,x2yz)c
= (yt 2 yZ) Y, = (a4, 23y, 2292, vy, y*, 232, 2%y 2)c

Zﬂll = (:zry3, $2Z2>(C Y,Bu = (%4, xsyv .’1723/2, xyga 11332’, x2yz, .77222)@

Tabla 3.2: Espacios lineales Z3 y Yj.

Estos espacios lineales nos serviran para definir los estratos, pero primero necesitamos
imponer condiciones abiertas en cada Z3 para que los estratos sean disjuntos. Para eso con-
sideramos la acciéon inducida de Gz en Zg3, y nos interesa el abierto Z 5 de semi-estables por
G. Vamos a usar el criterio de subgrupos a 1-parametro para calcular Z 5

Dado que para cada 3; ya conocemos los subgrupos a 1-parametro virtuales diagonales de
Gl,, tomamos A € M(Gp,) v F € Zg,, verificamos las condiciones para la cual pu(F,\) <0, es
decir, lim;_o A(t)F no se hace cero (no existe o existe pero no es cero). Entonces analizamos

para cada (3; como sigue:
1. Para B es claro que Z§ = {aspz* | as # 0}.
2. Para (35 es claro que Zy = {ag123y | as1 # 0}.

3. Consideremos \(t) = diag(t",t™,t%) € M(Gg,), F = agr? + a3123y + agex®y? + a3y’ +

ansy* € Zg,, y se tiene

AH)F = agt ™ 2t + asit 2 23y + agot®2?y? + arst* 2y + agat Ty,
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entonces para obtener pesos positivos y negativos se debe cumplir (ag9,a31) # 0y

(a13,a04) # 0. Por tanto

SS _ 4 3 2,2 3 4
Zg ={as0x” + az 2y + agr’y” + apry’ + apay” | (a0, a1, a2) # 0y (agz, a13,a04) # 0}

4. Consideremos A(t) = diag(t",t72",t") € M(Gp,), F = anx®y? + azox3z € Zs,, y se tiene
AH)E = agt® 2%y? + agot "2z,
entonces ag # 0y agy # 0. Por tanto

_ 2.2 3
75 = {agr®y® + azx’z | g, as # 0}

5. Consideremos \(t) = diag(t?",t73",t") € M(Gp,), F = a130y> + azox®z € Zs, y tenemos
ANH)F = ast zy® + asot ™ 23z,
entonces se debe cumplir a;3 # 0 y agp # 0. Por tanto

ZSE = {a/13])y3 + a30x32 | a137 aso # 0}

6. Consideremos \(t) = diag(t3", ¢4, t") € M(Gpg,), F = apay* + azor3z € Zg, y tenemos
AH)F = apat' y* + ast 107232,
entonces agy # 0y agg # 0. Por tanto

ZE: = {a04y4 + a30x3z | QAp4, Q30 F 0}

7. Consideremos A(t) = diag(t%,t",t™") € M(Gg,), F = anx?y? + anx?yz + apr?2% € Zg, y
tenemos

ANH)E = agot " 2%y? + agt°2%y 2 + agot* 2222,

entonces agy # 0y agy # 0. Por tanto

2,2 2 2.2
Z5 = {agex®y” + anxyz + agexr”z” | (age, asi, asy) dos no 0}.
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8. Consideremos A(t) = diag(t",t72",t") e M(Gp,), F = a130y> + ax2?yz € Zs, y tenemos
AH)F = ast” zy® + agt " 2%yz,
entonces a3 # 0 y ao; # 0. Por tanto

2
735 = {arszy® + anx’yz | ars, as # 0}

9. Consideremos A(t) = diag(t?,t=3",t") € M(Gg,), F = apay* + anx?yz € Zs, y tenemos
At)E = agqt'* y* + ag t™ 2?yz,
entonces agq # 0 y ag; # 0. Por tanto

ZE: = {a04y4 + (1,21132y2 | o4, 021 F 0}

10. Consideremos A(t) = diag(t",t™",1%) € M(Gp,,), I = azox®z+ a1 x%yz+a120y? 2 +agsy3z €

Z3,,, y tenemos
A)F = asot T3z + a1ty s + arat" Yy 2 + agst> Y2,

entonces (as1,aszp) # 0y (aps, a12) # 0. Por tanto

Z5, = {as0r®2z + an2y2z + arpwy?z + agsy®z | (aos, a12) # 0y (ag1,asg) #0}.
11. Consideremos A(t) = diag(t",t3",t?") € M(Gp,,), F = a130y3 +as0x?2% € Zg,,, y tenemos
AH)E = ayst® zy® + aget 2222,
entonces a3 # 0 y agy # 0. Por tanto

— 3 2.2
Zsfl = {(1,131’y + Qoox” 2 | 13,020 F 0}

Con estas cuentas tenemos la lista de subconjuntos abiertos 2 5° semi-estables por la accion
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de Gig en Zg.

75 ={asx" | agp # 0}
Z3 ={as1 73y | as; # 0}
Zéj :{a40x4 + a31$3?/ + a22x2y2 + a13$y3 + CL40?J4 | (@40, a31,a22) # 0y (as,a13,a0s) # 0}
50 ={agne®y® + asr’®z | ag, az # 0}
Zsz :{a13$y3 + Clgo.’ll'gZ | a13,Qa30 ¥ 0}
Zsz :{a04y4 + CL30£L‘3Z | Ap4, A30 * 0}
5 ={ana®y® + ana®yz + a2’ | (az, az1, az) dos no 0}
5 ={arszy® + ana®yz | ars, ag # 0}
755 ={aoay* + anx®yz | ags, as # 0}
Z5 ={asor32 + an2’yz + appry?z + apsy’z | (aos,a12) # 0y (ag1,as0) #0}
75 ={azzy® + aa®2 | ars, az # 0}
También obtenemos a los subconjuntos abiertos Y;* = p5'(Z5*) como se muestra a conti-
nuacion
V5 ={agar* | ag # 0}
V5 ={agx’ + azna®y | ag # 0}
V5P ={aga® + asna®y + asa®y® + arzzy® + aoay’ | (a0, azi, a22) # 0y (ar3, aps, asz) # 0}
V5® ={agx® + az1 2’y + anx®y® + a0’z | aso, azy # 0}
50 ={aga® + az12®y + axnr®y? + arzry® + asor’z | asy, ars # 0}
V5P ={aga + az 2’y + asa®y? + arzazy® + aosy” + azor’z | azo, ags # 0}
Yy? ={agr* + az1 7%y + ar?y? + a30r32 + an 1?yz + axr?2? | (a0, as1, az) dos no 0}
Yie ={agr* + a317%Y + ar®y? + a137Y® + a3z + a1 7%y 2 | agy, a1z # 0}
50 ={aga® + az12®y + ag2®y? + arsry® + agay + azor’z + apx’yz | as, ags # 0}
V5 ={aga! + az 2’y + ana®y® + aszy® + agy’ + asor’z + anayz + anpry’z + agsy’z |
(a3, a12) # 0y (az1,az) # 0}

Ys® ={agr* + az17%Y + apr?y? + a131y® + a302% 2 + a1 7%y 2 + axr?2? | ag, a3 # 0}
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Cada Y;® es una subvariedad suave localmente cerrada e invariante por el subgrupo parabélico
Py.
Calculo de Pp

Ahora queremos calcular el subgrupo parabolico asociado a cada (€ B. De la definiciéon

tenemos
Py ={gSL3(C) | 1(g,5) 2 0} = {g € SL3(C) [ 1im A(t)gB(t)™" existe en SL3(C)}.

Entonces para /3 = (ny,n2,n3) € M(T') queremos (b;;) € SL3(C) tal que

tm bii bz biz|[t™
}51/_{% tn2 bgl bgg b23 {2 = ltl/—{l(} (tm_nj bij)lgi,ng existe.
"3 ) \bs1 b3z bs3 tns

Podemos tener tres casos:

1. nq1 > ng > ng, y tenemos
* ok %
Pz=:10 % =|€SL3(C); subgrupo parabolico de SL3(C),
0 0 =
entonces s, B4, B5, B, Bs, B9 ¥ P11 corresponden a este subgrupo parabodlico de dimension

5.

2. ny =ngy, y tenemos

* % ok
Pz=<% % =|€SL3(C); subgrupo parabolico de SL3(C),
0 0 =

entonces B3 y [ corresponden a este subgrupo parabolico de dimension 6.

3. ng =ng, y tenemos

* k%
Pz=:10 % x|€SL3(C); subgrupo parabolico de SL3(C),
0 %= =*

entonces 7 y (31 corresponden a este subgrupo parabdlico de dimensiéon 6.
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Estratificacion de Hip,(2)""

De acuerdo con el teorema |1.3.11]la estratificacion de Hipy(2)*" esta compuesta por los

estratos

SﬁZSLg(C) X Py YESQ(SLg(C)/Pg)'YSS, 563,

donde B = {f1,---,f11} es el conjunto de indices de la estratificacion obtenidos en la tabla

8.1

Los estratos son disjuntos
S(Sy =@ si B+7.

Con la norma definida por el producto interno en t*, para cada € B se tiene

S_ﬂc USW.

By

De acuerdo a los calculos obtenidos en la tabla [3.1] tenemos

Br1 < Pro<Bo < Ps < Br < B < B5 < Pa < B3 < B < Py

Por el teorema (1.3.11] cada estrato Sg es una variedad algebraica localmente cerrada,

irreducible, suave y de dimensiéon proyectiva
dim Sp = dim Y3* + dim SL3(C) - dim Ps - 1.

Con los espacios Y;* y los subgrupos parabodlicos Fg obtenidos para cada [ € B, calculamos

la dimensién de cada estrato

Estrato  Sp, Sp, Sp; Spi Sps Sps Spr Ops Spe Spo Spn
Dimension 2 4 6 6 7 8 7T 8 9 10 9

3.3. Caracterizacion de curvas en cada estrato

En esta secciéon vamos a caracterizar las curvas en cada estrato de acuerdo a su tipo de

singularidad.
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Estrato 1
El estrato asociado a (31 = (%, —%, —%) estda dado por Ss, = SL3(C) xp, Yg°, es decir,
Sp, = (SL3(C)/Ps, ) - {asea® | azo # 0}.

Una curva F € Sg, es I = agoz?, es decir, F' es el producto de una linea cuatro veces.
Dado L* € Hipy(2) donde L es una linea. Entonces existe g € SL3(C) tal que g- L = x, es

decir, L* € Sp,.

Proposicién 3.3.1. Sg, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva

2 y parametriza o las cudrticas planas que son el producto de una linea cuatro veces.

FeSs < F~zt

Estrato 2
El estrato asociado a (5 = (%, —%, —%) estda dado por S, = SL3(C) xp,, Y57, es decir,
S/BQ = (SLg(C)/PBQ) . {a40$4 + &31233’3/ | asy * O}

Tomemos una curva F' € Sg,, entonces F' = z3(aqx + as1y), la condicion az # 0 nos dice que
la linea asox + azy es distinta de x, es decir, I’ es el producto de una linea triple 23 y otra
linea a4ox + az1y.

Sea C' € Hip,(2) tal que C' = L3-L; donde Ly L; son lineas distintas. Por el ejercicio 2.15
en [Fulton y Weiss, 1989| sabemos que existe g € SL3(C) tal que g-L =x y g- Ly = aqox +az1y,
es decir C'~ F' y por tanto C € Sg,.

Proposicién 3.3.2. Sg, es localmente cerrado, irreducible, suave, de dimension proyectiva

4 y parametriza a las cudrticas planas que son el producto de una linea triple y otra linea.

FeSs < F~ I,

Estrato 3

El estrato asociado a (3 = (%, %, —%) esta dado por S, = SL3(C) Xpy, Y57, €s decir,

S]g?’ = (SLg((C)/PB3)-{a40x4+a31x3y+a22x2y2+a13xy3+a04y4 | (a40,a31,a22) +0 y (agg,alg,a(m) * 0}
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Notemos que este espacio es precisamente el espacio de formas binarias de grado 4, denotado
como Hipy(1) = P* que consiste en subconjuntos cerrados V(F') de cuatro puntos en P!
contando multiplicidades. Por [Dolgachev, 2003, Teorema 10.2] se tiene Sg, = Hips(1)* que
consiste en subconjuntos V (F') con a lo mas puntos de multiplicidad 2. Entonces F' se puede
factorizar como F = LyLoL3Ly, F = L3LyL3 o F = L2L3 y donde todas las lineas intersectan
en (0:0:1), es decir, son lineas concurrentes.

Sea C' e Hip,(2) producto de cuatro lineas concurrentes, con a lo més lineas dobles.
Sabemos que existe un cambio de coordenadas en la que podemos escribir a C' como producto
de lineas en dos variables y esto lo podemos identificar con una forma binaria, la multiplicidad

de las lineas se preserva bajo cambio de coordenadas, por tanto C' € Sg,.

Proposicién 3.3.3. Sg, es localmente cerrado, irreducible, suave, de dimension proyectiva
6 y parametriza a las cudrticas planas que son el producto de cuatro lineas concurrentes con

a lo mas lineas dobles.

F e Sp, < F producto de lineas concurrentes lylyl3ly, lflglg, lfl%

Estrato 4
El estrato asociado a /34 = (1,0,-1) esta dado por Sg, = SL3(C) X p,, Y7, es decir,
Ss, 2 (SL3(C)/Ps,) - {asx® + az12®y + ager®y? + azox®z | azo, age # 0}.
Tomemos una curva F' € Sg,, entonces podemos escribir
F = 2% (ag02® + az12y + agy® + az3px2), con asg, agy # 0,

es decir, I es producto de una linea doble determinada por x? y una conica F'. Se puede
verificar que con las condiciones estrictas azg # 0 y ags # 0 la conica F”’ no se puede factorizar
como producto de dos lineas, es decir, la conica F’ es irreducible. Podemos observar que la
linea x y F’ intersectan en p = (0:0:1) y el namero de interseccion I(p,z n F’) =2, por la
propiedad [5| de nimero de interseccion, la linea x es tangente a la conica F”’ en p. Por tanto
F' es producto de una coénica irreducible y una linea doble tangente.

Sea C' € Hip,(2) producto de una conica irreducible y una linea doble tangente a la conica

en un punto p, digamos C = [2G. Podemos suponer que el punto es p= (0:0: 1), por tanto
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la conica irreducible G es proyectivamente equivalente a y? + xz, es decir, existe g; € SLy(C)
tal que g1 - C = I2(y* + 22) y [y es tangente a y? + xz, por tanto Iy =z 0 ly = 2. Si l' = 2
podemos considerar el cambio de coordenada dado por gs = (z = 2,y = y, 2z~ x) con lo cual

g2+ g1-C =22(y* + x2), es decir, C' € Sp,.

Proposicién 3.3.4. Sg, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva
6 y parametriza a las cudrticas planas que son el producto de una conica irreducible y una

linea doble tangente.

Estrato 5

El estrato asociado a (5 = (%, %, —%) esta dado por Sp, = SL3(C) xpy Y57, es decir,
S, = (SLs3(C)/Pg,) - {agz* + az12%y + agexy* + a3y + azox>z | asg, ar3 # 0}.
Tomemos una curva F' € Sg,, entonces podemos escribir
F = 2(as07® + az1 2%y + agwy® + ayz3y® + asor?z),

es decir, es producto de una linea y una ctuibica F”. De las condiciones estrictas a3 # 0 y
azp # 0 se puede verificar que la cubica F’ tiene una unica singularidad en p=(0:0:1) y
F'(z,y,1) = agor3 + az12%y + ary? + a3y + azox? nos dice que el punto p=(0:0:1) es una
singularidad tipo ctspide y su tangente estd dada por la linea x. De esas condiciones se puede
verificar que F’ no se puede factorizar como producto de una conica con una linea tangente
ni menos como producto de tres lineas. Entonces F' es producto de una cubica cuspidal y su
tangente.

Sea C' € Hipy(2) producto de una cibica cuspidal y su tangente, digamos C' =[G, podemos
suponer que la cispide estd en p = (0 : 0 : 1), entonces también podemos suponer que
G ~ y? + 22z, es decir, existe g € SL3(C) tal que g-C =1l'(y? + 222), luego I’ debe ser la linea

tangente en p, por lo tanto I’ = x. Por tanto C = z(y3 + 222) € Sp,.

Proposicién 3.3.5. Sg, es localmente cerrado, irreducible, suave, de dimension proyectiva 7

y parametriza a las cudrticas planas que son el producto de una cibica cuspidal y su tangente.
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Estrato 6

El estrato asociado a (g = (%, 38—9, —%) esta dado por Sg, = SL3(C) Xy, Yo, es decir,

~ 1 3 2,2 3 4 3
S = (SL3(C)/Psg,) - {asox™ + az12°y + agexy” + ar3xy’ + apsy” + asox’z | aso, ags # 0}.
Una curva F' € Sg, es de la forma
F = agpr + a3 03y + ager®y? + azry® + aguy® + azorz.

Las condiciones estrictas asg, ags # 0 nos dicen que F' tiene una tnica singularidad en p = (0:

0:1)y

_ 4 3 2.2 3 4 3
F(x,y,1) = agx” + az12°y + a2r’y” + a132y° + apay” + aspx’,

de donde tenemos m,(F') = 3 con una tangente triple en p. Ademas se puede verificar que
posibles factorizaciones de F' preservando m,(F') no se tienen las condiciones estrictas asg # 0
v agq # 0, por lo tanto F' es irreducible.

Sea C' € Hipy(2) una curva irreducible con un tnico punto singular triple con tangente
triple sin otra més. Podemos suponer que la singularidad es p = (0:0:1) y que la tangente
triple esta dada por 3.

Entonces, de la descomposicion en formas C'(z,y,1) = Cy + Cy + Cy + C3 + Cy tenemos que
Co=C1=Cy=0y Cs =213 De aqui se tiene que los coeficientes agy = a19 = ag1 = aop = a11 =

(o2 = A1 = a12 = gz = 0 y la curva C tiene como polinomio
4 3 2,2 3 4 3
C = Qg0 +A31T°Y + Q22X Y™ + G13TY" + QpaY~ + Q30T 2,
y si (0:0:1) es la unica singularidad de C' entonces agy # 0 y ags # 0. Por lo tanto C' € Sg,.

Proposicién 3.3.6. Sg, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva
8 y parametriza cudrticas irreducibles con una unica singularidad de multiplicidad 3 con una

tangente triple.
Estrato 7
El estrato asociado a (37 = (%, —%, —%) estda dado por S, = SL3(C) xp, Y3, es decir,

Ss, = (SL3(C)/ Ps, ){ asr*+az x>y +ag®y* +azex® 2+a x*yz+ar?2* | (ags, asi, az) dos no 0}.
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Tomemos una curva F' € Sz, podemos escribir
F = 2% (a407” + az17y + asoy® + 43022 + a1 yz + axz?),

es decir, F' es producto de una linea doble 22 y una cénica F'. Luego, por las condiciones
estrictas de que dos de los coeficientes aso, as1, g9 son no cero, se tiene que I’ es una conica
no degenerada [Chan, 2010, Teorema 2|. Por teorema de Bezout la linea z y la conica F’
intersectan en al menos un punto. Si x fuera tangente a F’, entonces as,as = 0, lo cual no
puede ser, por lo tanto la linea x y la céonica F” intersectan en dos puntos.

Sea C' € Hip,(2) producto de una linea doble y una conica no degenerada con interseccion
en dos puntos distintos, digamos C' =[2G, podemos suponer que la conica pasa por los puntos
p1=(0:i:1) ypo=(0:1:4) y por tanto G es proyectivamente equivalente a z2 + y? + 22, es
decir, existe g € SL3(C) tal que g-C = 2(z? +y? + 2?), luego la linea pasa por p; y pp implica

que 5 = z. Por lo tanto tanto C' € Sg. .

Proposicién 3.3.7. Sg. es localmente cerrado, irreducible, suave, de dimension proyectiva
7 y parametriza a las cudrticas planas que son producto de una linea doble y una conica no
degenerada con interseccion en dos puntos distintos.

Estrato 8

El estrato asociado a (g = (%, 0, —%) esta dado por Sg, = SL3(C) Xpy Y5, es decir,
Sge 2 (SL3(C)/ Ps,) - {asoz® + az12®y + agr®y® + a13zy® + azor®z + anx®yz | ag, a1z # 0}
Tomemos una curva F' € Sg,, entonces podemos escribir
F = 2(a407® + a312%y + agnry® + aysy® + aspr?z + ag 1y2),

es decir, F' es producto de una linea dada por x y una cibica F’. Con las condiciones
estrictas a3 # 0 y ag; # 0 se puede verificar que la ctubica F’ tiene un tnico punto singular
enp=(0:0:1) de donde F(z,y,1) = agor? + azg1 22y + asry? + a13y> + azor? + asyxy nos dice
que p es un nodo y justamente uno de sus tangentes es la linea x. Con esas condiciones se

puede verificar que posibles factorizaciones de F’ no preservan los coeficientes a3, as; # 0 ni
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my(F") = 2, es decir, la cibica F” es irreducible. Entonces F' es producto de una ctibica nodal
y una de sus tangentes en el nodo.

Sea C' € Hip,(2) producto una cibica nodal y una de sus tangentes en el nodo, digamos
C = [G. Podemos suponer que el nodo es p=(0:0:1) y con eso también podemos suponer
que la cubica G es proyectivamente equivalente a 23 + 33 + xyz, es decir, existe g € SL3(C) tal
que g-C =1U'(x3 +y> + xyz), luego I’ tangente a a3 + y3 + xyz en p implica que I’ =z o I’ = y.
Si fuera que [ =y, podemos considerar el cambio de coordenada g; = (z — y,y —> z,2— 2) y

con eso tenemos ¢ - g - C = z(23 + y3 + xyz). Por tanto C € Sg,.

Proposicién 3.3.8. Sg, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva
8 y parametriza a las cudrticas planas que son producto de una cibica nodal y una de sus

tangentes.

Estrato 9

El estrato asociado a (g = (28—1, %, —%) esta dado por Sp, = SL3(C) X py, Yo, es decir,

~ 4 3 2,2 3 4 3 2
Sge 2 (SL3(C)/Psy ) - {asox™ + ag12’y + agex®y” + a13xy° + aoay” + azox’z + ag1x°yz | as, apq # 0}.
Tomemos una curva F € Sg,,
F = agr + as12%y + a00®y? + a132y® + apuy® + asor’z + as 2%yz.

Las condiciones estrictas as; # 0y ags # 0 nos dicen que el punto p = (0:0: 1) es el tnico

punto singular de F', pues
4 3 2,2 3 4 3 2
F(z,y,1) = apr” + az17°Y + a0y + a130y° + @pay” + 307" + a7y,

donde la forma de menor grado es F3(x,y) = azor® + agix?y = x?(asoxr + asy), entonces
m,(F) =3 con dos tangentes. Por tanto F' es una cudartica irreducible con una singularidad
de multiplicidad 3 con dos tangentes.

Sea C' € Hipy(2) una curva irreducible con una singularidad p triple con dos tangentes,
podemos suponer la singularidad es p = (0 : 0 : 1). Entones la descomposicién en formas
C(z,y,1) =Co+Cy +Cy+ C3+ Cy nos dice que Cp=Cy =Cy =0y C3 =121y con l; # Iy, y de

aqui tenemos que la curva C' esta dada por el polinomio

C = CL40[E4 + CL31{L'3y + a22x2y2 + (1135(]:y3 + a04y4 + a30x3z + a21x2yz + algl'yQZ + a03y32,
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y la forma C3(x,y) = azgox® + a2y + appay® + agzy® = 13y implica que ajn = agz = 0 con la
condicion estricta ag; # 0 para que C3 se pueda factorizar como queremos. Luego tenemos
que

C= a40:174 + a31x3y + d22$2y2 + algxy?’ + CL04’y4 + CL30£C32 + (1,21{['2?/2,
y notemos que si agy = 0 la curva C' es reducible, por lo tanto ags # 0 es una condicién estricta.

Por lo tanto C' € Sg,.

Proposicién 3.3.9. Sg, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva
9 y parametriza a las cudrticas irreducibles con una singularidad de multiplicidad 3 con dos

tangentes.

Estrato 10

El estrato asociado a (19 = (%, %, —%) esta dado por Sg,, = SL3(C) xpy Yo, es decir,

Spe 2(SL3(C)/Pgs,,) - {agx® + az173%y + agr®y* + ai32y® + agay® + aspxz + ag v’y 2
+a1ry?z + ag3y’z | (ags, a12) # 0y (aar,azo) # 0}.

Tomamos una curva F' € Sg,,
F = agox* + a512%y + a0 x®y? + a130y> + agay® + asox’ 2 + an 22yz + a192y>2 + ag3y° 2.
Notemos que F' tiene un punto singular en p=(0:0:1) de donde
F(x,y,1) = agr® + az12%y + agnr®y?® + a132y® + aguy® + asor® + ag 2%y + ap2y® + agsy?,

tenemos que la forma de menor grado es Fs3(x,y) = azox® + a1 22y + a1ory? + ag3y?, entonces
m,(F') = 3. Si analizamos la condicion (agg, az1) # 0y (@12, aos) # 0 podemos ver que F3(z,y) =
L1Ls L3 es producto de tres lineas distintas, es decir, el punto p = (0:0: 1) es una singularidad
de multiplicidad 3 con tres tangentes distintas.

Se puede verificar que si (asp, a12 # 0y ag; = ags =0) 0 (aps, a1 #0 'y ajz = agp =0) F sera
irreducible. De lo contrario F' es reducible y seré producto de una ctbica nodal y una linea

que pasa por el nodo p = (0:0:1) pero no es tangente (pues se debe preservar el tipo de
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singularidad), y se puede escribir como
F =(biz + bay) (asox® + an®y + apoxy? + agsy® + a2 + a1 wvyz + agy?z)
= biaser® + (brag; + baas) 23y + (byayg + boagy )2?y? + (brags + byais)wy?
+ byagsy® + bragx®z + biay w2y z + byay 2y 2 + baagy’z,

donde los coeficientes by,by # 0 y en la ctbica (ag,a11) # 0y (a11,a02) # 0 para tener un
nodo.

Sea C' € Hips(2) una curva una singularidad de multiplicidad 3 con tangentes distintas,
podemos suponer que es en p = (0 : 0 : 1) y que en la descomposicion de C(z,y,1) =
Co+ Cy +C3+ Cy en formas, Cy = C) = Cy = 0y O3 = L]L,L; producto de tres lineas
distintas. Entonces los coeficientes asg = a11 = aga = a19 = ag1 = agp = 0 y la curva C' esté dada

por el polinomio
C = CL40.T4 + a31x3y + (IQQ.’EQyQ + a1313y3 + a04y4 + CL30(L’32 + CLQl.TQyZ + auxygz + a03y3z,

Cs(x,y) = asex® + a9 22y + a122Yy? + agsy® donde analizando las condiciones para factorizar
y Cs(x,y 30 Yy Yy 03Y

(3 en producto de tres lineas distintas llegamos a que (asg, a21) # 0y (a2, ap3) # 0. Por tanto

Ce 5510.

Proposicién 3.3.10. Sg,, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva
10 y parametriza a las cudrticas planas con una singularidad de multiplicidad 3 con tangentes

distintas.

Estrato 11

El estrato asociado a (11 = (%, —%, —%) esta dado por Sg,, = SL3(C) xp,  Y3o, es decir,
~ 4 3 2 92 3 3 2 2.2
5511 = (SLg(C)/P]BH)'{a40$ +A31 T Y+ Q22X Y +A13TY "+ Q30X 2+ 021 X" YZ+A90X" 2 |a20,a13 * O}
Tomemos una curva F € S entonces podemos escribir
B11s

F = 2(ag02® + a312%y + agewy? + ar3y® + azor?z + ag xyz + agr2?),

es decir, F' es producto de una linea x y una ctbica F".
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Con las condiciones estrictas a3 # 0 y agy # 0 se tiene que la cubica F’ = agx3 + ag 2%y +
a20y? + a13y® + azor®z + as 1Yz + agerz? es irreducible y tiene un punto de inflexion en p =
(0:0:1) con tangente en z =0 (eje y) |[Bix, 2006, Teorema 8.1]. Entonces F' es producto de
una ctbica irreducible con punto de inflexion y su linea tangente.

Si C' € Hipy(2) es producto de una cubica irreducible con punto de inflexion y su tangente,
digamos C' = IG. Podemos supones que el punto de inflexion es p = (0 : 0 : 1), luego por
[Bix, 20006, Teorema 8.1| la cibica G es irreducible y tiene un punto de inflexion en p si y

solo si tiene la forma
G = a0 + a1 22y + a102Y? + agsy® + 4Tz + a112Y2 + a10T2,

con las condiciones estrictas ap3 # 0 y ajp # 0 y su tangente estd dada por la linea z = 0.

Entonces [ =z y por lo tanto C' = 2G € Sg,,.

Proposicién 3.3.11. Sg,, es localmente cerrada, irreducible, suave, de dimension proyectiva
9 y parametriza a las cudrticas planas que son el producto de una cubica irreducible con punto

de inflexion y su linea tangente.
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Resumimos la descripcion de los estratos en la siguiente tabla

Estrato Dimensién Caracterizacion

O 00 N o0 N O S o~ N

—
o

/4
3ly

Lilalsly, 121515, 1312 concurrentes

coOnica irreducible y una linea tangente

cibica cuspidal y su linea tangente

cuartica irreducible con un punto de inflexién

coOnica irreducible y una linea no tangente

cibica nodal y una de sus tangentes

cuéartica irreducible con punto triple y dos tangentes

cuartica irreducible con punto triple ordinario,

ciibica nodal y una linea que pasa por el nodo pero no es tangente

cubica irreducible con punto de inflexién y su linea tangente

Tabla 3.3: Caracterizacion de los estratos



Conclusiones y trabajo a futuro

En esta tesis se ha conseguido el objetivo propuesto: Se construy6 una estratificacion del
espacio de curvas planas de grado 4 usando teorfa de representaciones y teoria de invariantes
geométricos, donde el primer estrato es el abierto Hip,s(2)% y la estratificacion de Hip,(2)%"
estd formada por subvariedades suaves, localmente cerradas e irreducibles. Se calcul6 la di-
mension de cada estrato y se realizo la caracterizacion de las curvas en cada estrato de acuerdo
a su tipo de singularidad y reducibilidad.

Una de las aplicaciones mas importantes de esta estratificacion, ademas de parametrizar
curvas con singularidades especificas, como se demostro, es obtener informacion geométrica
del cociente bueno construido con los puntos semi-estables. Algunos objetos para trabajar a

futuro son:
» Calcular la cerradura de cada estrato y obtener las componentes irreducibles de Hipy(2)*.

= Obtener informaciéon geométrica del cociente bueno construido con los puntos semi-
estables a través de los estratos y estudiar a detalle la relacion del cociente bueno de

curvas cuarticas planas y Ms, el espacio moduli de curvas de género 3.

73
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