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Introduccion

En los anos 1670’s, Leibniz defini6 la nocién de los niimeros infinitesimales.
Los cuales son niimeros no cero tales que son menor que cualquier otro nimero
real positivo. Lamentablemente no fue hasta 1961, que Robinson defini6 de
manera rigurosa lo que es un nuimero infinitesimal. Robinson partio de los
axiomas de Zermelo y Fraenkel, y del axioma de eleccién (abreviado ZFC),
extendio R a *R aplicando una considereble cantidad de légica matemaética.

Definiciones en andlisis no-estandar pueden formularse de manera mas
sencilla y los teoremas pueden ser mostrados de manera mas simple. A menudo
las simplicaciones son drasticas. Mas ain, las definiciones y demostraciones
adoptan una apariencia mas natural. Esto puede llevar al descubrimiento de
nuevos resultados.

El proposito de esta tesis es establecer un forma alternativa de completa-
cién de un anillo y en el camino dar desmotraciones alternativas no-estandar
de resultados clasicos.

Asumiremos que el lector tiene conocimientos previos de andlisis no-estandar,
nociones bésicas de topologia y de teoria de espacios uniformes.

En el capitulo 1 se empieza definiendo la relacién de equivalencia Ry. La cual
nos permite construir un espacio uniforme Huasdorff a partir de uno que tal
vez no lo sea. Se daran algunos resultados que involucran a el espacio uniforme
original y el construido usando Ryx. Entre los resultados mas importantes
esta la completitud.

Para el capitulo 2 empezamos hacer uso de andlisis no-estandar demostran-
do que % x es una uniformidad para *X. Se definird un objeto de analisis
no-estandar muy importante, llamado monada. Con la ayuda de la monada
podremos definir un encaje uniforme de (X, %) en (H*X, %y+x). Ademas,
definiremos una uniformidad en un grupo abeliano topoldgico tal que te induce



6 INTRODUCCISN

la topologia original.

En el capitulo 3 se trabaja con un anillo topolégico. Haremos uso de los
dos capitulos anteriores para encajar a un anillo topoldgico Hausdorff en un
anillo topolégico Hausdorff y completo. Para esto se definird un objeto nuevo
llamado envoltura no-estandar. Se daran dos ejemplos sobre este objeto nuevo.
Por 1ultimo se demostrara un teorema usando solo analisis no-estandar.



Capitulo 1

Espacios uniformes Hausdorff
asociados con un espacio
uniforme

Suponemos que el lector conoce los basicos de la teoria de los espacios
uniformes [1].

Definicién 1.1. Sea (X, %x) un espacio uniforme. Definamos

RX = m QXZ

UeUx

Vamos a llamar a Rx una relacion de equivalencia asociada con un
espacio uniforme (X, %x).

Proposicién 1.1. [1, pdg. 174]. Un espacio uniforme (X, %x) es Hausdorff
(con respecto a la topologia inducida por Uy ) si y solo si Rx = Ax, dondes
Ax es la diagonal en X2,

Proposicién 1.2. Sea (X, %x) un espacio uniforme. Si A C X es abierto ¢
cerrado en (X, %x), entonces Rx[A] = A.

Demostracion. Supongamos que A es abierto en (X, %x) v (z,y) € Ry.
Existe U € x tal que Ulz] C A. Como (x,y) € U, tenemos y € A. Se
deduce que Rx[A] = A.

Si A es cerrado en (X, %), entonces Rx[X \ A] = X \ A y por eso

Rx[A] = A. O
Proposicién 1.3. Sea (X, %x) un espacio uniforme. Definimos
X
HX = =
Rx



y para cada U € Ux definimos

Ut ={(p,q) € (HX)*: (p x ) N U # 0}.

Entonces

Unx = {U*: U € Ux}
es una uniformidad Hausdorff en HX.

Demostracion. Primero mostraremos que %gx cumple los axiomas de la
uniformidad.

1. Como X? € %x, tenemos

(HX)? = (X?)* € Ux.

2. Sea U € %x. Consideremos p € HX y escojamos z € p. Tenemos que
(x,z) e Ax CU
y por eso (p,p) € U. Se deduce que Agx C Ut
3. SeaU € Ux y W C (HX)? tal que U* C W. Definimos

V= {J (pxqgcX”
(P, )W

Observemos que si (z,y) € U, entonces ([z],[y]) € U* C W y por eso
(z,y) € [z] x [y € V.

Asi, se tiene que U C V. Como %x es una uniformidad, entonces
V € %x. Demostraremos ahora que W = V*. Sea (p,q) € W. Se sigue
que px ¢ C V y por eso (p,q) € V¥ Ahora supongamos que (p,q) € V*.
Existen = € py y € ¢ tales que (z,y) € V. Ademés, existen p;,q; € HX
tales que (p1,q1) € Wy (x,y) € p1 X ¢1. Se deduce que p=p1 y ¢ = ¢
y por eso (p,q) € W. Por lo tanto W € %y x.

4. Sean U,V € %x. Vamos a mostrar que U N'V* € %y x. Tenemos que
UNV € %y. Claro que (UNV)* C U*NVE Por (3) obtenemos que
UNnV* € Upx.

5. Sea U € %x. Demostraremos que (U*)~! € %y x. Se tiene que U~! €
Ux. Si (p,q) € (U1, entonces existen z € py y € ¢ tales que
(z,y) € UL, De esto se sigue que (U~1)* C (U*)~L. Por (3) se concluye
que (UH™! € Uyx.
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6. Sea U € Uy. Existe V € x tal que V oV C U. Ademas, existe
W € %x tal que W o W C V. Mostraremos que W¥ o W# C U*. Sea
(p,q) € Who Wt Existe r € HX tal que (p,r),(r,q) € W¥. Ahora,
existen x € p,y € r, Yy €1y z € ¢ tales que

(z,y), (Y, z) e W.
Como (y,y') € Rx C W, obtenemos
(v, ) eWoW CV.
Como (v',y') € Ax C W, obtenemos que
(y,2) eWoW CV.

Se deduce que
(x,2) e VoV CU

y por tanto (p, q) € U*.

Vamos a mostrar ahora que Ryx = Apgx. Claro que Agx C Rpx.
Supongamos que (p,q) € Ryx \ Agx. Escogemos que x € py y € ¢. Como
(z,y) ¢ Rx,existe U € x tal que (z,y) ¢ U. Ahora, existen V, W € %x tales
que VoV C Uy WoW CV.Como (p,q) € Ryux C W¥ existenz’ € pyy' € ¢
tales que (2/,y") € W. Como (z,2') € Rx CW y (v,y) € Rx C W, tenemos
(x,y) € U, la contradicciéon deseada. Por la proposicion 1.1, (HX, Zyx) es
Hausdorff. ]

Definicién 1.2. El espacio (HX, %y x) se llama espacio uniforme Haus-
dorff asociado con (X, %x). (Véase [1, pdg. 196], donde se encuentra la
construccion alternativa. )

Proposicién 1.4. Sea (X, %x) un espacio uniforme. Entonces la aplicacion
cociente

gx (X, %X) — (HX, %HX>

es uniformemente continua. Ademds, si A C X es abierto (respectivamente
cerrado) en (X, %x), entonces qx(A) es abierto (respectivamente cerrado) en

(HX, Uy x).

Demostracion. 1. Fijamos U € %x. Notemos que si (z,y) € U, entonces
(qx (), qx(y)) € U. Se deduce que gy es uniformemente continua.
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2. Supongamos que A es abierto en (X, Zyx). Consideremos p € gx(A).
Existe z € A tal que p = gx(x). Como A es abierto, existe U € Zx tal
que Ulx] C A. Existe V € Zx tal que V oV C U. Vamos a mostrar
que V¥[p] C qx(A). Consideremos p’ € V¥[p]. Existen y € py 2’ € p/
tales que (y,2’) € V. Como (z,y) € Rx, tenemos (z,2') € VoV CU
y por eso ' € Ulx] C A; se deduce que p’ = gx(2') € ¢x(A).

3. Ahora, supongamos que A es cerrado en (X, %y). Por la proposicién
1.2, Rx[A] = A. Se deduce que

x(A) = HX \ gx (X \ 4)

y por (2) gx(A) es cerrado en (HX, Zux)-
[

Proposicién 1.5. Sean (X, %x) y (Y, %y) espacios uniformesy f: X —Y
una aplicacion uniformemente continua. Entonces existe la unica aplicacion
Hf: HX — HY tal que el diagrama

x—1 .y
o o
ax .o gy,

es conmutativo. Ademds, Hf : (HX, Zux) — (HY, Zuy) es uniformemente
continua.

Demostracion. 1. Vamos a mostrar que si (x,2’') € Rx, entonces
(f(x), f(2")) € Ry. Fijamos (z,2") € Rx y consideremos V € %y.
Como f es uniformemente continua, existe U € %x tal que para todo
(u,v) € U se cumple (f(u), f(v)) € V. Como (z,2') € Rx C U,
obtenemos que (f(x), f(2')) € V. Se deduce que (f(x), f(z')) € Ry.
Obtenemos que existe la tnica aplicaciéon Hf : HX — HY tal que

qy o f=(Hf)oqx.

2. Mostraremos ahora que Hf : HX — HY es uniformemente continua.
Consideremos que V' € % . Existe U € %x tal que si (u,v) € U,
entonces (f(u), f(v)) € V. Ahora supongamos que (p,p’) € U*. Existen
r €pya €p tales que (z,2') € U; tenemos (f(z), f(z')) € V y por
eso ((HF)(p), (H)(p)) € V.

0

Proposicién 1.6. Sea (X, %x) un espacio uniforme y (Y, %y) un subespacio
de (X, %x), tal que Rx[Y]| =Y. Entonces (HY, Zuy) es un subespacio de
(HX, %nx).
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Demostracion. 1. Tenemos

Ry= () V=) (UNY?)=RxNY>

V ey UeUx
Como Rx[Y] =Y, obtenemos

HY = qx(Y) C HX.

2. Sea %}y la uniformidad en HY inducida por la uniformidad % x;
vamos a mostrar que Zpyy = %fy. Como 1y : (Y, %) — (X, Ux)
es uniformemente continua, por la proposicién 1.5, 1gy = Hly :
(HY, %y ) — (HX, Zux) es uniformemente continua. Se deduce que
Uty € Yyy. Ahora consideremos V' € %y . Existe U € %x tal que
V = UNY?2 Tenemos U* € Xy x y por eso UN(HY)? € U}y . Ademés,
UPN (HY)? C VE, por que si (p,p') € U N (HY)?, entonces existen
v €pya €p tales que (z,2') € UNY?2 =V yporeso (p,p) € V% Se
deduce que V* € U/ry . Obtenemos que Zgy C Uy -

O

Proposicién 1.7. Sean (X, %x) y (Y, %y) espacios uniformes. Entonces la
aplicacion

o (HX XY), Unxxy)) = (HX x HY, Ui xxny ),

o(p) = (prx(p),pry(p)),

es un isomorfismo.

Demostracion. 1. Vamos a mostrar que
Rxwy ={((z,y), («"y) : (z.2') € Rx y (y,9) € Ry}
Supongamos que ((x,y), (',y')) € Rxxy. Como la aplicacién
prx (X XY, Uxxy) = (X, Ux)
es uniformemente continua, por la proposicién 1.5,
(z,2") = (prx(z,y),prx(2',y')) € Rx.

Andlogamente obtenemos (y,y’) € Ry.

Ahora supongamos que (z,2') € Rx v (y,y') € Ry. Consideremos
W € Uxy. Existen U € Ux y V € Uy tales que Oyy € W, donde

Ovv = {((z1,91), (12,92)) : (x1,22) EU y (y1,32) € V}.
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Como (z,2") € Uy (y,y') € V, obtenemos que
((xay)a (xlay/)) € OU,V g W.

Se deduce que
(('% y)a (37/’ y/)) € RXXY'

. Notemos que la aplicacion

@ . (H(X X Y)a%H(XXY)) — (HX X HY, %HXXHY)a

o(p) = (prx(p),rry(p)),
esta bien definida y es una biyeccién. Por la proposicién 1.5
Hprx : HX xY)— HX,
Hpry : HX xY) — HY
son uniformemente continuas. Como

prux oy = Hprx,
pruy oyp = Hpry,

¢ es uniformemente continua. Vamos a mostrar ahora que

e ' HX x HY — H(X xY),

¢ '(p.q) =pxq
es uniformemente continua. Consideremos W € %xy. Existen U € %x
y V € % tales que Oy € W. Definimos

Opzvr = {((p1. 1), (2 @2)) < (p1.p2) €Uty (q1,q2) € VF}

y notemos que Oyt vt € Znxxny- Ahora supongamos que

((P1, 1), (P2, g2)) € Oy v
Existen z1 € p1, 2 € P2, Y1 € @1 ¥ Y2 € ¢ tales que (z1,22) € Uy
(y1,y2) € V. Tenemos

((z1,21), (w2,22)) € Ovv,

(z1,91) €p1 X @1 = ¢ (1. @),
(22,52) € P2 X @2 = ¢ (P2, q2),
y por eso
(e ' (p1, @), ¢ (P2, @2)) € (Opy)* € WH

Como ¢ y ¢! son uniformemente continuas, ¢ es un isomorfismo de
espacios uniformes.

]
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Proposicién 1.8. Un espacio uniforme (X, %x) es completo si y sdlo si
(HX, %ux) es completo.

Demostracion. 1. Supongamos que (X, Zx) es completo. Sea .# un filtro
de Cauchy en (HX, Zux). Definimos

H ={BC X :3A€.Z tal que ¢x'(A) C B}

y notemos que .77 es un filtro en X.

Mostraremos ahora que ¢ es un filtro de Cauchy en (X, %x). Sea
U e Uy. Existe V€ %x talque VoVoV CU.Como V! € Uyx y.F
es un filtro de Cauchy, existe A € .Z tal que A?> C V*. Consideremos
(z,v) € (gx'(A))% Tenemos

(gx(2), qx(y)) € A> C V*

y por eso existen ' € gx(x) y ¥’ € qx(y) tales que (2/,y') € V. Por lo
tanto (z,y) € U. Se deduce que

(ax'(4)* S U.

Como A € .Z, tenemos qx'(A) € . Por eso # es un filtro de Cauchy.

Como (X, Zyx) es completo, existe zog € X tal que S converge a .
Vamos a mostrar que .# converge a py = qx (o). Sea O una vecindad
de po en (HX, %y x). Existe U € %y tal que U*[po] C O. Como Ulxg)
es una vecindad de xg en (X, %x) y € converge a xg, se cumple que
Ulro) € 4. Obtenemos que existe A € Z tal que ¢y (A) C Ulzo).
Ahora consideremos p € A. Tenemos p C ¢x' (A). Escogemos = € p y
notemos que (zg,z) € U; se deduce que (py,p) € U* y por eso p € O.
Obtenemos que A C O. Como A € %, tenemos O € .Z. Se deduce que
F converge a py.

2. Supongamos que (HX, %y x) es completo. Sea s un filtro de Cauchy
en (X, %x). Definimos

7 ={ax(B): Be A}

y notemos que .% es un filtro en HX.

Mostraremos ahora que .# es un filtro de Cauchy en (HX, % x). Con-
sideremos U € %x. Como J es filtro de Cauchy, existe B € J¢ tal
que B? C U. Supongamos que (p,q) € (¢x(B))?. Existe (z,y) € B?* tal
que p = qx(7) vy ¢ = qx(y). Se deduce que (p,q) € U*. Por lo tanto
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(qx(B))* C U*. Como B € , qx(B) € Z. Obtenemos que .Z es un
filtro de Cauchy.

Como (HX, %ux) es completo, existe pg € HX tal que . converge
a po. Escogemos xy € py y mostraremos que 5 converge a xg. Sea
W una vecindad de zy en (X, %x). Existe U € %x tal que Ulzg] C
W. Consideremos V € %x tal que VoV oV C U. Como V¥[py] es
una vecindad de py en (HX,Zux) y # converge a pp, obtenemos
Vipo] € Z. Se deduce que existe B € J tal que qx[B] = V¥#[po].
Ahora consideremos = € B. Tenemos gx(r) € VF#[py] y por eso existen
' € qx(x) y xp € po tales que (zf,2") € V. Se deduce que (zg,z) € U
y por eso x € W. Obtenemos que B C W. Como B € 7, tenemos
W € 7. Se deduce que S converge a x.

O



Capitulo 2

Extensiones no-estandar de los
espacios uniformes

Desde este momento vamos a trabajar en un universo no-estandar -
saturado fijo (V'(S),V(S’),*), donde k es un cardinal no numerable. [2, pag.
266].

El objetivo de esta seccion es presentar los resultados basicos asociados
con la operacién de la extension no-estandar de un espacio uniforme [6, pag.
117].

Proposicién 2.1. Sea (X, Zx) un espacio uniforme, X € V(S)\S. Entonces
U.x :={V C (*X)*:3U € Ux tal que *U C V}

es una uniformidad en * X .

Demostracién. 1. Tenemos X? € %x y por eso (*X)? € U.x.

2. Consideremos V' € % x. Por la definicién existe U € %x tal que *U C V.
Tenemos

Ny ="NAx C*U CV.
3. ClaroquesiV € %x yV CW C (*X)?, entonces W € %x.

4. Supongamos que Vi, V5 € % x. Existen Uy, Uy € %x tales que *U; C V4
y *Us C Va. Tenemos Uy NUy € Ux y *(UyNUs) =*UyN*Uy C V1N Vo
se deduce que Vi NV, € e x.

5. Consideremos V € % x. Existe V. € %x tal que *U C V. Tenemos
Ue Uy (U =(U)" CV~L se deduce que V! € %x.

15
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6. Consideremos V' € % x. Escogemos U € %x tal que *U C V. Existe
W € Ux tal que W oW C U. Tenemos *W € % .x yv *W o*W =
*(WoW)C*U C V.

O

Definicién 2.1. Sea (X, %x) un espacio uniforme, X € V(S)\ S. Vamos
a llamar a un espcacio uniforme (*X, % x) la extension no-estdndar de
(X, %x).

Proposicién 2.2. Sea (X, %x) un esapcio uniforme, V(S)\ S. Entonces la
aplicacion
1x : (X, %X) — (*X, %X),
ix(r) ="x,

es un encaje uniforme.

Demostracion. 1. Claro que ix es una biyeccién entre X y °X = {*x :
re X} C*X.

2. Vamos a mostrar que ix es uniformemente continua. Sea V € % x.
Existe Zx tal que *U C V. Notemos que si (x,y) € U, entonces

(ix(z),ix(y)) ="(z,y) € U CV.

3. Vamos a verificar ahora que iy' : °X — X es uniformemente continua.
Sea % -x inducida por la uniformidad % x. Sea U € %x. Tenemos
*U € U x y por eso *UN (°X)? € % -x. Supongamos que (a,b) €
*UN(7X)% Existen z,y € X tales que a = *z y b = *y. Tenemos
“(2,9) = (a,b) € *U y por eso (i3 (a), 15 (b)) = (z.y) € U

0

Proposicién 2.3. Sean (X, %x) y (Y, %) espacios uniformes, X,Y €
V(S)\ S, y f: (X, %x) — (Y, %) una aplicacion uniformemente conti-
nua. Entonces

*f : (*X, %‘X) — <*Y,%y)

es uniformemente continua y tal que el diagrama

x—t .y

“f

*XH*Y,

es conmutativo.
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Demostracion. 1. Por el principio de transferencia, para cada z € X
tenemos *f(*X) = *(f(x)). Se deduce que iy o f = *f oix.

2. Vamos a verificar que *f : (*X, % x) — (*Y,%-y) es uniformemente
continua. Sea W € %.. Existe V € % tal que *V C W. Como

f (X, %x) — (Y,%y) es uniformemente continua, existe U € %x tal
que si (x1,22) € U, entonces (f(z1), f(x2)) € V. Tenemos *U € %-x y
por la transferencia si (£, &2) € *U, entonces (*f(&1),* f(&)) € *V C W.

[

Proposicién 2.4. Sean (X, %x) y (Y, %y) espacios uniformes, XY €
V(S)\ S. Entonces
OZ/"(XXY) = 02/*X><*Y>

donde - (xxyy es la uniformidad en *(X xY) = *X x*Y inducida por la
uniformidad producto U xxyy Yy Uxx~y es la uniformidad producto inducida
por las uniformidades U-x y Uy .

Demostracion. 1. Notemos que como
pryx (X XY, Uxwy) = (X, Ux)

es uniformemente continua, por la proposicion 2.3

prex = "prx : ("X XY, U xxvy) = ("X, %-x)
es uniformemente continua. Analogamente,

prey = "pry : ("X XY, U xxy)) = (Y, Uy)
es uniformemente continua. Se deduce que

Lexxey 0 (X XY, U xxyy) = CX XY, U xioy)

es uniformemente cotinua y por eso % xx+y C %-(xxy)-

2. Mostraremos ahora que % (x xy) C %-xx+y. Consideremos T' € %-(x xv)-
Existe W € Zx«y tal que *W C T. Ademas, existen U € Ux vy V € Uy
tales que Oy y € W, donde

Ovy = {((x1, 1) (22, 92)) : (x1,22) €U y (y1,92) € V'}.

Tenemos que

“Ovy = {((&,m), (€2,m2)) = (§1,&2) € Uy (m,m2) €V}

Adamaés, tenemos *U € % x y *V € -y y por eso *Oyy € U-xx+y-
Como *Opy C*W C T, obtenemos que T' € % xx+y.
O
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El teorema siguiente era esencialmente mostrado por W.A.Y. Luxemburg
[7, Theorem 3.15.1].

Teorema 2.1. Sea (X, %x) un espacio uniforme, X € V(X)\S. Supongamos
que la uniformidad Ux tiene la base de tamano menor que k. Entonces
(*X, % x) es completo.

Demostracion. Sea % una base de la uniformidad Zx tal que |%| < k. Sea
Z un filtro de Cauchy en (*X, % x). Para cada U € £ tenemos *U € % x
y por eso existe Ay € F tal que A}, C *U. Para cada U € £ escogemos
&y € Ay y definimos

TU = *(UO U)[SU] Q *X.

Notemos que cada Ty es interno.

Vamos a mostrar ahora que la familia (7)pyes es centrada. Consideremos
Ui,...,U, € . Definimos V =U;N---NU, € Ux. Como %A es una base
de Ux, existe W € £ tal que W C V. Notemos que para cada i, 1 <7 < n,
tenemos

AUi NAy € %

y por eso existe
n; € AUi N AW;

se deduce que

(éUuni) S AUi X AUi g *Uia

(i, éw) € Aw x Aw C W C*U;
y por eso

(v, éw) € Ui o *U; = *(Ui o Us)
y &w € *(U; o Uy)[€y,] = Ty,- Como el universo no-esténdar es k-saturado,
existe
S e ﬂ Ty.
Ues

Vamos a mostrar ahora que .% converge a ¢. Sea O una vecindad de ¢ en
(*X, % x). Existe U € %x tal que *U[s] € O. Consideremos V € %y tal
que VoVoV CUyV~!=V.Escogemos W € % tal que W C V. Ahora
consideremos 0 € Ay,. Notemos que

(&w,0) € A%, C*W C*V.

Como
€Ty ="(WoW)wl,
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Obtenemos
(Ew,s) € *(WoW)C*Vo™V.

Como V~! =V tenemos (*V)~! =*V y por eso (s, &y ) € *V o*V. Se deduce
que
(6,0) e Vo'Vo'V="VoVoV)C*U

Y POT €S0
6 € Uls] C O.

Obtenemos que Ay € O y como Ay € %, tenemos O € 7. ]

Definicién 2.2. Sea (X,I'x) un espacio topoldgico, X € V(S)\ S. Para cada
x € X definimos la monada de x

IU)(<JZ> = ﬂ{*O X e O S Fx}

Proposicién 2.5. Sea (X, %x) espacio uniforme, X € V(S)\ S. Entonces
para cada x € X

Rex['a] = px ().

Demostracion. Fijamos & € R«x[*z| y consideremos O € I'x tal que = € O.
Existe U € %x tal que Ulz] C O. Tenemos

(*1],5) € Rx C U

y por eso £ € *U[*z] C *O. Se deduce que £ € ux(x).
Ahora consideremos ¢ € px(z). Fijamos V € % x. Notemos que existe
U € Uy tal que *U C V. Como Ulz] es una vecindad de z, se cumple

§ € px(x) € (Ulr]) = Ul x]

y por eso
("z, &) €U C V.

Obtenemos que (*z,&) € R-x y por eso & € R«x[*z]. O

Proposicién 2.6. Sea (X, %x) espacio uniforme Hausdorff, X € V(S)\ S.
Entonces la aplicacion

jX : (X, %X) — (H*X, %H*X)a

Jx () = px (),

es un encaje uniforme.
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Demostracion. Por la proposicion 2.5 para cada x € X se cumple

X
px(z) = Rex["x] € L= H*X.
X

Vamos a mostrar ahora que jx es inyectiva. Supongamos que z,y € X y
x # y. Como (X, %x) es Hausdorff, existen O, W € I'y tales que = € O,

ye Wy OnW = (. Obtenemos
px(@) N ix(y) € 1O N W =*(0 W) =

y por eso jx(x) # jx(y). Ahora consideremos %, (x) la uniformidad en
Jx(X) ={px(x): x € X} inducida por %g-x y mostraremos que

gx (X, Ux) = (jx(X), %y (x)

es un isomorfismo de espacios uniformes.

Por la proposicién 2.2
ix . (X, %X) — <*X, %X),

ix(r) ="u,

es uniformemente continua. Por la proposicién 1.4
Q+x - (*X%*X) — (H*X, %H*X)a
¢-x(§) = Rex[¢],
es uniformemente continua. Se deduce que

Jx =q¢xoix: (X, %x) = (H'X, Uu~x)

es uniformemente continua y por eso

Jx (X, %x) = (jx(X), iy (x))
es uniformemente continua.
Ahora consideremos U € %x. Existe V € %x tal que VoV oV CU.

Tenemos *V € % x y por eso (*V ) € Ux vy
W= (jx (X))’ N (V) € %y (x)-

Supongamos ahora que x,y € X son tales que
(Ux(2),jx(y)) € W.
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Existen & € jx(z) y n € jx(y) tales que (£,n) € *V. Como

("z,£),(n,"y) € Rex CV,
Obtenemos
(Fz,"y) € *Vo*Vo*V C*U
y por eso (z,y) € U. Se deduce que
Jx' o Ux(X), Xy x) = (X, Ux)
es uniformemente continua. O

Proposicién 2.7. Sean (X, %x) y (Y, %) espacios uniformes, XY €
VS)\S, vy f : X — Y. Supongamos que la uniformidad %x tiene la
base de tamano estrictamente menor que k. Entonces

[ (X, %x) — (Y, %)

es uniformemente continua si y solo si para todo (§,m) € R«x se cumple

("f(€),"f(n)) € Rey.

Demostracion. Supongamos que
[ (X, Ux) — (Y, %)
es uniformemente continua. Por la proposicién 2.3
X Wx) = (Y, Uey)

es uniformemente continua. Por la proposicién 1.5 obtenemos que para todo

(&,m) € Rex se cumple (*f(£),*f(n)) € Rey.
Para la otra direccion, supongamos que V € %4 . Consideremos

W= {(z,y) € X*: (f(2), f(y)) € V}
y notemos que
Wo={(&.n) € (X)*: (&), f(n) € "V}
Para todo (£,7n) € R-x tenemos
("f(€),"f() € Rey €7V

y por eso R.x C *W. Sea %x una base de la uniformidad %x tal que
|%x| < k. Tenemos

ﬂ{*UUE%X}:R*XQ*W
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y por k-saturacion existen
Ul,...,Un G%X
tales que
Uyn---Nn*0, C*W.

Definimos

U:Ulﬂ"'ﬂUnE%X

y notemos que como U C W, para todo (z,y) € U se cumple que (f(z), f(y)) €
V. Se deduce que
[ (X, %x) = (Y, %)

es uniformemente continua. O

Definicién 2.3. [1] Sea (G,I') un grupo abeliano topolégico. Para cada
vecindad abierta O de 0 definimos

Uo = {(z,y) € G* .2 —y € O}.
La familia % := {U C G? : 30 vecindad abierta de 0 tal que Up C U} es

una uniformidad en G que se llama la uniformidad candénica de un grupo
abeliano topolégico (G,T"). Notemos que %t induce la topologia T

Proposicién 2.8. Sea (G,T') un grupo abeliano topolégico, G € V(5)\ S.
Consideremos la uniformidad % en G inducida por I' y una uniformidad
U, en *G inducida por . Entonces

Rig=A{(&n) € (G)*: £ —n € ua(0)}.

Demostracién. Supongamos que (£,7) € Rly. Sea O € T' una vecindad
abierta de 0. Tenemos Up € % y por eso

“Uo={(&n) € ("G’ : { —n €0} € U,
Obtenemos que
(€m) € Reg € Vo

y por eso £ —n € *O. Se deduce que £ —n € ug(0).

Ahora supongamos que (£,1) € (*G)? y € —n € ug(0). Consideremos
V € UL, Existe U € % tal que *U C V. Ademas, existe O una vecindad
abierta de 0 tal que Up C U. Tenemos

§—n€pe0) €0

y por eso
(5777) € *UO - U cV.

Se deduce que (£,7) € RL,. ]
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Vamos a necesitar la siguiente proposicion estandar.

Proposicion 2.9. Sea G un grupo abeliano y % una uniformidad en G tal
que las aplicaciones

+ 1 (G* W) — (G, Ua),
— (G, %) — (G, W)

son uniformemente continuas. Sea I' una topologia en G inducida por la
uniformidad Ug. Entonces U = U2, donde U2 es la uniformidad candnica
de un grupo abeliano topoldgico (G,T).

Demostracion. Podemos suponer que G € V(S)\ S, donde (V(S), V(5’), *) es
un universo no-estandar x-saturado, y las uniformidades %z y %/ tienen bases
de tamano estrictamente menor que x. Vamos a verificar que las aplicaciones

le : (G, %) — (G, %),
1G : (Gv%g)%(Gv%G)

son uniformemente continuas. Por la proposicion 2.7 es suficiente mostrar que
R.q = RL, donde R.¢ y RL, son relaciones de equivalencia en *G inducida
por las uniformidades % y %.;, respectivamente.

Supongamos que (£,71) € RL,. Por la proposicién 2.8 tenemos

§—n € pc(0).
Por la proposicion 2.5 tenemos
11c(0) = R-g["0]
y pOr eso
("0,§ —n) € R

Por la proposicién 2.4 la uniformidad %(-¢y2 en (*G)* inducida por %
coincide con la uniformidad producto inducida por % . Por la proposicién
1.7

Ry ={((&n), (€.1) : (£,€) € Rigy (0.7) € R}
Notemos que como
((*07 77>a (g -1 77)) S R(*G)2

y la aplicacion

+ (G2, Ue2) — (G, Ug)

es uniformemente continua, por la proposicién 2.7

(n,6) = (" + (0,n)," + (£ = n,m)) € Rec-
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Ahora supongamos que (§,7) € R+¢. Como — : (G, %) — (G, %) es
uniformemente continua,

(=€, —n € Rq).
Como
((§, =€), (& —m)) € Ri-ape,
obtenemos
(0. &=m) =("+(§—-,"+({-n) € R
y por eso

£ —n € R[*0] = ua(0).
Se deduce que (£,71) € Rl ]



Capitulo 3

Envolturas no-estandar de
anillos topoloégicos

Definicién 3.1. Sea A un anillo (asociativo y no necesariamente con 1) y
[’ una topologia en A. Se dice que (A,T") es un anillo topoldgico si las

aplicaciones
+ . AxXA— A,

- A=Ay
AxA— A

son continuas. Como (A,T") es un grupo abeliano topolégico, en A existe la
uniformidad candnica U inducida por I'. (Véase la definicion 2.3.)

Definicién 3.2. Sea (A,I") un anillo topolégico, A € V(S)\ S. Definimos

ns'A = | pa(a),

€A
finfA={ € A: Vn € pus(0) se cumple que n&,&n € ua(0)}.

Proposicién 3.1. Sean (X,T'yx) y (Y, Ty) espacios topoldgicos, X, Y € V(S)\
Sy f:X —=Y una aplicacion continua. Entonces para toda x € X

“flux(w)) = py (f(z)).

Demostracidn. Sea O una vecindad abierta de f(z). Como f~'(O) es una
vecindad abierta de z, obtenemos

px C(7HO)) = ()7H0)

y por eso

“flux(x)) C7O.

25
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Se deduce que
“flux(z)) C py (f(2)).
[

Proposicién 3.2. Sean (X,'x) y (Y, Ty) espacios topoldgicos, X, Y € V(S)\
S. Sea ' xywy la topologia producto en X XY . Entonces para toda (x,y) € X XY
se cumple

pxxy(r,y) = px(x) X py (y).

Demostracion. Como las proyecciones

prx (X X KFXXY) — (X, Fx),
pry (X X }/,FXXy) — (Y7 Fy)

son continuas, por la proposicién 3.1

:uX(x)’

prex(ixxy (7, y))
) 1y (y)-

pT*Y(MXxY(l", Yy

NN

Se deduce que
pxxy (T, y) € px(r) X py (y).

Ahora consideremos O una vecindad abierta de (z,y). Existen U y V' vecin-
dades abiertas de x y vy, respectivamente, tales que U x V' C O. Tenemos

px(x) X py(y) C*U x*V C 0.

Se deduce que
IUX<37) X MY(Z/) - MXXY(xvy)‘
O]

Proposicién 3.3. Sea (A,I') un anillo topolégico. Entonces ns*A y fin*A son
subanillos de *A, Ademds,
ns*A C fin*A

y 1a(0) es un ideal bilateral en fin*A.
Demostracion. Por la transferencia *A es un anillo y la aplicacién
14 : A — *A,

ia(x) ="z,

es un homomorfismo inyectivo de anillos.
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Mostraremos que p4(0) es un subanillo de *A. Tenemos *0 € 4(0).
Consideremos &, € 14(0). Como la aplicacién

— (A,FA) — (A,FA)
es continua, obtenemos

—n="(=)(n) € pa(=0) = pa(0).
Como la aplicacién
+ 1 (A% T y2) — (A, Ty)
es continua y
(& =) € (1a(0))* = 1242(0,0),
obtenemos
§—n="+(&-n) € pa(0).
Ademas, como
(A% T 42) — (A, Ty)
es continua y
(&:m) € (14(0))* = 1242(0,0),
se cumple

En="-(&mn) € pa(0).

Mostraremos ahora que p4(0) C fin*A. Sea & € p4(0). Consideremos
e € 114(0). Tenemos que €, e € 114(0). Se deduce que & € fin*A.
Mostraremos ahora que fin*A es un subanillo de *A. Tenemos

"0 € ,LLA(O) C fin*A.

Ahora consideremos &, n € fin*A. Fijamos € € p4(0). Tenemos

e€—n) = e —en € pa(0),
(E—m)e = &&—ne € pa0),
e€n) = (§n € pa(0),
Eme = &me) € pal0).

Se deduce que £ —n,&n € fin*A. De la definicién de fin*A obtenemos que 14(0)
es un ideal bilateral de fin*A.
Ahora mostraremos que

is(A) C fin*A.
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Fijamos z € A y consideremos ¢ € p4(0). Tenemos

("z,¢) € pa(x) X pa(0) = paz(x,0)

Y POr €so
*re € pa(0).

Anélogamente,
ez € pa(0).

Se deduce que *z = i4(z) € fin*A.
Vamos a mostrar ahora que

ns'A = ZA(A) + ,lLA(O).
Consideremos £ € ns*A. Existe z € A tal que £ € pa(x). Tenemos
—x € MA(_J;)’

(€, —"x) € pa(x) X pa(—x) = paz(z, —x),
y por eso
{—"we "+ ({—"x) € pal0).
Se deduce que
E="2+({—"2) €ia(A)+ pna(0).

Ahora consideremos z € Ay € € pus(0). Como

(*ZB, 5) € ILLAQ('T7 O)a

obtenemos
*r+e € pa(xr) CnsA.

Como i4(A) y 114(0) son subanillos de fin*A y p14(0) es un ideal bilateral
en fin*A,

ns*A = i 4(A) + 14 (0)

es un subanillo de fin*A. ]

Definicién 3.3. Sea (X, ') un espacio topoldgico. Para cada x € X definimos

xx(x) =A{|HB| : B es una base en z}.



CAPITULO 3. ENVOLTURAS NO-ESTANDAR 29

Proposicién 3.4. Sea (G,I') un grupo abeliano topolégico, G € V(S)\ S.
Consideremos en
G
1c(0)
la topologia inducida por la uniformidad en H*G. Entonces H*G es un grupo
abeliano topoldgico. Si G es Hausdorff, entonces la aplicacion

H*G =

j:G— H*G,

i(g) = nalg),

es un encaje de grupos topoldgicos. Ademds, si xc(0) < Kk, entonces H*G es
un grupo topologico completo.

Demostracion. 1. Por la proposicion 2.8 tenemos

Reg={(&n) € "G)*: € —n € ug(0)}.

Notemos que p(0) es un subgrupo de *G (véase la demostracién de la
proposicién 3.3). Se deduce que

G
11c(0)

tiene la estructura de un grupo abeliano.

HG =

2. Vamos a mostrar ahora que las aplicaciones

+ . H*G x HG — H*G,
— . H*G — H*G

son uniformemente continuas. Como la aplicacién
+:GxG—G
es uniformemente continua, por la proposicién 2.3, la aplicacion
(G xG) =G
es uniformemente continua. Por la proposicién 2.4, la uniformidad en
(GxG)="Gx"G

coincide con la uniformidad producto inducida por la uniformidad de
*G. Por la proposicion 1.7, existe un isomorfismo canénico

H*G x H'G — H*(G x G),
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(€ + 1c(0),n+ pe(0) = (€ + pa(0)) X (n+ pa(0)).

Por la proposicion 1.5 la aplicacién
H* (G x G)— H*G,

(€ + 1c(0) x (n+ pa(0)) = &+ 1+ pe(0),
es uniformemente continua. Se deduce que la composicién

. H'G x HG — H*G,

(€ + 1c(0),n + pe(0)) = & +n+ pa(0),
es uniformemente continua.

Como la aplicacién

—:G=>d
es uniformemente continua, la demostracion analoga nos da que
—:H'G — H*G,

£+ pa(0) = =&+ pa(0),

es uniformemente continua.

. Consideremos en H*G la topologia inducida por la uniformidad en H*G.

Por la proposicién 3.4, H*G es un grupo abeliano topoldgico. Ademas, la
uniformidad inducida por la topologia de un grupo abeliano topolégico
H*G coincide con la uniformidad original.

. Ahora supongamos que G es Hausdorff. Usando la proposicion 2.5,

obtenemos que para todo g € GG se cumple
pc(g) = Rec['g] = "9+ pc(0).
Como G es Hausdorft, si g, h € G y g # h, entonces
pe(g) Nua(h) # 0.
Se deduce que la aplicacion
G — H*G,

g+ pa(g),

es un encaje de grupos. Ademas, por la proposicion 2.6, esta aplicacién
es un encaje de espacios uniformes.
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5. Vamos a mostrar ahora que xs(0) < k. Sea # una base en 0 tal que
|| < k. Para cada O € £ definimos

Uo:={(g,h) €G*: g—h €O}

y notemos que

W ={Uo:0 € #}

es una base de la uniformidad de G tal que |#'| < k. Por el teorema
2.1, *G es un espacio uniforme completo. Por la proposicion 1.8, H*G
es completo también. Se deduce que H*G es completo como un grupo
abeliano topologico.

]

Proposicién 3.5. Sea (A,I'4) un anillo topoldgico, A € V(S)\S y xa(0) < k.
Entonces fin*A es cerrado en *A.

Demostracion. Vamos a mostrar que *A \ fin*A es abierto en *A. Escogemos
¢ € *A\ fin*A. Existe € € pu4(0) tal que & & pa(0) 6 €€ ¢ 1ua(0). Supongamos
que &e ¢ 114(0). Existe V' € %4 tal que (*0,&e) ¢ *V. Consideremos W € %4
tal que WoW C V. Ahora, verificaremos que existe U € %4 tal que para todo
n € *U[¢] se satisface ne ¢ *W[*0]. Supongamos que no existe tal U € 4.
Como x4(0) < &, existe # una base de 0 tal que |#| < k y por eso existe #
una base de %, tal que |#| < k.
Ahora para cada U € # definimos

Ty == {n € "U[¢] : ne € "W["0]}

y notemos que cada Ty es interno. Verifiquemos ahora que la familia (Ty)yen
es centrada. Sean Uy, ...U, € # . Como # es una base de %y, existe U € W
tal que

vcun---nu,.

Observemos que
Ty, N ---NTy, 2 {n € *UlE] :ne € " W[0]} = Ty # 0.

Por k-saturacién existe

¢e ) Tv.

vew
Tenemos que para todo U € # se cumple ¢ € *U[¢] y por tanto ( —& € p4(0).
Tenemos que (¢ — &)e € ua(0) y por tanto

(Ce,&e) € "W
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Sea sigue que
(*0,&e) € "W o "W C "V

la contradiccién deseada.

Por tanto, exite U € %, tal que para todo n € *U[¢] se cumple que
ne ¢ *W[*0]. Con eso tenemos que *U[§] C *A \ fin*A. Como *U € Us 4, *U[¢]
es una vecindad de £ en *A. m

Proposicién 3.6. Sea (A, T 4) un anillo topoldgico, A € V(S)\'S y xa(0) < k.
Consideremos en

=H"A

fin*A *A
B(A) = —2 C

1a(0) ~ 14(0)
la topologia inducida por la uniformidad en H*A. Entonces F(A) es un anillo
topologico completo. Si A es Hausdorff, entonces

A— E(A),

x = MA<$)7

es un encaje de anillos topologicos.

Demostracion. Por la proposicién 3.3, fin*A es un subanillo de *A y p4(0)
es un ideal bilateral de fin*A. Por la proposicién 3.5, fin*A es cerrado en *A.
Por la proposicién 2.5, E(A) es cerrado en H*A. Se deduce que F(A) es un
subgrupo cerrado de un grupo abeliano topoldgico completo H*A y por eso es
un grupo abeliano abeliano topolégico completo con respecto a la topologia
inducida.

Vamos a mostrar ahora que la aplicacion

. B(A) x B(A) — E(A)

es continua. Para eso consideremos £, n € fin*A y verifiquemos que - es continua
en

(& + 1a(0),m 4 14(0)).
Sea O una vecindad de
&n + 11.4(0)
en E(A). Existe U € % tal que (*U)*[én + pa(0)] N E(A) C O. Definimos

T :={(t,s) € (*A)?*: ts € *U[én]}.

Notemos que si
te€&+pal0)y se€n+pal0),
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entonces como t,n € fin*A, ts —&n = (t(s —n) + (t — &)n) € pa(0) y por eso
ts € *U&n).

Se deduce que
(€ + 1a(0)) x (1 + pa(0)) € T
Como T es interno y x4(0) < k, por k-saturacién existe W una vacindad
abierta de 0 en A tal que
E+"W)x (n+"W)CT.
Definimos
Vi={(zr,y) €A v —yecW} €U

y consideremos V; € %4 tal que
VioVioVi CV.

Notemos que
O¢ = (Vi)Pl€+ pa(0)] N E(A),
Oy = (Vi)ln+ pa(0)] N E(A)

son vecindades de £ + 114(0) y 1+ 114(0) en E(A). Ahora consideremos

(& + pa(0),m + pa(0)) € O¢ x O,,.

Tenemos que
& =&, (m,n) €7V
y por eso
& —&m—neW.
Se deduce que
(&,m)eT

v &,m € *Ulén]. Como &, m; € fin*A, tenemos

&im + 1a(0) € E(A).
Ademas,
v+ pa(0) € CUYEn + 114 (0)]
y pOr eso
&im + 1a(0) € 0.
Se deduce que
0:0, C O.

La segunda afirmacion es obvia. ]
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Definicién 3.4. Sea (A,T'4) un anillo topoldgico, A € V(S)\ S y xa(0) < k.
Vamos a llamar a E(A) la envoltura no-estandar de A.

Proposicién 3.7. Sean (X, 'x) y (Y, T'y) espacios topoldgicos, X, Y € V(S)\
S. Supongamos que f: X — Y es una aplicacion continua y abierta y xog € X
es tal que xx(xo) < k. Entonces

“flux (o)) = py (fap)-

Demostracion. Como f es continua, ontenemos

"f(px(0)) € py (£ (o).

Ahora consideremos 1 € py (f(xg)) y supongamos que

n & " f(ux(xo)).
Definimos
T:={§c*X " f(§) =n}

y notemos que 7' es un conjunto interno tal que
TN px(zo) = 0.

Como xx(z9) < K, por k-saturacién existe O una vecindad abierta de z; tal
que
Tn*0 = 0.
Como f: X — Y es una aplicacién abierta, f(O) es una vecindad abierta de
f(z0) ¥ por eso
n € py(f(x0)) € *(F(0)) ="f(O).

Se deduce que existe £ € *O tal que *f(§) = n. Tenemos que £ € *ONT, la
contradiccion deseada. O]

Proposicién 3.8. Sean (A,T4) y (B,T'g) anillos topoldgicos, A, B € V(S)\
S, xa(0) < k y xB(0) < k. Supongamos que f : A — B es un homomorfismo
continuo y abierto de anillos. Entonces

*f(fin*A) C fin*B

y la aplicacion
E(f) - E(A) = E(B),

§+pa(0) = " f(€) + 15(0),

es un homomorfismo continuo de anillos.
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Demostracion. Por la proposicion 3.7 tenemos
"f(1a(0)) = ps(0).
Mostraremos la inclusién
*f(fin*4) C fin"B.
Consideremos ¢ € fin*A. Sea ¢ € up(0). Existe € € p4(0) tal que *f(e) = 4.

Tenemos
“f(Ed = *f(E) fle)
“f(&e) € us(0).

Analogamente,

0" (&) € ps(0)
y por eso *f(§) € fin*B. Como f : A — B es un homomorfismo de grupos
abelianos, por las proposiciones 2.5 y 1.5, la aplicacion

H*A — H*B,

§+pa(0) = *f(&) + 1s(0),

es un homomorfismo continuo de grupos abelianos. Se deduce que
E(f): E(A) — E(B)
es un homomorfismo continuo de anillos topolégicos. O

Ejemplo 1. Vamos a mostrar que la envoltura no-estandar de un anillo
topolégico (A,T'4) en general depende del universo no-estandar. Sea A =
C[0,1] el espacio de todas las funciones reales continuas en [0,1] con la
topologia inducida por la norma candnica. Escogemos N € *N\ N y para cada
n, 0 <n <N, sea f, € *C|0, 1] una funcion tal que f, es lineal en cada trozo
[ﬁa%] (OSTLSN), fn(%) =1 yfn<x) =0 s |:E—%| > %
Definimos
Gn = fn+14(0) € E(A) (0<n<N)

y notemos que st 0 <n <m < N, entonces g, # gm. Como el conjunto
{n:0<n<N}
es interno e infinito, por k-saturacion, su cardinalidad es > k. Se deduce que

|E(A)| > k.
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Ejemplo 2. Sea K un anillo de division, K € V(S)\ S y xx(0) < k.
Supongamos que A es un valor absoluto en K, es decir, A: K — Rxq es tal
que para todo x,y € K se cumplen las propiedades siguientes:

1. A(x) =0 si y solo si x = 0;
2. Alx +y) < A(z) + Ay);
3. Alzy) = A(x)Aly).

Es facil verificar que la funcion

dlKXK—)RZ(),

d(z,y) = Az — y),

es una métrica en K y K es un anillo topologico con respecto a la topologia
inducida por la métrica d. (Véase [5]).
Mostraremos ahora que

fin'K = {¢€ € "K : "A(¢) € fin' R},

donde
finR= |J *[-=z,z]

xGRZO

Supongamos que £ € fin*K pero *A(§) ¢ fin'R. Tenemos que € # 0 y como
*A(1) =1, tenemos
1
FAETY) = € 1r(0),
Se deduce que
“d(§7",70) € pr(0)
Y por eso
571 c ,UK(O)

Como & € fin*K, obtenemos

1=¢¢7" € uk(0).

Pero como K es Haudorff y 1 # 0, tenemos

pre (1) 0 e (0) = 0,

la contradiccion deseada.
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Ahora supongamos que § € *K es tal que *A(§) € fin'R. Consideremos
e € uk(0). Tenemos que

*A(e) = *d(e,"0) € ur(0)

Y por eso
FA(e€) = TA(e)"A(€) € pr(0)

y también *A(&e) € ur(0). Se deduce que €€, &e € g (0). Por eso £ € fin*K.

Notemos que
fin*K
B(K) = —
prc (0)

es un anillo de division por que si & € fin*K \ ug(0), entonces *A(§) €
fin'R \ ur(0) y por eso *A(€71) € fin'R \ ur(0) y €' € fin*K. Ademds, la

aplicacion

A: B(K) — R,

A€ + 1k (0)) = st™A(E),

estd bien definida y es un valor absoluto en E(K). (Aqui st : fin'R — R es la
aplicacion de la parte estindar, st(t) =z sit € ugr(x)).
Para mostrarlo, notemos que si £,n € in*K y

£+ pr(0) =0+ ux(0),

entonces N — & € pug(0) y por eso *A(n — &) € ur(0) y como

["A(n) =A< A - ©),

tenemos
st(*A(n)) = st("A(£))-

Las propiedades (1)-(3) de un valor absoluto se verifican en la manera directa.
Mostraremos ahora que la topologia de E(K) coincide con la topologia
inducida por el valor absoluto A. Como E(K) es un anillo topoldgico con
repecto a las dos topologias, es suficiente mostrar que los filtros de vecindades
de 0 son iguales.
Sea O una vecindad de 0 en E(K). Erxiste U € Uk tal que

(U [ux (0)] N E(K) € O.
Como U|0] es una vecindad de 0 en K, existe r > 0 tal que

{r e K:Ax) <r} CU|0].
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Supongamos ahora que £ € fin*K es tal que

Z(g + pr(0)) <.

Tenemos *A(§) < r y por eso & € *U[*0]; se deduce que

(1 (0), € + g (0)) € ("U)*
Y poTr €so
£+ pux(0) € O.

Se deduce que/\O es una vecindad de 0 en E(K) con respecto a la topologia
inducida por A.
Ahora consideremos r > 0 y

W ={peBE(K):A@p) <r}
Notemos que
U={(z,y) € K*: A(z —y) € g} € Uy

Y por eso

O = (U ux(0)] N B(K)
es una vecindad de 0 en E(K). Si & € fin*K es tal que {4 pg(0) € O, entonces
existen € € ug(0) yn € &+ px(0) tales que (e,n) € *U. Se deduce que
TA(n) <TA(e) + A —e) <
Yy por eso
§+ 1x(0) =0+ px(0) € W.
Se deduce que W es una vecindad abierta de 0 en E(K).

Definicién 3.5. [5] Sea (A,T4) anillo topolégico. Se dice que B C A es
acotado si para cada vecindad O de 0 existe W una vecindad de 0 tal que

B-W<CO, W-BCO.

Definicién 3.6. [5] Sea K un anillo de division y Tk una topologia en K
tal que (K,T'k) es un anillo topoldgico Hausdorff. Se dice que (K,T'x) es un
anillo de division localmente retroacotado si para cada vecindad O de 0
en (K,T) el conjunto (K \ O)™! es acotado.

Proposicién 3.9. Sea (A, T 4) un anillo topoldgico, A € V(S)\'S y xa(0) < k.
Entonces B C A es acotado si y solo si *B C fin*A.
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Demostracion. Supongamos que B C A es acotado pero existe £ € *B tal
que ¢ ¢ fin*A. Existe € € pu4(0) tal que € ¢ u4(0) 6 & ¢ pua(0). Supongamos
que €€ ¢ pa(0). Existe O una vecindad de 0 en A tal que € ¢ *O. Como B
es acotado, existe W una vecindad de 0 tal que W - B C O. Tenemos

e£ €W -*B="*(W-B)C*0,

la contradiccién deseada.
Ahora supongamos que *B C fin*A. Sea O una vecindad de 0. Supongamos
que para cada W vecindad de 0 se cumple

(W - B)\ O # 0.

Sea % una base de la topologia en 0 tal que |#| < k. Para cada W € £
definimos

Tw ={(&n) € Wx*B:&n¢*0O}.
Notemos que cada Ty es un conjunto interno. Mostraremos ahora que la
familia
(Tw)wez

es centrada. Consideremos
Wi,...,W, € A
y consideremos (W - B) \ O # (), tenemos
Tw, N---NTyw, 2 Tw # 0.

Por k-saturacién existe

(5)77) € ﬂ TW

We%

Notemos que £ € pa(0) y n € *B C fin*A y por eso en € ua(0) C *O, la
contradicciéon deseada. [

Teorema 3.1. Sea (K,I'x) un anillo de division localmente retroacotado,
K eV(S)\ S y xk(0) < k. Entonces E(A) es un anillo de divisidn.

Demostracion. Como (K, T'k) es Hausdorff, tenemos 1 ¢ g (0).
Supongamos ahora que £ € fin*K \ pg(0). Exsite O una vecindad de 0 en
K tal que € ¢ *O. Como (K \ O)~! es acotado, por la proposicién 3.9,

e ((K\0O)™) Cfin'K.

Se deduce que & + 1k (0) es invertible en E(K). O
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