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Resumen

A pesar de que el concepto de funcion es central en la Matemadtica y ha sido estudiado
ampliamente dentro de la Matematica Educativa, no se ha hecho énfasis en el concepto de
imagen de una funcion, siendo este importante al ser un concepto transversal dentro de la
matematica y su enseflanza. Se ha reportado en diversas investigaciones que la comprension
de la imagen de una funcion representa dificultades para los estudiantes, pues no se deriva de
la mera definicion formal de funcion, como es tratada en los libros de Calculo. El objetivo de
esta investigacion es estudiar el desarrollo cognitivo que muestran los estudiantes al
aprender dicho concepto, para lo cual se hizo uso del marco tedrico-metodologico APOE.
Diseflamos una descomposicion genética sobre el concepto de imagen de una funcién en una
variable real que describe como los estudiantes de Licenciatura en Matematicas construyen
este concepto, la cual fue validada de acuerdo a lo que indicaron los datos experimentales
obtenidos de la aplicacion de dos instrumentos, un cuestionario diagnostico para determinar
los conocimientos previos con los que cuenta el estudiante y otro cuestionario acompafiado
de audios grabados por los estudiantes, que mostraron las estructuras mentales que presentan
los estudiantes al tratar de comprender el concepto de imagen de una funcién en una
variable. A partir de los datos obtenidos se presenta como resultado una caracterizacion de
las estructuras y mecanismos mentales para la construccion de la imagen de una funcién en
una variable real, lo anterior se espera sirva para dar cuenta de una posible manera sobre
cémo un estudiante puede construir cognitivamente dicho concepto matematico.

Palabras claves: Imagen de una funcién, funcion, construccidon cognitiva, teoria APOE,
descomposicion genética.



Abstract

Despite the fact that the concept of function is central in Mathematics and has been studied
extensively within Educational Mathematics, the concept of the image set of a function has
not been emphasized, being important as it is a transversal concept within mathematics and
its teaching. It has been reported in several research that the understanding of the image set
of a function is difficult for students to understand because it does not derive from the formal
definition of function, as it is discussed in the Calculus books. The objective of this research
is to study the student’s cognitive development when learning this concept, for which we
will make use of the APOE theoretical-methodological framework. We will design a genetic
decomposition on the concept image set of a function of one real variable that will describe
how the students of Bachelor of Mathematics construct this concept. The genetic
decomposition will be validated or refined as indicated by the experimental data that will be
obtained from the application of two instruments, a diagnostic questionnaire to determine the
previous knowledge of students and another questionnaire accompanied by audios recorded
by the students, which showed the mental structures that the students present when trying to
understand the concept of the image set of a function in a variable. As a result of the
controlled data, a characterization of the mental structures and mechanisms for the
construction of the image of a function in a real variable is presented. The foregoing is
expected to serve as a possible account of how a student can cognitively construct this
mathematical concept.

Key words: Image of a function, function, cognitive construction, APOS theory, genetic
decomposition.
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Introduccion

En el proceso de aprender conceptos matemadticos los estudiantes pueden enfrentarse a
diversas dificultades, debidas a distintos factores. En esta investigacién nos enfocamos en
cémo un estudiante comprende un concepto visto desde la teoria APOE, esto a través de las
dificultades que muestren al momento de resolver determinadas situaciones matematicas.

Nos centramos en Calculo porque los estudiantes presentan dificultades en la adquisicion de
conceptos de esta materia (Garcia, 2013), enfocandonos en el tema de funciones, pero en
particular en la imagen de una funcion.

Consideramos que el aprendizaje de los conceptos en Calculo es muy importante y la
correcta construccion de cada uno de estos permitird que el estudiante comprenda de manera
adecuada esta materia tan importante dentro de las matematicas. Por esta razon, el interés de
esta investigacion es proponer un modelo cognitivo donde se describan las posibles
construcciones mentales que pueden realizar los estudiantes para la comprension del
concepto matematico de imagen de una funcion. Para que después este modelo sea utilizado
para el disefio de una instruccion que permita a los estudiantes tener una mejor comprension
del concepto, aunque es necesario aclarar que dicho disefio de instruccion no forma parte de
la investigacion.

Nos centramos en el estudio de dicho concepto porque es una componente importante dentro
de la comprension del concepto de funcidon, ademds, porque le permitird al estudiante
construir conceptos posteriores que también son importantes, como por ejemplo la inversa
de una funcion.

A continuacion, se describen los seis capitulos en los que se divide nuestro trabajo de
investigacion:

Capitulo I. “Antecedentes”. En este capitulo se presenta un panorama general de algunas
investigaciones en torno al tema de imagen de una funcion.

Capitulo II. “Planteamiento del problema de investigacién”. En este capitulo se presenta la
problematica que nos permite determinar el problema y a partir de aqui desarrollar una
pregunta de investigacion sobre la que trabajamos a lo largo del trabajo de investigacion.
Ademas, se presentan los objetivos a cumplir en la investigacion.

Capitulo III. “Marco tedrico”. En este capitulo se presenta la teoria APOE, teoria en la que
se basa nuestra investigacion, resaltando la postura que tiene sobre el aprendizaje y los
constructos teoricos.

Capitulo IV. “Metodologia: Ciclo de investigacion de APOE”. En este capitulo se presenta
el ciclo metodoldgico de la teoria y en qué consiste cada una de las fases que lo componen.



Capitulo V. “Desarrollo del ciclo de investigacion”. En este capitulo se presenta el desarrollo
y los resultados que se obtienen en cada fase del ciclo metodolégico para el topico en
estudio.

Capitulo VI. “Conclusiones”. En este capitulo se presentan las conclusiones obtenidas de la
investigacion, asi como las conclusiones generales, las lineas de investigacion que se
desprenden de este trabajo y una reflexion.

vi



Motivacion

Mi interés en esta investigacion surge a partir de mi experiencia como estudiante de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas, pues dentro
de cada carreras se establecen ciertos estatutos y en lo que concierne a ser estudiante
de una licenciatura en matemadticas trae consigo ciertos prototipos sobre qué
conocimiento debes tener como estudiante, pues se supone que por estar estudiando
esta carrera cuentas con los conocimientos basicos de matematicas con los que podras
construir nuevo y mas complejo conocimiento. Tal vez este aspecto influye en la
manera en como los profesores pueden llegar a impartir las clases y en los aspectos
curriculares que toman en cuenta de lo que ensefian.

Al comenzar mis clases en esta licenciatura, una de las maestras nos dijo que lo que
veriamos durante toda la carrera serian funciones, en ese momento no consideré que
fuera asi, pues al principio no era algo muy evidente o al menos en el nivel
preparatoria nunca me habian hecho ver las matematicas de esta manera. Conforme
avancé en la carrera y después de llevar cuatro materias de Calculo, en una clase de
Andlisis Real el profesor nos pidio sacar el rango de ciertas funciones, y para la
mayoria de mis compaieros, incluyéndome a mi, nos causé dificultad y eso fue algo
que nos sorprendid, pues se suponia que ese era un concepto que en esa materia y en
ese grado que estabamos cursando deberia de estar completamente comprendido.

A partir de ahi, fue cuando comencé a notar que tal vez no habiamos hecho énfasis en
aprender aspectos de la funcion como el dominio o rango, y que estos se deben saber,
pero en realidad no siempre es asi, incluso pudiera ser que los profesores no toman en
cuenta estos aspectos por ser conceptos basicos para entrar a la carrera.

A su vez, conforme avanzaba en las materias observé que en realidad fue cierto lo que
nos dijo la docente, pues pude notar que las funciones si estan presentes en casi todas
las matematicas, unas con mas o menos nivel de dificultad. También pude observar
que de hecho el dominio y en particular la imagen de una funcion juega un papel muy
importante; por ejemplo, en las clases de Calculo cuando se nos pedia calcular la
inversa de una funcion o en las clases de Algebra Lineal, cuando nos pedian calcular la
imagen de un homomorfismo, era muy importante tener bien comprendido el concepto
de imagen de una funcién en una variable.

Fue asi como me pude percatar que, asi como las funciones son importantes de
comprender, su imagen también lo es, pues comprendiendo este concepto podremos
comprender otros mas complejos.

Considero que el hecho de investigar de donde y como se generan las dificultades en
los estudiantes en cuanto a la comprension de la imagen de una funcién me permitira
proponer una manera de enseflar este concepto tomando en cuenta investigaciones
realizadas hasta este momento. Esta seria mi mayor motivacion, pues el hecho de



querer ser maestra de matemadticas implica compromiso con los estudiantes y
considero que si todos los maestros se dieran a la tarea de indagar sobre las
dificultades de sus estudiantes podrian proponer estrategias para asi mejorar su
practica, pero estas estrategias deben estar sustentadas en un analisis cognitivo que
sera mi objetivo principal.



Capitulo I. Antecedentes

En este capitulo se presentan resultados de algunas investigaciones dentro de la
Matematica Educativa relacionados con la ensenanza y el aprendizaje de la imagen de
una funcion, estas estan clasificadas de la siguiente manera:

e Investigaciones de conceptos relacionados con la imagen de una funcién bajo
la teoria APOE.

e Investigaciones de conceptos relacionados con la imagen de una funcién bajo
diferentes perspectivas teoricas.

La razdn para dividirlo de esta manera es porque interesa saber si dentro de la teoria ya
se ha trabajado este tema y por otro lado ver qué se ha estudiado en otras teorias
respecto a esto, enfocandonos en las dificultades que se presentan. Asi mismo, se
menciona que son investigaciones relacionadas con el concepto de imagen de una
funcion porque estas investigaciones hablan sobre el rango o este aparece como un
requisito. A continuacion, presentamos los puntos mas relevantes en torno a las
investigaciones.

1.1 Investigaciones de conceptos relacionados con la imagen de una
funcion bajo la teoria APOE.

Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols (1992) realizaron una investigacioén con la
intencion de ir a través de la observacion y clasificacion de las dificultades con las
funciones interpretandolas en términos de la teoria APOE. Usaron esta interpretacion
para disefiar un tratamiento instruccional, y a partir de ahi, ver de qué manera ayudo
¢ste para que los estudiantes desarrollaran su concepcioén proceso del concepto de
funcion. Se utilizé el Ciclo de ensefianza ACE de la misma teoria APOE, siguiendo
como metodologia el ciclo de investigacion de la teoria APOE.

Los estudiantes por los que se preocuparon en este articulo fueron en su mayoria
maestros en pre-servicio que ya habian tomado la clase de calculo. Primero les
preguntaron al principio del semestre qué es una funcién y les pidieron dar ejemplos
de funciones. La investigacion clasifico las distintas respuestas de los estudiantes en 4
categorias: pre-funcion, accion, proceso y desconocido.

Una respuesta pre-funciéon es cuando parece que los alumnos no tienen mucho
conocimiento del concepto de funcidn; se categorizO como acciones a las respuestas
que enfatizaron el acto de sustituir nimeros por variables y calcularla para obtener un
nimero, pero no se refieren a ningin proceso en general de comenzar con un valor
(numérico o de otro tipo) y hacer algo que resulte en un valor. Cualquier respuesta en
la que faltara la mencién explicita de los objetos iniciales o resultantes fue
categorizada como una concepcion de accion.



En las respuestas categorizadas como proceso, la entrada, la transformacion y la salida
estaban presentes, integradas y eran bastante generales. Hubo algunas respuestas en las
que no fue posible decir si la concepcion proceso estuvo presente y estas respuestas
fueron enlistadas en la categoria de desconocido. Es importante mencionar que un
nimero de respuestas sugirié una combinacion de categorias.

Durante dos meses se les ensefid a los alumnos a utilizar ISETL (lenguaje de
programacion matematica que significa por sus siglas en inglés: International Society
for Exploring Teaching and Learning). Después de este ambiente computacional se les
volvi6 a pedir lo mismo, responder la pregunta qué es funcion y dar 3 diferentes tipos
de funcion, se les dio una lista de descripcion de situaciones donde habia que decidir si
la situacion podia o no ser expresada como funcion y explicar. En el examen final no
hubo mencion en ninguna de las preguntas sobre el ISETL.

En general los resultados sugieren que hubo un avance por el tratamiento instruccional,
pues los estudiantes estaban progresando en su desarrollo de una concepcion objeto de
funcién al menos para extender la comprension de acciones y procesos que actiian en
funciones y producen funciones como respuestas. También, después del ambiente
computacional los estudiantes se familiarizaron con la sintaxis del ISETL para
representar funciones y esta experiencia tuvo un efecto positivo en su pensamiento.

En el trabajo de Martinez-Planell & Trigueros (2009) se analiz6 la comprension de los
estudiantes sobre las funciones multivariables enfocandose en el reconocimiento del
dominio y rango de funciones dadas en diferentes registros de representacion
utilizando un marco conceptual que considera la teoria APOE y la teoria de
representaciones semioticas.

La teoria APOE en este caso se utilizd para modelar el desarrollo del concepto de
funciones de dos variables mediante el disefio de una descomposicion genética
preliminar y la teoria de representaciones semioticas provee las herramientas
conceptuales para analizar la flexibilidad en el uso de diferentes representaciones y su
rol en la evolucion cognitiva de las ideas matematicas bajo consideracion.

En este mismo estudio, se disefid un instrumento para conducir a entrevistas semi-
estructuradas con estudiantes y probar su comprension de los diferentes componentes
de una descomposicion genética propuesta en Trigueros & Martinez (2007) (como se
cit6 en Martinez-Planell & Trigueros, 2009).

Dentro de los resultados obtenidos, los estudiantes no fueron capaces de restringir el
dominio en subespacios especificos y no podian entender el significado de las
restricciones, lo cual dificultaba encontrar el rango. También se observd que todos los
estudiantes que no podian obtener ni el dominio ni el rango de una funcién dada en su
representacion grafica también tenian dificultades cuando se les pedia que los
encontraran para funciones dadas en representaciones tabulares o algebraicas. Esto nos



puede servir como elemento a tomar en cuenta cuando se realice el instrumento que
nos permita observar las estructuras y mecanismos mentales que un estudiante
construye cuando resuelve un problema donde hay que obtener la imagen de una
funcion.

Con respecto al rango de la funcion, la mayoria de las respuestas de los estudiantes
mostraron que sus dificultades estaban relacionadas principalmente con la falta de
interiorizacion de las acciones necesarias para encontrar los valores de la funcion.
Algunos estudiantes mostraron que su idea de rango de una funcién no estaba
claramente diferenciada de la de grafica de una funcion.

Continuando con los resultados de este estudio, se encontraron estudiantes que
mostraron una buena comprension del dominio y el rango de funciones de dos
variables, pero cuya definiciéon general de funcién no les permitié considerar las
funciones definidas en conjuntos arbitrarios y la singularidad de la imagen. La
definicion de funciones de dos variables de otros estudiantes mostré algunos aspectos
que podrian estar relacionados con la interiorizacion de este concepto, pero demostrd
una incomprension del dominio y el rango de funciones especificas en diferentes
representaciones.

Otro articulo en donde también se hace evidente la necesidad de tener bien
comprendido el concepto de imagen de una funcion es el de Martinez-Planell & Cruz
(2016) en donde su interés fue observar la comprension de los estudiantes de la
trigonometria del circulo unitario. Esta eleccion hace surgir la interaccion sutil entre el
pensamiento geométrico y analitico involucrado en la construccion mental de las
funciones seno y coseno, que es un punto potencial de problemas para algunos
estudiantes.

Esta opcion también permitié discutir lo que normalmente se considera que causa
dificultad para los estudiantes: invertir las funciones sinusoidales mediante la inversion
del proceso del circulo unitario que lleva a su definiciéon. Si bien los estudiantes
pueden realizar muchas de las tareas relacionadas con la trigonometria que
comunmente se les solicitan al confiar en la tecnologia y la memorizacion, la
trigonometria del circulo unitario es un principio organizativo necesario para una
comprension mas profunda.

La teoria APOE se usa en Martinez-Planell & Cruz (2016) para describir el nivel de
desarrollo cognitivo demostrado por un grupo de estudiantes que completaron un curso
tradicional de trigonometria de lectura/recitacion. La poblacion objetivo consistio de
estudiantes de ciencias e ingenieria de una universidad publica en Puerto Rico que
tomaban un primer curso universitario de trigonometria en preparacion para sus
estudios futuros.



Todos los procesos que involucraron revertir la definiciéon de seno y coseno causaron
dificultades a los estudiantes, y se menciond que el proceso de Rango, crucial en la
construccion mental de las funciones trigonométricas inversas, resulto ser el proceso
que causa la mayor frecuencia de dificultad observada por los estudiantes entre todos
los procesos descritos en la descomposicion genética. Una concepcion del proceso del
rango requiere atencion explicita y no se derivard de la mera declaracion de una
definicioén formal.

Los resultados enfatizan la importancia de ayudar a los estudiantes a construir un
proceso de Rango para las funciones trigonométricas inversas, relacionando el circulo
unitario y los argumentos graficos, de por qué las funciones seno y coseno estan
restringidas de la forma en que estan definiendo funciones trigonométricas inversas. Al
no tener este proceso, los estudiantes se quedarian con un hecho memorizado, de ahi
una concepcion de accion de Rango, lo que dificultaria recordar y utilizar el rango de
una funcion trigonométrica inversa en situaciones problematicas.

Otra de las investigaciones es el trabajo de Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017)
quienes realizaron un estudio basado en la teoria APOE con el fin de examinar el
entendimiento de los estudiantes para profesores en pre-servicio que llevaban un curso
de Analisis Real en una Universidad de Sudafrica de los conceptos de funciones
inyectivas y sobreyectivas.

La metodologia que utilizaron las autoras para esta investigacion fue el ciclo de
investigacion modificado de la teoria APOE. Se disenid una descomposicion genética
preliminar de funcion inyectiva y sobreyectiva; los instrumentos de recogida de datos
fueron un cuestionario que se aplicd a 54 profesores en pre-servicio seguido de
entrevistas semiestructuradas que se realizaron a solo 5 estudiantes, los cuales fueron
seleccionados con base en la necesidad de confirmar inferencias tentativas hechas del
analisis de las respuestas escritas.

Los resultados que se obtuvieron en dicho trabajo emergieron del andlisis de las
respuestas de los estudiantes a las 4 preguntas que contenia el cuestionario, y se
obtuvieron varias conclusiones, por ejemplo, hay tres errores que fueron muy
comunes, 37 estudiantes consideraron que si la funcién no era uno a uno entonces era
sobreyectiva, es decir, lo generalizaron como si fuera una regla. Otro error fue que
existe inhabilidad para distinguir entre un conjunto y los elementos de un conjunto,
confundir conjuntos (dominio y rango) con los elementos del conjunto y por ultimo la
tendencia de los estudiantes a considerar un elemento a la vez para decidir si una
funcion es inyectiva o sobreyectiva, con lo cual las autoras consideraron que estos
estudiantes muestran solo una concepcion accion de funcion inyectiva y sobreyectiva.

Varios estudiantes mostraron dificultades en interpretar si una funcion era inyectiva
porque no fueron capaces de determinar si todos los elementos del rango habian sido



mapeados por solo un elemento del dominio, esta dificultad fue manifestada en la
negacion de la definicion de inyectividad.

Ademas, mostraron que la construccion de inyectividad como un proceso necesita
reflexion en las acciones realizadas a elementos especificos en el rango de una funcion,
también se ilustr6 la importancia de un esquema adecuado para la teoria de conjuntos,
sin el cual la representacion del dominio y el codominio (un importante componente
del entendimiento de funciones), puede ser inaccesible. Es decir, el concepto de
imagen de una funcidn se presenta como un elemento clave para la comprension de
este tema.

Podemos entonces decir que las dificultades con el concepto son variadas y que
realmente es necesaria su comprension para temas posteriores como lo es la inversa de
una funciéon o generalizacion de funciones. Lo mas relevante de esto son las
dificultades que presentan los estudiantes (analizadas bajo la teoria APOE) como lo es
en qué registro de representacion se presenta el problema a obtener el rango, que no se
tiene una concepcion clara del concepto, que hay dificultades con el uso de
cuantificadores, que la definicion como tal causa dificultad y la falta de distincion
entre un conjunto y los elementos de este. Todos estos elementos me sirven para
tomarlos en cuenta al momento de realizar la descomposicion genética preliminar.

1.2 Investigaciones de los conceptos relacionados con la imagen de
una funcion bajo diferentes perspectivas tedricas

Tall & Bakar (1992) realizaron una investigacion en la cual estudiaron el concepto de
funcion desarrollado por estudiantes de matematicas. Los autores afirman que, aunque
podemos ensefiar a los alumnos sobre conceptos generales como el dominio en el que
se define la funcién y el rango de valores posibles, estos términos no parecen quedarse
en sus memorias. Su hipdtesis es que los estudiantes desarrollan "ejemplos prototipos”
del concepto de funcién en su mente, tales como: una funcién es y = x2, o un
polinomio, o 1/x, o una funcién sinusoidal y cuando se les pregunta si una grafica es
una funcion, en ausencia de una definicién operativa de una funcion, la mente intenta

responder razonando con estos prototipos mentales.

Se pidi6 a un grupo de 28 estudiantes de entre 16 y 17 afios que explicaran qué creen
que es una funcion y si podian dar una definicion de ésta, darla. Habian estudiado la
nocion de una funcion como parte de su curso preparandose para mas de 16 examenes
durante un afio antes y desde entonces habian usado funciones en el célculo, pero sin
ningun énfasis en los aspectos técnicos del dominio, rango, etc.

Ni una sola respuesta de las obtenidas menciona que el proceso solo puede aplicarse a
un determinado dominio de entradas, o que toma un rango de valores, a pesar del
hecho de que estas definiciones se les habian dado antes en sus estudios.



Luego se les dio 9 gréficas y se les preguntd cudles representan una funcion, y en caso
de que no fueran explicar por qué no lo son. Una y otra vez, los estudiantes
respondieron que una grafica no puede representar una funcién porque parece
demasiado irregular o porque no pueden pensar en una formula para representarla.

Por lo tanto, incluso entre los estudiantes mds capaces, la gran mayoria no tiene un
concepto coherente de funcion al final de sus estudios. La ensefianza del concepto a
través de ejemplos, como en el curriculo actual, conduce a prototipos mentales que dan
impresiones erroneas de la idea general de una funcion.

Otra investigacion en la que se analiza el concepto de funcidn bajo otra perspectiva es
la que realizd6 Guzman (1998) quien hace referencia al enfoque cognitivo basado en los
registros de representacion semiodtica y como es que éstas inciden en el aprendizaje de
algunas propiedades de las funciones.

Se aplicé un cuestionario a 75 estudiantes de un curso de Célculo Diferencial de
primer afo de universidad (de 18 a 19 afios) el cual consisti6é de cuatro preguntas. Las
preguntas son conceptuales, se refieren a funciéon continua, funciéon biyectiva,
restricciones; son relativamente sencillas, no las més habituales en los cursos, pero
responden al propdsito del estudio: constatar la presencia de los registros mencionados
en las respuestas de los estudiantes. El andlisis se hizo por pregunta y en términos de
los registros involucrados.

Dentro de este cuestionario la pregunta cuatro fue la que involucrd el concepto de
imagen, pues se requiere definir una restriccion de modo que la funcion pueda cumplir
la biyectividad, y para esto el estudiante necesita tener bien claro los conceptos de
dominio y rango. La pregunta consistiéo en que dada una funcién real flx) =|x —1|, se
definiera una restriccion (g) de modo que ahora g sea una funcion biyectiva.

Esta pregunta fue planteada en el registro algebraico, y segun lo reportado por Guzman
(1998) resulté ser la mas dificil para los estudiantes. S6lo hubo 14 respuestas
aceptables y 25 entre incompletas y erroneas. Las principales dificultades constatadas
estuvieron en definir los conjuntos de partida y llegada de la funcion g, que se pedia
fuera restriccion de f'; la traduccion de la funcion dada f{x)=|x-1|; las dificultades de
tipo conceptual que tienen que ver con el concepto mismo de funcidon, de valor
absoluto y de restriccion de una funcidon. Parece ser que existe incomprension
conceptual sobre la imagen de una funcidn, pues los estudiantes no pueden resolver
problemas que involucran este concepto.

Por otra parte, Dorko & Weber (2014) realizaron una investigacion que se enfocd en
analizar cémo piensan los estudiantes sobre el dominio y rango en el calculo
multivariable, en particular en dos y tres dimensiones y cémo generalizan su
significado sobre dominio y rango de funciones de una a multiples variables.



Utilizaron el dominio y el rango como un "estudio de caso" de como los estudiantes
generalizan el significado de un concepto aprendido con funciones de una sola variable
al significado del concepto para funciones multivariables. Mientras que el dominio y el
rango aparecen en la instruccion inicial sobre las funciones, reciben poca o ninguna
atencion en el calculo multivariable.

El marco analitico correspondiente que utilizaron para analizar como los estudiantes
generalizan sus significados para el dominio y el rango fue la taxonomia de
generalizaciones de Ellis (2007) (como se citd en Dorko & Weber, 2014). Esta
taxonomia distingue entre acciones generalizadoras, que son “actos mentales de los
aprendices como inferidos a través de la actividad y conversacion de la persona” (Ellis,
2007, p. 233) y generalizaciones de reflexion, o declaraciones publicas sobre una
propiedad o patrén comun a dos situaciones. Las acciones de generalizacion incluyen
relacionar, buscar y extender mientras que las generalizaciones de reflexion incluyen
identificaciones y declaraciones, definiciones e influencia.

El método para la recoleccion de datos fue la aplicacion de entrevistas
semiestructuradas que duraron aproximadamente una hora a 18 estudiantes
(voluntarios) que estaban inscritos en Calculo multivariable en una universidad
mediana en el noroeste de los Estados Unidos, grabaron el audio y el trabajo escrito de
cada una de las entrevistas con un LiveScribe Echo Pen, que proporciona una
grabacion que consiste en audio sincronizado y trabajo escrito.

El andlisis de resultados se hizo mediante una triangulacion de datos donde los dos
investigadores analizaron por separado lo obtenido, luego se pusieron de acuerdo y
obtuvieron una tabla que contenia cddigos y criterios para el significado de dominio y
rango.

Se hicieron dos analisis, el primero fue sobre los significados de dominio y rango para
los estudiantes, se les hicieron 3 preguntas, la primera ;qué significa dominio y rango?
y las otras dos se les pidié que calcularan el dominio y rango de una funcion de una
sola variable y luego de una funcién de dos variables.

Las respuestas de los estudiantes se clasificaron en tres categorias:

(1) El dominio y el rango estan asociados con simbolos de variables especificas en una
ecuacion; (2) El dominio y el rango son entradas y salidas; y (3) El dominio y el rango
se relacionan con variables independientes y dependientes.

Se menciona que los estudiantes tienden a tener los mismos significados a través de los
contextos, es decir, si consideran el dominio y rango como entradas y salidas para
funciones de una sola variable, asi la consideraran para funciones multivariables.

Uno de los significados que los estudiantes tenian para dominio y rango era que el
dominio significaba los valores posibles para x y rango significaba los valores posibles
para y. Para estos estudiantes, no hubo una explicaciéon subyacente de x ¢ y como
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entradas, salidas o variables independientes / dependientes. Determinaron la falta de
significado subyacente al hacer preguntas de seguimiento tales como ";por qué el
dominio es siempre x?" y los estudiantes en la perspectiva variable no ofrecieron
ninguna explicacién mas alla de "asi es como lo aprendi" o "porque simplemente es".

La evidencia mas solida de que algunos estudiantes piensan que el dominio y el rango
estan relacionados con simbolos especificos es que muchos estudiantes dijeron que el
dominio era x y que el rango era y para f(x,y).

Varios estudiantes pensaron que el dominio y el rango estdn relacionados con la
nocion de funciéon como una maquina que toma entradas y devuelve salidas. Para los
estudiantes que pensaron en la funcidén como una relacion en la que el valor de una
variable depende del valor de otra variable, dominio significaba los valores posibles de
la variable independiente y el rango significaba los valores posibles de la variable
dependiente.

En particular, los estudiantes que hablaron de independencia y dependencia parecian
tener un mayor sentido del vinculo entre las dos variables, en contraste, los estudiantes
que hablaron sobre una salida que "producia" salidas no parecian tener el mismo
sentido del enlace entre la entrada y la salida; més bien, en algunos casos, parecian
pensar en la funciéon como una "maquina" magica que produce una salida arbitraria
para una entrada.

La mayoria de los significados de los estudiantes para el dominio y el rango de una
funcion de variable unica fueron los mismos que el significado para el dominio y el
rango de una funcidon multivariable.

El segundo andlisis se hizo en términos de su marco teodrico, la taxonomia de
generalizaciones de Ellis (2007) (como se citd6 en Dorko & Weber, 2014) y éste fue
para determinar como los estudiantes generalizan sus significados de dominio y rango
cuando pasan de trabajar con funcion de una variable a una de dos variables.

De acuerdo con este marco se distingue entre acciones generalizadoras, que son
“actividad de los estudiantes a medida que se generalizan™ (Ellis, 2007, como se citd
en Dorko & Weber, 2014), y generalizaciones de reflexion, que son “declaraciones
finales de generalizacion (verbal o escrita) o el uso de un resultado de una
generalizacion previa” (Ellis, 2007, como se cit6 en Dorko & Weber, 2014).

Los estudiantes que pensaron que el dominio era x y el rango era y, tanto en una sola
funcion como en las funciones multivariables, parecian haber hecho una accion
generalizadora basada en la presencia de las variables en las ecuaciones en lugar de un
significado conceptual para el dominio y el rango.

Los autores de este articulo descubrieron que los estudiantes generalizan sus
significados para el dominio y el rango al relacionar situaciones, relacionar objetos y
extender sus significados mas alla de los casos en que se originaron. Sin embargo, no
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se involucraron en todas las acciones de generalizacion o generalizacion de la reflexion
que Ellis (2007) identifico.

Podemos decir que bajo otras perspectivas tedricas también se ha evidenciado que
existen dificultades relacionadas con el concepto de imagen de una funcién, y
realmente mas alla del marco teodrico que se utilicé, los alumnos presentan dificultades
que son relevantes e incluso se presentan en maestros en pre-servicio, lo cual es
preocupante y es necesario ocuparnos de ello tomando en cuenta lo que
investigaciones como las citadas.

1.3 Reflexion de antecedentes

Las investigaciones que hemos analizado (Tall & Bakar, 1992; Guzman, 1998; Dorko
& Weber, 2014; Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols, 1992; Martinez-Planell &
Trigueros, 2009; Martinez-Planell & Cruz, 2016; Bansilal, Brijlall & Trigueros, 2017)
hacen referencia a las dificultades que tienen los estudiantes con el concepto de
funcioén, y dentro de éstas se evidenci6 las dificultades que presentaron los estudiantes
en torno al concepto de rango. Hasta la revision de antecedentes que hemos realizado,
no hemos encontrado alguna investigacion en la Matematica Educativa donde se haya
estudiado como atender a las dificultades que presentan los estudiantes con la imagen
de una funcion.

Podemos decir que dichas dificultades se deben a la falta de énfasis en este concepto,
pues, de manera general, cuando se aborda el concepto de funcion, los conceptos de
dominio y rango pasan a segundo plano, y aunque son parte de la definicion de
funcion, no se les da la importancia que deberian tener; es decir, parece ser que no se
presentan como si fueran algo importante o que son obvias para los estudiantes. Por
esta razon, podemos decir que los estudiantes adquieren una definicion imprecisa de
este concepto, lo cual preocupa, ya que como mencionaron Guzman (1998), Dorko &
Weber (2014), Martinez-Planell & Trigueros (2009), Martinez-Planell & Cruz (2016)
y Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) este concepto es requisito para resolver
problemas de temas posteriores.
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Capitulo II. Planteamiento del Problema de Investigacion

2.1 Problematica

La ensefianza y aprendizaje del Célculo ocupa un lugar importante dentro de la
formacion matematica de los estudiantes de ciencias y matemadticas, y como menciona
Garcia (2013) la sociedad no discute sobre la importancia y pertinencia del aprendizaje
de las matematicas.

A su vez, Garcia (2013) menciona que el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas, en general, y la del célculo en particular, presentan una de las mayores
dificultades para los estudiantes de nivel universitario; entonces resulta vital que el
docente que ensefia calculo reflexione sobre la problematica que sus estudiantes
enfrentan. En investigaciones como la de Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) se hace
evidente que los estudiantes tienen dificultad en el tema de funciones inversas, otras,
sustentan el hecho de que en varios temas de esta materia hay dificultades (Dorko &
Weber, 2014; Martinez-Planell & Trigueros, 2009; Martinez-Planell & Cruz, 2016;
Bansilal, Brijlall & Trigueros, 2017). Es importante resaltar que, aunque no como tema
central, si aparece el tema de imagen como una de las nociones donde los estudiantes
presentan dificultades. Por esto, en esta investigacion nos centraremos en la ensefianza
y aprendizaje del Calculo, especificamente estudiaremos la imagen de una funcién en
una variable real.

Es asi como se realizé una revision de lo que se ha estudiado sobre este concepto
dentro de la Matematica Educativa. Con ello, se encontr6 que los estudiantes presentan
distintas dificultades al momento de resolver problemas que involucran al concepto de
imagen de una funciéon ya sea de manera directa (como encontrar el rango de una
funcion) o de manera indirecta (por ejemplo, al calcular la inversa de una funcion)
(Tall & Bakar, 1992; Dorko & Weber, 2014; Martinez-Planell & Trigueros, 2009;
Martinez-Planell & Cruz, 2016; Bansilal, Brijlall & Trigueros, 2017). Algunas
dificultades encontradas son mencionadas a continuacion.

Un aspecto que tiene que ver mas con lo cognitivo es cuando se enseflan nuevos
conceptos, pues como mencionan Tall & Bakar (1992) aunque se ensefie sobre
conceptos generales como el dominio en el que se define la funcion y el rango de
valores posibles, estos términos no parecen quedarse en las memorias de los
estudiantes. Otra dificultad es la que mencionan Dorko & Weber (2014) respecto a la
generalizacion de un concepto, pues el como los estudiantes generalizan un concepto
aprendido con funciones de una variable al significado del concepto para funciones
multivariables, dice mucho sobre la comprension que el estudiante tiene de éste, y
como mencionan los autores, mientras que el dominio y el rango aparecen en la
instruccion inicial sobre las funciones, en célculo multivariable reciben poca o ninguna
atencion, pues se considera que ya son conceptos bien comprendidos.
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Otro tipo de dificultad es el registro de representacion en el que se presenta el
problema de obtencion de la imagen de una funcién, pues como observaron Martinez-
Planell & Trigueros (2009) en su investigacion, todos los estudiantes que no podian
obtener el dominio y el rango de una funcidon cuando se daba en su representacion
grafica, también tenian dificultades cuando se les pedia que los encontraran para
funciones dadas en su representacion tabular o algebraica.

Otra dificultad se presenta en el tema de las funciones inversas, pues en la
investigacion de Martinez-Planell & Cruz (2016) se hace énfasis en que la restriccion
que se necesita hacer para que la funcidon inversa tenga sentido involucra la
comprension del dominio e imagen de una funcién, pues de esta manera, la restriccion
que se haga le dard sentido a las funciones para que se cumpla la propiedad de
invertibilidad.

En esta misma investigacion los autores definieron una estructura mental llamada
“proceso rango”, la cual se consider6 crucial en la construccion mental de las
funciones trigonométricas inversas y resultd ser el proceso que causd la mayor
frecuencia de dificultad observada por los estudiantes (entre todos los procesos
descritos en la descomposicion genética), pues requeria la coordinaciéon de varias
concepciones de procesos diferentes, en otras palabras, se mencion6 que una
concepcidn proceso de rango requiere atencion explicita y no se derivara de la mera
declaracion de la definicion formal de funcion.

Otra de las dificultades que presentan los estudiantes tiene que ver con la propia
definicion, pues Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) obtuvieron como resultados de
su investigacion que un error que presentaron los estudiantes en sus respuestas fue el
hecho de confundir los conjuntos dominio y rango, a su vez, encontraron que los
estudiantes presentan dificultad con la notacion usada, mas especificamente
dificultades con el uso de cuantificadores. Otra dificultad es que los estudiantes
asumen que el rango de una funcion es el codominio y concluyen que la funcion es
sobreyectiva sin verificar.

Como menciona Carlson & Oehrtman (2005) la problematica de la ensefianza y
aprendizaje de funciones es extensa y ha sido estudiada, pero de acuerdo a la revision
que se ha hecho hasta el momento, hace falta estudiar la imagen de una funcion, pues
como se observa, es fundamental para la comprension de otros conceptos, por ejemplo,
la inversa de una funcion o como menciona Dorko & Weber (2014), en las
transformaciones lineales.

2.2 Problema

En investigaciones como la de Martinez-Planell & Cruz (2016) y Martinez-Planell &
Trigueros (2009) se muestra en los resultados de sus investigaciones evidencia de que
los estudiantes presentan diversas dificultades en torno a este concepto, por ejemplo,
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Martinez-Planell & Cruz (2016) evidencian que la obtenciéon del proceso Rango
resultd ser el proceso que causo la mayor frecuencia de dificultad observada por los
estudiantes y a su vez menciona que este concepto requiere atencion explicita y no se
derivaré de la mera declaracion de una definicion formal.

Como podemos observar con el andlisis de estas investigaciones el concepto de
imagen de una funcion causa dificultad en los estudiantes y de acuerdo con Arnon et
al. (2014) las dificultades permiten identificar la falta o no de determinada estructura
mental en el estudiante.

Aunque se observa que hay evidencia de las dificultades que tienen los estudiantes con
este concepto, no hay investigaciones que se centren especificamente en atenderlas,
pues se centran en propuestas para la funcion y no para la imagen en especifico y
mucho menos investigaciones que estudien el aspecto cognitivo relacionado con la
manera en como se aprende dicho concepto, por estas razones, consideramos necesario
analizar como es que los estudiantes construyen este concepto, y en términos de la
teoria APOE, analizar cuales son las estructuras y mecanismos mentales que
desarrollan los estudiantes de una Licenciatura en Matemadticas para comprender este
concepto.

2.3 Pregunta de Investigacion

(Cuales son las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes de Licenciatura
en Matematicas pueden desarrollar para comprender el concepto de imagen de una
funcién en una variable real?

2.4 Objetivo General

Describir las estructuras y mecanismos mentales necesarios para que los estudiantes de
Licenciatura en Matematicas puedan construir el concepto de imagen de una funcion
en una variable real.

2.5 Objetivos Particulares

1. Describir hipotéticamente las estructuras y mecanismos mentales que se requieren
para construir el concepto de imagen de una funcion en una variable real.

2. Caracterizar las estructuras y mecanismos mentales que poseen los estudiantes de
licenciatura en matematicas al construir el concepto de imagen de una funcion.

3. Validar o refinar la descomposicion genética preliminar.

2.6 Justificacion

La comprension del concepto de funcidon es muy importante, prueba de ello es el hecho
de que en casi todas las ramas de las matemadticas se encuentra involucrado dicho
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concepto. Como mencionan Tall & Bakar (1992) el concepto de funcion impregna
todas las ramas de las matematicas y ocupa una posicion central en su desarrollo, por
esto, consideramos importante centrarnos en un aspecto de este concepto (imagen de
una funcion) ya que es importante para comprender otros conceptos.

Carlson & Oehrtman (2005) mencionan que el concepto de funcién es esencial en
areas relacionadas con las ciencias y un buen entendimiento de este concepto es
esencial para cualquier estudiante que pretende entender el Calculo. Es decir, al
enfocarnos en esta parte de la problemadtica de la ensefianza y aprendizaje del Calculo,
veremos la importancia que tiene estudiar la imagen de una funcién, pues como
veremos mas adelante, es un concepto transversal.

(Por qué y para qué estudiar la imagen de una funcion?

Consideramos cuatro razones por las que estudiar sobre la imagen de una funcién en
una variable real es muy importante:

1. Los estudiantes presentan dificultades (Tall & Bakar, 1992; Martinez-Planell &
Trigueros, 2009; Dorko & Weber, 2014; Martinez-Planell & Cruz, 2016;
Bansilal, Brijlall & Trigueros, 2017).

2. Esun concepto transversal en la matematica (basados en el mapa curricular de
la carrera de Licenciado en Matematicas de la UAM, UAZ).

3. Es necesario para comprender conceptos mas avanzados (Carlson & Oehrtman,
2005).

4. En la revision de antecedentes que hemos realizado hemos observado que no se
ha estudiado en la matematica educativa (Carlson & Oehrtman, 2005).

15



Capitulo III. Marco Tedrico

Para este trabajo nos basamos en el marco tedrico APOE, el cual consideramos
pertinente para poder dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion, por ser un
marco tedrico que nos proporcionara las herramientas necesarias para alcanzar
nuestros objetivos a través de su metodologia. Otra razén es porque este marco tedrico
se enfoca precisamente en la construccion cognitiva de conceptos matematicos y
ademas se reformul6 a partir de las ideas de Piaget sobre la educacion, para aplicarlas
en el nivel educativo superior (Dubinsky, 1996).

La teoria APOE es principalmente un modelo para describir como se pueden aprender
los conceptos matematicos. Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktag, Roa-Fuentes, Trigueros
& Weller (2014) mencionan que es un marco utilizado para explicar como los
individuos construyen mentalmente su entendimiento de los conceptos matematicos.

El acrénimo APOE significa Accidon, Proceso, Objeto y Esquema; arraigado en el
trabajo de Jean Piaget, sus ideas fundamentales se introdujeron por primera vez a
principios de la década de 1980 (Dubinsky, 1984, como se cit6 en Arnon, et al., 2014),
y desde entonces, investigadores, desarrolladores de planes de estudio y maestros han
llevado a cabo un amplio desarrollo y aplicacion de estas en muchos paises del mundo.

La investigaciéon y el desarrollo curricular basados en APOE se han centrado
principalmente en el aprendizaje de las matemadticas por parte de los estudiantes de
nivel medio superior y superior, pero también se ha trabajado en el contexto de las
matematicas de primaria y secundaria. Ademds, ahi se ha realizado un trabajo
preliminar sobre la aplicacion de la teoria APOE en éareas fuera de las matematicas,
como la informatica.

En las investigaciones basadas en APOE, los términos concepcion y concepto aparecen
frecuentemente. Aunque estan relacionadas, tienen ideas diferentes. McDonald et al.
(2000) (como se citd en Arnon et al., 2014) hacen la distincion de la siguiente manera:

Distinguimos entre concepcidn y concepto, ya que el primero es
intrapersonal (es decir, la idea o comprension del individuo) y el segundo
es comunitario (es decir, un concepto acordado por los matematicos) (p.
78).

Entonces se dice que para un determinado contenido matematico, se desarrolla una
concepcion como resultado de la actividad reflexiva, y el término concepto se refiere a
la comprension colectiva de ese contenido por parte de la comunidad de matematicos.
Es entonces esta actividad reflexiva a la que Piaget hace referencia.

El desarrollo de las concepciones que se alinean con un concepto es descrito en un
modelo cognitivo al cual la teoria APOE llama descomposicion genética del concepto,
el cual es un modelo hipotético que describe las estructuras y mecanismos mentales
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que un estudiante podria necesitar para aprender algin concepto matematico especifico
(Arnon, et al., 2014, p.27).

3.1 ;Como surgio APOE?

Una de las ideas principales de Piaget y en la que APOE se basa, es lo que llamé
abstraccion reflexiva, que considerd6 como el mecanismo principal para las
construcciones mentales del desarrollo del pensamiento y el mecanismo mental por el
cual todas las estructuras logico-matematicas se desarrollan en la mente de un
individuo. Pero ;qué es abstraccion reflexiva? La respuesta de Piaget consiste de dos
partes:

La primera implica la reflexion, en el sentido de la conciencia y el pensamiento
contemplativo, sobre lo que Piaget 1lamo contenido y operaciones sobre ese contenido,
y en el sentido de reflejar el contenido y las operaciones desde un nivel o etapa
cognitiva inferior a uno superior (es decir, desde procesos a objetos). La segunda parte
consiste en la reconstruccion y la reorganizacion del contenido y las operaciones en
esta etapa superior las cuales dan como resultado que las operaciones mismas se
conviertan en contenido al que pueden aplicarse nuevas operaciones (Piaget, 1973,
como se citd en Arnon, et al., 2014). Este segundo paso le pareci6 a Dubinsky muy
cercano a ciertas ideas matemadticas y los ejemplos lo llevaron a creer que la
abstraccion reflexiva podria ser una herramienta poderosa para describir el desarrollo
mental de los conceptos matematicos mas avanzados.

A partir de aqui, la teoria APOE seria introducida y desarrollada por Dubinsky y su
grupo de colaboradores llamado RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics
Education Community), durante el periodo 1995-2003.

3.2 Teoria APOE

Dubinsky (1991) (como se citdé en Arnon et al., 2014) analiza cinco tipos de
abstraccion reflexiva o mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacion, inversion,
encapsulacion y tematizacion) que conducen a la construccion de estructuras mentales:
acciones, procesos, objetos y esquemas. Cabe mencionar que ademés de estos cinco
tipos de abstraccion anade uno mas, el de desencapsulacion.

Como la teoria APOE es constructivista, considera a la comprensién igual que
construccion. Bajo esta teoria, la manera en como se construye o comprende el
conocimiento se da mediante las relaciones entre los mecanismos y estructuras
mentales los cuales se muestran en la siguiente figura (ver figura 3.1):
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Figura 3.1. Estructuras mentales y mecanismos para la construccion de conocimiento
matematico (Arnon, et al., 2014, p. 18).

La interaccion de estos elementos en la figura 3.1 pueden ser descritos de la siguiente
manera:

... consideramos que la comprension de un concepto matematico comienza
con la manipulacion de objetos mentales o fisicos previamente construidos
para formar acciones; las acciones se interiorizan para formar procesos que
luego se encapsulan para formar objetos. Los objetos se pueden
desencapsular de nuevo para regresar a los procesos a partir de los cuales
se formaron. Finalmente, las acciones, procesos y objetos se pueden
organizar en esquemas. (Asiala, et al., 1996, p. 9, como se cit6 en Arnon,
etal., 2014, p. 19)

Dubinsky (1991) (como se citdo en Arnon et al., 2014) caracteriza la relacion general
entre estos elementos como un "sistema de retroalimentacion circular" (p. 106).
Aunque la construccion del conocimiento matematico es no lineal, la descripcion
basada en APOE de la construccién mental de un concepto matematico se presenta de
manera jerarquica, pero es importante mencionar que la profundidad y complejidad de
la comprension individual de un concepto depende de su capacidad para establecer
conexiones entre las estructuras mentales que lo constituyen. Estas conexiones forman
la base de un Esquema cuya coherencia es crucial para la capacidad de un individuo de
hacer sentido a situaciones matematicas relacionadas con el concepto.

Otros mecanismos (y que Piaget us6 en su trabajo) son la asimilacion y la
acomodacion. La asimilacion del conocimiento se refiere a un mecanismo por el cual
un sujeto puede aplicar una estructura cognitiva, esencialmente sin cambio, para
incluir un objeto cognitivo que el sujeto no haya tratado previamente y la acomodacion
se refiere a un mecanismo mediante el cual se reconstruye y modifica una estructura
mental para enfrentar una nueva situacion. Es decir, con la asimilacion, las nuevas
situaciones se abordan utilizando las estructuras existentes de una manera nueva. El
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alojamiento (acomodacion) implica la reconstruccion de una estructura existente para
hacer frente a una situaciéon desconocida. Ambos mecanismos estan relacionados con
la idea de generalizacion de APOE, pero estos no aparecen en la figura 3.1.

Sin embargo, aunque en el esquema de la figura 3.1 se presenta esta progresion del
conocimiento, necesariamente, como una cadena lineal, el desarrollo no siempre
procede linealmente, una etapa tras otra. Mas bien, un individuo puede moverse hacia
adelante y hacia atras entre etapas segin lo requiera la situacion. Es decir, que el
desarrollo no sea lineal significa que se puede ir y venir entre las etapas.

A continuacion, se describe en qué consiste cada una de las estructuras y mecanismos
mentales. En algunos casos se presenta un ejemplo que describe como se puede
manifestar (ya sea la estructura o el mecanismo mental) para cierto tema especifico.
Cabe mencionar que estos ejemplos no necesariamente se ligan al tema en
investigacion, solo se presentan con el fin de tener una mejor concepcion de cada
constructo.

3.3 Estructuras Mentales

Stenger et al. (2008) (como se cité en Arnon et al., 2014, p. 25) describe una estructura
mental como cualquier estructura relativamente estable (aunque capaz de
desarrollarse) (es decir, algo construido en la mente de una persona) que un individuo
utiliza para dar sentido a las situaciones matematicas. Una fuente para una estructura
mental es una descripcion de donde proviene esa estructura.

A partir de esta definicion, la primera estructura que se define en la teoria APOE es
Accion. Las acciones son fundamentales para la teoria APOE, pues una concepcion
accion es necesaria para el desarrollo de otras estructuras. De acuerdo con Piaget
(como se citd en Arnon et al., 2014) y adoptado por la teoria APOE un concepto se
concibe primero como una Accidén, es decir, como una transformacion dirigida
externamente de un Objeto u Objetos previamente concebidos. Una accidn es externa
en el sentido de que cada paso de la transformacion debe realizarse explicitamente y
guiarse por instrucciones externas; ademas, cada paso solicita el siguiente, es decir, los
pasos de la Accidn atin no se pueden imaginar y no se puede omitir ninguno.

Por ejemplo, en el caso del concepto de funciéon, "un individuo que requiere una
expresion explicita para pensar sobre el concepto de funcidon y puede hacer poco mas
que sustituir la variable en la expresion y manipularla se considera que tiene una
concepceidn accidon de-funcion” (Dubinsky, Weller, McDonald & Brown, 2005, p. 338,
como se citd en Arnon, et al., 2014, p. 19).

La siguiente estructura mental es Proceso. Los procesos son construidos usando uno
de tres mecanismos mentales: interiorizacion, coordinacion o reversion. Cada uno de
estos mecanismos dan lugar a nuevos Procesos. Dubinsky et al. (2005a) (como se citd
en Arnon et al., 2014, p.21) dan la siguiente descripcion de un Proceso:
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Cuando un individuo repite y reflexiona sobre una accion, puede ser
interiorizada en un proceso mental. Un proceso es una estructura mental
que realiza la misma operacion que la accidn que se interioriza, pero
totalmente en la mente del individuo, lo que le permite imaginar y realizar
la transformacion sin tener que ejecutar cada paso explicitamente. (p. 339)

Aunque una Accion y un Proceso, cuando se relacionan con un concepto dado, pueden
involucrar la misma transformacion, difieren en el siguiente sentido: para una Accion,
uno debe hacer la transformacion (fisica o mentalmente); para un Proceso, uno puede
llevar a cabo la transformacion sin la necesidad de pasar por cada paso, es decir, ya no
necesita de un estimulo externo.

Un ejemplo de esta estructura mental para el caso de funciones es la que se menciona
en Dubinsky et al. (2005a) (como se citd en Arnon, et al., 2014) la cual menciona que
un individuo con una comprension Proceso de funcion construird un proceso mental
para una funcion determinada y pensard en términos de entradas, posiblemente no
especificadas, y transformaciones de esas entradas para producir salidas.

La siguiente estructura mental es Objeto, esta estructura se da mediante el mecanismo
de encapsulacion, del cual se hablara mas adelante, pero este mecanismo se encarga de
pasar de lo dindmico (aquello que cambia y evoluciona) a lo estdtico (cuando se ve
como un todo). De acuerdo con Dubinsky et al. (2005) (como se citd en Arnon, et al.,
2014):

Si uno se da cuenta del Proceso como una totalidad, sabe entonces que las
transformaciones pueden actuar en esa totalidad y pueden es capaz de
construir tales transformaciones (explicitamente o en la propia
imaginacion), entonces decimos que el individuo ha encapsulado el
Proceso en un Objeto cognitivo. (p. 339)

Entonces se dice que un objeto es estatico y los procesos son dindmicos, al igual que el
Esquema, la ultima estructura mental que se define en la teoria APOE.

El esquema es la interaccion de los elementos presentados en la figura 3.1. De acuerdo
con Dubinsky (1991) (como se citd en Arnon et al., 2014, p.24) un Esquema se
caracteriza por su dinamismo y su reconstruccion continua, determinada por la
actividad matematica del sujeto en situaciones matematicas especificas. La coherencia
de un esquema esta determinada por la capacidad del individuo para establecer si se
puede utilizar para tratar una situacién matematica particular.

Piaget y Garcia (como se citdé en Trigueros, 2005) proponen que los esquemas
evolucionan y para ello establecen tres fases en la construccion de las relaciones entre
los elementos constitutivos del esquema. Ejemplifican estas etapas para las
construcciones algebraicas, algunas geométricas y otras para la mecanica Newtoniana.
En la etapa Intra se construyen las relaciones internas del objeto o fendmeno; en la
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etapa Inter el individuo constituye relaciones entre los objetos o fendmenos de
conocimiento; y por ultimo la etapa 7Trans el individuo puede trabajar con el esquema
de una manera mucho més estructurada que cuando el esquema estd en otras fases
constitutivas, lo cual no quiere decir que el esquema permanece ya inmovil, pues los
esquemas siguen construyéndose y enriqueciéndose mediante la construccion de
nuevas relaciones con otros objetos u otros esquemas.

Esto quiere decir que una vez que un esquema se construye como una coleccion
coherente de estructuras mentales (acciones, procesos, objetos y otros esquemas) y las
conexiones establecidas entre esas estructuras, puede transformarse en una estructura
estatica (objeto) y/o usarse como una estructura dindmica que se asimila otros Objetos
o Esquemas relacionados.

Un ejemplo de Esquema es aquel que se da para el concepto de conjunto (coleccion de
objetos que satisfacen una condicidon dada). En algebra lineal, se dice que el individuo
puede aplicar el Esquema conjunto a una situaciéon matematica dada, y esto significaria
poder definir conjuntos de Objetos que luego podrian clasificarse como conjuntos de
vectores: tuplas, polinomios, funciones y matrices. Un individuo también puede haber
desarrollado una nocién general de qué es un conjunto y qué no es.

Por lo tanto, los esquemas son estructuras que contienen las descripciones,
organizacion y ejemplos de las estructuras mentales que un individuo ha construido
con respecto a un determinado contenido matematico. Los estudios que se centran en
el desarrollo de esquemas no son muy numerosos y se necesita mas investigacion para
comprender mejor como se desarrollan y se aplican los esquemas.

3.4 Mecanismos Mentales

Stenger et al. (2008) (como se citdé en Arnon et al, 2014, p. 25) describe un
mecanismo mental como un medio por el cual una estructura mental podria
desarrollarse en la mente (s) de un individuo o un grupo de individuos.

El primer mecanismo descrito en la teoria APOE es el de interiorizacion, y Arnon et
al. (2014) mencionan que a medida que las acciones se repiten y se reflexionan, el
individuo pasa de confiar en las sefiales externas a tener control interno sobre ellas.
Esto se caracteriza por la capacidad de imaginar y llevar a cabo los pasos sin
necesariamente tener que realizar cada uno explicitamente y poder omitir los pasos, asi
como revertirlos. La interiorizacion es el mecanismo que hace posible este cambio
mental.

Un ejemplo de la interiorizacion es aquel que se da en la descomposicidon genética para
funcién basado en las ideas de Dubinsky (1991) (como se citd en Arnon et al., 2014),
la cual menciona que la construccion del concepto de funcidon comienza con acciones
en un conjunto. Dado un conjunto de niimeros u otro tipo de elementos, estas acciones
implican tomar un elemento de un conjunto, aplicar explicitamente una regla,
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generalmente una féormula algebraica, y asignar a ese elemento especifico un elemento
unico del segundo conjunto.

A medida que estas acciones se realizan en diferentes conjuntos, digamos pares
ordenados, puntos u objetos no numéricos, el individuo reflexiona sobre ellos y los
percibe como una transformacion dindmica. En este punto, comienza la interiorizacion,
ya que el individuo comienza a ver una funciéon como un tipo de transformacién que
empareja elementos de un conjunto, llamado dominio, con elementos de un segundo
conjunto, llamado rango. Esto significa que el individuo ha construido una estructura
mental que realiza la misma transformacion que la Accidn, pero totalmente en la mente
del individuo.

De aqui podemos decir que la interiorizacion permite pasar al Proceso porque ya hubo
una repeticion de acciones con reflexion.

Luego de este mecanismo, el que permite pasar de Proceso a Objeto es la
encapsulacion, y de acuerdo con Arnon et al. (2014) este ocurre cuando un individuo
aplica una Accién a un Proceso, es decir, ve una estructura dindmica (Proceso) como
una estructura estatica (Objeto), a la cual las Acciones pueden ser aplicadas. Como se
inform6 en varios estudios basados en APOE, el mecanismo de encapsulacion es el
que causa mayor dificultad.

Para el concepto de funcion, Dubinsky et al. (2005) (como se citdé en Arnon et al.,
2014) menciona que la encapsulacion permite aplicar transformaciones de funciones,
como formar un conjunto de funciones, definir operaciones aritméticas en dicho
conjunto, equiparlo con una topologia, etc.

Una vez que un Proceso ha sido encapsulado en un Objeto mental, puede ser
desencapsulado, cuando sea necesario, volver a su proceso subyacente. En otras
palabras, aplicando el mecanismo de desencapsulacién, un individuo puede volver al
Proceso que dio origen al Objeto. Este mecanismo no viene de las ideas de Piaget, sino
de Dubinsky, pues este mecanismo no genera una estructura mental, pero si estd
presente en el razonamiento del estudiante.

Ademas, un proceso también puede ser revertido. Por ejemplo, Dubinsky (1991)
(como se citd en Arnon, et al., 2014) explicd como se puede invertir el proceso funcion
para obtener una funcion inversa:

Al reflexionar sobre la totalidad del proceso de una funcién, uno da sentido
a la nocion de una funcion sobreyectiva. La reflexion sobre el proceso
funcion y la reversion de ese proceso parecen estar involucrados en la idea
de que una funcién sea uno a uno (inyectiva). (p. 115)

Podemos decir que la reversion es el proceso inverso del proceso que ya se construyo,
pues la idea de una funcidn biyectiva es construida mentalmente y da lugar a una
funcion inversa aplicando el mecanismo de reversion.
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Es importante mencionar que la reversion no necesita que el proceso haya sido
encapsulado y ademds este mecanismo es de gran utilidad porque permite ver si un
alumno realmente tiene la concepcion proceso de un concepto.

La coordinacién es el siguiente mecanismo mental, y este es indispensable en la
construccion de algunos objetos. Como se lleva a cabo mentalmente, es ain tema de
investigacion. Se dice que dos objetos pueden ser desencapsulados, sus procesos
coordinados y el proceso coordinado se encapsula en un nuevo objeto.

Un ejemplo de la coordinacion es para la composicion de funciones, segiin Arnon et al.
(2014) para hacer la composicion de dos funciones 'y g para obtener f o g, los dos
objetos funcidon deben ser desencapsulados en los procesos que les dieron origen. Estos
procesos son coordinados aplicando el Proceso de f a los elementos obtenidos de
aplicar el proceso de g. El resultado de este Proceso es entonces encapsulado en un
nuevo objeto f o g.

Arnon et al. (2014) mencionan que se plantea la hipdtesis de que la coordinacion de
dos procesos, digamos PA y PB, puede considerarse como la aplicacion de PA a PB
(figura 3.2). Para que eso sea posible, el alumno primero debe encapsular PB en un
Objeto, OB, para poder aplicarle PA. Una vez que eso sucede, la coordinacion puede
continuar de la siguiente manera: se asimila OB y se le puede aplicar PA, o se
acomoda PA para que el alumno pueda aplicarlo a OB. Una alternativa es que PB se
aplique a PA de manera similar:

Pll PI
Encapsulation J /Opcralion on
o
P,(Op)
/ or\
P, is accommodated

Oy is assimilated into P, .
B ! to adjust to Oy

Coordination of two Processes P4 and Pp

Figura 3.2. Coordinacion de los Procesos PA y PB (Arnon, et al., 2014, p. 24).

Si la coordinacién realmente ocurre de esta manera es el tema de futuros estudios. Lo
que es importante mencionar es que la coordinaciéon permite dos cosas: de procesos
generar nuevos procesos o te ayuda a generar nuevos objetos (de la misma naturaleza).

El ultimo mecanismo es el de tematizacion y es el que permite que se logre la
construccion de un Esquema como un objeto metal. Este mecanismo permite a un
individuo aplicar transformaciones a la estructura de Esquema.
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Piaget hablé sobre la tematizacion en varios de sus libros. Por ejemplo, discutio la
tematizacion cuando hablo de la abstraccion reflexiva y de como "las acciones y las
operaciones se convierten en objetos tematizados del pensamiento" (Piaget 1975/1985,
p. 49, como se citd en Arnon, et al., 2014, p. 128). En su trabajo con Garcia (1983—
1989), introdujo la nocion de tematizacién de un esquema:

En muchos casos, las nociones matematicas abstractas se han utilizado
primero de manera instrumental, sin dar lugar a ninguna reflexion sobre su
significado general o incluso a una conciencia consciente del hecho de que
se estaban utilizando. Tal conciencia se produce solo después de un
proceso que puede ser mas o menos largo, al final del cual la nocién
particular utilizada se convierte en un objeto de reflexion, que luego se
constituye como un concepto fundamental. Este cambio de uso o
aplicacion implicita al uso consecuente, y la conceptualizacion constituye
lo que se conoce bajo el término tematizacion. (p.105)

Segun Piaget y Garcia, el desarrollo de un esquema es un proceso lento en el que el
individuo toma conciencia de sus componentes y sus relaciones. Durante algiin tiempo,
el individuo puede usar un esquema para resolver algunos problemas sin la necesidad
de reflexionar sobre sus componentes y las relaciones entre ellos. Eventualmente, el
individuo puede reflexionar sobre el significado de los componentes y las relaciones
que componen el esquema y puede realizar acciones conscientes sobre ¢él. Cuando esto
sucede, Piaget y Garcia (como se citdé en Arnon, et al.,2014) consideran que el
esquema ha sido tematizado. En este sentido, la tematizacion es el mecanismo por el
cual un esquema se usa conscientemente en la solucion de problemas.

Se menciona que solo hay un estudio dentro de la teoria APOE centrado en la
tematizacion de un esquema (Cooley, et al., 2007, como se citd en Arnon, et al., 2014),
y en ese estudio los estudiantes universitarios que tuvieron éxito en su estudio de
calculo fueron entrevistados para determinar si habian tematizado su Esquema de
grafica en Célculo. Los investigadores examinaron como los estudiantes construyeron
relaciones entre las propiedades de las funciones, como la primera y la segunda
derivada, los limites y la continuidad, y como relacionaron estas propiedades con las
graficas de funciones. El andlisis de los datos se centré en la coordinacion de los
estudiantes de las diferentes propiedades e intervalos para describir posibles
agrupaciones mentales dentro de sus esquemas y determinar su capacidad para acceder
a partes del esquema cuando se les solicitara.

En general, la tematizacion de un Esquema esta indicado por la conciencia individual
del comportamiento global de los problemas relacionados con el Esquema, el uso
flexible de este en diferentes situaciones y la habilidad de realizar acciones conscientes
en ella.

3.5 Relacion de los mecanismos y estructuras mentales
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Cada una de las estructuras que componen la Teoria APOE se construye a través de un
mecanismo mental: una Accion se interioriza en un Proceso mental, un Proceso se
encapsula en un Objeto cognitivo, un Proceso puede revertirse para construir otro
Proceso, dos Procesos pueden coordinarse para formar un nuevo proceso, y un
esquema puede ser tematizado en un objeto cognitivo.

Como la teoria se basa en la premisa de que un individuo puede aprender cualquier
concepto matemadtico siempre que se hayan construido las estructuras previas
necesarias para comprender esos conceptos (Dubinsky, 1991, como se cité en Arnon,
et al., 2014), se requiere hacer énfasis en que las estructuras mentales y los
mecanismos por los cuales se construyen implican un enfoque en espiral donde las
nuevas estructuras se construyen actuando sobre las estructuras existentes. Dubinsky
(1997) (como se citd en Arnon et al., 2014), refiriéndose a las ideas de Piaget, escribid
que:

Los objetos, una vez construidos, pueden transformarse para realizar
acciones de nivel superior y luego procesos, y asi sucesivamente. Esto
puede continuar indefinidamente. Ademads, cualquier accidén, proceso u
objeto puede ser reconstruido, como resultado de experimentar nuevas
situaciones problematicas en un plano superior, interiorizando acciones
mas sofisticadas y encapsulando procesos mas ricos. La construccion de
nivel inferior no se pierde, sino que permanece como parte de la
concepcidn enriquecida. (p. 98)

Entonces se dice que cuando un estudiante pasé por todos los mecanismos y las
estructuras previas, el objeto nuevo es cognitivamente mas complejo, es decir, no es el
mismo objeto con el que iniciaste realizdndole acciones, por esta razon, el esquema de
las estructuras y mecanismos mentales para la construccion de conocimiento
matematico queda en espiral (ver figura 3.3):

coordinacion

reversion

coordinacion
reversion

ORIET(

Figura 3.3. Esquema en espiral de las estructuras y mecanismos mentales
(Montelongo, 2016).
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Es importante mencionar que a pesar de que existen dichas estructuras y mecanismos
mentales, para esta investigacion solo se usaran las estructuras accion, proceso y
esquema, y en cuanto a los mecanismos se usara interiorizacion y encapsulacion.
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Capitulo IV. Metodologia: Ciclo de Investigacion de APOE

Un proyecto de investigacion y/o desarrollo de curriculo basado en la teoria APOE
utiliza su propio ciclo de investigacion, el cual involucra tres componentes: analisis
tedrico, disefio e implementaciéon de instruccidn, y recoleccion y andlisis de datos,
mismas que permitiran alcanzar nuestros objetivos (ver figura 4.1):

Analisis Tedrico

Recoleccién y andlisis de > Disefo e implementaciéon de
datos <

la instruccion

Figura 4.1. Ciclo de investigacion, Arnon, et al., 2014, p. 94.

Arnon et al. (2014) mencionan que no todos los estudios que adoptan APOE como
marco tedrico hacen uso de todos los elementos del paradigma. Dependiendo del
proyecto, las razones pueden ser metodologicas o practicas. En nuestra investigacion
utilizaremos el ciclo de investigacion modificado, el cual consiste en cambiar la
segunda componente del ciclo de investigacion, pues no disefaremos ni
implementaremos una instruccidon, sino que diseflaremos e implementaremos
instrumentos que nos permitan validar o refinar la descomposicion genética preliminar
(ver figura 4.2):

Andlisis Tedrico

\ 4

Recoleccién y analisis de Disefio e implementacion de

datos < instrumentos

Figura 4.2. Ciclo de investigacion modificado, Arnon, et al., 2014, p. 94.

Como se observa en las flechas del ciclo las tres componentes se influyen mutuamente.
A continuacion, se presenta la descripcion de cada fase.
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4.1 Fase 1. Analisis Teorico

Segun este paradigma, la investigacién comienza con un analisis tedrico del concepto
matematico en consideracion, el cual permitird explicar cuestiones cognitivas para la
comprension de este. Esto da lugar a una descomposicion genética preliminar del
concepto.

.Qué es una descomposicion genética?

De acuerdo con Arnon et al. (2014) una descomposicion genética es un modelo
hipotético que describe las estructuras y mecanismos mentales que un estudiante
podria necesitar construir para aprender un concepto matematico especifico. Se dice
que hasta que se pruebe experimentalmente, una descomposiciéon genética es una
hipotesis y se le conoce como descomposicion genética preliminar.

En el contexto de la teoria APOE, el investigador considera un “estudiante genérico”
esto es, un representativo de la clase de estudiantes que estan aprendiendo el concepto
en estudio.

Se menciona en Arnon et al. (2014) que una descomposicién genética tipicamente
comienza o surge como una hip6tesis basada en la experiencia de los investigadores en
el aprendizaje y la enseflanza del concepto, su conocimiento de la teoria APOE, su
conocimiento matematico, investigaciones publicadas previamente sobre el concepto y
el desarrollo historico del concepto. También se dice que se basa en investigaciones
previas sobre el pensamiento de los estudiantes sobre el concepto y/o un analisis de
textos o materiales de instruccion relacionados con el concepto.

Algunas descomposiciones genéticas preliminares se disefian teniendo en cuenta las
descripciones matematicas de un concepto, junto con las experiencias de los
investigadores como aprendices o maestros. Otras son disefiadas a partir de datos de
investigaciones anteriores sobre educacidon matematica, no necesariamente realizados
utilizando la teoria APOE, sobre las dificultades de los estudiantes para aprender un
concepto en particular.

También hay descomposiciones genéticas basadas en datos de observaciones de
estudiantes que estdn aprendiendo un concepto matematico. El analisis de las
observaciones conduce a una descripcion cognitiva del concepto, que puede verificarse
empiricamente.

Otras descomposiciones genéticas pueden basarse en el desarrollo histérico del
concepto. Un estudio del desarrollo histérico de un concepto puede apuntar a
construcciones mentales que los individuos pueden hacer.

28



Los materiales de texto también pueden informar el disefio de una descomposicion
genética preliminar. Especificamente, para un concepto dado, el enfoque didactico
utilizado en el texto puede ayudar a los investigadores a determinar coémo los
estudiantes pueden llegar a comprender el concepto.

Finalmente, Arnon et al. (2014) mencionan que las descomposiciones genéticas
pueden desarrollarse a partir de datos. En este caso, los estudiantes son entrevistados y
la transcripcion de la entrevista se divide en pequefias piezas. Al comparar estas
piezas, es posible encontrar diferencias en el rendimiento de los estudiantes en tareas
especificas. Las diferencias en el rendimiento pueden descubrir casos en los que es
necesario realizar ciertas construcciones mentales. La falta de éxito al completar una
tarea puede indicar que el estudiante no ha realizado las construcciones mentales
necesarias, mientras que el éxito con la tarea puede descubrir evidencia de que esas
construcciones mentales se han realizado. La totalidad de los resultados obtenidos por
este tipo de andlisis conduce a la organizacion de las construcciones mentales que
componen la descomposicion genética.

Es importante mencionar que una descomposicion genética no es Unica, pues Arnon et
al. (2014) mencionan que no proporciona una sola forma en que todos los estudiantes
construyan un concepto matematico especifico, en cambio, sirve como modelo tedrico
que puede ayudar a comprender las construcciones que aparecen en el trabajo de la
mayoria de los estudiantes.

JPara qué sirve la descomposicion genética en la investigacion?

De acuerdo con Arnon et al. (2014) una descomposicion genética actia como una
lente, pues cuando se utiliza, diferentes investigadores pueden analizar los mismos
datos y obtener resultados comparables. Trabajando en equipo, pueden interpretar sus
resultados en términos del modelo. Sin un modelo, podrian tener dificultades para
acordar o negociar sus interpretaciones. Por lo tanto, el andlisis de los datos se vuelve
mas confiable cuando se basa en un modelo tedrico como la descomposicion genética.

4.2 Fase II. Disefio e implementacion de instrumentos

En el disefio e implementacion de la ensefianza (segunda componente del ciclo no
modificado) se disefian y aplican estrategias pedagogicas especificas, con el propdsito
de ayudar a los estudiantes a desarrollar las construcciones mentales propuestas en el
andlisis teorico. La implementacion generalmente se lleva a cabo utilizando el Ciclo de
Ensefianza ACE, un enfoque instructivo que apoya el desarrollo de las construcciones
mentales requeridas por la descomposicion genética (Arnon, et al., 2014).

En cambio, en el disefio e implementacion de instrumentos, se disefian y aplican
instrumentos con cierta intencionalidad. En esta fase se puede aplicar cuestionarios
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escritos, entrevistas semiestructuradas (grabadas en audio y/o video), examenes y/o
juegos de computadora (dependiendo de los objetivos del estudio) de los cuales se
obtiene informacion con cierta intencionalidad. En este trabajo haremos uso de una
entrevista semiestructurada y de un examen diagnostico (cuestionario escrito), la
intencionalidad de estos se describe a continuacion.

Preguntas escritas:

Las preguntas escritas se pueden administrar a grandes grupos de estudiantes durante
un examen o en forma de cuestionario. Proporcionan informacion basica sobre el
rendimiento matematico de los estudiantes.

En la investigacion basada en APOE, las preguntas escritas estan cuidadosamente
disefiadas para ayudar a reunir evidencia de la presencia de las construcciones
mentales predichas por la descomposicion genética preliminar y para sugerir
modificaciones de las estrategias pedagbgicas y/o la descomposicién genética cuando
estas construcciones no estan presentes. También permite a los investigadores enfocar
su atencion en los aspectos de la construccion de conocimiento que ellos estan
estudiando (Arnon, et al., 2014).

Entrevistas semiestructuradas:

Arnon et al. (2014) mencionan que las entrevistas son el medio més importante por el
cual se recopilan datos en las investigaciones basadas en APOE. El objetivo principal
es determinar si los estudiantes han realizado las construcciones mentales establecidas
por la descomposicion genética utilizada en un estudio en particular.

La seleccion de a quiénes se les hace la entrevista puede hacerse en funcioén de sus
respuestas a un cuestionario escrito o un examen administrado previamente,
comentarios del instructor o una combinaciéon de estos criterios, en este caso del
examen diagnostico. De acuerdo con Arnon et al. (2014) la idea es acceder a datos que
muestren un rango de rendimiento matemadtico en diferentes tareas matematicas para
comparar el pensamiento de los estudiantes que tuvieron dificultades con el
pensamiento de los estudiantes que tuvieron éxito. Estas diferencias permiten a los
investigadores determinar si las construcciones mentales solicitadas por el analisis
teodrico explican las diferencias en el rendimiento o si se requieren otras construcciones
mentales no explicadas por el andlisis teorico.

En las entrevistas semiestructuradas, el entrevistador sigue un esquema preparado de
preguntas que previamente se disefian de acuerdo a la descomposicion genética, todo
esto con la intencién de determinar si los estudiantes realizaron las construcciones
mentales propuestas en el analisis tedrico y encontrar evidencia de ello.

Dependiendo de las respuestas, el entrevistador puede hacer preguntas de seguimiento.
El entrevistador hace este tipo de preguntas para buscar aclaraciones o para examinar
mas profundamente el pensamiento del estudiante. Si estas preguntas no logran
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obtener suficientes respuestas, el entrevistador puede tomar una ruta mas didéctica y
dar una pista para ver, con un poco de insinuacion, donde estd el estudiante en
términos de su progreso en hacer una construccion mental particular (Arnon, et al.,
2014).

Una vez que se implementan los instrumentos, los datos se organizan. En el caso de
entrevistas, se transcriben las grabaciones de audio y/o video anotando inclusive los
sonidos que hayan manifestado lo estudiantes al momento de la entrevista. Después de
organizar la informacion cada miembro del equipo de investigacion analiza las
transcripciones por separado para luego discutir su analisis (si es necesario se negocian
las diferencias de interpretacion) y llegar a un consenso. Arnon et al. (2014) afirman
que esta es una forma de triangulacion que ha demostrado ser efectiva en la
investigacion basada en APOE y es una de las principales razones por las cuales la
mayoria de los articulos publicados que usan este paradigma tienen multiples autores.

4.3 Fase I11. Recopilacion y analisis de datos

La fase de recopilacion y andlisis de datos es crucial para la investigacion basada en
APOE, ya que, sin evidencia empirica, una descomposicion genética sigue siendo
simplemente una hipdtesis (Arnon, et al., 2014).

El proposito del anélisis de datos es responder dos preguntas:

(1) ;Los estudiantes parecen hacer las construcciones mentales descritas por la
descomposicion genética?

(2) (Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto en cuestion?

Si la respuesta a la primera pregunta es negativa, la instruccion se reconsidera y revisa.
Si la respuesta a la primera pregunta es positiva y la respuesta a la segunda pregunta es
negativa, el analisis tedrico es reconsiderado y revisado. En cualquier caso, el ciclo se
repite hasta que estas preguntas sean respondidas positivamente y el instructor /
investigador esté satisfecho de que los estudiantes hayan aprendido los conceptos
matematicos suficientemente bien. En otras palabras, el ciclo continia hasta que la
evidencia empirica y el andlisis tedrico apuntan hacia las mismas construcciones
mentales (Arnon, et al., 2014).

Como en esta investigacion utilizaremos el ciclo modificado, se puede ver que no
corresponde contestar a la segunda pregunta, especificamente, analizaremos si las
estructuras mentales que construyeron los estudiantes en la implementacion de
instrumentos coinciden con las propuestas en el analisis tedrico, si coinciden, se valida
la descomposicidon genética, sino, se refina, ya que de acuerdo con Arnon et al. (2014)
cuando esto sucede la descomposicion genética necesita ser refinada para reflejar lo
que se ha encontrado empiricamente.
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Capitulo V. Desarrollo de 1a Metodologia

De acuerdo con la teoria APOE vy el objetivo que nos hemos planteado los resultados
que se obtendran seran de corte cualitativo. A continuacion, se presenta una seccion de
marco contextual y lo que se desarroll6 en cada fase para la investigacion.

5.1 Marco contextual

5.1.1 Transversalidad del concepto de imagen de una funcion en la Unidad
Académica de Matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas.

Como este estudio se centrard en el concepto de imagen de una funcion, a
continuacion, mostraremos su transversalidad en el mapa curricular de la carrera de
Licenciado en Matematicas en la Unidad Académica de Matematicas (UAM) de la
Universidad Autonoma de Zacatecas.

En el curriculum de la licenciatura en matematicas de la UAM el concepto de imagen
de una funcion estd presente en diferentes Unidades Didacticas que son de suma
importancia en la formacién de un licenciado en matematicas, por ejemplo, en las
asignaturas de Pre-calculo, Algebra Lineal II y Anélisis Matematico I (por mencionar
algunas). A continuacion, se presenta la Unidad de Competencia de los planes
analiticos de las Unidades Didacticas donde se puede observar que el concepto de
imagen de una funcidn estd presente y es indispensable su comprension para poder
construir conceptos mas abstractos como el de funcién inyectiva, sobreyectiva o
funciones inversas.

Los planes analiticos se presentan por competencias, por ejemplo, en la clase de
Precélculo seriada con célculo diferencial impartida en el primer semestre de la
licenciatura, el tema de imagen de una funcion se ve en la unidad 4 (ver figura 5.1.1):
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UNIDAD DE COMPETENCIA 4

SEMESTRE QUE SE LLEVA LA

TOTAL DE HORAS DEL

UNIDAD DE COMPETENCIA

AID ATS ATI

independiente).

Expresar las relaciones funcionales entre dos conjuntos, en sus diferentes representaciones: tabular, analitica,
grafica y verbal; para reconocer el cambio de una magnitud (variable dependiente) respecto de otra (variable

Desempefios

Saberes Tedricos/Declarativos

Saberes Procedimentales

Competencias Genéricas

Determinar dominio e imagen de las
funciones elementales: constante, lineal,
cuadrdtica, exponencial, radicales, valor

absoluto, logaritmo, seno y coseno; y aquellas
definidas a trozos a partir de éstas.

Funciones como relaciones
especiales entre conjuntos

Funciones en los diferentes
registros: tabular, analitico, grafico
y verbal

Dominio, imagen y pre-imagen
como un conjunto de valores
Reales

Interpretacion de un conjunto de
coordenadas que componen a
una funcion en los diferentes
registros (numérico, algebraico
y grafico).

Representar las funciones elementales en los
diferentes registros (evaluar expresiones
algebraicas, construir tabulaciones, graficar
parejas ordenadas), primero a lapiz y después
con el apoyo de software de graficacion.

Funciones elementales (lineal,
cuadrdtica, exponencial, radicales,
valor absoluto, logaritmo,
trigonométricas, funciones a
trozos.

Igualdad, identidad, e inversa de
funciones

Identificar las graficas,
expresiones algebraicas o
verbales que representan a las
funciones elementales.

Manejar la calculadora o
software grafico

Capacidad critica y autocritica

Compromiso con la calidad

Funciones acotadas y no acotadas.

Figura 5.1.1. Unidad de Competencia 4 del Plan Analitico de Pre-célculo

Como podemos observar, en la unidad Didactica se considera el manejo de distintos
registros de representacion en el sentido de Duval (1998) (como se citdé en Oviedo et
al.,, 2012) y ademads se trabaja la imagen para ciertos tipos de funciones, como la
funcion constante, lineal, cuadratica, entre otras.

En la materia de Algebra Abstracta I, en la unidad de competencia 3 se encuentra el
tema de grupo cociente (ver figura 5.1.2):

UNIDAD

DE COMPETENCIA 3

TOTAL DE HORAS QUE SE
LLEVA LA UNIDAD DE
COMPETENCIA AL SEMESTRE

T/SD T. Indep.

Construir grupos cociente a partir de otros
transferencias estructurales posibles

grupos analizados previamente para identificar las

15 8

DESEMPENOS

Saberes
Teéricos/Declarativos

Saberes
Procedimentales

Competencias genéricas

1. Construir grupos cociente a partir de los
grupos conocidos hasta el momento

Clases laterales
Subgrupos normales
Grupos cocientes

2. Identificar propiedades del
origen que si se “transfieren”

grupo de
y “no se

transfieren” al grupo cociente construido

¢ Propiedades de los grupos
cocientes

Teorema de Cauchy
Teorema fundamental de

homomorfismo

forma auténoma.

5. Responsabilidad social
compromiso ciudadano.

20. Compromiso con la
preservacion del medio
ambiente.

24. Habilidad para trabajar en

Y

ESTRATEGIA

TACTICAS DE ENSENANZA

EXPERIENCIAS DE APRENDIZAJE

* Exposicion en pizarrén
Practica de resolucién de

problemas en clase

TRABAJO PRESENCIAL Y/O

SUPERVISADO

TRABAJO AUTONOMO

Identificacion de
transferibles
Demostracion de propiedades

propiedades

Elaboraciéon y fundamentacion de argumentaciones
légico algebraicas

Figura 5.1.2. Unidad de Competencia 3 del Plan Analitico de Algebra Abstracta
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Dentro de esta unidad, como parte de los saberes tedricos, se encuentra el llamado
“Teorema Fundamental de homomorfismo” el cual Fraleigh (1987) lo presenta de la
siguiente manera:

Para un homomorfismo ¢: G — G, el kernel K = {e’}¢ " es un subgrupo normal de
G. Estamos ahora en condicion de probar el teorema principal:

(Teorema fundamental del homomorfismo) Sea ¢ un homomorfismo de un grupo G
en un grupo G', con kernel K. Entonces, Gges un grupo y existe un isomorfismo
canonico natural de G ¢ con G/K.

Dada la definicion, para este tema tan importante es necesario que el alumno tenga
bien comprendido el concepto de imagen de una funcion (homomorfismo), de lo
contrario presentara dificultades para resolver problemas que involucren este tema.

En la materia de Algebra Lineal 2, en la unidad de competencia 1 se encuentra en el
desempefio 1 determinar si una funcion dada entre espacios vectoriales es 0 no una
transformacion lineal si es inyectiva y/o sobreyectiva e invertible o no (figura 5.1.3):

TOTAL DE HORAS DEL
SEMESTRE QUE SE LLEVA
LA UNIDAD DE
COMPETENCIA

Analizar las propiedades de las funciones entre espacios vectoriales para identificar y manipular las transformaciones| AID ATS ATI
lineales, asi como demostrar que estas, considerandolas entre dos espacios vectoriales fijos de dimension finita, 20 0 10
forman un espacio vectorial isomorfo a un espacio vectorial de matrices.

UNIDAD DE COMPETENCIA 1

di +

Saberes Proc ale: C ias

Genéricas

Desempeiios Saberes Teéricos/Declarativos

. Determinar si una funcion dada entre espacios
vectoriales es o no una transformacion lineal, si
es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

« Definicién y propiedades de las
transformaciones lineales.

« Nucleo, imagen, nulidad y
rango.

 Isomorfismos.

* Teorema de la dimension.

Calculo del ntcleo,
Imagen, nulidad y
rango de una
transformacion lineal.

. Representar una transformacion lineal entre
espacios vectoriales de dimension finita por
medio de su matriz asociada y demostrar que
el conjunto de todas las transformaciones
lineales entre dos espacios vectoriales fijos de
dimensién finita tienen estructura de espacio
vectorial que es isomorfo a un espacio vectorial
de matrices.

* Transformaciones lineales entre
K"y K™,

e Estructura de espacio vectorial
en el conjunto de las
Transformaciones lineales.

« Representacion matricial de una
transformacion lineal.

« Invertibilidad e isomorfismo.

Calculo del vector de
coordenadas de un
vector respecto a una
base ordenada.

Calculo la matriz de
cambio de base.

Calculo la  matriz
asociada a una
transformacion lineal.

. Demostrar y aplicar los teoremas de
isomorfismos entre espacios vectoriales.

* Teoremas de isomorfismos.
* Espacio cociente.
 Funcionales lineales.

20. Compromiso con la
preservacion del medio
ambiente.

24. Habilidad para
trabajar en forma
auténoma.

5. Responsabilidad social
y compromiso
ciudadano.

Figura 5.1.3. Unidad de Competencia 1 del Plan Analitico de Algebra Lineal 2

Como podemos observar, dentro de los saberes tedricos se encuentra el concepto de
imagen, asi como la invertibilidad, conceptos que claramente involucran la
comprension del concepto de imagen de una funcion.

5.2 Elementos para el analisis teorico

El analisis teérico, componente del ciclo de investigacion de la teoria APOE, es la base
que fundamenta los resultados que se logran en la aplicacion total del ciclo. Toma en
cuenta el analisis de libros de texto, la experiencia de los investigadores y los
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resultados de estudios previos, entre otros aspectos que pueden contribuir al disefio de
un camino viable en la construccion de un concepto determinado, es decir, da lugar a
una descomposicion genética preliminar del concepto (Roa-Fuentes y Oktag, 2010).

En esta investigacion se tomara en cuenta para nuestro analisis teorico la revision de
libros de texto que se utilizan a lo largo de la licenciatura en matematicas de la
Universidad Auténoma de Zacatecas y los resultados de estudios previos que dan
cuenta de las estructuras previas que se requieren para abordar el concepto en estudio,
asi como las dificultades que presentan los estudiantes con el concepto.

Hasta el momento, no hemos encontrado alguna descomposicién genética del concepto
que pueda darnos cuenta de qué estructuras podria desarrollar el estudiante, sin
embargo, vamos a considerar otras descomposiciones genéticas que se relacionan con
el concepto de imagen de una funcidn, las cuales nos ayudaran a determinar las
estructuras previas que necesita el estudiante para la construccion del nuevo concepto.

5.2.1 Revision de libros de Calculo

El mapa curricular vigente de la licenciatura en matematicas de la Unidad Académica
de Matematicas (UAM) dependiente de la Universidad Autonoma de Zacatecas (UAZ)
llamado “Plan de Estudios E” toma como referencia las competencias del Tuning,
formando con ellas, de acuerdo a las caracteristicas propias de la Unidad Académica
de Matematicas, una arquitectura de competencias que refleja los intereses y
particularidades de todas las areas.

Con base en este mapa curricular se hizo una revision de las Unidades Didacticas en
las cuales la imagen de una funcidon se encuentra presente o es necesario para la
comprension de otros conceptos mas avanzados. Esto nos ayudard a determinar
posteriormente qué estructuras previas necesita el estudiante para construir el concepto
en estudio.

El siguiente analisis se hizo por libro, los cuales fueron tomados de la bibliografia que
consideran las Unidades Didacticas del Plan de Estudios E de la Licenciatura en
Matematica de la UAM-UAZ. Enfocandonos en la manera como es abordado la
imagen de una funcion desde su aspecto didactico.

Purcell, Varberg y Rigdon (2007) es uno de los principales libros considerados en la
Unidad Didéactica llamada Pre-Calculo de primer semestre, y en este se menciona que
el objetivo sigue siendo la comprension de los conceptos de calculo, que aunque
algunos ven al énfasis en la presentacion clara y rigurosa como una distraccion para la
comprension del calculo, los autores consideran que ambas son complementarias y que
es mas probable que los estudiantes comprendan los conceptos si los términos se
definen con nitidez y los teoremas se enuncian y demuestran claramente.

Los autores presentan la definicion de funcion (en la cual se incluye la de imagen de
una funcion) de la siguiente manera (ver figura 5.2.1.1):
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Definicion

Una funcién f es una regla de correspondencia que asocia a cada objeto x en un conjun-
to —denominado dominio— un solo valor f(x) de un segundo conjunto. El conjunto
de todos los valores asi obtenidos se denomina rango de la funcién. (Véase la figura 1).

Figura 5.2.1.1. Definicion de funcion (Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, p.29).

Es importante hacer notar que este autor llama rango a lo que nosotros consideramos
como imagen de una funcion. Como se puede observar, la definiciéon de imagen forma
parte de la definiciéon de funcidon, como uno de los elementos que la constituyen.
Después de esta definicion se presenta a tipo de comentario lo presentado en la figura
5.2.1.2, donde al parecer el autor intenta resaltar los elementos que componen la
definicion a través de un ejemplo de una funcion expresada algebraicamente,
considerando que los elementos dominio y rango son necesarios para especificar a la
funcion:

Dominio y rango Para especificar por completo una funcién, debemos estable-
cer, ademads de la regla de correspondencia, el dominio de la funcion. Por ejemplo, si F
es la funcion definida por F(x) =x*>+ 1 con dominio {—1,0,1,2, 3} (véase la figura 4),
entonces el rango es {1,2,5,10}. La regla de correspondencia, junto con el dominio, de-
termina el rango.

Figura 5.2.1.2. Dominio y rango de una funcién (Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, p.
30).

Luego de estas definiciones el autor presenta 3 imdagenes visuales con las que
considera que ayudan al lector a comprender el concepto de funciéon y con las cuales
intenta representar al concepto matematico abstracto de funcion (ver figura 5.2.1.3):

Una funcion

Dominio Rango f(v) Rango

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 5.2.1.3. Diferentes representaciones para una funcion (Purcell, Varberg y
Rigdon, 2007, p. 29).

Como podemos ver, en la primera figura el autor utiliza dos dvalos para representar a
los conjuntos dominio y rango, los elementos de los conjuntos son los puntos que
aparecen dentro de cada uno de los o6valos y las flechas indican la regla de
correspondencia. La segunda figura presenta un tipo de “maquina” para explicar el
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concepto de funcion indicando que esta recibe un valor y como resultado obtiene otro
valor que es el resultado de aplicar la regla de correspondencia, desde esta
interpretacion podemos ver que el autor pretende que con esta figura se entienda a la
funcién en una etapa de proceso hablando en términos Breidenbach, Dubinsky, Hawks
& Nichols (1992) sin pasar antes por la etapa de accion, ya que de acuerdo con Arnon
et al. (2014) la construccion del concepto de funcidn comienza con acciones en un
conjunto dado de nimeros u otro tipo de elementos, éstas acciones involucran tomar
un elemento de dicho conjunto y explicitamente aplicarle una regla (tipicamente una
formula algebraica), a diferencia del proceso, en el que se puede pensar a la funciéon en
términos de aceptar entradas, manipularlas de alguna manera y producir salidas sin la
necesidad de hacer calculos explicitos.

Por ultimo, en la tercera figura presenta algun tipo de grafico en donde se muestra un
caso particular de funcién: f(x) = x?, considerando como dominio y rango lo que
pareciera la linea recta pero solo resaltando valores enteros y utilizando las flechas
como la regla de correspondencia.

Después de esto, el autor define algunos otros conceptos como dominio natural,
variable independiente y variable dependiente para de ahi comenzar con ejemplos
como los presentados en la figura 5.2.1.4:

‘ | EJEMPLO 3 Denétese con V(x,d) el volumen de una varilla cilindrica de longi-
| 0 tud x y diametro d. (Véase la figura 5.) Determine
f | X | (a) una férmula para V(x, d)
(b) el dominio y rango de V
(c) V(4,0.1)
SOLUCION
) d\? mxd?
Calculadora graficadora @) V(x.d) = x 77(2) - 4
Recuerde, utilice su calculadora (b) Puesto que la longitud y el didmetro de la varilla deben ser positivos, el dominio es
graficadora para reproducir las figuras ¢l conjunto de pares ordenados (x, d) donde x > 0 y d > 0. Cualquier volumen po-
en este libro. Experimente con dife- sitivo es posible, de modo que el rango es (0, 00).
rentes ventanas hasta que se convenza
.dc que comprende lnd«.)s los aspectos ) m-4-012
importantes de la grifica. (c) V(4,0.1) = a2 = 0017

Figura 5.2.1.4. Ejercicio de funcion (Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, p. 30).

En la figura 5.2.1.4 se puede observar que se privilegia el registro de representacion
algebraico en el sentido de Duval (1998) (como se cit6é en Oviedo et al., 2012) tanto en
la explicacién como en los tipos de ejercicios que presenta el libro (ver figura 5.2.1.5):
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40. Sea A(c) el drea de la region acotada por arriba por la rec-
ta y =x+ 1,del lado izquierdo por el eje y, por abajo por el eje x y por
la derecha por la recta x = . Tal funcién se conoce como funcién de
acumulacion. (Véase la figura 13.) Determine
(a) A(1) (b) A(2)

(c) A(U) (d) A(L')
(e) Esboce la grafica de A(c).

(f) ¢Cuales son el dominio y el rango de A?

-

I

Figura 13

46. Siga las instrucciones del problema 45 para f(x) = (sen’x — 3
tan x)/cos x.

47. Trace la grifica de f(x) =x° — 52 + x + 8 en el dominio [-2,5].
(a) Determine el rango de f.
(b) En este dominio, ;dénde f(x) = 0?

49. Grafique f(x) = (3x — 4)/(x>+ x — 6) en el dominio [—6. 6].
(a) Determine las intersecciones con el eje x y con el eje y.
(b) Determine el rango de f para el dominio dado.
(c) Determine las asintotas verticales de la grafica.
Figura 5.2.1.5. Ejercicios propuestos para el tema de funcion (Purcell, Varberg y
Rigdon, 2007, p. 34).

Como menciona Martinez-Planell & Trigueros (2009) para los estudiantes es dificil
calcular el rango cuando el problema se presenta en el registro tabular, algebraico y
grafico, y dado que se privilegia mas el registro algebraico, deberia considerarse el
tomar en cuenta otros registros para que de alguna manera una combinacion de éstos
permita una mejor comprension.

Es importante mencionar que, ademés de que se privilegia uno de los registros de
representacion, el tipo de problemas que se deja como ejercicio al lector nos conducen
solo a lo mecénico, ya que proporcionan la funcién y el estudiante tiene que
determinar el rango sin pasar por acciones y procesos que le permitan llegar a
calcularlo. Por esta razén podemos decir que, en términos de la teoria APOE, los
ejercicios solo ayudan al estudiante a desarrollar cuando mucho una concepcion accion
del concepto imagen de una funcién y realmente no se propicia una reflexion que
permita interiorizar las acciones en un proceso y encapsular este en un objeto.

Para este tema y en este libro los conceptos previos al tema son: los nimeros reales,
desigualdades y valor absoluto, sistema de coordenadas y grafica de funciones.

38



Por otro lado, en la Unidad Didactica de Analisis Matematico I uno de los libros que se
utiliza es el Apostol (2001). En este se menciona que cada nuevo concepto importante
viene precedido de una introduccion historica, que describe su desarrollo desde una
primera nocién fisica intuitiva hasta su formulacidon matemadtica precisa, asi, el
estudiante descubre en parte los esfuerzos del pasado, los triunfos de los hombres que
mas han contribuido al tema, se convierte en participante activo en la evolucion de las
ideas y no queda como mero observador pasivo de los resultados.

Ademas, se menciona que es posible combinar un desarrollo tedrico riguroso con una
sana formacion técnica dentro del calculo, y este libro representa un intento de
establecer un sensible equilibrio entre las dos tendencias.

En este libro, en la seccion “Funciones: Ideas generales y ejemplos” se presenta un
panorama sobre lo que es una funcion, y dentro de ésta, se presenta una primera
definicién de imagen de una funcion (ver figura 5.2.1.6):

La palabra «funcién» fue introducida en Mateméticas por Leibniz, que uti-
lizaba este término para designar cierto tipo de férmulas matemdticas. Mas
tarde se vio que la idea de funcién de Leibniz tenia un alcance muy reducido,
y posteriormente el significado de la palabra funcién fue experimentando gene-
ralizaciones progresivas. Actualmente, la definicion de funcién es esencialmente
la siguiente: Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y,
una funcién es una ley que asocia a cada objeto de X uno y s6lo un objeto en Y.
El conjunto X se denomina el dominio de la funcién. Los objetos de Y, aso-
ciados con los objetos en X forman otro conjunto denominado el recorrido de la
funcién. (Este puede ser todo el conjunto Y, pero no es necesario.)

Figura 5.2.1.6. Definicion de funcidon (Apostol, 2001, p. 62).

La representacion de una funcion la hace de la siguiente manera (figura 5.2.1.7):

X

|

Rl

}

@ (b S(x)

Figura 5.2.1.7. Representacion esquematica del concepto de funcion (Apostol, 2001,
p. 63).

Como podemos observar en la figura 7, este autor utiliza lo que llama “representacion
esquematica” para ayudar al estudiante a visualizar la funcion. En la imagen (a)
considera dos “manchas” completamente irregulares como los conjuntos, llamados X e
Y, puntos sobre ellas para denotar los elementos de los conjuntos y una flecha para la
regla de correspondencia, pero realmente la idea de funcion podria resultar confusa a
los estudiantes, pues solo hace una conexion de un elemento en el conjunto X con el
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conjunto Y, lo cual podria causar malas interpretaciones por parte de los alumnos. La
figura (b) es exactamente la misma que vimos en Purcell, Varberg y Rigdon (2007) y
esto es muy interesante, ya que nos muestra la idea de funcién que se pretende los
alumnos entiendan desde un inicio y que Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols
(1992) consideran en una etapa de proceso.

Luego de esto el autor menciona algunos ejemplos de funciones para después, en el
apartado 1.3 llamado “Funciones. Definicion formal como conjunto de pares
ordenados”, dar la definicion formal de funcidn, en donde no s6lo define lo que es un
par ordenado, sino también cuando dos pares ordenados son iguales como se muestra
en la figura 5.2.1.8:
En la definicién de igualdad de conjuntos, no se menciona el orden en el
que aparecen los elementos. Asi que, los conjuntos {2, 5} y {5, 2} son iguales
porque constan exactamente de los mismos elementos. En ciertas ocasiones el
orden es importante. Por ejemplo, en Geometria analitica plana las coordenadas
(x, y) de un punto representan un par ordenado de nimeros. El punto de coorde-
nadas (2, 5) no es el mismo que el de coordenadas (5, 2), si bien los conjuntos
{2, 5} y {5, 2} son iguales. Del mismo modo, si tenemos un par de objetos a y b
(no necesariamente distintos) y deseamos distinguir uno de los objetos, por
ejemplo a, como el primer elemento y el otro, b, como el segundo, encerramos los
objetos en un paréntesis (a, b). Lo consideramos como un par ordenado. Decimos

que dos pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si y sélo si sus primeros elemen-
tos son iguales y sus segundos elementos son iguales. Esto es, se tiene

(a,b) =(c,d) siysblosi a=cyb=d.

Figura 5.2.1.8. Definicion de par ordenado (Apostol, 2001, p. 65).

Ambas definiciones son necesarias, pues enseguida define funcién en términos de este
concepto como se muestra en la figura 5.2.1.9:

Vamos ahora a establecer la definicién de funcién.

DEFINICION DE FUNCION. Una funcién f es un conjunto de pares ordenados
(x,y) ninguno de los cuales tiene el mismo primer elemento.

Si f es una funcidn, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como
primeros elementos de pares (x,y) de f se llama el dominio de f. El conjunto de
los segundos elementos y se denomina recorrido de f, o conjunto de valores de f.

Figura 5.2.1.9. Definicion de funcidon con par ordenado (Apostol, 2001, p. 65).

Es importante mencionar que para el autor la imagen de la funcion es llamado
recorrido o conjunto de valores. Luego de haber definido lo que es una funcion da
ejemplos en donde dice cudl es el correspondiente recorrido de éstas y define cudndo
dos funciones son iguales, pero luego de esto, dentro de los ejercicios propuestos, el
autor en ninguno pide al menos determinar el recorrido de alguna funcion, parece ser
que no le da importancia o da por sentado que queda totalmente claro.
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Podemos decir que este autor no propicia que el alumno desarrolle al menos una
concepcidon accion del concepto, pues pretende que los estudiantes adquieran de
manera directa una concepcion proceso de funcidon. Como conocimientos previos el
autor presenta: Conjunto, pares ordenados e igualdad de pares ordenados.

Otro de los libros que se utiliza en la Unidad Didéctica de Precalculo es el libro
Stewart (2001) “Célculo de una variable. Trascendentes tempranas”, en este libro
menciona el autor que ha tratado de escribir un libro que ayude a estudiantes a
descubrir el calculo, por su poder préctico y sorprendente belleza. Su meta es expresar
al estudiante un sentido de la utilidad del célculo y desarrollar competencia técnica en
¢l, pero también se esfuerza en dar alguna apreciacion de la belleza intrinseca de esta
materia.

También se menciona que su énfasis estd en que se entiendan los conceptos. Para ello,
ha tratado de poner en prictica esa meta a través de la Regla de Tres: “Los temas
deben presentarse de manera geométrica, numérica y algebraica”, pues la
visualizacion, la experimentaciéon numérica y grafica, y otros métodos, han cambiado
de modo fundamental la forma en que se ensefia el razonamiento conceptual.

En este libro se da la siguiente definicion de funcion (ver figura 5.2.1.10):

En cada uno de estos ejemplos se describe una regla por la cual, dado un nimero (7, 7, w
o 1), se asigna otro nimero (A, P, C o a). En cada caso, el segundo nimero es funcién del
primero.

Una funcién fes una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto D exacta-
mente un elemento, llamado f(x), de un conjunto E.

A menudo, se consideran funciones para las cuales los conjuntos D y E son conjuntos de
nimeros reales. El conjunto D se llama dominio de la funcion. El nimero f(x) es el valor
de fen x y se lee “fde x”. El rango de fes el conjunto de todos los valores posibles de
f(x), conforme x varia en todo el dominio. Un simbolo que representa un nimero arbitrario
en el dominio de una funcién f'se llama variable independiente. Un simbolo que representa
un nimero en el rango de f se llama variable dependiente. En el ejemplo A, r es la variable
independiente y A es la dependiente.

Figura 5.2.1.10. Definicion de funcion (Stewart, 2001, p. 11).

Como podemos observar, el autor le llama a la imagen “rango” y resalta en color rojo
la definicion de funcidn, haciendo parecer que la definicion de rango no es algo
importante o no causara problema a los estudiantes.

Es importante resaltar que también en este libro usan la imagen de la méquina para
referirse a la definicion de funcion (ver figura 5.2.1.11) y dentro de ésta definen el
rango, cabe mencionar que a diferencia de los otros autores de libros, aqui si se explica
cada uno de los elementos de la figura, y hace explicito que una funcién es como una
maquina, donde se recibe una entrada que llama x y produce una salida f(x) de
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acuerdo a la ley que define a la funcidn, esta imagen va mas acorde con la primera
definicién que considero de funcién y no a la de par ordenado, se puede pensar en que
dar dos definiciones de funcion podrian en un inicio confundir al estudiante a menos
que se estableciera la equivalencia entre ambas, es decir, que los estudiantes pudieran
abstraer que se trata de la misma definicion aunque en principio parecieran diferente.
Esto es algo que los libros de texto no explican al lector.

Resulta (til concebir una funcién como una maquina (véase la figura 2). Si x estd en el

N —— f = flx L " s p .

(entrada) (salidy  dominio de la funcién f, entonces cuando x entra en la mquina, se acepta como una en-
trada y la mquina produce una salida flx) de acuerdo con la regla de la funcién. De este

HOURA 2 modo, puede concebir el dominio como el conjunto de todas las entradas posibles y el

rango como el conjunto de todas las salidas posibles.
Las funciones preprogramadas de una calculadora son buenos ejemplos de una funcién co-

a malaniann Dav atamaala Lo tanla da wade anadeada an cnanlanladoca aanlanda vaa da acas

Diagrama de una mdquina para
una funcion f

Figura 5.2.1.11. Concepcion de funciéon como una maquina (Stewart, 2001, p. 12).

El tipo de ejercicios que el autor presenta son como los siguientes (ver figura 5.2.1.12):

2.| Se proporcionan las grificas de fy g.
II EJERC'C'OS (a) D¢ los valores de f(—4) y g(3).

e (b) ;Para cuailes valores de x se tiene f(x) g(x)?

. P . .. . (c) Estime la solucion de la ecuacion f(x) = —1.
1. Sedala grifica de una funcion f. (d) (En qué intervalo f es decreciente?
(a) Establezca el valor de f(—1). (e) Dé el dominio y el FERgo de f.
(f) Dé el dominio y el rango de g.

(b) Estime el valor de f(2).

(c) ¢Para cudles valores de x se tiene f(x) = 2?

(d) Estime los valores de x tales que f(x) = 0. P

(e) Establezca el dominio y el rango de f. 2

(f) (En qué intervalo es f creciente?

Figura 5.2.1.12. Ejercicios para el tema de imagen de una funcién (Stewart, 2001, p.
20).

Como podemos observar los ejercicios se quedan a un nivel de accidén y no permiten
que exista reflexion, ademas, se presentan en el registro verbal y algebraico los cuales
es necesario tomar en cuenta, ya que de acuerdo a Martinez-Planell & Trigueros
(2009) el registro de representacion en el que se presenta a los estudiantes el problema
de obtencion de la imagen de una funcion determina la dificultad que les causara.

Como conceptos previos estan: conjunto, regla de correspondencia, par ordenado.

En general, podemos decir que la imagen de la maquina aparece en los 3 libros
analizados y parece ser que los autores dan por sentado que esta figura le sera de ayuda
al estudiante para comprender el concepto de imagen. Otro aspecto es que hay
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demasiados nombres para la imagen de una funcidon: imagen, rango, recorrido y
conjunto de valores, lo cual puede confundir al estudiante.

Se observé que se propician mas los registros de representacion algebraico y grafico y
que los libros comparten la misma estructura en la presentacion del tema, pues
explican la definicion o teorema, luego ejemplos y ejercicios, asi que podemos decir
que siguen la forma tradicional de ensefianza. Ademads, aunque la definicion es muy
general, se usa para funciones reales.

Otro aspecto es que definen el concepto de imagen después del concepto de funcion y
no parecen marcarlo como algo importante, esto también puede hacerle parecer al
estudiante que no es una definicion a considerar, cuando en realidad la comprension de
este concepto es fundamental para comprender conceptos posteriores.

También es importante mencionar que los autores presentan la definicién de funcion
como una regla de correspondencia y esta definicidon es ambigua en términos de qué es
una regla de correspondencia. A su vez, los ejercicios que proponen se quedan en un
nivel de accion ya que no propician la reflexion, es decir, pretenden que el alumno
aprenda el concepto como proceso sin reflexionar.

Después de hacer el andlisis de como presentan el tema algunos de los libros que se
utilizan en la licenciatura en matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas,
se decidio que la definicion a usar para referirnos a la imagen de una funcién sera la de
Stewart (2001), por la manera en la que define que “el rango es el conjunto de valores
posibles de f{x), conforme x varia en todo el dominio” (ver figura 5.2.1.13), ya que a
diferencia de los otros dos libros, esta definicion especifica que ese conjunto se obtiene
de variar la x en todo el dominio de la funcion y esta necesidad de verlo de esta manera
se hace notar més adelante en donde explicamos la Descomposicion Genética
Preliminar.
A menudo, se consideran funciones para las cuales los conjuntos D y E son conjuntos de
numeros reales. El conjunto D se llama dominio de la funcién. El nimero f(x) es el valor

de fen x y se lee “fde x”. El rango de fes el conjunto de todos los valores posibles de
f(x), conforme x varia en todo el dominio. Un simbolo que representa un nimero arbitrario

Figura 5.2.1.13. Definicion de imagen tomada de Stewart, 2001, p. 11.

5.2.2 Dificultades

De acuerdo a las investigaciones revisadas en los antecedentes podemos decir que las
dificultades que presentan los estudiantes son las siguientes:

Tall & Bakar (1992) mencionan que, aunque se ensefie sobre conceptos generales
como el dominio en el que se define la funcién y el rango de valores posibles, estos
términos no parecen quedarse en las memorias de los estudiantes.
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Dorko & Weber (2014) describen dificultades sobre la generalizacion de un concepto y
mencionan que el como los estudiantes generalizan un concepto aprendido con
funciones de una variable al significado del concepto para funciones multivariables
dice mucho sobre la comprension que el estudiante tiene de éste, y realmente los
estudiantes presentan dificultades para generalizar debido a que el concepto con
funciones de una variable no esta comprendido.

Martinez-Planell & Trigueros (2009) encontraron que tiene mucho que ver el registro
de representacion en el que se presenta el problema de obtencion de la imagen de una
funcién, pues en esta investigacion, los estudiantes no podian obtener ni el dominio ni
el rango de una funcién cuando se daba su representacion grafica, tabular y algebraica.
Ademas, hubo incomprension del dominio y el rango de funciones por parte de los
estudiantes.

En la investigacion de Martinez-Planell & Cruz (2016) se describen dificultades sobre
las funciones inversas, pues como se sabe, la restriccion que se necesita hacer para que
la funcién inversa tenga sentido involucra la comprensioén del dominio y rango de la
funcion y realmente les causé dificultad a los estudiantes poder determinar funciones
inversas.

En esta investigacion definieron una estructura mental llamada proceso rango y resultd
ser el proceso que caus6 la mayor frecuencia de dificultad, de aqui que los autores
concluyan que “Una concepcion del proceso del rango requiere atencion explicita y no
se derivara de la mera declaracion de una definicion formal”.

Por otra parte, Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) encontraron dificultades con el
concepto de rango de una funcidn, pues los alumnos confundieron los conjuntos
dominio y rango, presentan dificultad con la notacion usada, mas especificamente
dificultades con el uso de cuantificadores, hubo inhabilidad para distinguir entre un
conjunto y los elementos de un conjunto. Otra dificultad es que los estudiantes asumen
que el rango de una funcion es el codominio y concluyen que la funcion es
sobreyectiva sin verificar.

Podemos entonces afirmar que la imagen de una funcioén es fundamental para poder
comprender conceptos mas complejos, mismos que son fundamentales en la
matematica. Es importante mencionar que parece ser que se da por hecho que los
estudiantes comprenden a la perfeccion el concepto de imagen de una funcidn, cuando
en realidad es evidente que no lo es.

5.2.3. Construcciones previas necesarias para la construccion del nuevo concepto.

De acuerdo con la teoria APOE, los individuos tratan con situaciones de problematicas
construyendo y aplicando estructuras mentales en su esfuerzo por comprender
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conceptos matematicos. Esto implica transformar estructuras previamente establecidas
(Arnon, et al., 2014).

De acuerdo con Dubinsky (como se citd en Arnon, et al., 2014) la teoria APOE se basa
en la premisa de que un individuo puede aprender cualquier concepto matematico
siempre que se hayan construido las estructuras necesarias para comprender ese
concepto.

Por esta razén, es muy importante determinar cudles estructuras previas necesita el
estudiante para construir el nuevo concepto, y de acuerdo con la revision de libros de
textos citados anteriormente y la revision de investigaciones basadas en la teoria
APOE consideramos que, como conceptos previos necesarios para la construccion del
nuevo concepto imagen de una funcion deben estar: conjunto, cuantificadores, funcion
y niimero real.

Para la construccion del concepto el estudiante deberia contar con una concepcion
objeto de niumero real, proceso de conjunto, esquema de cuantificadores y proceso de
funcién. A continuacion, describimos con detalle en qué consiste cada una de estas
concepciones y de qué manera contribuyen en el disefio de la descomposicion genética
elaborada.

Esquema de cuantificadores

En Dubinsky, Elterman & Gong (1988) se hace una investigacion cuyo proposito es
proponer un analisis constructivista del aprendizaje del concepto de cuantificadores.
En ésta, se propone el Esquema de cuantificadores, donde se dice que en éste los
objetos son proposiciones y un tipo de procesos son interiorizaciones de operaciones
logicas en conjuntos de proposiciones. Los procesos se encapsulan para obtener
proposiciones mds complejas y de esta manera, el esquema es generalizado. Otra
fuente de los procesos es la interiorizacion de un proceso interno correspondiente a una
declaracion logica presentada en lenguaje natural o derivada de una situacion.

En esta investigacion describen que la construccion del esquema de cuantificacion se
divide en tres etapas. Primero, la etapa preliminar que se refiere al conjunto de
esquemas que el estudiante debe poseer para comenzar a comprender y trabajar con
cuantificacion; segundo, la cuantificacion de un solo nivel en la que se aplica un
cuantificador existencial o universal a un conjunto de proposiciones; y finalmente, el
esquema completo en el que dos o mas cuantificaciones se coordinan para formar las
complejas declaraciones logicas de las matematicas avanzadas.

La etapa preliminar (primera etapa del Esquema cuantificador) se describe de la
siguiente manera:

Al principio, los objetos estan restringidos a declaraciones simples, declaraciones de
hechos. Los unicos procesos internos que estdn presentes consisten en verificar
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(posiblemente imaginada) la realidad para determinar la verdad o la falsedad de la
declaracion. La negacion equivale a verificar una realidad diferente.

A medida que el alumno avanza en esta etapa, las proposiciones se vuelven mas
complicadas de dos maneras: vinculando dos o mas proposiciones mediante las
operaciones logicas estandar (y, o, implica, etc.) y la introduccion de variables cuyos
valores pueden ser desconocido o cambiantes. Ambas dan lugar a procesos internos.
Para la primera, existe el acto de coordinar varias proposiciones con los conectores
logicos y, para la segunda, el estudiante debe imaginar recorrer todos los valores de la
variable en su conjunto de dominio para ver cudl es la declaracion declarativa en cada
caso. Estos procesos son usados, por ejemplo, en pensar sobre la verdad o falsedad de
toda la declaracion. Es importante mencionar que los estudiantes iteran a través de los
conjuntos y verifican el valor verdadero en cada caso.

La cuantificacion de un solo nivel (segunda etapa del Esquema cuantificador) se
describe de la siguiente manera:

Una cuantificacion de un solo nivel es una propuesta de una de las siguientes dos
formas:

Vx € S,P(x) dx € S3 P(x)

Para construir el esquema de cuantificacion a este nivel, sugieren que el estudiante
debe coordinar los dos desarrollos descritos en la etapa preliminar en relacion con
declaraciones simples.

El resultado general es un proceso interprocesado de iterar a través de un conjunto de
proposiciones que dependen de una o mas variables y aplicar una cuantificaciéon a una
posicion unica cuyo valor es la verdad o la falsedad de cualquiera de ellas
(cuantificacion universal) o al menos uno de ellos (cuantificacion existencial).

La caracteristica adicional que distingue esta etapa del final de la etapa preliminar es
que la iteracion esta controlada por la cuantificacion.

Especificamente la definicion que utilizamos para la descomposicion genética
preliminar es la de un solo nivel, pues es la que describe precisamente el cuantificador
universal (V) y existencial (3), fundamentales para que el alumno comprenda el
concepto de imagen de una funcion, pues de acuerdo a la definiciéon que tomamos en
cuenta, estos cuantificadores nos permitiran obtener la imagen de una funcion.

Proceso de funcion

Otra de las estructuras mentales que necesitamos es el proceso de funcion, pues de
acuerdo con la descomposicion genética para la funcion basada en ideas de Dubinsky
(1991) (como se citd en Arnon, et al., 2014) se menciona que:
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La construccion del concepto de funcion comienza con Acciones en un conjunto, estas
acciones involucran tomar un elemento de un conjunto, explicitamente aplicarle una
regla y asignarle a ese elemento especifico un tinico elemento del segundo conjunto.
La interiorizacion comienza cuando el individuo comienza a ver la funciéon como un
tipo de transformacion que empareja elementos de un conjunto, llamado dominio, con
elementos de un segundo conjunto, llamado rango.

Un individuo que muestra una concepcion Proceso de funcién puede pensar en una
funcion en términos de aceptar entradas, manipularlas de alguna manera, y producir
salidas sin la necesidad de hacer céalculos especificos. Evidencia de una concepcion
proceso de funcion puede incluir la habilidad de determinar si una funcién tiene
inversa, lo que puede requerir una reversion del proceso funcion, o describir como
hacer la composiciéon de dos funciones, lo que requeriria una coordinacion de dos
Procesos de funcion.

Indicaciones de la encapsulacion pueden incluir la capacidad de un individuo para
formar conjuntos de funciones, o para realizar operaciones aritméticas en funciones, o
para construir una funcion que sea un limite de una secuencia de funciones. En cada
uno de estos casos, las funciones se tratan como entidades estaticas a las que se pueden
aplicar acciones.

Un individuo que puede determinar si la relacion entre dos entidades define una
relacion funcional y puede coordinar varios procesos para determinar el dominio y el
rango de una funcion, puede estar dando evidencia de la construccion de un esquema
de funcion. Una indicacion de la coherencia de un esquema de funcidn incluiria la
capacidad de un individuo para determinar si una situacion matemadtica particular
define una relacion funcional.

Por esta razon consideramos una concepcidon Proceso de funcidon, pues es en esta
concepcion donde el estudiante piensa en la funcion en términos de una maquina, es
decir, en términos de aceptar entradas, no importa que no sean nimeros reales, y
ademas produce su salida sin la necesidad de hacer calculos especificos

Proceso de conjunto

Para que un alumno comprenda el concepto de imagen de una funcion necesita de la
funcién y de los cuantificadores, pero dentro del andlisis de las dificultades se encontrd
que realmente los alumnos presentan dificultades con el concepto de conjunto, por
ejemplo, Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) mencionan que los estudiantes
presentan inhabilidad para distinguir entre un conjunto y los elementos de un conjunto,
confunden los conjuntos dominio y rango con los elementos del conjunto.

Para esto consideramos la descomposicion genética de espacio vectorial de Weller et
al. (como se cit6 en Arnon et al., 2014), en la cual se considera necesario el esquema
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de conjunto, y dentro del desarrollo de este concepto describe cuatro estructuras
mentales involucradas, a continuacion, describimos dos de éstas:

Accion: Un individuo solo puede concebir un conjunto cuando se le da una lista
especifica de elementos o cuando se le presenta una condicién particular de
pertenencia al conjunto.

Proceso conjunto: La accion de reunir y juntar objetos en una coleccion de acuerdo con
alguna condicioén es interiorizada.

Se utilizara la concepcion proceso de conjunto porque a diferencia de la accion, es en
el proceso donde el estudiante ya no necesita una lista especifica, sino que ya
colecciona los objetos de acuerdo a alguna condicién, y es exactamente lo que
necesitamos para que el alumno comprenda el concepto en estudio.

Objeto numero real

Por ultimo, se ha considerado como elemento del conjunto de los nimeros reales y
realizar acciones sobre ellos con las operaciones basicas.

5.2.4 Descomposicion Genética Preliminar

A continuacion, presentamos la Descomposicion Genética pensando en qué necesita
cognitivamente un estudiante cuando quiere construir la imagen de una funcion. En
términos de APOE se explica de la siguiente manera:

La construccion de imagen de una funcion comienza realizando la accién de evaluar
una funcion usando las estructuras previas de proceso de funcion, objeto de conjunto
y objeto de nimero real.

El alumno realiza la accion de evaluar una funcidn especifica, mediante su concepcion
proceso de funcion y concepcion objeto de numero real, mas especificamente, con su
concepcion proceso de funcion el estudiante toma el objeto ntimero real especifico,
aplica la regla y obtiene un nuevo objeto, que en este caso es un nimero real, el cual es
su imagen. Si el alumno es capaz de hacer esto, diremos que tiene una concepcion
accion de imagen de una funcion. Luego eso se interioriza mediante la reflexion de la
repeticion de esta accion de evaluar funciones en diferentes valores particulares del
conjunto dominio, ya sea finito o infinito, por ejemplo, el conjunto de los niimeros
naturales, enteros, irracionales, reales, ademés usando funciones representadas en
forma algebraica y geométrica, asi como funciones discretas, continuas, discontinuas,
etc. En los registros de representacion algebraico y geométrico haremos uso de
nimeros enteros para que no represente mayor dificultad el evaluar la funcion.

La interiorizacion que resulta de la repeticion de la accion de imagen de una funcion
permitira al alumno en un primer nivel, ser consciente del subconjunto del
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contradominio obtenido al hacer mentalmente la evaluacion de todos los elementos del
dominio de la funcién. En otras palabras, la Interiorizacion se dard cuando el alumno
se dé cuenta que puede evaluar la funcion en todos los elementos del dominio de f'y
que el resultado es un subconjunto del contradominio o inclusive el propio
contradominio. Aunque no lo pueda realizar paso a paso cuando se le da conjuntos
infinitos ¢l ya reconoce que puede calcular todos los valores posibles f(x) sin necesidad
de hacerlo y que le da como resultado un subconjunto del contradominio. Esto le
permitird ir construyendo la estructura mental de proceso imagen de una funcién.

Mas especificamente, a nuestra consideracion, lo que le va a ayudar al alumno a ser
consciente de la existencia del subconjunto y el cuantificador universal, es el hecho de
pasar de lo finito a lo infinito, ya que si solo trabajamos con conjuntos finitos podria
calcular la imagen tomando todos los elementos del conjunto, en cambio si el conjunto
es infinito tendrd que forzosamente pensar en que puede obtener la imagen de todos los
elementos del conjunto. La interiorizacion se puede llevar a cabo poniéndole
situaciones matematicas a los alumnos en donde el conjunto de partida y llegada
pueden ser conjuntos infinitos o finitos. Por ejemplo, podemos ponerle el conjunto
{2,4,6,8} y que calcule f{2), f(4), etc. Pero, para que la repeticion de la accidon se
acompaifie de la reflexion, se le pueden hacer preguntas como: ;puede evaluar a todos
los elementos del conjunto dominio? ;qué le daria como resultado? ;cémo lo haria?

El proceso imagen se dard no solo cuando el alumno sea consciente de que evaluar
todos los elementos del dominio A de la funcién le da un subconjunto del
contradominio B; si no, ademads, que podra obtener dicho subconjunto.

Para que el alumno determine ese subconjunto deberd tomar un objeto y en el
contradominio, luego con su concepcion esquema de cuantificador en un solo nivel
(segunda etapa del esquema cuantificador) que le permite aplicar un cuantificador
existencial a un conjunto de proposiciones, sera capaz de determinar si existe un objeto
x en el dominio. Luego, usando su concepcion proceso de funcidn, aplicard f* a x para
obtener f{x) y asi, finalmente, llevar acabo la accién de comparar el objeto f(x) con y
para determinar si son o no iguales, y de esta manera establecer si y es 0 no un
elemento de la imagen.

Con su concepcion proceso de conjunto que le permite reunir y juntar objetos en una
coleccion de acuerdo con alguna condicidn, serd capaz de determinar el conjunto de
todos los elementos que cumplen la condicion: dado y elemento del contradominio
existe un x tal que al aplicarle f es igual a y, esto le dard la imagen de la funcion. De
esta manera cuando el alumno pueda determinar la imagen de la funcion diremos que
tiene una concepcion proceso imagen.

El estudiante encapsulara el proceso cuando sea consciente de que se le pueden
realizar acciones, y ademas es capaz de llevarlas a cabo, esto ocurrird cuando utilice
dicho conjunto para determinar cierta propiedad de la funcién, por ejemplo, al
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comparar la imagen obtenida con el contradominio para determinar si la funcion es o
no sobreyectiva o al determinar si todos los elementos del contradominio son imagen
de un elemento en el dominio se podra determinar si la funcion tiene o no inversa.

Diagrama de la DGP

Objeto Proceso
Numero Real Funcién
X0
especifico f
\/
Accién Imagen
f(x0)

Interiorizacion f:A - B
Vx € Asetieneque f(x)=y,yEB

Proceso Imagen Proceso
Im(f)c B dx€Atq f(x)=y=>y€Im(f)=— Conjunto

Encapsulacion
Comparacién de Im(f) con el codominio

Objeto Imagen

5.3 Diseiio e implementacion de instrumentos

5.3.1 Analisis a priori del cuestionario diagnostico
A continuacién, presentamos el cuestionario diagndstico con su respectivo analisis a
priori:
Situacion 1. Resuelva:

(a) 2* «3 +49 + 2%~ 16 — (23 + 5?%)

(b) 132 V25 — [(4° +V144) + (35— 27) ]

(c) (83%v36—2%+23+16+2)+3
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Este ejercicio pretende evidenciar la concepcion objeto de niimero real, ya que el
estudiante debe considerar a los elementos del conjunto de los nimeros reales y
realizar acciones sobre estos mediante las operaciones basicas, esta estructura previa es
indispensable ya que el estudiante debe evaluar una funcion en valores especificos y
simplificar lo mas posible el resultado. Se considera que evidenciard esta concepcion
porque el estudiante tendra que operar de manera adecuada para poder obtener el
resultado.

Situacion 2. Sea A el conjunto de todas las funciones reales en una variable,
determine el conjunto de todas las funciones cuya inversa existe.

Con este ejercicio se pretende evidenciar la concepcion proceso de conjunto, ya que se
espera que los estudiantes realicen la accion de reunir objetos en una coleccion dada
alguna condicion, pero de una manera mas interiorizada, es decir, no dar elementos
finitos para que digan cudles funciones tienen inversa, sino que, dado un conjunto
infinito puedan determinar el conjunto que cumple con la condicion pedida. Los
estudiantes deberan tener interiorizada la accion de conjunto para poder determinar el
conjunto que cumple con la condiciéon cuando el conjunto dado es infinito. Puede
ocurrir que los estudiantes solo den algunos ejemplos y no puedan ser conscientes de
que al no poder enlistar a todos los elementos deban expresar el conjunto de manera
general, es decir, S = {f: f es invertible} o S = {f: f es biyectiva}.

Situacion 3. Sea A el conjunto de las funciones reales, determine el conjunto de
las funciones inyectivas.

Como en el ejercicio anterior el ejercicio 3 pretende evidenciar la concepcion proceso
de conjunto, se espera que los alumnos lleguen a ser conscientes de que necesitan
determinar el subconjunto que cumple con la condicion dada pero de manera general,
pues no le sera posible enlistar cada una de las funciones que son inyectivas, es decir,
tendra que dar un subconjunto S = {f: f(x;) # f(x,) siempre que x; # x,}.

Situacién 4. Verifique si la funcién f(x) = x? es una funcién sobreyectiva siendo
el Dom(f) = Ryelrango {y € R:y > 0}.

Este ejercicio pretende evidenciar la estructura de esquema de cuantificador de un solo
nivel, pues como se mencion6 en Dubinsky, Elterman & Gong (1988), este es una
propuesta de una de las siguientes dos formas:

Vx €S,P(x) dx € S3 P(x)
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Y como se puede observar el ejercicio de determinar si una funcién es sobreyectiva
hace uso de este nivel de cuantificacion, ya que tendra que verificar que para todo (V)
elemento del conjunto contradominio y existe (3) un elemento x en el dominio tal que
f(x) =y, es decir, tendra que tomar todos los elementos del dominio, aplicarles la
funcion y reunir esas imagenes en un conjunto que va a comparar con el contradominio
para poder determinar si se cumple que coincidan.

Situacion 5. Responda con verdadero o falso a cada una de las siguientes
aseveraciones:

(a) Para cada nimero real positivo y existe un niimero real x, tal que x> =
y.

(b) Para cada nimero real positivo y existe un niimero real x, tal que x> =
y.

Esta situacion fue tomada de Purcell, Varberg y Rigdon (2007, p.51) y con este se
pretende evidenciar la concepcion esquema de cuantificador de un solo nivel, pues el
estudiante tendra que utilizar el cuantificador existencial (3) y el cuantificador
universal (V), es decir, las dos formas propuestas en Dubinsky, Elterman & Gong
(1988) para poder determinar si los incisos son verdaderos o falsos.

Situacion 6. En cada una de las siguientes preguntas, f, g, h son funciones cuyos
dominios y rangos son el conjunto de los nimeros reales, tales que

h=f°g

(a) Si solo se conoce la informacion de la siguiente tabla, ;seria posible
encontrar /(0)? Si si, encuéntrela si no justifique.

x | f | gx)
2

-1 -3
0 -3 -1
4 1 2

(b) Si solo se conoce la informacion de la siguiente tabla, ;seria posible
encontrar f{2)? Si si, encuéntrela sino explique.

x hx) | gx)

-1 1 -3

4 T 1
0 2
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(¢) Si solo se conoce la informacion de la siguiente tabla, ;seria posible
encontrar g(4)? Si si, encuéntrela sino explique.

x hx) | fix)
-1 1 -2
2 3 1
4 -2 T

Con esta situacion se pretende evidenciar la concepcion proceso de funcidn, se
propuso en Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols (1992, p. 282) y de acuerdo a la
investigacion, este problema se preocupa por la habilidad de los estudiantes para
trabajar con un proceso cuando es dado por un conjunto de pares ordenados listados en
una tabla. La tarea particular es la composicion de funciones. La pregunta 6a solo
requiere que se coordinen dos procesos dados, ya que se pide obtener h(0) donde /4 es
la composicién de las funciones 'y g, de manera que el alumno debe aplicar el primer
proceso dado por la funcion g al objeto 0, para obtener g(0), luego encapsular este en
un objeto para aplicarle el segundo proceso dado por la funciéon flo que le permitira
obtener f (g(O)) = h(0). En cambio, para las preguntas 6b,c se requiere que sean
capaces de revertir al menos uno de los procesos antes coordinados. En el caso
particular del inciso b) debe revertir el proceso g ya que se requiere pensar en
encontrar un x tal que g(x) = 2, el cual es x = m, de manera que al sustituirlo en la
composicion h(x) = f(g(x)) le de 0 = h(m) = f(g(n)) = f(2). Finalmente, para el
inciso c) debe revertir el proceso f'ya que se requiere pensar en encontrar un x, tal que
f(x) = h(4) = -2, ¢l cual es x = —1, de manera que al sustituir en la composicion

h(x) = f(g(x)) lede —2 = h(4) = f(g(4)) = f(—1) obteniendo asi g(4) = —1.

Situacion 7. Sean las dos funciones F'y G definidas como sigue:

X

T if x <=2
Fix)=< 2x+3 if -2<x <}

sin x ifi<x<l

Jx if 1 <x

-4 ifx<0

G(x) = { 2x fo<x<l

Jx ifl<x

Encuentre el producto F - G de las dos funciones.
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La pregunta 7 se propuso en Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols (1992, p. 282)
y de acuerdo a los autores es un calculo relativamente sencillo, pero puede ser dificil
para los estudiantes porque los dominios de las funciones se dividen en diferentes
intervalos, es decir, las funciones estan definida por partes. Entender la multiplicacion
de funciones no es suficiente. Tiene que contar con la estructura mental de proceso
para poder determinar qué rama escoger ya que es diferente para las dos funciones,
ademas debe determinar los intervalos en los que quedara definida la nueva funcion F -
G y los valores que esta toma en cada uno de ellos. La pregunta estd disefiada para
determinar si la concepcion proceso de los estudiantes es estable o si se va a quebrar al
enfrentarse a dicha dificultad. Cabe resaltar que el manejo de las funciones definidas
por partes serd dificil para el estudiante que no cuente con la estructura de proceso de
funcion.

5.3.2 Analisis a priori del segundo cuestionario

Para el segundo cuestionario se disefiaron nueve situaciones problematicas
matematicas basadas en la descomposicion genética preliminar, con la intencion de
evidenciar las estructuras y mecanismos mentales propuestos en esta.

A continuacion, se presenta el analisis a priori de cada situacion problematica donde se
describe la estructura mental a evidenciar.

1. Para f(x) = 1 — x? determine la imagen de:

(a) 1, -2,0, %, m,\/2, €, ;puede calcular la imagen de cualquier niimero real?
,como lo haria?

(b) [-1,1], [0,2], [-2,3) (Puede obtener la imagen de cualquier intervalo?
,como lo haria?

Con el inciso (a) se pretende evidenciar si el alumno tiene una concepcidon accion
de imagen de una funcidn, pues lo que describimos en la descomposicion genética
fue que para la accion el alumno hace la evaluacién de una funcién partiendo de
numeros reales especificos, es por esta razén que no solo tomamos nimeros
enteros como lo presentan en los libros sino también niimeros de subconjuntos de
los nimeros reales como los racionales, irracionales, etc. Una posible dificultad se
puede dar cuando evalué en los irracionales, pues no es algo a lo que este
acostumbrado, y serd en su forma de proceder donde nos podremos dar cuenta de si
evidencia su concepcion previa de objeto de numero real.

Las preguntas ;puede calcular la imagen de cualquier numero real? ;como lo
haria? Nos dardn cuenta de como el estudiante piensa sobre la imagen de una
funcion en un valor especifico, es decir, evidenciara si lo esta pensando solo como
una evaluacion o como un subconjunto del recorrido.
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En el inciso (b) lo que pretendemos es que el alumno vaya evidenciando una
posible interiorizacion de la imagen, es decir un primer nivel en el camino al
proceso, pues con los intervalos el estudiante podrd pensar en la imagen de todos
los puntos del intervalo dado e ir proponiendo o imaginando posibles subconjuntos
como imagen.

2. En la siguiente grafica,

(a) ;Qué valores de x tienen imagen? ;Cuales son las imagenes de estos
valores?

(b) (Cuales valores de x no tienen imagen? Justifique su respuesta

AY

En el inciso (a) se pretende evidenciar la estructura accidn, pero ahora de manera
grafica, pues al saber evaluar una funcién sabra como puede verificar cuéles
valores de x tienen imagen y podra decir cudl valor no tiene imagen (inciso b), una
posible dificultad para esta situacion problematica seria considerar alguna imagen
para X, o no poder determinar la imagen de manera grafica debido a que no cuenta
con la estructura previa de proceso de funcion, pues la funcién no estd dada de
manera algebraica y como mencionan Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols
(1992) hay dificultad cuando no se tiene la expresion analitica de la funcion.
Ademas, pretendemos que el alumno pueda dar a manera de subconjunto la imagen
de la funcidn, lo que daria indicios de estar construyendo el proceso, pues es capaz
de ir mas all de realizar la accion de evaluar la funcion en valores especificos.

3. Sea el 6valo A el conjunto de partida (dominio) para alguna funcion /'y el
segundo oOvalo el conjunto de llegada de dicha funcion (recorrido),
conteste:

(a) Sea X, un elemento del dominio exprese la imagen de X, bajo la funcion

£
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A° B.

(b) Sea A; un subconjunto del dominio exprese la imagen de A, bajo la
funcion f:

AI Bl

(c) Sea A el dominio exprese la imagen del dominio A bajo la funcion f:

Al Bl

En el inciso (a), (b) y (c) se pretende que el estudiante vaya construyendo su
concepceidn proceso del concepto partiendo primero de un punto, luego un subconjunto
del dominio y por ultimo todo el dominio de la funcidn, por esta razon no se dan de
manera especifica los conjuntos dominio y codominio, asi como tampoco la funcion,
los alumnos deberan de trabajar con estos elementos de manera general. Se pretende
evidenciar si el alumno es consciente de que la imagen es un subconjunto del
codominio. Las posibles dificultades pudieran ser con el propio concepto (imagen), tal
como se menciona en Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) y que por esta razon
pudieran tener dificultad para proceder.

4. Determine si las siguientes oraciones son verdaderas o falsas. Si su
respuesta es afirmativa dé una justificacion, de lo contrario trate de
proporcionar un contraejemplo.

(a) Si la imagen de una funcion consiste en un solo numero, entonces su dominio
también consiste en un solo nimero.

(b) Si el dominio de una funcion contiene al menos dos nimeros, entonces el
rango también contiene al menos dos numeros.

El inciso (a) y (b) de este problema tienen la intencion de evidenciar el primer nivel del
proceso correspondiente a pensar en la imagen de la funcién como un subconjunto del
codominio, pues en ambos el alumno podra dar evidencia de lo que tiene en mente
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como imagen de una funcidén y podra determinar si el enunciado es falso o verdadero.
Ya que determinar la veracidad o falsedad de estas afirmaciones requiere que el
alumno vaya mas alld de realizar la accioén de evaluar la funcién en objetos especificos
del dominio al no darse de manera explicita la funcion y el dominio de esta. También
para que el estudiante pueda dar solucion a estas oraciones tendrd que evocar su
estructura previa de objeto funcion pues deberd pensar en una funcién que cumpla con
las condiciones requeridas. En el inciso a) el alumno debe pensar en un tipo de funcion
que pudiera enviar mas de un elemento del dominio al Gnico elemento de la imagen,
como por ejemplo en una funcién constante, esto requiere una concepcion proceso de
imagen de funcidn, pues no podré responder con solo tener una concepcion accion. En
el inciso b) debera pensar en una funcion con dominio finito (al menos dos elementos)
y que le asigne un solo elemento en el codominio, lo cual implica una concepcion
objeto de funcion.

5. Determina la imagen de:

>

a) 0,1,2,3,4,...n ;se puede calcular la imagen de cualquier numero real? Si
su respuesta es si, ;por qué?, si su respuesta es no, justifique.

b) [1,2), [1,2] ;Se puede calcular la imagen de cualquier intervalo? Si su
respuesta es si, ;por qué?, si su respuesta es no, justifique.

¢c) x>20,x<0
d) Todos los R

En el inciso (a) se pretende evidenciar concepcion accion de imagen de una funcion,
pero esta vez de manera grafica para cada uno de los puntos dados, a diferencia de la
situacion dos en donde no se dan valores especificos. La posible dificultad en esta
situaciéon serd cuando responda las preguntas ;se puede calcular la imagen de
cualquier numero real? Si su respuesta es si, ;por qué?, si su respuesta es no,
justifique, pues aqui podremos dar cuenta de si el estudiante estd siendo consciente de
que en efecto puede hacer la evaluacion para todos los x en el dominio que se le den, y
que a partir de aqui lo que obtiene es un subconjunto de valores en el recorrido
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(aunque aun no sepa cudl es ese subconjunto) podremos decir que estd en un primer
nivel hacia el proceso.

Andlogamente para el inciso (b) con la diferencia de que este inciso y el (c) permiten
evidenciar si el estudiante estd consciente del cuantificador universal (V), pues con los
intervalos el estudiante se podra percatar de que puede obtener la imagen de estos,
entonces también podra para todos los niimeros reales. En el inciso (c) si el estudiante
logra decir que es un subconjunto lo que obtiene, entonces estard en un primer nivel
hacia la concepcidn proceso de imagen.

Una posible dificultad seria no poder obtener la imagen por estar en el registro grafico.

6. Conteste:

(a) ¢(Existe un x tal que al aplicarle la funcién y = |x| te dé 2?

(b) (Existe un x tal que al aplicarle la funciéon y = |x| te dé -4?

(c) ¢Para qué valores de y existe uno o varios valores de x tales que f(x)=y?

(d) De acuerdo a las respuestas dadas anteriormente ;cual es la imagen de la
funcion y?

En los incisos (a) y (b) se pretende hacer evidente una concepcion proceso de imagen
de una funcién preguntado por los y’s especificos para los cuales existe 0 no un x tal
que al aplicarle la funcioén y te de ese valor de y, para llegar al inciso (c) el estudiante
pueda decir cual es ese subconjunto. Para esto el estudiante debe evocar sus
concepciones previas de esquema de cuantificador existencial y proceso de funcion.
Una posible dificultad serd cuando respondan el inciso (c), pues de acuerdo con
Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) hay dificultad para distinguir entre un conjunto y
los elementos de un conjunto, es decir, confunden los conjuntos (dominio y rango) con
los elementos del conjunto.

En estos problemas se evidenciard si realmente el alumno tiene una concepcion
proceso de imagen y es en el inciso (¢) donde el estudiante realizara la accion de
comparar f(x) con y para determinar cudles elementos del codominio pertenecen a la
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imagen. Cabe sefialar que para lograr esto ultimo debera contar con la estructura previa
de valor absoluto al menos en una concepcion proceso pues deberd usarse al momento
de realizar la accion de comparar los objetos f{x) con y.

7. Parag(y) = }%1 determine cada valor.

(a) 3,2,10,-5,V5,1/5, 1
(b) Determine el rango de la funcion

En esta situacion se pretende que el alumno ya determine el rango, pues a este punto
ya debe saber de la existencia de este subconjunto del recorrido y con la situacion
anterior se espera que ya empiece a decir cual es este conjunto de valores. Los valores
dados en el inciso (a) tienen la intencidon de que el estudiante vaya viendo qué pasa con
la funcién para ciertos valores.

Veremos si el estudiante usa algiin registro de representacion como apoyo y una
posible dificultad seria la notacion, pues en vez de tener g(x) como usualmente se
utiliza, se tiene g(y), puesto que Bansilal, Brijlall & Trigueros (2017) mencionan que
hay dificultad con la notacion usada.

8. Sea A (c) el area de la region acotada por arriba por la rectay =x + 1,
del lado izquierdo por el eje y, por abajo por el eje x y por la derecha por
la recta x = c. Tal funcion se conoce como funcion de acumulacion.
Determine

@A@d)
(b) A (2)
(c) A(0)
(d) A (o)
(e) Esboce la grafica de A(c)

(f) (Cuales son el dominio y la imagen de la funcion A?

v

Consideramos que este ejercicio tiene mayor dificultad, pues considera mas
conocimientos previos como lo es grafica de funciones, dominio, area de tridngulo y
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rectangulo y nocion de area. Para cada uno de los incisos lo que se pretende es
evidenciar la concepcion proceso de imagen, pues si cuenta con esta podré decir cual
es el rango de A.

Las posibles dificultades podrian ser con la obtencion del area, luego con el célculo del
rango, lo que nos interesa observar es de qué manera proceden o reaccionan los
estudiantes.

9. Estudie la correspondencia y explique si es funcion inyectiva o

sobreyectiva:
1.1 Domain Codomain
1.2.  Domain Codomain
A — —> 1
A > 1
B - EE—— Ty ‘
B —¢ > 2
C 3
C - — > 3
D — > -3
N, g D S -3
e —
£ ) .
E 4+ 4

Por ultimo, consideramos que este problema nos dara evidencia de una encapsulacion
del proceso, es decir, de una concepcion objeto de imagen, pues aqui se espera que el
estudiante determine si se trata de una funcidn inyectiva o sobreyectiva. El estudiante
que tiene esta concepcion puede realizar acciones y procesos a la imagen para
determinar si la funcién es inyectiva o sobreyectiva, debe realizar la accion de
comparar la imagen de la funciéon con el codominio de esta, para lo cual debe
considerar tanto a la imagen como a codominio estaticos.

5.3.3 Aplicacion y Analisis del Cuestionario Diagnostico

A continuacion, se presenta el andlisis del cuestionario diagndstico que fue aplicado el
miércoles 4 de marzo del 2020 a 14 estudiantes que cursaban la materia de calculo
diferencial, correspondiente al segundo semestre en la Licenciatura en Matematicas de
la Universidad Auténoma de Zacatecas. La aplicacion tuvo una duracién de alrededor
de una hora, fue aplicado por su servidora y junto con la asesora de la presente tesis, se
les explico a los estudiantes la intencion de este cuestionario para que los estudiantes
supieran que lo que respondieran no afectaria en su calificacion, pero que si seria
importante para la investigacion.

Es importante mencionar que el tema de imagen de una funcién se presenta en el curso
de pre-célculo en primer semestre, sin embargo, la docente encargada de impartir la
materia volvio a retomar el tema, pues lo requeria para el concepto de limite, por lo
que los estudiantes habian terminado de verlo cuando se les aplicd el cuestionario
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diagnostico. Ademas, cabe sefialar que todos los estudiantes llevaban por primera vez
el curso.

Para llevar a cabo el andlisis se designé a cada uno de los 14 estudiantes como El,
E2,....E14. Este se hizo por estudiante, analizando las respuestas que presenté en cada
una de las preguntas del cuestionario y determinando si cuenta o no con cada
estructura previa, ya que la intencion del instrumento es seleccionar a aquellos que
muestren todas o la mayoria de éstas, pues de acuerdo con la teoria APOE, si cuenta
con ellas podré construir un nuevo concepto relacionado con estas.

Estudiante E1

Para la situacion 1 el estudiante E1 muestra evidencia de que en efecto puede realizar
acciones sobre los numeros reales, pues es capaz de efectuar correctamente las
operaciones pedidas en los incisos (b) y (c). En el inciso (a) comete un error al dividir

4
V49 + (i—6) , en lugar de (g) 1—16, pero aqui lo que fall6 fue la jerarquia de operaciones,

no la realizacion de las operaciones, como se muestra en la figura 5.3.3.1.

a)

(2% 3) AW =210 = (23 5)=

- ')
= (lé‘}) - T ‘(’13‘7$)

[
=m=?

Figura 5.3.3.1. Solucién del estudiante E1 a la situacion problematica 1(a).

e T
o =Ny

Ademas de la situacion 1 el estudiante E1 contestd como verdaderas ambas
aseveraciones de la situacion 5, como se muestra en la figura 5.3.3.2, pero a pesar de
que es correcto no justifica su respuesta, por lo que no contamos con suficiente
evidencia para asegurar que cuenta o no con una concepcion esquema de cuantificador
de un solo nivel. Habria que indagar mas a fondo es sus estructuras mentales mediante
una entrevista.

el

5. Responda con verdadero 0 falso a cada una de las siguientes aseveraciones:

i i 2= cero
(a) Para cada nimero real positivo y existe un numero real x, tal que x“ = Y. Veda

. . 3 _
(b) Para cada niimero real positivo y existe un numero real x, tal que X* = Y- yerdadero

Figura 5.3.3.2. Respuesta del estudiante E1 a la situacion problematica 5.
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En cuanto a los demas ejercicios no contamos con evidencia que nos permita
determinar si tiene o no las otras estructuras mentales previas que se pretendian
evidenciar en el cuestionario diagndstico ya que no las contestd, por lo tanto, solo
podemos afirmar que el estudiante E1 muestra la estructura mental de objeto de
namero real.

Estudiante E2

Para la situacion 1 el estudiante E2 realiza correctamente el inciso (c), pero en el inciso
(a) tuvo error por la j erarquia de operaciones igual que el estudiante E1, pues tiene un

error al dividir V49 + (—) en lugar de ( . En cambio, en el inciso (b) cometid

un error en el célculo de la operacion 35 obtenlendo asi otro resultado, tal como se
muestra en la figura 5.3.3.3. Consideramos que pudo ser un descuido al realizar el
calculo, pues en los demads incisos realizd de manera correcta las acciones sobre los
nameros reales, salvo el que relacionaba la jerarquia de operaciones, de manera que
podemos considerar que el estudiante muestra una concepcion objeto de numero real.

01673 4 - - (59: 43 t-03- 15255487
WS -[loir-L), G- T 845~ L= T 164
8L € =304844 1)y (B0%0-30+ 44):330 - 181 13:(3059)) =

Figura 5.3.3.3. Solucion del estudiante E2 a la situacion problematica 1.

Para la situacion 2 y 3 el estudiante no muestra presencia o ausencia de la estructura
mental proceso conjunto, pues no las contesta. En cambio, para la situacion 4
determina que la funcidon no es sobreyectiva, pues al parecer por lo que responde el
estudiante tiene una confusion con las definiciones de funciéon inyectiva y
sobreyectiva, esto lo afirmamos pues el estudiante menciona que no es sobreyectiva
porque existe un valor de y que le corresponde a dos valores de x distintas, como se
muestra en la figura 5.3.3.4.
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x = £y 4.

*. mo er Sobreyadid

poogue eXiStle e |
valo e V¥V qu/ |
[ ¢ correyPondy G

=5 X G"/J‘-"‘c/x

Figura 5.3.3.4. Solucion del estudiante E2 a la situacion problematica 4.

Este ejercicio pretende evidenciar la estructura de esquema de cuantificador de un solo
nivel, que es de alguna de las formas:

Vx € S,P(x) dx € S3 P(x)

Y aunque el estudiante tiene una definicion erréonea para funcidén sobreyectiva, hace
uso del cuantificador de un solo nivel usando el cuantificador existencial (3) para decir
que “existe un valor de y que le corresponde a dos x distintas”, asi que podemos decir
que cuenta con la estructura mental esquema de cuantificadores de un solo nivel.

Para la situacién 5 E2 contesta correctamente diciendo que ambas aseveraciones son
verdaderas, pero no justifica sus respuestas, pues no se le pidi6 que lo hiciera. Aln asi,
podemos decir que el estudiante muestra tener la concepcion esquema de
cuantificadores de un solo nivel, pues la situacion 5 y la 4 tienen la intencién de
mostrar esta estructura mental y con lo que responde en la situacion 4 se evidencia
dicha estructura.

Para la situacion 6 E2 contesta el inciso (a) erroneamente, ya que si era posible
encontrar 4(()) y menciona que no. La justificacion que da el estudiante nos permite
decir primero que requiere tener las expresiones /'y g de manera algebraica esto se
deduce de lo que menciona en la figura 5 “no sabemos como son fy g”, como
mencionan Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols (1992) hay dificultad cuando no
se tiene la expresion analitica de la funcion, y en este caso el estudiante requiere de ese
estimulo externo para poder resolver correctamente la situacion tal como se muestra en
la figura 5.3.3.5.

/]/0/ /'.”0‘7;/0 ne S‘O&pn.o:’ come So, 1}« 9.

nr £ "
4/,,]6/)(L1 nNO conery rmoy qp oj

Figura 5.3.3.5. Solucion del estudiante E2 a la situacion problematica 6.

También podemos decir que no tiene una concepcidon proceso de funcion, porque la
pregunta 6 inciso a) requiere que se coordinen dos procesos dados, ya que se pide
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obtener h(0) donde 4 es la composicion de las funciones f'y g, de manera que el
alumno debe aplicar el primer proceso dado por la funcidon g al objeto 0, para obtener
g(0), luego encapsular este en un objeto para aplicarle el segundo proceso dado por la
funcién f lo que le permitird obtener £(g(0)) = h(0), entones de acuerdo a lo que el
estudiante contesta en esta situacion no cuenta con la estructura mental de proceso de
funcion y la falta de esta estructura mental se puede rectificar efectivamente con el
hecho de que el estudiante no responde a los otros incisos (b) y (c).

En cuanto a la situacion 7 el estudiante responde de manera correcta para el primer
intervalo x < —2, para el segundo intervalo la multiplicacidon es correcta pero el
intervalo no es el correcto, pues pone —2 < x < 0 en lugar de —2 < x < 0, de igual
manera para el tercer intervalo pone 0 < x < 1/2 en lugar de 0 < x < 1/2. Para el

. . 1
cuarto intervalo el estudiante tuvo un error de dedo al poner x < 5 < 1 en lugar de

1/2 <x <1 .Para el intervalo x =1 el estudiante no pone el resultado de la
multiplicacion de F -G = 2x Sen(Vx), por ultimo en el intervalo de la dltima
multiplicacion el estudiante pone x > 1 en lugar de x > 1, tal como se muestra en la

figura 5.3.3.6:
?:2_‘%—- S/ X« -t
_ 8x-{7 S -1€Xco
T Uxhéx o oexelsz
/X Senx s X¢ dr2¢d
/X s 1€ X

1

£-G

i

Figura 5.3.3.6. Solucion del estudiante E2 a la situacion problematica 7.

Podemos entonces decir que de acuerdo a lo que contesté E2 cuenta con la concepcion
objeto de numero real y esquema de cuantificadores de un solo nivel, pero no muestra
una concepcidn proceso de funcion.

Estudiante E3

Por otra parte, E3 en la situacion 1 contestd correctamente al inciso (a) respetando el
orden de las operaciones como se muestra en la figura 5.3.3.7:
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1

a) 2"% 3 +J49 = 2" 216 - (23+s7)
16 *3+F 216 116-(23425)
48+ & -23-25

I
|

\7‘ *J

c—
'

7 /
48 + 7s¢ ~ 33 -Y{

Iz 288 +¥ - SB® -(400
256

l229% - I;;88 R

2S¢ 256
Figura 5.3.3.7. Solucién del estudiante E3 a la situacion problematica 1 (a).

En el inciso (b) solo tiene un error al restar en vez de sumar y en el inciso (c) el
estudiante olvida hacer una multiplicacion. A pesar de esto, como en el analisis a priori
se mencion6 que la concepcion objeto de ntimero real es cuando los estudiantes
realizan acciones sobre los nimeros reales mediante las operaciones basicas, podemos
entonces decir que el estudiante si cuenta con esta estructura mental previa.

Para la situacion 2 no se tiene evidencia de que el estudiante cuente o no con la
estructura previa ya que no contestd, sin embargo, para la situacién 3 donde se
pretende evidenciar la concepcion proceso de conjunto, se espera que los alumnos
lleguen a ser conscientes de que necesitan determinar el subconjunto que cumple con
la condicion dada, pero de manera general, es decir, tendra que dar un subconjunto y el
estudiante en efecto da un subconjunto en donde la condicion que describe es la
correcta para la definicion de funcion inyectiva como se muestra en la figura 5.3.3.8:

S.

5-_2 X, %¢ | X, Xe <A donde X, X ER Yy Secumple qua
snx) = €(x.) =5 x, -’Y:}

Figura 5.3.3.8. Solucion del estudiante E3 a la situacion problematica 3.

Asi que podemos decir que en efecto cuenta con la estructura previa proceso de
conjunto. Algo que es interesante resaltar es la manera en que considera los elementos
X1 y X, al definir el conjunto, pues no pone que se trata de una funciéon que va de un
conjunto a otro (en este caso de R - R ), ademas usa el simbolo de contencion para
denotar que x; y x, pertenecen al conjunto A4.
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Por otra parte, para la situacion 4 el estudiante lleva a cabo un procedimiento para
despejar la variable x, pero no justifica coémo eso le va ayudar a determinar que la
funciébn es o no sobreyectiva, incluso su conclusion de que la funcién no es
sobreyectiva no esta justificada como se muestra en la figura 5.3.3.9:

L" L(X):Xz
4o x*

R

>

J—g: X\ <> la (u\sron G("\ no es sobredechvu

(6o jZO

Figura 5.3.3.9. Solucion del estudiante E3 a la situacion problematica 4.

Como se observa el estudiante no contesta de manera correcta y tiene una concepcion
equivocada de funcidn sobreyectiva, mas alld de esto es evidente que el estudiante no
hace uso del cuantificador existencial o el cuantificador universal, asi que podemos
decir que el estudiante no cuenta con la estructura de esquema de cuantificador de un
solo nivel.

En la situacion 5 el estudiante no justifica sus respuestas, siendo la segunda errénea,
asi que no permite decir mucho al respecto, mas que no muestra evidencia de tener la
estructura mental de esquema de cuantificador de un solo nivel.

Para la situacion 6 en el inciso (a) responde que cree que si es posible encontrarla, pero
en realidad no responde como. Para la situacion 7 no se tiene evidencia de la presencia
o ausencia de las estructuras mentales previas, pues el estudiante no contesto.

Entonces de acuerdo a lo que el estudiante respondi6 en cada una de las situaciones
problematicas podemos decir que solo muestra las estructuras mentales previas de
objeto de numero real y proceso de conjunto.

Estudiante E4

En cuanto a la situacion 1 el estudiante E4 solo tuvo correcto el inciso (¢), cometio
errores en los incisos (a) y (b), especificamente en el inciso (a) el error fue debido a la

jerarquia de operaciones, pues suma V49 antes de dividir (\/2?) 1—16 como se muestra en
la figura 5.3.3.10:
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@ (1e)31{ e 5 16 —(23 +23)
= 4813 $16 24w -48

=6S16 % 3

Figura 5.3.3.10. Solucion del estudiante E4 a la situacion problematica 1(a).

En cambio, para el inciso (b) tuvo error al hacer la multiplicacion 169*5, pues en lugar
de poner 845, puso 840, como se muestra en la figura 5.3.3.11:

(b)|@Q(5)-Q(®q+wa\+(;ﬂ3-un33

- 890 -( e +15)
= Y - 9]

Figura 5.3.3.11. Solucidn del estudiante E4 a la situacion problematica 1(b).

A pesar de esos errores podemos decir que el estudiante realiza acciones sobre los

numeros lo cual quiere decir que el estudiante cuenta con la estructura mental objeto
namero real.

En lo que respecta a las situaciones restantes no tenemos evidencia de la presencia o
ausencia de las estructuras mentales, pues el estudiante no contestd, entonces solo
podemos decir que cuenta con la estructura mental de objeto de nimero real.

Estudiante ES

Para la situacion 1 el estudiante ES cometio un error en el inciso (a) por la jerarquia de
operaciones, pues suma 3+7 como se observa en la figura 5.3.3.12:

L
AV TH T/ 27 516 (1) -

Tl %34 P T 16~ (23425)

=16%¥10 3162 = (48)
=160 1-43

=160 -43

=412

Figura 5.3.3.12. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 1(a).
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Para los incisos (b) y (c) las respuestas que da son correctas, asi que podemos decir
que el estudiante cuenta con la estructura objeto de niimero real. Para la situacion 2
donde se pide al estudiante dado el conjunto A de todas las funciones reales en una
variable, determine el conjunto de todas las funciones cuya inversa existe, el estudiante
responde dando dos conjuntos, el primer conjunto A lo define como dice el enunciado
2: funciones reales de una variable y a un lado la define nuevamente pero con simbolos
matematicos, le pone un tipo particular de funciones invertibles aquellas de la forma
f(x) = ax que parecen ser ejemplos de funciones que cumplen la condicion pedida,
esto se muestra en la figura 5.3.3.13:

//.' “»(1/\\ YEW\(S

Z. A [‘Uh(‘\(‘ﬁ(‘“ !e(;\?é CJ‘? ‘1 UGI’\Gb‘ } B: { (} Q,x(ﬂl‘cux70

B: J(m(‘am« de A de lo f’crmﬁox 5

Figura 5.3.3.13. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 2.

Para el segundo conjunto B que se muestra en la figura 13 el estudiante est4 tratando
de dar el subconjunto que contiene a todas las funciones inversas, pero en realidad esta
pensando la funciéon como un numero y en su descripcion del conjunto da a entender
que quiere definir el inverso de un nimero.

El estudiante E5 pretende hacer lo mismo para la situacion 3 dando el conjunto A
como el conjunto de donde parten y el B el que se estd pidiendo, cuando en realidad lo
que se espera es que determine las condiciones que deberian de cumplir las funciones
para que sean inyectivas y ademas no define bien lo que es una funcion inyectiva tal
como se muestra en la figura 5.3.3.14:

3. A= {("""'On"; (oq\e._‘, 7) -
O- '{((,:n<'-0n4-'; '."l\e_-, que o = g

Figura 5.3.3.14. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 3.

A pesar de que las definiciones del estudiante no son correctas, se evidencia que en
efecto el estudiante si realiza la accion de reunir objetos, lo evidencia el uso de llaves,
en una coleccion dada alguna condicion, pero de una manera mads interiorizada, es
decir, no dar elementos finitos, entonces podemos decir que tiene la concepcion
proceso de conjunto. Cabe sefialar que este estudiante trata de usar el lenguaje formal
de la matematica, lo que muchos otros alumnos no hacen.

Para la situacion 4 el estudiante E5 responde correctamente, pero no especifica por qué
el procedimiento de despejar a la variable x, de la ecuaciéon x? = y le permite decir
que la funcién es o no sobreyectiva, concluyendo con esto que si es sobreyectiva como
se ve en la figura 5.3.3.15.
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Figura 5.3.3.15. Solucion del estudiante E5 de la situacion problematica 4.

Se observa que el estudiante no hace uso de ningin cuantificador que le permita
determinar si la funcién es sobreyectiva, asi que podemos decir que no cuenta con la
concepcion esquema de cuantificador de un solo nivel.

En la situacion 5 responde al inciso (a) como verdadero, lo cual es correcto, y para el
inciso (b) falso, lo cual es erroneo, como el estudiante no justifica sus respuestas
podemos corroborar que el estudiante no cuenta con la concepcién esquema de
cuantificador de un solo nivel.

Para la situacion 6 en el inciso (a) E5S responde que es necesario conocer la funcion fy
g para encontrar 4(0), lo cual es erroneo, aunque de algin modo escribié que si puede
obtenerla al escribir que solo se conocen los valores de sustituir x en cada una de las
funciones, asi que de esa aseveracion pudo haber reflexionado un poco mas para poder
decir que en efecto, de lo obtenido en estas funciones evaluadas podia obtener 4(0), su
respuesta es la presentada en la figura 5.3.3.16:

A(U)? S1 S1, encuentrela S1 no jusurnque. " " Ly
\

' . cual es la funcion €G3 v R
z“)o,pf\‘qu" n COY acemos Gl S @ i ) .
. en CAG unG

\ \as G lorecx f\\e Suwirtuir X
- ncen 105 -

so\lo 5° CONC

\

~e ‘rl; ('.( ’.ﬂ(r’:—n

Figura 5.3.3.16. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 6 (a).

Asi mismo las respuestas para los incisos (b) y (c¢) evidencian que el estudiante
considera necesario conocer quiénes son /'y g para poder resolver lo que se pedia, las
respuestas a estos incisos se presentan en la figura 5.3.3.17:

No, porque no Se conoce
\a eo’*‘ruc“\,rq AQ Cnéo una
de o= Tanciones dadas,
por lo tornds e e eodrs

obkf'\e « ((L“)-

. tabla, seria posible encontrar

T\]o, porqu° >« ’le-;,(@noce
. \f‘ c;,—\ C<ac< A<Jrﬁ&0

CoOMo S
OrkGdCa

v .
cCodo €wncidn ymenc

Figura 5.3.3.17. Solucion del estudiante ES a las situaciones problematicas 6 (a) y (c).
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Entonces es evidente que el estudiante no cuenta con la concepcidn proceso de funcion
porque necesita de ese estimulo externo de tener la expresion algebraica para cada una
de las funciones, no va mas allda de las acciones porque no puede coordinar dos
procesos dados dentro de la composicion de funciones.

Para la situacion 7 parece ser que ES5 pretendia multiplicar cada rama de la funcion F
con cada rama de G, pero en realidad esto no le iba a permitir determinar el resultado
de F -G, entonces el hecho de que las funciones se presentaran a trozos le causd
dificultad, tal como se muestra en la figura 5.3.3.18:

7. t. G
K L) 2003 2 g xe(Y) W.‘(‘z“)‘\
a -4 e (
e+ 21-&5‘(7.4\ Sin ¥ (2%) cils g
S | 1“3-@73 Sin X (Fﬂ\
Vel %
RSN (o)
¥

Figura 5.3.3.18. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 7.

Con esta respuesta podemos asegurar que la concepcion proceso del estudiante no es

estable, de hecho, no se ha construido dicha estructura, pues se quebro6 al enfrentarse a
dicha dificultad.

Podemos entonces decir en conclusion que el estudiante ES cuenta solo con las
estructuras de: objeto numero real y proceso conjunto.

Estudiante E6

El E6 en la situacion 1 responde correctamente a los tres incisos, solamente en el
inciso (b) tiene un error de dedo y responde 645 en lugar de 654, como se muestra en
la figura 5.3.3.19:

6) 137 U - [ (4% I + (%))

= 1695 = [(¢qyan) Haz - 126))
= 945~ (141)
> (Y45

Figura 5.3.3.19. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 1(b).
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Como ese error de dedo no tiene nada que ver con su concepcidon de objeto de nimero
real podemos decir que en efecto cuenta con esta estructura mental, pues realiza
acciones sobre los nimeros reales con las operaciones basicas.

Para la situacion 2 el estudiante claramente tiene comprendidas las definiciones tanto
de funcion sobreyectiva como de funcidn inyectiva y funcion inversa, pues comienza
definiendo una funcion g que pertenece al conjunto A de funciones de una variable, tal
como se indico, luego define g como una funcion que va de un conjunto B a un
conjunto C, lo cual es correcto pues entiende que estos pueden ser dos conjuntos
arbitrarios, después describe la condicion necesaria para que g tenga inversa, la cual es
correcta. A partir de aqui menciona que si eso ocurre entonces significa que g es
sobreyectiva y que también es necesario que la funcion sea inyectiva y da la definicion
de lo que significa funcién inyectiva, para de aqui decir que entonces es necesario que
la funcién sea biyectiva, es decir, inyectiva y sobreyectiva. La respuesta del estudiante
E6 nos permite decir que, en efecto, el estudiante cuenta con la concepcion proceso de
conjunto porque retne objetos en una coleccion, dada alguna condicién tal como se
muestra en la figura 5.3.3.20:

P
A.._ g{ "(ek ung fundin (j( N "';“6k§

D;Ja"" que jf’q ) Con jB")C 1prrat ‘le'y“ Iners; es vecoyulp qu
‘\/(tc ‘3:(3 4? j-(c):() S Ycel EH,EB .\,q j(b):(, V-0, je; soénygc/i,o
057 fompies es neess . —
JV‘ ets0) qe Jvc;,&{( ek YobeE - g‘(bl
CeC s Ci=Cs = B 17 od
f ﬁ’) e H(',’(’ sl g1
F) Vé'léb € B S j(gl)—j{(v) =) 61:65

A -0, 79.! fryeLl,‘W.
Asr . | ||
q« €| (oﬂ)un b/(’ *’t:u_; (‘4_) Amt;anq‘ veo‘/ﬁ L/e W‘“»m"a‘/p qe 'ht’“-dh

. inversn es e\ (M'}»n‘h J? ‘It’(-’u\: loy Lorddonts dle b v luble 6;)"01[/«/»\
Figura 5.3.3.20. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 2.

Para la situacion 3 el estudiante responde correctamente dando la definicion de funcion
inyectiva definiendo correctamente el conjunto, como se muestra en la figura 5.3.3.21:

v = - . Y YW LW Ut YA VUV ARTL Uly”"'\‘/"\

. ’»
Ce "y ll““, J{ /03 _[4\( ’
PPTN

3
;f\/((;‘vt',) e) {‘( { '(7.' [\7")( ey v ‘/vrt,'erf Ly bUllub“f

- -(m):’f 1, (m _”K‘C o sl y*Gf,baeB s 46-)»’\[(6”‘:}6.:»37

Figura 5.3.3.21. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 3.
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Entonces por las respuestas a las situaciones 2 y 3 el estudiante en efecto cuenta con la
estructura mental proceso de conjunto ya que hace una clasificacion correcta de los
elementos que pertenecen al subconjunto.

Para la situacion 4 el estudiante contesta correctamente diciendo que la funcién si es
sobreyectiva y justifica su respuesta primero dando la definicién de lo que significa
que una funcion sea sobreyectiva y a partir de ahi hace lo que otros estudiantes habian
hecho anteriormente pero sin justificar (despejar la x), y E6 justifica por qué si cumple
con las condiciones de sobreyectiva dando evidencia de contar con la concepcion
esquema de cuantificador de un solo nivel, pues hace uso del cuantificador existencial
(3) y del cuantificador universal (V), tal como se muestra en la figura 5.3.3.22:

F¥G6aeB s J)4(6)96,-4,3
Sobreyedhiy g (= JJye[}%o+ I7elR g f=y

':{ :\) -~ ~—
Y=t y‘z’(ﬁ \)7:)/ “‘(Y \)'7‘6[5 yo qu Y20
,,—nlﬁfpﬂ"{)

= =2 1, £R2K e

-

y en elec, dodo yff}"j/ feviemo
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pL=y
. = (\e“z 4"}
JOJO tho 3*'

Figura 5.3.3.22. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 4.

En cuanto a la situacion 5, E6 contesta como verdaderas a las aseveraciones, pero no
justifica por qué lo son, pero a pesar de esto y por lo que contesta anteriormente en la
situaciéon 4 podemos decir que cuenta con la estructura mental de esquema de
cuantificador de un solo nivel.

Para la situacion 6, E6 contesta correctamente a los 3 incisos, lo cual nos da evidencia
de que tiene la concepcioén proceso de funcion. Un ejemplo es el inciso (c), pues
comprende lo que se le estd pidiendo y hace el proceso necesario para obtener g(4)
solo teniendo valores de x para 4 y f, primero encuentra cuanto vale h(4) para a partir
de ahi encontrar cuanto debe valer f(g(4)), asi encuentra que es cuando g(4) = 1, tal
como se muestra en la figura 5.3.3.23:

Q) Wy ® 5 hid- £ (gD D=2
] 3 {k‘jﬂ&ﬂ 3 s I(j(q)‘) y con 0

-}

.- =
2) -“'0:-((3\““ =) 9L
Figura 5.3.3.23. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 6 (c).
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Para la situacion 7 el estudiante E6 muestra evidencia nuevamente de tener la
concepcion de proceso de funcidn, pues responde correctamente haciendo la
multiplicacion de F y G en cada uno de los intervalos correspondientes (ver figura
5.3.3.24), se puede observar en el procedimiento que el estudiante hizo uso del registro
grafico para poder determinar los intervalos en los que la multiplicacion de F - G tiene
sentido, tal como se muestra en la figura 5.3.3.25:

2, b
1 3 /x<-} :'-) i(“\" ’A"‘" ,
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Figura 5.3.3.24. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 7.

~a 0] 5

S S S S

Figura 5.3.3.25. Uso del registro grafico del estudiante E6 a la situacion problematica
7.

De acuerdo a las respuestas de cada una de las situaciones E6 cuenta con todas y cada
una de las estructuras mentales previas que se necesitan para poder aprender el
concepto de imagen de una funcién en una variable real.

Estudiante E7

En la situacion 1 el estudiante E7 realiza de manera correcta los incisos (b) y (c)
obteniendo los resultados correspondientes, pero para el inciso (a) tiene un error por la
jerarquia de operaciones, pues resta en lugar de dividir como se muestra en la figura
5.3.3.26:
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Figura 5.3.3.26. Solucion del estudiante E7 a la situacion problematica 1 (a).

Podemos entonces decir que el estudiante cuenta con la estructura mental previa de
objeto de numero real, pues realiza acciones sobre estos con las operaciones basicas.

Para la situacion 2 el estudiante da un conjunto en el cual no define de donde a donde
va la funcién, solo dice que se trata de un x real donde se cumple que la funcion
evaluada en x da como resultado -x, entonces el estudiante pudiera haber estado
pensando en definir el inverso de un niimero, no de una funcion, tal como se muestra
en la figura 5.3.3.27:

2 BLxeR| Lep= -]

Figura 5.3.3.27. Solucion del estudiante E7 a la situacion problematica 2.

Aunque su definicién no es la correcta, en realidad la accion que estd haciendo de
reunir objetos en una coleccion dada alguna condicion es la que nos importa, asi que
podemos decir que cuenta con la estructura mental de proceso de conjunto.

Para la situacion 3 el estudiante define el conjunto de las funciones inyectivas como un
conjunto en el que te tomas dos elementos reales, x ¢ y en donde se cumple que la
funcién evaluada en x da como resultado y, y menciona que este f(x) es un valor unico
para cada x que se toma. Podemos ver que con la situacion 2 y 3 el estudiante E7 le
hace falta decir bien de qué elementos se estan hablando, pues en realidad no comienza
dando un conjunto que parte de una funcion que va de un conjunto a otro, sino que
pone que se trata de dos nimeros reales y luego da la condicion haciendo uso de una
funcion £, sin embargo, aunque la definicién dentro del subconjunto no es correcta, el
estudiante reune objetos que cumplen cierta condicion, lo cual nos permite decir que el
estudiante evidencia tener concepcion proceso de conjunto (ver figura 5.3.3.28):

3+ C= X,y €K | J:(/)_-J/ , EU) s Lnite po-a coola 7‘3

Figura 5.3.3.28. Solucion del estudiante E7 a la situacion problematica 3.

Para la situacion 4 el estudiante responde de manera correcta que la funcidon es
sobreyectiva pero su justificacion no es muy completa en el sentido de que no dice por
qué la funciéon cumple con ser sobreyectiva, tal como se muestra en la figura 5.3.3.29:
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Figura 5.3.3.29. Solucion del estudiante E7 a la situacion problematica 4.

Para la situacion 5 el estudiante E7 responde como verdadero y falso a los incisos (a) y
(b) respectivamente, pero no justifica por qué, asi que podemos decir que el estudiante
no da evidencia de contar con la estructura mental de esquema de cuantificador de un
solo nivel, pues en ninguna de las dos situaciones hace mencion de este, como la
mayoria de los estudiantes parece no tomarlos en cuenta, u olvidarse de ellos.

Para la situacion 6 responde que no es posible encontrar 4((0)) porque de acuerdo a lo
que dice, la informacion no es la suficiente, de igual manera para el inciso (b) y (c)
responde que no es posible, asi que podemos decir que no muestra una concepcion
proceso de funcidén, como se puede observar en la figura 5.3.3.30:
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Figura 5.3.3.30. Solucion del estudiante E7 a la situacion problematica 6.

Por otro lado, para la situacion 7 el estudiante E7 responde correctamente la
multiplicacion de las dos funciones en cada uno de los intervalos, y de acuerdo al
andlisis a priori de este ejercicio esta pregunta estd disefiada para determinar si la
concepcion de proceso de funcion de los estudiantes es estable o si se quebrard al
enfrentarse a la dificultad de que las funciones son funciones a trozos, lo cual no
sucedio para estudiante, pues no presentd dificultad (ver figura 5.3.3.31), asi que
podemos decir que el estudiante estd camino a la interiorizacién de la accidon de
funcion, pues es capaz de manipular funciones a trozos siempre y cuando se le den
expresiones algebraicas, lo que implica que estd mas alld de una concepcion accion,
pero no ha logrado construir completamente el proceso de funcion porque no fue capaz
de responder a la situacion 6.
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Figura 5.3.3.31. Solucion del estudiante E7 a la situacion problematica 7.

Podemos entonces decir que el estudiante cuenta con todas las estructuras mentales
previas que se pretendia evidenciar en el cuestionario, excepto la de esquema de
cuantificador de un solo nivel y en la de proceso de funcion la cual tiene de manera
parcial.

Estudiante E8

Para la situacion 1 el estudiante tuvo correctamente los tres incisos, solo tuvo un error
de dedo en el inciso (b) al momento de restar puso como resultado 754 en lugar de
654, como se muestra en la figura 5.3.3.32:

REENR P 3 -27)T 2 09 5 - Jagrizye(zes- 29}
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Figura 5.3.3.32. Solucion del estudiante ES8 a la situacion problematica 1 (b).

De esta manera podemos decir que el estudiante cuenta con su concepcion objeto de
namero real, pues realiza acciones sobre los nimeros reales con las operaciones
basicas para obtener resultados.

Para la situacion 2 da como respuesta dos funciones, una que va de un conjunto x a un
conjunto y y otro que va de y a x, esto nos dice que el estudiante tiene al menos la idea
del dominio y codominio de una funcién y de su inversa, pero realmente no determina
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el conjunto de todas las funciones que cumplen con ser funciones inversas, tal como se
muestra en la figura 5.3.3.33:

f : X =Y

£ y R

Figura 5.3.3.33. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 2.

Entonces realmente no est4 reuniendo elementos que cumplen ciertas condiciones, sino
que estd dando los conjuntos dominio y codominio, ademés la notaciéon para la
segunda funcién deberia ser como funcidn inversa y no la expresa asi. Tal vez el hecho
de no dar el conjunto no se debi6 tanto a no tener la estructura, sino a la falta de la
definicion, pues parece que no la recordd y eso se evidencia por lo que responde (tiene
una idea).

Para la situacion 3 el estudiante no da una definiciéon correcta, ya que puso las
condiciones p — q al revés, pues determina que si dos elementos tomados del dominio
de la funcién son iguales entonces la funcién va a tomar el mismo valor evaluada en
ese punto, en lugar de poner S ={f:f(x;) = f(x;) siempre que x; = x,}, el
estudiante no da evidencia de reunir elementos que cumplen cierta condicion, pues no
usa en ningin momento las llaves, se centra en solo dar una definicion sin percatarse
de que la situacion pide un conjunto con determinadas condiciones, asi que este
estudiante no muestra la estructura mental proceso de conjunto como se puede
observar en la figura 5.3.3.34:

fle) =€ ()

P ~f (MLJ“‘“‘

St

Figura 5.3.3.34. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 3.

Para la situacion 4 el estudiante contesta correctamente diciendo que la funcién si es
sobreyectiva y justifica haciendo uso de los cuantificadores universal (V) y existencial
(3), es decir cuenta con la estructura mental esquema de cuantificador de un solo nivel,
como se muestra en la figura 5.3.3.35:
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Figura 5.3.3.35. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 4.

En la situacion 5 el estudiante responde correctamente diciendo que ambas
aseveraciones son correctas, pero no justifica por qué, aun asi, por lo que responde en
la situacién 4 podemos ratificar que el estudiante si cuenta con la estructura esquema
de cuantificador de un solo nivel.

En la situacion 6 el estudiante E8 responde correctamente a los incisos (a) y (b)
determinando el valor de la funcién evaluada en el punto que se le pedia, por ejemplo,
como en el inciso (b), que determina el valor de f{2) conociendo solo los valores de las

funciones 4 y g evaluadas en ciertos puntos para x, como se muestra en la figura
5.3.3.36:

‘\ L - (.€
, (ALt
L‘(l’: f(?(“\ {>&L(L.~\ Faiad /a ,nkln'a""“ L Lﬁvln ,Al
X\{ﬂ\):f(g(ﬂ'\) F(z):f(ﬂ(a));puo J(ﬁ):z enbanay
hal- £(2) f) = Wlny e Ula) 20 pr fo fanke

o = f(z) f(z)=0

Figura 5.3.3.36. Solucion del estudiante ES8 a la situacion problematica 6(b).

Para el inciso (c) muestra dificultad pues menciona que no puede obtener g(4) solo
teniendo informacion de /2 y f como se muestra en la figura 5.3.3.37:
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Figura 5.3.3.37. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 6(c).

A pesar de que responde en los incisos (a) y (b) el estudiante no da evidencia de contar
con la estructura proceso de funcién pues no contesta correctamente el inciso (¢) que
es el de mayor dificultad (y més adelante en la situacion 7 no determina las ramas ni
las multiplicaciones de manera correcta), pero si tiene elementos que permiten decir
que tiene mas que accion por resolver los incisos (a) y (b), entonces este estudiante
esta entre la accion y el proceso, es decir, hace mas que una accion, pero no alcanza la
concepcion proceso.

Por otra parte, en la situacion 7 el estudiante responde de manera incorrecta, pues no
determina bien ni las multiplicaciones ni las ramas en que estan definidas cada
multiplicacion, como se muestra en la figura 5.3.3.38:

r-4
=L § < -
e, 1 X ,Z

Tl -4 (k) - {aersyun) (4) o0 0S¥ € iy

| 5 1
) A,)( N ""’l.

Figura 5.3.3.38. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 7.

Es importante mencionar que este estudiante también hizo uso del registro grafico para
poder realizar el ejercicio, como se muestra en la figura 5.3.3.39:

-

Figura 5.3.3.39. Uso del registro grafico para la solucion de la situacion problematica
7.

De acuerdo a las respuestas del estudiante E8 podemos decir que cuenta con las
estructuras de: objeto de nimero real, esquema de cuantificador de un solo nivel y para
proceso de funcion se encuentra en un nivel entre accion y proceso.

79



Estudiante E9

En la situacion 1 el estudiante E9 tiene los tres incisos incorrectos, se observa que no
tiene clara la jerarquia de operaciones, por ejemplo, para el inciso (a) primero suma
3+7 en lugar de multiplicar 16*3, como se ve en la figura 5.3.3.40:

@ Q) 2% 342 22" 2 |G - (234 )
et aqs 16 16 - (2470)

ex3e

"1
[&O  16+10 0 0
e T ev2 T Tt
o 25

Figura 5.3.3.40. Solucion del estudiante E9 a la situacion problematica 1(a).

Aunque no tiene correctos los resultados de los incisos podemos decir que tiene la
concepcidn objeto de nimero real, ya que realiza acciones sobre los numeros reales
con las operaciones basicas, es decir las operaciones entre numeros reales son
correctas, no asi la jerarquia de las operaciones, razoén por la cual no obtienen el
resultado correcto.

Para la situacion 2 el estudiante E9 no da un conjunto, da una definicién en donde
determina que las funciones inversas son todas las funciones distintas de cero, con esto
nos hace evidente que el estudiante no tiene clara la definicion de funcidn inversa,
pues por lo que escribid parece ser la confunde con el inverso de un nimero. De igual
manera para la situacion 3 menciona que las funciones inyectivas son todas aquellas
funciones de la forma ax + b de un polinomio de grado uno, lo cual hace evidente la
falta de una definicion clara para funcion inyectiva y que el estudiante sustituye por
ejemplos prototipo, tal como se muestra en la figura 5.3.3.41:

= b Tile J A0
@ Todas las funciones d“‘rg‘)‘aa de ce

@L(L (sones de la tovma Qxth

Figura 5.3.3.41. Solucion del estudiante E9 a las situaciones problematicas 2 y 3.

Como el estudiante no da evidencia de reunir objetos que cumplen cierta condicion, es
decir, en ninguin momento considera o usar las llaves, las cuales son usadas en las
matematicas como simbolo que denota un conjunto, mas bien se centra en dar las
definiciones correspondientes a las condiciones que debe cumplir para que sea una
funcién inversa o una funcidon inyectiva, entonces el estudiante no muestra una
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estructura mental proceso de conjunto, no se puede decir que no la tiene pues se
requiere de un analisis mas profundo de sus estructuras mentales mediante una
entrevista, que nos permita determinar si verdaderamente este estudiante no tiene la
estructura o si.

En la situacion 4, E9 contesta correctamente, pero eso no significa que sabe por qué,
pues el procedimiento que hace es despejar la variable x para obtener Vy y su
justificacion es que el dominio coincide con el rango, podemos entonces decir que
tiene una definicion erronea de funcidon sobreyectiva y esto lo reafirmamos cuando
dice que una funcidén siempre es sobreyectiva de su dominio a su rango como se
muestra en la figura 5.3.3.42:

G’\\ ((x) 7(2
fon qq(f 3‘- R v, 8 20
{ vou wo
itk e, !'('('\5 Jo exsle en (os vedles s solo ol 0° =0 v¢ v\‘ao
e \ % 2 o ) e W (f

I "C_‘Ej ‘ d 50 }( € uo\Ov(%cd wo UC"'“ : ka 0° 0
e €8 ce oo Qo
Adevide Oro (anidn clewmpe € )ObrOSfC‘ll\LA de &0 Qomey ‘

Figura 5.3.3.42. Solucion del estudiante E9 a la situacion problematica 4.

Podemos observar que su definicion y su procedimiento son errdneos, el estudiante en
efecto hace uso de la palabra “existe”, pero no da evidencia de contar con la estructura
esquema de cuantificador de un solo nivel, pues no lo utiliza para la validez de una
proposicion de la forma 3x € S 3 P(x). En la situacion 5 el estudiante E9 responde
como verdaderas a las aseveraciones, pero no justifica por qué lo son, de manera que
no se puede evidenciar la presencia de la estructura esquema de cuantificador de un
solo nivel.

En la situacion 6 el estudiante responde que cree que si es posible obtener el valor que
se pide, pero dice que teniendo la regla de correspondencia, es decir, el estudiante
necesita ese estimulo externo para poder calcular el resultado y no es capaz de
coordinar dos procesos para obtener el resultado de la composicion, asi que podemos
decir que no muestra la concepcion proceso de funcidn, esto lo reafirmamos con el
hecho de que en la situacion 7 responde solo para dos intervalos correctamente, para
x < —2yx > 1como se muestra en la figura 5.3.3.43:
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Figura 5.3.3.43. Solucion del estudiante E9 a la situacion problematica 7.

Entonces podemos decir que el estudiante solo cuenta con la estructura mental objeto
de numero real.

Estudiante E10

El estudiante E10 responde correctamente los tres incisos de la situacion 1, en todos
llegd al resultado correcto, por ejemplo, en el inciso (a) donde la mayoria de sus
compafieros tuvieron error con la jerarquia de operaciones el estudiante lo realizé de
manera correcta, como se ve en la figura 5.3.3.44:

16 ) = _ 293

r = "118
te (et TTE
1

Figura 5.3.3.44. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 1.

Como el estudiante realiza acciones sobre los niimeros reales con las operaciones
basicas entonces se considera que evidencia la concepcion objeto de niimero real.

En la situaciéon 2 y 3 se pretende evidenciar la concepcion proceso de conjunto y el
estudiante E10 responde correctamente en ambas. En la situacién 2 se pide dar el
conjunto de todas las funciones invertibles, para lo cual el estudiante determina que la
condiciéon que deben de cumplir es que al aplicarle la funcion inversa a la funcion se
obtiene solamente x, y el estudiante da evidencia de reunir elementos que cumplen
cierta condicion, de aqui podemos decir que cuenta con la concepcién proceso de
conjunto, ademas hace uso del “tal que”, como se muestra en la figura 5.3.3.45:

2_@ T__!{\C'U{\):F.Tf‘(k)) = X V\k € m}

Figura 5.3.3.45. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 2.
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Para la situacion 3 el estudiante determina que el conjunto que contiene las funciones
inyectivas es aquel en el que se tiene una funcién que cumple que si las imagenes de
dos puntos son la misma quiere decir que los puntos son iguales, solamente que el
estudiante puso un si solo si en lugar de un entonces (ver figura 5.3.3.46), pero
realmente lo que interesa es que el estudiante retna elementos que cumplen cierta
condicién y como lo realiza podemos decir que cuenta con la concepcion proceso de
conjunto.

’3-

-

FOI L) = (M o5/ e o
- :,(}

Figura 5.3.3.46. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 3.

En la situacion 4 el estudiante menciona que el rango estd determinado por lo valores
mayores o iguales a cero y que dentro de los reales cualquier numero elevado al
cuadrado da como resultado un niimero que cae dentro del rango y esta es su
justificacion del por qué si es una funcion sobreyectiva. Por la respuesta que da
podemos decir que estd en lo correcto, pero como en esta situacion se pretende
evidenciar la concepcion esquema de cuantificador de un solo nivel y el estudiante no
hace uso del cuantificador existencial (3) ni del cuantificador universal (V), asi que

aparentemente no cuenta con esta concepcion, tal como se muestra en la figura
5.3.3.47:

Y
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Figura 5.3.3.47. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 4.

Por otra parte para el ejercicio 5 el estudiante es el unico estudiante que justifica sus
respuestas, en particular para el inciso (a) responde correctamente la aseveracion, en la
cual su justificacion es la que se esperaba para la situacion 4, pues en esta hace uso del
cuantificador existencial (3) y del cuantificador universal (V), tal como se muestra en
la figura 5.3.3.48, asi que podemos decir que el estudiante si cuenta con la estructura
mental esquema de cuantificador de un solo nivel.
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Figura 5.3.3.48. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 5(a).

Para el inciso (b) la respuesta del E10 a esta aseveracion es incorrecta, pues menciona
que es falso y su justificacion es que para los valores de y mayores o iguales a 8 no van
a cumplir que x3 =y , sin embargo, usa el cuantificador existencial (3) y el
cuantificador universal (V), asi que en efecto tiene la concepcion de esquema de
cuantificador de un solo nivel como se muestra en la figura 5.3.3.49:

o Ny WA agy o
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Figura 5.3.3.49. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 5(b).

Para la situacion 6 el estudiante tuvo error en los tres incisos porque creyd que en lugar
de ser composicion era multiplicacion de funciones, asi que en estas tres respuestas de
E10 no podremos determinar si el estudiante cuenta o no con la concepcion proceso de
funcién, ademas parece ser que el estudiante no comprende lo que significa un valor en
la tabla que se da, pues por ejemplo, en el inciso (a) determina que para obtener /(0) es
cuando ftoma el valor de 3 y g el de -1, cuando en realidad en la tabla se refiere a que
cuando x toma el valor de 0 la funcion f'es igual a -3 y la funcién g es igual a -1, este
procedimiento del estudiante se muestra en la figura 5.3.3.50:
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Figura 5.3.3.50. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 6(a).

Por ultimo, en la situacion 7 al E10 solo le falt6 el resultado de la multiplicacion para
las ramas —2 < x <0 y x =1, pues en las demds si hace la multiplicacion y de
manera correcta solo en la primera es x < 2 en lugar de x < 0. De acuerdo al analisis
a priori que se hizo para esta situacion esta pregunta esta disefiada para determinar si la
concepcion de proceso de funcion de los estudiantes es estable o si se quebrard al
enfrentarse a la dificultad de que las funciones son funciones a trozos, lo cual no
sucedid para estudiante, pues no presentd dificultad, solo le falté definirla para dos
ramas pero para las otras si lo hizo, asi que podemos decir que el estudiante si cuenta
con la concepcion proceso de funcion y esto se puede observar en la figura 5.3.3.51:
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Figura 5.3.3.51. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 7.

Entonces podemos decir que el estudiante E10 cuenta con todas las estructuras
mentales que se consideraron en el cuestionario diagnostico.

Estudiante E11

Para la situaciéon 1 el E11 tiene correcto el inciso (b), en cambio en el inciso (a) y en el
(c) comete errores de jerarquia de operaciones, por ejemplo, en el inciso (a) que divide
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cen lugar de realizar la operacion 7 = (E) como se muestra en la figura

primero e

5.3.3.52:
a) 165349 -216:16-(uB)-
“H48+321-(48)

48+7-48
=3,

Figura 5.3.3.52. Solucion del estudiante E11 a la situacion problematica 1(a).

A pesar de estos errores debidos a la jerarquia de operaciones el estudiante muestra
evidencia de que puede realizar acciones sobre los numeros reales, es decir, muestra
evidencia de contar con la estructura previa objeto de nimero real.

Para la situacion 2 el estudiante define un primer conjunto A como una funcién que es
de la forma x+c, de alguna forma podemos decir que estd pensando a la funcién como
si fuera un polinomio de grado 1, en donde dice que se debe cumplir que la constante
es un numero real. En el segundo conjunto A define una funcién inversa como si fuera
el inverso de un niimero y como en esta situacion lo que se pretende evidenciar es si el
estudiante puede reunir objetos en una coleccion dada alguna condicion, y el
estudiante usa el “tal que” como se muestra en la figura 5.3.3.53, podemos decir
entonces que el estudiante cuenta con la concepcion proceso de conjunto.

Aj pxse | mei)
A=) £ )=t o C}

Figura 5.3.3.53. Solucion del estudiante E11 a la situacion problematica 2.

En la situacion 3 el estudiante E11 define el conjunto A como si fuera un polinomio de
grado n, y después de ese conjunto menciona la definiciéon de funcion inyectiva tal
como se muestra en la figura 5.3.3.54:
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Figura 5.3.3.54. Solucion del estudiante E11 a la situacion problematica 3.

En este caso el estudiante hizo uso del tal que lo cual nos permite decir que reunid
objetos en una coleccidon bajo alguna condicién, es decir, tiene la concepcidon proceso
de conjunto.

Para la situacion 4 el estudiante E11 iguala y = x? para luego despejar la x, con esto
concluye que la funcidn es sobreyectiva pero realmente no hace uso del cuantificador
existencial (3) ni del cuantificador universal (V) que le permita justificar el por qué ese
procedimiento le permite afirmar que es sobreyectiva, asi que podemos decir que no
cuenta con la estructura esquema de cuantificador de un solo nivel, tal como se
muestra en la figura 5.3.3.55:

@ Yz 7_(_’
Y =
Vy = X
o {(){\ o so\o\eycoj\"vo.

Figura 5.3.3.55. Solucion del estudiante E11 a la situacion problematica 4.

En la situacion 5 el estudiante solo responde como verdadero para el inciso (a) y como
falso al inciso (b), asi que no contamos con mas evidencia que nos permita reafirmar
que no cuenta con la estructura esquema de cuantificador de un solo nivel.

Para la situacion 6 el estudiante E11 confundié el simbolo de composicion con el de
multiplicacion de funciones, puesto que para los tres incisos hace el procedimiento de
la multiplicacién, lo cual no nos da evidencia que nos permita decir que el estudiante

cuenta o no con la concepcidn proceso de funcidn, tal como se muestra en la figura
5.3.3.56:
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Figura 5.3.3.56. Solucion del estudiante E11 a la situacion problematica 6(a).

En la situacion 7 el E11 contestd solo para dos de las intersecciones de los dominios de
las funciones /'y g, las cuales fueron para x < —2ypara 0 < x < %, solo que para este

ultimo le falto poner 2x en lugar de 2. A pesar de haber respondido correctamente a
estas dos ramas, no tenemos suficiente evidencia para decir que en efecto cuenta con la
concepceidn proceso de funcion, ya que no sabemos si no contestd las demas por falta
de tiempo o porque ya no supo cuales otras ramas hacer, la respuesta de E11 a este
gjercicio es la que se muestra en la figura 5.3.3.57:

@" o (f1) =9 (Ax+?]

=2 2x+3)
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Figura 5.3.3.57. Solucion del estudiante E11 a la situacion problematica 7.

Entonces podemos decir que el estudiante E11 cuenta con la estructura mental objeto
de nimero real y proceso conjunto.

Estudiante E12
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En la situacion 1 el estudiante E12 tuvo correcto los incisos (b) y (c), en cambio en el
inciso (a) tuvo problemas con la jerarquia de operaciones, ya que primero dividid
16/16 en lugar de 7/16 y el resultado dividirlo entre 16, tal como se muestra en la
figura 5.3.3.58:

Q)=163 + 2216746~ 4%

Wg+7 48

= 7

Figura 5.3.3.58. Solucion del estudiante E12 a la situacion problematica 1(a).

Como el estudiante muestra evidencia de que puede realizar acciones sobre los
nimeros reales con las operaciones basicas, podemos decir que cuenta con la
estructura objeto niumero real.

Para la situacion 2 y 3 el estudiante E12 no responde, asi que no contamos con
evidencia que nos permita decir si cuenta o no con la estructura mental proceso de
conjunto.

Para la situacion 4 el estudiante realiza un procedimiento en el cual por la funcion que
se da, el estudiante es consciente de que para un valor de y le van a corresponder dos x
distintas, en este caso seria una positiva y una negativa, entonces el estudiante iguala
f(x) vy f(-x) para después elevarlas al cuadrado, sacar raiz y finalmente decir que es la
misma x, con este procedimiento concluye que la funcién es sobreyectiva, pero en
realidad no explica como este procedimiento le permite hacer dicha afirmacion. Se
puede observar que el estudiante no hace uso de ningun cuantificador (existencial o
para todo) que nos permita decir que cuenta con la estructura de esquema de
cuantificador de un solo nivel, tal como se muestra en la figura 5.3.3.59:

y: = X
e
—/‘L71 \_}—‘72{7

Figura 5.3.3.59. Solucion del estudiante E12 a la situacion problematica 4.
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Para la situacion 5 el estudiante E12 responde como verdadero al inciso (a) y falso al
inciso (b) sin hacer ninguna justificacion, lo cual nos permite reafirmar que no cuenta
con la estructura mental de esquema de cuantificador de un solo nivel.

En la situacion 6 el estudiante no responde correctamente, ya que no tiene una correcta
concepcidn de composicion de funciones pues en sus respuestas menciona condiciones
que debe cumplir 4,f'y g respectivamente para que se pueda realizar la composicion,
cuando esto es incorrecto, entonces podemos decir que no cuenta con la estructura
proceso de funcion, pues no puede realizar procesos que le permitan obtener el
resultado de la composicion tal como se muestra en la figura 5.3.3.60:
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Figura 5.3.3.60. Solucion del estudiante E12 a la situacion problematica 6.

Por otro lado, en la situacion 7 que estd disefiada para determinar si la concepcion
proceso de los estudiantes es estable o si se va a quebrar al enfrentarse a las funciones

por partes se observa que el estudiante tiene dificultad, pues el resultado que obtiene es
—4x
X241
observar que los intervalos para los que lo puso que se cumple son incorrectos,
entonces no podemos saber si esos resultados solo los obtuvo de hacer multiplicacion

al azar o si solo tuvo problemas con indicar el intervalo, pero por los resultados

incorrecto, aunque dos de los resultados son correctos ( y 4x% + 6x) se puede

incorrectos obtenidos en las otras multiplicaciones podemos afirmar que no cuenta con
la estructura proceso de funcion, tal como se muestra en la figura 5.3.3.61:
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Figura 5.3.3.61. Solucion del estudiante E12 a la situacion problematica 7.

Entonces podemos decir que el estudiante E12 solo cuenta con la estructura objeto de
namero real.

Estudiante E13

El estudiante E13 tuvo mal los tres incisos de la situacion 1 y en las tres tuvo errores
por la jerarquia de operaciones, por ejemplo en el inciso (a), en donde primero
multiplico 6*3 en lugar de 16*3 y después primero dividié 16/16 en lugar de 7/16 y el
resultado dividirlo entre 16, tal como se muestra en la figura 5.3.3.62:

@) 24 x3 47 qa 224 316-(231s?)
2% x3 ¥ T 224 = 16-(23t 2S)
2%xN ¥ Q43 v ;716 - 18
6x3 +49 = 1k =16 - 18

84+ 3 = 16 “16-48
25 v14 =16 - 42
257 4 -Y%

2S5 - 98

F23 ]

Figura 5.3.3.62. Solucion del estudiante E13 a la situacion problematica 1(a).

A pesar de tener mal los tres incisos, el estudiante muestra evidencia de que puede
realizar acciones sobre los niimeros reales con las operaciones basicas, asi que
podemos decir que cuenta con la estructura objeto nimero real.
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Para las restantes 6 situaciones el estudiante no respondio, lo cual nos permite decir
que no contamos con evidencia de que cuenta o no con las otras estructuras mentales
previas.

Estudiante E14

El estudiante E14 tuvo correcto el inciso (a) de la situacion 1, pero en los incisos (b) y
(c) los errores que tuvo no fueron por la jerarquia de operaciones, sino que en el (b) el
error fue por los signos ya que puso -115 en lugar de solo 115 y en el (c) el error fue al
momento de dividir ya que el resultado que obtuvo no fue el correcto aunque los
nimeros a operar si lo eran, ya que el resultado era 3054/3=1018, tal como se muestra
en la figura 5.3.3.63:

b) 130 3 - [ 8+ 057) + (3’-2’)] '35(-‘3\ _/6»—(4)
. 4 ’:" e 9 )1
169(s) - [(Geriz) 4 (245-128) ] e A
- 84 - ]
*-(re-nis) aas- (-39)= 845 +39 L
= 884 L o
64 (&
C) (33“ ’36"25"2‘34/;2—'42)—?3 £ 2

=<5’2 (6> 32+ 8 +4 *2)';'3 - (30?2 -32+8 f4'2)':'3

2 309%0-+3 = 1030

Figura 5.3.3.63. Solucion del estudiante E14 a las situaciones problematicas 1(b) y (c).

Aunque el estudiante no tiene correctos dos de los incisos muestra evidencia de que
puede realizar acciones sobre los niumeros reales con las operaciones basicas, asi que
podemos decir que cuenta con la estructura objeto nimero real.

En la situacion 2 el E14 tiene mal su respuesta, pues empezando con que el conjunto A
lo determina como si la funcion fuera un polinomio de grado uno, y define un conjunto
B como si una funcién multiplicada por su inversa nos regresara la misma x, cuando
esto no es correcto, pero a pesar de que las respuestas son incorrectas es evidente que
el estudiante retine objetos en una coleccion dada alguna condicion, ya que utiliza el
“tal que”, el “y” y determina condiciones que sus objetos deben cumplir, asi que
podemos decir que cuenta con la concepcion proceso de conjunto como se muestra en
la figura 5.3.3.64:
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Figura 5.3.3.64. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 2.

La situacion 3 la responde de manera correcta, denomina el conjunto que se le pide
como B y lo define como aquel conjunto en el que se toma una funciéon que va de los
reales a los reales y que cumple que, si toma el mismo valor en dos puntos dados,
entonces esos puntos son el mismo. Con esta situacion podemos reafirmar que cuenta
con la concepcion proceso de conjunto porque reune objetos en una coleccion dada
alguna condicion, tal como se muestra en la figura 5.3.3.65:

A{ 6y | xR A (Gdey con yeBf

B:{ Seu {()=y ceom xye B i
f(’>‘[(x.> C/)JOHGC«& X =X, f

Figura 5.3.3.65. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 3.

En la situacion 4 el E14 determina que la funcién es sobreyectiva al igualar x? =y
para despejar la x y después decir que de esta manera la y cumple con ser mayor o
igual a cero y que esto coincide con los valores del rango lo cual le permite concluir
que la funcién es sobreyectiva. En esta situacion se espera que el estudiante verifique
que para todo (V) elemento del conjunto contradominio y existe (3) un elemento x en
el dominio tal que f(x) =y, lo cual el estudiante hace cuando dice que y =0
coincide con los valores de su rango, entonces podemos decir que en efecto E14 cuenta

con la estructura esquema de cuantificador de un solo nivel, como se muestra en la
figura 5.3.3.66:
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En la situacion 5 el E14 responde como verdadero a ambos incisos, pero realmente no

4 [Cyexr  Den(f):R L {ycm:ysq

Sel reyec ’ Vv »'JaJ
Vx c I? /(y)"/

)’z:.-
Y .
X -'./u/ como  y20 pave wmf/.'r con le /.l,mo;'a'n

V rango
tembien cu,.,/,/g conr les welores er se e

.o /(x) es soé/e/ecln'\/q

Figura 5.3.3.66. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 4.

justifica su respuesta, asi que no nos da mas evidencia.

En la situacion 6 el E14 confunde la composicion con la multiplicacion, asi que en los
tres incisos que se piden hace procedimientos y justificaciones como si de
multiplicacion de funciones se tratara, lo cual no nos da evidencia que nos permita
decir que el estudiante cuenta o no con la concepcion proceso de funcion, tal como se

muestra en las figuras 5.3.3.67 y 5.3.3.68:
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Figura 5.3.3.67. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 6 (a).
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Figura 5.3.3.68. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 6 (c).

Por ultimo, el E14 tuvo correcta la situacion 7, pues responde correctamente la
multiplicacion de las dos funciones en cada uno de los intervalos. Podemos decir que
el estudiante no presentd dificultad al enfrentarse a las funciones a trozos, lo cual nos
permite decir que cuenta con la concepcidn proceso de funcion y es estable (ver figura
5.3.3.69) de acuerdo al andlisis a priori de este ejercicio.

F-G .

o -4 (X -4 x

z =
1&x
x+1

’4(2,(’3)‘ -8x-)2 s ~2<x¢0

'2:(2'&43): 417"6x ) 0"(‘%

>

2!(5”»)()‘2,«55«-:)( S) —;5;(<1
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Figura 5.3.3.69. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 7.

Entonces podemos decir que el E14 cuenta con la estructura mental previa de objeto de

nimero real, proceso conjunto, esquema de cuantificador de un solo nivel y proceso
funcion.

Habiendo hecho el andlisis del cuestionario diagnostico por alumno de acuerdo a lo
que respondio, se tiene como resultado la Tabla 1, en donde se determina qué
estructura mental tiene cada estudiante:
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Tabla 1

Resultados del analisis del Cuestionario Diagnostico

Objeto Proceso de Esquema de Proceso de
numero real conjunto cuantificador de funcion
(situacion 1) | (situacion 2y 3) | unsolonivel | (situacion 6y
(situacion 4y 5) 7)
Estudiante ‘/ NR NR-4 NR
! NJ-5
Estudiante / NR / x
2
Estudiante / / x NR
3
Estudiante ‘/ NR NR NR
4
Estudiante / / x x
5
Estudiante / / / /
6
Estudiante / / x Entre accion
7 y proceso
Estudiante / x / Entre accion
8 y proceso
Estudiante / x x x
9
Estudiante / / / /
10
Estudiante / / x x
11
Estudiante / NR x x
12
Estudiante ‘/ NR NR NR
13
Estudiante / / / /
14

NR: No Respondid

NJ: No Justificd
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A partir de estos resultados podemos decir que los estudiantes que cuentan con las
estructuras previas necesarias para la construccion del nuevo concepto y a quienes
entrevistaremos seran los estudiantes 6,8,10 y 14. A partir de estos datos podemos
decir que del 100% de los estudiantes a quienes les aplicamos el cuestionario, el 29%
cuenta con el total de las estructuras mentales previas, como se muestra en la figura
5.3.3.70:

TOTAL DE ESTUDIANTES A ENTREVISTAR

Cuenta con todas las estructuras mentales

No cuenta con todas las estructuras mentales

Figura 5.3.3.70. Grafico de los estudiantes que cuentan y no cuentan con las
estructuras mentales previas.

5.3.4 Aplicacion y Analisis del Segundo Cuestionario

Anteriormente se habia mencionado que después de aplicar el cuestionario diagnostico
a los alumnos se seleccionaria a los estudiantes a entrevistar, dicha entrevista tenia que
ser de manera presencial y por un guion determinado para que pudiera ser una
entrevista semiestructurada, pero debido a la contingencia sanitaria (COVID-19) no
nos fue posible entrevistarlos, por esta razon ahora le llamaremos Cuestionario, ya que
en una entrevista semiestructurada tienen que estar presentes ambas partes, tanto el
entrevistador como el entrevistado para poder preguntar en el momento en que el
alumno estd contestando las situaciones matematicas a manera de que nos permita
evidenciar de una mejor manera las estructuras mentales con las que cuenta el
estudiante, desgraciadamente esto no pudo ser de esta manera.

Por dichas causas ajenas a nosotros se tuvo que enviar la entrevista (ahora llamado
Cuestionario) a los estudiantes para que nos lo mandaran contestado por medio de un
grupo que se hizo en la aplicacion de WhatsApp, en donde participaban los cuatro
estudiantes seleccionados para entrevistar, asi como la asesora y autora de la presente
tesis. Dicho cuestionario fue enviado el dia 27 de mayo y se les pidi6 que lo
contestaran y en audios nos mandaran lo que estaban pensando para resolver las
situaciones, asi mismo se les designd solo un tiempo determinado para mandar el
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cuestionario respondido junto con los audios para asi poder evitar, en la medida de lo
posible, que los alumnos consultaran libros o se compartieran sus respuestas.

La justificacion para poder hacer este cambio metodologico la tomamos de Arnon et
al. (2014) en el que se menciona que, en el disefio e implementacion de instrumentos,
se disefian y aplican instrumentos con cierta intencionalidad, los cuales pueden ser
cuestionarios escritos, entrevistas semiestructuradas (grabadas en audio y/o video),
examenes y/o juegos de computadora de los cuales se obtiene informacion con cierta
intencionalidad.

Aunque se menciona que las entrevistas son el medio mas importante por el cual se
recopilan datos en las investigaciones basadas en APOE, no se menciona que sea
indispensable, en cambio, si se menciona que hay muchos instrumentos que se pueden
utilizar y que permiten recolectar la informacion.

Aunque la metodologia cambid, los objetivos siguen en pie, y como ya se habia
mencionado uno de estos es caracterizar las estructuras y mecanismos mentales, por
esta razon, a continuacion presentamos la evidencia que mostraron los estudiantes en
el segundo cuestionario aplicado con su respectivo analisis siguiendo las estructuras y
mecanismos mentales tal como se propusieron en la Descomposicion Genética
Preliminar, asi como algunos fragmentos de los audios que nos enviaron los
estudiantes para poder tener mas evidencia de lo que pensaban al resolver cada
situacion. Cabe sefialar que los alumnos tardaron entre una hora y media y dos horas
en contestar el Cuestionario.

Estructura Mental Accion de Imagen de una Funcion

En nuestra descomposicion genética la estructura accion de imagen de una funcion
consiste en evaluar numeros reales bajo una funcion especifica, mediante la
concepcidon proceso de funciébn y concepcidon objeto de numero real. Mas
especificamente, con su concepcidon proceso de funcion el estudiante toma el objeto
numero real especifico, aplica la regla y obtiene un nuevo objeto, que en este caso es
un numero real que es su imagen. Para poder evidenciar esta estructura se consideraron
las situaciones 1(a), 5(a), 7(a) y 8(a).

En la situacion problematica 1(a) del cuestionario, se pide determinar la imagen de
numeros reales especificos bajo una funcion f dada en su representacion algebraica
como se muestra a continuacion:

1. Para f(x) = 1 — x? determine la imagen de:

(a) 1, -2,0, %, m,\/2, €, ;puede calcular la imagen de cualquier niimero real?
,como lo haria?
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Los cuatro estudiantes que contestaron el cuestionario lo hicieron de manera correcta y
no mostraron haber tenido problema para obtener las imdgenes. Por ejemplo E8, quien
para poder dar solucion a esta situacion problemadtica usa su estructura mental proceso
de funcion que le permite tomar los objetos especificos 1, -2,0, %, m, V2 y €,
aplicarles la regla f(x) = 1 — x? y obtiene nuevos objetos, otros niimeros reales que
son las imagenes de 1, -2,0, %, 7, /2 y €. Esos numeros reales especificos los puede
tomar y operarlos gracias a su estructura previa de objeto de nimero real, ya que con
esta el estudiante realiza acciones sobre los nimeros reales. El procedimiento realizado
por E8 se muestra en la figura 5.3.4.1:

JeA

e ” » A (fMoa & ( QU Pumiso

g W—
S

[~

/ Lacav w bewads
Figura 5.3.4.1. Solucion del estudiante ES8 a la situacion problematica 1(a).

Se hizo evidente que a los alumnos no les causé conflicto evaluar la funcién en
nimeros diferentes a los naturales o enteros, estan familiarizados con niimeros que
pertenecen a otros conjuntos, prueba de esto es lo que describe el E8 en un fragmento
del audio correspondiente a la situacion 1:

“Para calcular la imagen de los valores que se plantean lo unico que hice
fue cambiar el valor de x por el valor de los que estan ahi propuestos, por
ejemplo, la imagen de 1, pues seria f(1) =1 —12 que seria 1—1=10

1

entonces la imagen de 1 seria el cero y asi con cada uno de los valores...’

Por otra parte, se propuso la situacioén 5(a) en la que también se pretende evidenciar la
concepcion accion de imagen de una funcidn, esta vez la funcion se da en su
representacion grafica. En esta situacion se pretende que los estudiantes puedan hacer
la evaluacion de valores especificos que se les dieron, pero ahora con una funcién que
no se da de manera analitica, tal como se muestra a continuacion:

5. Determina la imagen de:
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(@ 0,1,2,3,4,...n ;se puede calcular la imagen de cualquier nimero real? Si su
respuesta es si, ;por qué?, si su respuesta es no, justifique.

Para resolver esta situacion los estudiantes tienen que hacerlo de manera diferente a
cuando se les da una funcién de manera analitica, pues ahora solamente cuentan con el
registro de representacion grafico, entonces van a tener que evocar su concepcion
proceso de funcién la cual incluye la representacion grafica. Tendra que irse al valor
especifico x que le piden encontrar su imagen para luego observar qué valor toma la
funcion en el eje de las ordenadas cuando toma ese valor “x”. Esta situacion tiene
mayor dificultad que 1(a), pues aqui no se tiene la expresion analitica de la funcion
correspondiente a la gréfica.

En esta situacion ninguno de los estudiantes dio la imagen para cada valor especifico,
y los estudiantes E8, E14 y E10 se limitan a responder la pregunta de reflexion: ;se
puede calcular la imagen de cualquier nimero real? Si su respuesta es si, jpor qué?
Ejemplo de las respuestas que dan estos estudiantes es como la de E14 quien asegura
que si se puede calcular la imagen de cualquier numero real, argumentando: “porque el

dominio de la funcién f(x) estd definido para todos los reales”, esto se muestra en la
figura 5.3.4.2:

S .
.'!uoc-‘o'n <.
°) Sr
’ > ' ,Dorc‘luc, 'CO') [\ormo o s )"’Ol j"o /"CO
el o0 M 11 10 de 10 Unci o /(x) ester o’cé"mroic

para Lodos los veales Flx) = [ x]

Figura 5.3.4.2. Solucién del estudiante E14 a la situacion problematica 5.

Este estudiante E14 no da la imagen para cada valor que se le propone en el inciso (a)
pero con lo que responde podriamos decir que esta consciente de que puede obtener la
imagen de cualquier nimero real que se le dé, esto se ratifica con su fragmento del
audio correspondiente a la situacion 5:
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“;se puede calcular la imagen de cualquier numero real? si su respuesta
es i, por qué, si su respuesta es no, justifique...Ah si porque realmente en
nuestra grdfica como... como nuestro dominio esta determinado sobre el
eje x en cierta manera entonces todos nuestros numeros reales sobre el eje
X van a tener un punto especifico sobre el eje y que determina nuestro

’

rango, nuestra imagen, entonces si, si se podria obtener...’

Es importante resaltar que, aunque den esta repuesta no es garantia de que si se le da
un valor especifico pudiera determinar la imagen, ya que, por ejemplo, la funcion de la
situacion 5 es una funcion discontinua y pudiera ser que no estén familiarizados con
este tipo de funciones.

Por otra parte, E6 responde de manera diferente a los demads, aunque no obtiene las
imagenes de manera especifica para cada nimero que se le dio, da la imagen de la
funciéon como un conjunto, lo cual parece que se encuentra en un primer nivel de
proceso. De hecho, la respuesta al inciso a) nos muestra que evidencia una concepcion
accion al mencionar que la imagen de un niimero concreto en el conjunto N U {0} es el
mismo nimero, tal como se muestra en la figura 5.3.4.3:

Figura 5.3.4.3. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 5(a).

Para que E6 pudiera haber determinado la imagen de alguna manera tuvo que haberlo
hecho empezando con casos particulares, para poder concluir quién es la imagen de
cada valor, es decir con su concepcion proceso de funcion tomar un valor en el
dominio, evaluarlo con la gréafica de la funcién y determinar quién era la imagen de ese
valor en el eje de las abscisas. Luego de esto el estudiante tuvo que usar su concepcion
previa de proceso conjunto para poder determinar el conjunto que cumplia ciertas
condiciones, en este caso, ser imagen de un elemento del dominio bajo la funcién dada
graficamente.

Para tener mas elementos que nos permitan caracterizar la estructura accion se propuso
también la situacion 7(a), en donde se da una funcion también en su representacion
algebraica como en la situacion 1a), pero mas dificil y se pide al estudiante obtener los
valores de las imagenes, tal como se muestra a continuacion:
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7. Para g(y) = }%1 determine cada valor.

(a) 3,2,10,-5,5,1/5,1

A pesar de que la funcion estd dada en términos de y, esto no caus6 problemas para los
estudiantes, pues todos resolvieron con éxito este inciso y dieron las respuestas
correctas. Como es el caso de E14, quien usa su concepcion proceso de funcion para
tomar un valor de los que se le dan, aplicarle la funcién y obtener un nuevo objeto que
seria la imagen de ese valor. Es importante resaltar que el estudiante escribe en el caso
particular de la imagen para el nimero real 1, que ahi la funcién no estd definida, como

se muestra en la figura 5.3.4.4:

Su';uoc’»'o’n 3. . | . o - 5
! L) = 17 * e -
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C 0~ c
=)
(j(f:_,)

Figura 5.3.4.4. Solucién del estudiante E14 a la situacion problematica 7(a).

Nuevamente se observa que estan familiarizados con nlimeros que no solo pertenecen
al conjunto de los enteros y son capaces de obtener la imagen para cada valor que se
les da, pero es muy importante resaltar el hecho de que cuando se les da una funcién en
su forma analitica los estudiantes sin problema dan las iméagenes, en cambio en el
registro grafico, como fue en el caso de la situacion 5(a), los estudiantes por alguna
razén no dan los valores especificos correspondientes a las imagenes.

La ultima situacion que se propone para caracterizar la estructura accion es la 8(a), (b),
(¢) y (d), en donde se pide que den los valores correspondientes al evaluar la funcion
A, que corresponde al area sombreada de la grafica dada, tal como se muestra a

continuacion;

8. Sea A (c¢) el area de la region acotada por arriba por larectay = x + 1,
del lado izquierdo por el eje y, por abajo por el eje x y por la derecha por
la recta x = c. Tal funcion se conoce como funcion de acumulacion.

Determine

@A@)
(b) A (2)
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(©) A (0)
(d) A (o)

Lo primero que tenian que hacer los estudiantes era haber obtenido A(c) para de esta
manera poder evaluar la funcion A en los puntos dado en los incisos (a), (b) y (c). Los
estudiantes E6 y E14 respondieron de manera correcta la situacion. En particular el
estudiante E14 menciona que la region acotada es un trapecio y con la formula de este
obtiene A(c), después usa su concepcion proceso de funcioén y objeto de nimero real,
para hacer la evaluacion de la funcién en los valores dados. Esto se muestra en la
figura 5.3.4.5:

S \ 7[ Uccaon 8 )
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Figura 5.3.4.5. Solucién del estudiante E14 a la situacion problematica 8(a), (b) y (c).

Realmente en esta situacion la dificultad era que nuevamente la funciéon a evaluar no
estaba dada de manera analitica, y mds ain, que se tenia que obtener la formula para
encontrar el drea de la region acotada de manera tal que esa fuera la nueva funcion
para evaluar. La dificultad que presentaron los estudiantes E§ y E10 fue al momento

de obtener la funcion a evaluar, por ejemplo, E8, quien obtuvo como formula A (¢) =

2c%+c
2

independientemente de esto, la evaluacion de la funcion en los valores 1, 2 y 0 la

obtiene de manera correcta, tal como se muestra en la figura 5.3.4.6:

al considerar incorrectamente la altura y base del trapecio, pero
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Figura 5.3.4.6. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 8(a), (b) y (¢).

En un fragmento del audio del estudiante E§ describe su procedimiento como sigue:

“Y para la situacion 8 aqui lo que yo... bueno lo primero que hice antes de
empezar fue esbozar la grdfica porque como se nos decia que pues es drea
yo me imagine que se trataba de una figura entonces lo que hice fue
eshozar la grafica primero para ver como que de qué figura se trataba.
Ver si me podia ayudar un poquito mdas y vi que la figura es un trapecio y
lo que hice fue con dadas las condiciones que se nos dan que esta acotada
por arriba por x + 1 y eso pues como que intenté establecer una formula,
bueno utilizando la formula para sacar el darea de un trapecio hacer lo
mismo pero para la funcion para dejarla en funcion de c y ahora si poder
sustituir el valor de ¢ como se pide que evaluemos A(1), A(2) y asi...”

Es importante destacar que, una vez que los estudiantes tienen la expresion analitica de
una funcién, evidencian no tener problemas con obtener las imagenes, a diferencia de
cuando se les da una funciéon de manera gréafica, donde parece ser que presentan mayor
dificultad.

De esta manera se puede establecer que la estructura mental de accion en la imagen de
una funcion se da cuando el estudiante es capaz de tomar ciertos elementos especificos
del dominio y es capaz de calcular su imagen mediante la funcion.

Interiorizacion

En el inciso (b) de la situacién 1 se pretendia que el alumno evidenciara una posible
interiorizacion de la concepcion accion de imagen, pues se le da intervalos en los que
se les pide la imagen de estos para la misma funcidon, como se muestra a continuacion:

1. Para la funcién f(x) =1 — x? determine la imagen de los siguientes
intervalos:
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(b) [-1,1], [0,2], [-2,3) ;Puede obtener la imagen de cualquier intervalo?

,como lo haria?
Es aqui donde el estudiante podria recorrer mentalmente todos los puntos del intervalo
dado e ir proponiendo o imaginando posibles subconjuntos como imagen. El
estudiante E6 muestra esta interiorizacion en un primer nivel, al ser consciente de que
la imagen de estos intervalos es otro intervalo e incluso determinarlo de alguna
manera. E6, determina la imagen de cada intervalo que se le da, y esto lo hace
utilizando su concepcidon objeto de nimero real, proceso de intervalo y proceso de
valor absoluto. E6 inicia estableciendo primero el intervalo al que le quiere determinar
su imagen, para después coordinar los procesos de intervalo cerrado y valor absoluto,
lo que le permite considerar que si x € [—-1,1] entonces |x| < 1, luego usando su
concepcion proceso de valor absoluto el cual le permite considerarlo como
desigualdades puede establecer relaciones como 0? < x? < 1% para manipularlas de
manera que pueda obtener la funcion y asi decir que es en ese intervalo la imagen bajo
la funcidn del intervalo dado inicialmente, tal como se muestra en la figura 5.3.4.7:

Figura 5.3.4.7. Solucién del estudiante E6 a la situacion problematica 1(b).

Si el estudiante no contara con las concepciones previas mencionadas anteriormente,
no podria proceder de la manera en como lo hizo. Este alumno nos proporciona
evidencia de que ve la imagen de una funcidon més alld de una simple evaluacion, esto
lo podemos confirmar con lo que menciona E6 en el audio correspondiente a la
situacion 1(b):

“...para el punto (b) parti de que x pertenece al intervalo que dice ahi y
pues con multiplicaciones bueno y utilizando desigualdades llegué a qué
conjunto tenia que pertenecer f(x) el unico caso en el se me complejo
poquito fue en el ultimo, ya pero solamente fue separar como en dos casos
cuando x va desde menos dos hasta cero y cuando va de cero hasta tres y

’

va pues resolvi igual que los dos anteriores.’

Ademas, responde a las preguntas de reflexion que, en efecto, puede obtener la imagen
de cualquier intervalo haciendo uso de las desigualdades para poder llegar a que
valores toma la funcidn en ese intervalo, tal como se muestra en la figura 5.3.4.8:
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Figura 5.3.4.8. Solucién del estudiante E6 a la situacion problematica 1(b).

Por otra parte, el estudiante E14 no determina la imagen para cada intervalo que se da,
lo que hace es usar el método que se les proporcioné en clases para obtener la imagen
de la funcidn, el cual se obtiene directamente de la definicion de imagen. El considera
a la funcién como una igualdad de dos términos y opera a partir de y = 1 — x2,
haciendo uso de las operaciones basicas llega a obtener que x = +,/1 —y , y es aqui
donde el estudiante es consciente de que a partir de ahi puede obtener cudles serian las
imagenes de la funcion f, para lo cual usa su concepcion previa de proceso de funcion
la cual incluye la funcion raiz cuadrada y sabe que no puede obtener la imagen de un
nimero negativo, sino mayor o igual a cero, a partir de aqui utiliza su concepcion
proceso de desigualdades para obtener los valores que toma la funcién en el
contradominio, tal como se muestra en la figura 5.3.4.9:

,‘ g:“/: _;E _,
éij:/v g&

Figura 5.3.4.9. Solucioén del estudiante E14 a la situacion problematica 1(b).

—

Como se muestra en la figura 8, el estudiante no considera el intervalo dado, pues se
esperaria que después de obtener la imagen de todo el dominio de la funcidn, usara
este para de alguna manera determinar la imagen del intervalo dado. Pareciera que el
estudiante solo aplica la definicion de imagen de una funcién de manera algoritmica.

Por otra parte, los estudiantes E8 y E10 no dan evidencia de que pueden ver la imagen
de esa funcion en dichos intervalos como subconjuntos, sino como solo una
evaluacion, por ejemplo el E10, quien menciona que no podria obtener la imagen de
todo un intervalo porque tendria que reemplazar todos los valores de este en la
funcidn, tal como se muestra en las figura 5.3.4.10:
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Figura 5.3.4.10. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 1(b).

Podemos entonces afirmar que E10 no dio evidencia de tener la concepcion proceso,
ya que no le es posible considerar un conjunto que contenga a todas las imagenes de
estos puntos sin necesidad de obtenerla una por una.

En la situacion 2 del cuestionario también se pretende evidenciar una posible
interiorizacion de la estructura accidon, pues se pide determinar qué valores tienen
imagenes en la funcidn, pero esta vez dada solamente en su representacion grafica,
como se muestra a continuacion:

2.

(a) (Qué valores de x tienen imagen? ;Cuales son las imagenes de estos
valores?

(b) (Cuales valores de x no tienen imagen? Justifique su respuesta

Ay

Al no tener la expresion analitica de la funcién se contempld que los estudiantes
pudieran tener dificultades si no cuentan con la estructura previa de proceso de
funcioén, pues de no ser asi, no pudieran determinar si uno de los valores en el dominio
tiene imagen, primero ubicdndolo en el dominio, luego aplicarle la funciéon de manera
grafica y finalmente obteniendo el nuevo objeto que es la imagen.

Para esta situacion los estudiantes E6, E14 y E8 determinaron de manera correcta los x
para los que se tiene un valor en el contradominio, tal como lo hizo E6, quien
menciona que son todos los x < x, haciendo uso de su concepcion previa de proceso
conjunto al reunir elementos que cumplen cierta condiciéon, ademds afiade una
descripcion de quiénes son las iméagenes en una funcion de manera grafica, donde
menciona que existe un punto de la forma de un par ordenado (x, y) que pertenece a la
grafica de la funcion, tal como se muestra en la figura 5.3.4.11:
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Figura 5.3.4.11. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 2(a).

Se puede afirmar que para los estudiantes les fue mas facil determinar la imagen en el
registro grafico al determinar qué valores tienen imagen de la funcién y cudles no, y
ademas dan a manera de subconjunto la imagen de la funcion, lo que da indicios de
estar construyendo el proceso, pues son capaz de ir mas allad de realizar la accion de
evaluar la funcién en valores especificos, tal como se menciono en la descomposicion
genética, prueba de esto es lo que describe el E6 en un fragmento del audio
correspondiente a la situacion 2, pues nos da evidencia de que mentalmente “recorrid”
todos los valores de x que pudieran tener imagen:

“Para resolver la situacion 2 el punto (a), bueno me fui sobre los...
mentalmente me fui sobre los valores del eje x y trace rectas verticales y
bueno si la recta vertical toca la grdfica de la funcion entonces pues el
valor de x en cuestion tiene imagen y ya pues esto ocurre para todos los x
que son menores a X,, para X, como tiene un circulo sin rellenar pues
quiere decir que no tiene imagen ese punto, el x, , y pues ya a partir de x,
incluyendo x, ciertas lineas verticales no van a tocar la funcion entonces

’

esos valores no tienen imagen.’

Una respuesta muy particular fue la que dio el E14, quien ademas de mencionar qué
valores tienen imagen, afiade que serdn los valores menores al lim f(x), lo cual nos
X—=Xg

da evidencia de que esta estudiante utiliza ademas de su concepcion previa de proceso
de funcidn, su concepcion proceso de limite de una funcidn, tal como se muestra en la
figura 5.3.4.12:

Sllluuc,l'o’n 2
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Figura 5.3.4.12. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 2(a).

Para el inciso (b) de la situacion 2 todos los estudiantes determinaron de manera
correcta cudles valores no tienen imagen y todos se basan en la grafica de la funcion
determinando que a partir de x, ya no hay grafica de la funcion, tal como describe el
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E8, quien menciona que los x que no tienen imagen son los x > x4 ya que a partir de
aqui la funciéon ya no estd definida, para esto el estudiante evoca a su concepcion
proceso de funcion para poder determinar de manera grafica a partir de cual valor de x
la funcién ya no estaba definida y asi con su concepcion proceso conjunto poder reunir
esos objetos que cumplian no ser imagen, tal como se muestra en la figura 5.3.4.13:
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Figura 5.3.4.13. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 2.

Por otra parte tenemos al E10, quien en sus respuestas a los incisos (a) y (b) de la
situacion 2 no hizo uso de su concepcion proceso de conjunto para obtener los valores
de x que tienen imagen y lo mismo para los que no tienen, sino que responde en el
lenguaje comuin observando la grafica de la funcion, por ejemplo en el inciso (a)
determina que tienen imagen todos los x que tienen lugar en la linea azul
respectivamente en los valores de y, y para el inciso (b) afirma que son los que no
estan dentro de la grafica. Para estas dos respuestas el estudiante utiliza su concepcion
proceso de funcién de manera grafica, pues solo se limita a decir que son los que estan
y los que no estan en esta, pero no especifica a partir de qué elemento en el dominio se
tiene o no imagen, tal como se muestra en la figura 5.3.4.14:
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Figura 5.3.4.14. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 2 (a) y (b).

Aunque no escribe de manera matematica cuales x tienen y no tienen imagen podemos
afirmar que el estudiante si sabe cudl es el valor que determina estas condiciones, pues
en el audio correspondiente a esta situacion E10 menciona:
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“En la situacion 2 puse que los valores que tienen imagen son los que
estarian dentro de la linea azul de la grafica y son todos los valores que
estan contenidos en ésta y los valores que no tienen imagen son los que
estan fuera de esta grafica como aparecen a partir del punto x, en el antes
no tienen imagen en la funcion”.

La situacion 3 fue disefiada para que el estudiante vaya construyendo su concepcion
proceso del concepto partiendo primero de un punto, luego de un subconjunto y
terminar con todo el dominio de la funcién, como se muestra a continuacion:

3. Sea el ovalo A el conjunto de partida (dominio) para alguna funcion f'y el
segundo ovalo el conjunto de llegada de dicha funcion (recorrido), conteste:

(a) Sea X, un elemento del dominio exprese la imagen de X, bajo la funcion

£
A° B.

(b) Sea A; un subconjunto del dominio exprese la imagen de A; bajo la
funcion f:

Al Bl

(c) Sea A el dominio exprese la imagen del dominio A bajo la funcion f:

AI Bl

En las dos situaciones problematicas previas se le fue haciendo preguntas al estudiante
para que reflexionara si era posible, ademés de determinar la imagen en un punto,
obtener la imagen de un intervalo, para llevarlos a que pudieran finalmente encontrar
la imagen de todo el dominio de la funcién. Como en esta situacion los alumnos no
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tienen una funcidn, un valor o algiin conjunto en especifico, se tomara en cuenta si son
conscientes de que la imagen es un subconjunto del codominio, y en general, los
cuatro estudiantes determinaron las imagenes que se piden lo que nos permite decir

que van construyendo su concepcion proceso del concepto, de acuerdo a lo que dice la
DGP.

Ejemplo de esto es lo que realizo el E6, quien utiliza su concepcion proceso de funcion
para poder determinar que la imagen corresponde al objeto que se obtiene de aplicarle
la funcion a un valor dado, dado x, la imagen es f(x,), luego para un subconjunto la
imagen corresponde a otro subconjunto con las iméagenes de cada valor en el dominio,
para lo cual utiliza su concepcidon proceso de conjunto, luego para todo el dominio
determina que es un subconjunto en el contradominio que contiene todas las imagenes
del dominio, tal como se muestra en la figura 5.3.4.15:

Figura 5.3.4.15. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 3.

Aparentemente esta situacion no causd conflicto en los estudiantes, y esto lo
reafirmamos con lo que describe E6 en un fragmento del audio correspondiente a la
situacion 3, donde describe como “simplemente” lo que tiene que representar:

“Para resolver la situacion 3 en el inciso (a) pues la imagen de un
elemento del dominio va hacer otro elemento ahora en el contradominio y
simplemente se va a llamar f (xy) es decir la imagen de x bajo la funcion
f, la imagen de un subconjunto del dominio pues va hacer otro conjunto
digamos B, que va a ser subconjunto del contradominio y ya simplemente
digo que B, es la imagen bajo f del conjunto A;, y para expresar la
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imagen del dominio A bajo la funcion f ésta va a ser un subconjunto del
contradominio también, entonces pues ya simplemente lo pongo asi como
un subconjunto no tiene porque ser todo el contradominio.’

’

Incluso podemos ver que este estudiante es consciente de que el subconjunto imagen
pudiera ser todo el contradominio, aunque no necesariamente. De alguna manera E6 da
indicios de tener mas alld de una estructura accion de imagen de una funcion.

Proceso Imagen de una Funcion
Primer nivel del proceso:

Se describi6 en la DGP un primer nivel del proceso que consiste en pensar en la
imagen de la funciéon como un subconjunto del codominio, para esto se requiere que el
alumno vaya mas alld de realizar la accioén de evaluar la funcion en objetos especificos
del dominio.

Para evidenciar este primer nivel de la estructura proceso se propuso la situacion 4 en
donde no se da una funcién de manera explicita, y el estudiante tiene que contestar
como verdadero o falso a los enunciados proporcionados, como se muestra a
continuacion:

4. Determine si las siguientes oraciones son verdaderas o falsas. Si su
respuesta es afirmativa dé una justificacion, de lo contrario trate de
proporcionar un contraejemplo.

(a) Si la imagen de una funcion consiste en un solo numero, entonces su
dominio también consiste en un solo numero.

(b) Si el dominio de una funcion contiene al menos dos nimeros, entonces el
rango también contiene al menos dos numeros.

Para resolver la situacion el estudiante requiere tener una concepcion mas alla de
accion, pues con solo esta estructura no le seria posible pensar en una funcién que
cumpla con lo que se le estd pidiendo para poder determinar si es verdadero y justificar
o decir si es falso y dar un contragjemplo.

En ésta situacion las respuestas de los estudiantes fueron varias, pues todos proponen
una funcioén para responder a los incisos, pero en algunos casos no fue correcta, a
excepcion del E6, quien contestd de manera acertada y en ambos incisos hace uso de
su concepcion previa de objeto funcion, la cual le permite dar una funcién que cumpla
determinadas condiciones, aquellas que se piden en la situacion. Una vez dada la
funcion determina el dominio y rango de ésta y luego explica el por qué esta funcion le
sirve para justificar. Para esto hace uso de su concepcion esquema de cuantificador de
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un solo nivel, pues aplica el cuantificador existencial (3) para poder verificar que
efectivamente ambas oraciones son falsas, tal como se muestra en la figura 5.3.4.16:

Figura 5.3.4.16. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 4.

Solamente uno de los cuatro alumnos (E14) determind que el inciso (b) era falso, ya
que encontrd una funcion para la que si se cumplia la oracion, pero no se percaté que
solo era un caso particular y no una demostracién de lo que afirmaba. Aun asi, hace
uso de su concepcion esquema de cuantificador de un solo nivel para poder determinar
si lo que decia era cierto al dar la funcidn, y después con su concepcioén proceso de
conjunto reunir los elementos que cumplian la condiciéon pedida para tener el dominio
y rango como conjunto y comparar con lo que se estaba pidiendo, tal como se muestra
en la figura 5.3.4.17:
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Figura 5.3.4.17. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 4.

Como podemos observar este estudiante trato de dar respuesta a las oraciones
basandose en su concepcion previa de proceso de funcion, esto lo reafirmamos con lo
que menciona en el audio correspondiente a esta situacion:
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“Situacion 4 para el primer inciso (a) si la imagen de una funcion consiste
en un solo numero entonces su dominio también consiste en un solo
numero, creo que es falso porque nuestra definicion de funcion no
especifica como que esa parte o por ejemplo tenemos el ejemplo cuando
f(x) es igual a 2 entonces tenemos un solo numero en imagen y ninguno
en el dominio, para ver si el dominio de una funcion contiene al menos dos
numeros entonces el rango también contiene al menos dos numeros y esa
si seria verdadero por lo mismo de que, de la definicion de funcion en el

2

que...

Por otra parte estd E8, quien da una funcidn, pero no cumple con las condiciones
pedidas, no establece el dominio e imagen de la funcidn, piensa en casos particulares o
valores especificos cuando considera -5 y 5 hace uso de su concepcidon accidon de
imagen de una funcion para obtener las imagenes de estos valores especificos y
menciona que la imagen de los valores dados es un solo valor, 25, tal como se muestra
en la figura 5.3.4.18. Esta confusion en el estudiante no nos permite determinar o ver si
tiene una concepcion mas alld de accion de imagen de una funcion.
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Figura 5.3.4.18. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 4.

Con esto, se tiene evidencia de que algunos estudiantes ya tienen una concepcion mas
alla de accion, la cual les permitié contestar a la situacion 4. A excepcion de E14 y ES,
los otros estudiantes observaron que la misma funcion les servia para responder ambos
incisos. El estudiante E6 justifica correctamente mientras que E10 responde de una
manera en la que no se distingue cudl es la respuesta para cada inciso, pero pone que es
falso y da la funcién f(x)=x2, hace uso de su concepcién proceso de conjunto para
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poder decir cudl es el dominio de esa funcion, pero no menciona nada sobre la imagen,
tal como se muestra en la figura 5.3.4.19:
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Figura 5.3.4.19. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 4.

Por otra parte, se propuso la situacion 5 (b), (¢) y (d) en el que se presenta la funcion
parte entera con valores especificos y se pide obtener la imagen de intervalos y de
todos los reales, como se muestra:

5. Determina la imagen de:

(b) [1,2), [1,2] (Se puede calcularla imagen de cualquier intervalo? Si su
respuesta es si, ;por qué?, si su respuesta es no, justifique.

©x=>0,x<0
(d) Todos los R

En estos incisos se pretende evidenciar un primer nivel hacia el proceso cuando los
estudiantes obtienen un subconjunto de valores en el recorrido, aunque atin no sepan
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cudl es ese subconjunto. Para el inciso (b) solamente E6 dio la imagen para cada
intervalo que se pedia, tal como se muestra en la figura 5.3.4.20:

o ) . < Ly < { ¢ . nC 2

- |

Figura 5.3.4.20. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 5(b).

Podemos observar que para dar solucién a este inciso el estudiante evoca su
concepcion proceso de intervalo cerrado, abierto y semiabierto para expresar la imagen
de la funcion en forma de desigualdad y asi con su concepcioén proceso de conjunto
decir que la imagen son los valores de un m que pertenece a los enteros y que cumple
ciertas condiciones segun el intervalo en el que se encuentre. Es aqui donde se
evidencia que el estudiante piensa en la imagen como un subconjunto del codominio.

Los otros tres estudiantes no determinan la imagen para los intervalos y solo se limitan
a contestar las preguntas de reflexion ;Se puede calcular la imagen de cualquier
intervalo? Si su respuesta es si, ;por qué?, si su respuesta es no, justifique. Dentro
de las respuestas a este inciso en general mencionan que si es posible, justificando que
es porque a cualquier nimero que se les dé se le asigna su parte entera, como es el caso
de la respuesta de E8 quien con lo que responde podriamos decir que es consciente de
que si puede obtener la imagen, tal como se muestra en la figura 5.3.4.21:
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Figura 5.3.4.21. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 5(b).

El hecho de que digamos que E8 es consciente de que puede obtener la imagen lo
confirmamos con lo que dice en el fragmento del audio correspondiente a la situacion
S:

“Para la situacion 5 nos dice que si se puede calcular la imagen de
cualquier numero y pues yo diria que si porque en la grdfica se observa
que la funcion esta definida en todos los reales y si se podria calcular la
imagen de cualquier intervalo porque como cada valor, bueno esa grdfica
vo diria que es la grdfica de la funcion parte entera entonces yo diria que
si a cada valor de ese intervalo le va asignar su parte entera menor,
entonces ahi si a pesar de que sean numeros muy chiquitos, muy pequenos
pues igual nos va a dar la parte entera y ahi como que se haria mads
pequerio el conjunto de las imagenes.”

A pesar de que es consciente de que puede obtenerlo atin no lo puede determinar, pues
para el inciso (c) vuelve a decir que se le asigna la parte entera a cualquier numero
pero no dice cudl es el subconjunto, en lugar de eso da dos casos particulares, el 5.47 y
el -15.47 en el que respectivamente usando su concepcion accion de imagen de una
funcion determina la imagen al evaluar estos puntos y le da como resultado la parte
entera de dicho niimero y para el inciso (d) dice que la imagen de todos los reales es la
funcién parte entera, tal como se muestra en la figura 5.3.4.22, esto muestra que el
estudiante no es capaz de ir més alld de obtener la imagen para valores especificos, lo
que muestra solo una concepcion accion de imagen de una funcion:

C) X70,Kx<0

S - Y 72, ’ x° y

Figura 5.3.4.22. Solucion del estudiante ES8 a la situacion problematica 5(c) y (d).
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De igual manera E14, aunque no pone a manera de conjunto en el inciso (c) cudl seria
la imagen para x > 0 y x < 0 pone un ejemplo de cudl seria la imagen en cada caso
para un valor arbitrario, tal como se muestra en la figura 5.3.4.23:

C_) Su; ‘ X ::O. X < 0 e&')o’h e C’ JOV’Dn]’\/“D
3, 1S e .irnqé_cn wn Su Par l*’c-_. e.n-/-ero
<
S X 20 R=Ro, X\ Ay Xy =D fo)=)<o
S xep

X:/YO‘X|X¢_X~‘“.=> /(X>:X°_{

d) ((x) = [ b j
Figura 5.3.4.23. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 5.

Podemos evidenciar con el fragmento del audio correspondiente a la situacion 5 que el
estudiante E14 tuvo dificultad para poder determinar esa imagen:

“... entonces inciso (c) nos dan como un intervalo de x, cuando x = 0 y
cuando x es menor estricto a 0, no se a que se refiere si tiene dominio o
imagen pero me imagino que si, ya que los dos puede escribir mas bien la
imagen dentro de estos intervalos y para la situacion...el inciso (d) creo
que...no tampoco sé que a qué se refiere todos los reales, pues tiene
imagen y tiene... bueno la funcion tiene dominio en todos los Reales, si,
pero no todos los reales entran en imagen, entonces no sé mucho a que se

)

refiere.’

Por otra parte, E6 responde al inciso (c) dando un subconjunto para cada caso,
determinando que el subconjunto de llegada para las x mayores e iguales a cero son
los naturales unién el cero y en el caso de las x negativas son los enteros menores que
cero, para esto tuvo que evocar a su concepcion proceso de conjunto para reunir
aquellos elementos que cumplian con ser imagen de algin elemento del dominio, tal
como se muestra en la figura 5.3.4.24:

Figura 5.3.4.24. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 5(c).

Podemos observar que este estudiante ya estd mas alla de ser consciente de que existe
un subconjunto que es la imagen, pues la determina e incluso se pone a pensar en
coémo seria la imagen en cada posible caso de los intervalos.

Por otra parte, E10 da respuestas que nos dan evidencia de que no muestra un primer
nivel de proceso, pues no piensa en la imagen como un subconjunto del codominio,
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pues en el inciso (b) no da las imagenes para los intervalos dados, solo menciona que
si puede obtenerlo y que pudiera ser la uniéon de varios intervalos, lo cual nos da
evidencia de que el estudiante no es capaz de obtener la imagen de intervalos, esto lo
reafirmamos con su respuesta del inciso (c¢) en donde dice que la imagen parax >0y
x < 0 esceroy en el inciso (d) menciona que la imagen de todos los reales es la parte
decimal de los reales, y los racionales e irracionales. , tal como se muestra en la figura
5.3.4.25:

Figura 5.3.4.25. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 5.

Proceso:

En nuestra DGP se describi6 que esta estructura se dard cuando el alumno sea
consciente de que evaluar todos los elementos del dominio 4 de la funcién le da un
subconjunto del contradominio B y ademads obtiene dicho subconjunto, para esto el
alumno utilizara sus concepciones previas de esquema de cuantificador en un solo
nivel, proceso de funciéon y proceso conjunto.

Se esperd que los alumnos compararan el objeto f{x) con y para determinar si son 0 no
iguales, y asi decir si y es o no un elemento de la imagen, de esta manera con su
concepcidn proceso de conjunto podran reunir todos aquellos objetos que cumplan la
condicion de ser imagen de los elementos del dominio. La estructura esquema de
cuantificador de un solo nivel les permite determinar que dado y elemento del
contradominio existe un x tal que al aplicarle f es igual a y para a partir de ahi poder
reunir dichos elementos.

Para poder evidenciar esta estructura y caracterizarla se aplico la situaciéon 6 y 7. En la
situacion 6 se da la grafica de y = |x| y se pregunta por valores en el dominio que
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puedan satisfacer cumplir que y = |x| para de esta manera poder preguntar cual es la
imagen de dicha funcidn, como se muestra a continuacion:

6. Conteste:

(a) (Existe un x tal que al aplicarle la funcién y = |x| te dé 2?
(b) (Existe un x tal que al aplicarle la funcion y = |x| te dé -4?
(c) (Para qué valores de y existe uno o varios valores de x tales que f{x)=y?

(d) De acuerdo a las respuestas dadas anteriormente ;cual es la imagen de la
funcion y?

En los incisos (a) y (b) los estudiantes dan respuestas acertadas y justifican sus
respuestas de acuerdo a la grafica de la funcidn, tal como lo hace E14, quien justifica
que el -4 no estd dentro de los valores de la imagen de la funcién, pues con su
concepcidn proceso de funcion y esquema de cuantificador en un solo nivel se da
cuenta de que no existe un x en el dominio tal que al aplicarle la funcioén para obtener
f(x) lo pueda comparar con el -4 y determinar que no es imagen, tal como se muestra
en la figura 5.3.4.26:

C’) S/ emsle € misme 2 den Jro les (unu'cv',-,
b) No feor dc,/:'n-c,.'cz’n ee ve lor QASo/u Jo, Qa /Dc-" slq;
de GUA -4 /@’ | f(X) ,

Figura 5.3.4.26. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 6(a) y (b).

Prueba de que justifican de acuerdo a la grafica es lo que menciona E14 en el audio
correspondiente a la situacion 6:

“Situacion 6 el inciso (a), jexiste un x tal que al aplicarle la funcion y=|x|
te de 2? Si, primero que nada, bajo a la grafiquita que nos dan para mas
facil y rapido defino mi imagen y mi dominio, entonces me doy cuenta de
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que el dominio son todos los reales y mi imagen son todos los reales
positivos, entonces un x tal que la funcion te de 2, pues si, si existe y para
el (b) hago el mismo caso de identificar el dominio e imagen, para que
valores.... Bueno todo lo voy hacer bajo la imagen y la grafiquita puesta.”

Las respuestas de los estudiantes a los incisos (c¢) y (d) también son correctas, como
por ejemplo E14, quien haciendo uso de su concepcidon proceso de funcion hace la
evaluacion de los elementos en el dominio para asi, con su concepcidon proceso de
conjunto reunir los elementos de y para los que existe un x tal que f{x)=y , es decir
usando su concepcion esquema de cuantificador de un solo nivel comparando esos y
con los f(x), determinando asi que son todos los reales positivos, tal como se muestran
en la figura 5.3.4.27:

O P T woles payhie
J) ’M /(x>»w+ 43 f(x)—oft

Figura 5.3.4.27. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 6 (¢) y (d).

Con esto podemos decir que tenemos evidencia de que los estudiantes pudieron
obtener la imagen de esa funcidén, lo cual nos permite decir que muestran una
concepcidon proceso de imagen de una funcion, esto la podemos reafirmar con la
situacion 7(b) en la que se pide obtener el rango de la funcidon dada, como se muestra a
continuacion:

7. Para g(y) = }%1 determine cada valor.
(b) Determine el rango de la funcion

Para esta situacion, solamente E6 dio la respuesta correcta, determinando primero cual

.. ., 1 .y
es el dominio de la funcion para poder operar con — funcion que le llama w, luego

de esto obtiene que %+ 1 = y de donde concluye que el rango de la funcion es todos

los reales menos el 0, esto lo realiza operando con la funcidon y haciendo uso de su
concepcion proceso de funcion recorriendo los elementos del dominio para poder
determinar y reunir con su concepcion proceso de conjunto aquellos elementos que
cumplian con ser imagen, finalmente con su concepcion esquema de cuantificador de
un solo nivel verifica que para todo w que esta en el rango de la funcion existe y =

% + 1 tal que g(y) = w, tal como se muestra en la figura 5.3.4.28:
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Figura 5.3.4.28. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 7(b)

Como podemos observar, este estudiante cuenta con la concepcion proceso de imagen
de una funcidon porque obtiene el rango de la funcién y lo hace de manera correcta.

Prueba de esto es el procedimiento realizado que describe en el audio correspondiente
a la situacion 7:

“...Para ver cual es el rango de la funcion pues vamos a ver qué numeros

podemos obtener teniendo un y y aplicandole la funcion, ya pues ahi
explico que van a ser todos los reales excepto el cero, porque el cero no se
puede escribir como uno sobre algo, porque el cero no tiene inverso
multiplicativo, bueno no tiene inverso multiplicativo, inverso del
producto.”

Por otra parte, los estudiantes E14, E8 y E10 confundieron el dominio con la imagen,
esta fue una de las dificultades que se mencion6 en la investigacion de Bansilal,
Brijlall & Trigueros (2017) en donde se menciona que los estudiantes presentan
dificultad para distinguir entre los conjuntos dominio y rango con los elementos del
conjunto. Por ejemplo, E14, quien define como w a la funcion dada y dado que se trata
de un cociente, determina que el denominador debe ser distinto de cero, asi que y debe
ser distinto de 1 y concluye que el rango son todos los reales menos el 1, tal como se
muestra en la figura 5.3.4.29:
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Figura 5.3.4.29. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 7(b)

Este tipo de dificultades nos puede dar cuenta de que el estudiante a mecanizado el
algoritmo para determinar la imagen, sin mostrar ningtn tipo de reflexién, de manera
que nos da evidencia de no ir mas alla de la accion.

Por ultimo, para esta estructura también se propone la situacion 8(f) en la que ya
después de que los estudiantes encuentran la funcidn que corresponde al éarea
sombreada se pide determinar el dominio y rango, como se muestra a continuacion:

8. (f) (Cuales son el dominio y la imagen de la funcion A?

v

Para poder dar respuesta a este inciso el estudiante tenia que observar su grafica y la
funcion que obtuvieron como area, y solamente el E§8 y E6 respondieron de manera
correcta, por ejemplo, E6, quien con su concepcion proceso de conjunto puede reunir
todos los elementos que forman parte de la imagen, tal como se muestra en la figura
5.3.4.30:

Figura 5.3.4.30. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 8(f)

Por otra parte E14 y E10 dan respuestas erroneas, como E10 quien solamente utiliza su
concepcidn proceso de funcidon para evaluar los elementos en el dominio del area
sombreada y determina que el dominio va de [0,C] y la imagen de [0,3], tal como se
muestra en la figura 5.3.4.31:
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Figura 5.3.4.31. Solucion del estudiante E10 a la situacion problematica 8(f)

Podemos rectificar con el audio de la situaciéon 8 que para E10 fue complicado
resolverlo:

“La situacion 8 fue la que me causo mas conflicto de toda la entrevista por
el darea no clara o no clara a simple vista del dominio de las diferentes
dreas en las que se evalua a pero si de ahi en mas todo se pudo hacer
bien, eh ya especifiqué cudl es el dominio de los respectivos valores de c,

)

bueno del area de c...’

Como hubo un estudiante (E6) que si pudo determinar el rango en las situaciones 6, 7
y 8 podemos entonces caracterizar la estructura proceso de funcidon cuando el alumno
es consciente de que evaluar todos los elementos del dominio A4 de la funcién le da un
subconjunto del contradominio B, y ademas puede obtener dicho subconjunto.

Objeto Imagen de una Funcion

En la descomposicion genética se describié que un estudiante encapsulara el proceso
imagen de una funcién en un Objeto cuando sea consciente de que se le pueden
realizar acciones, y ademds es capaz de llevarlas a cabo. Para poder evidenciar y
caracterizar esta estructura, se propuso la situacion 9, en donde se dan dos funciones a
manera de diagrama y se pide que respondan si la correspondencia es de una funcion
inyectiva o sobreyectiva.

En esta situacion todos los estudiantes dieron respuestas correctas, aunque dentro de
sus justificaciones hicieron uso de las definiciones de funcion inyectiva y sobreyectiva.
Ejemplo de esto es la respuesta de E6, este estudiante observa que todos los elementos
del contradominio tienen una preimagen, esto se evidencia cuando justifica que 1.1 es
sobreyectiva porque: “a todos los elementos del contradominio les corresponde una
preimagen” y justifica en la segunda relacidon que no es sobreyectiva porque el 4 no
tiene preimagen, tal como se muestra en la figura 5.3.4.32:
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Figura 5.3.4.32. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 9

Podemos decir que los cuatro estudiantes tienen presentes las definiciones de funcion
inyectiva y sobreyectiva, pues E8 menciona en el audio correspondiente a esta
situacion las definiciones que usa:

“..para la 1.1 yo diria que no es inyectiva ya que los elementos del
dominio tienen la misma imagen y aqui como recordando la definicion de
funcion inyectiva, bueno ahi un poco informal, son aquellas que cada
elemento del codominio tienen un elemento del dominio, entonces por
ejemplo, aqui el -3 pues no tiene, tiene dos elementos del dominio entonces
no cumple con la definicion, sin embargo, esta representacion si es
sobreyectiva ya que, bueno aqui igual recordando la definicion de
sobreyectividad es que todos los elementos del codominio le corresponden
a un elemento del dominio, en este caso si, todos los elementos, elemento
a,b,c,d y e tienen un elemento en el codominio, a pesar de que el d y el e

)

tienen la misma imagen...’

Y en sus hojas de respuesta escribe las definiciones de funcién sobreyectiva e
inyectiva sin usar cuantificadores de manera formal, solamente explicdndolas de
manera verbal al mencionar “todos los elementos”, tal como se muestra en la figura
5.3.4.33:
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Figura 5.3.4.33. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 9

Por otra parte, E14 escribe la definicion de sobreyectividad usando los cuantificadores
para todo (V) y existe (3), la definicion de sobreyectividad le indica al estudiante que
observe que todos los elementos del contradominio tienen preimagen y no como se
propuso en la descomposicion genética, comparando la imagen de la funcién con el
conjunto contradominio (figura 5.3.4.34):
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Figura 5.3.4.34. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 9

Se pudo observar que los estudiantes no presentaron dificultad en esta situacién dado
que la relaciébn propuesta consideraba un codominio con un numero finito de
elementos y de manera directa se podia aplicar la definicion. De esta manera,
consideramos necesario presentarle a los estudiantes una situacion problematica en la
que el codominio tuviera un nimero infinito de elementos, para poder observar si usan
la definicion de la misma manera o si lo hacen como se propuso en la descomposicion
genética preliminar, comparando la imagen con el codominio de la funcion. Para poder
evidenciar esto propusimos las siguientes dos situaciones problematicas:

Situacion 1. Para la funcion g: R - R definida por g(y) = 3%1 determine lo que
se pide a continuacion:

a) El dominio de g
b) Laimagende g
¢) Sila funcion g es o no sobreyectiva.
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Situacion 2. Sea f:R - R una funcién dada cuya imagen es imag(f) = [0, x).
(Es fsobreyectiva? Justifique su respuesta.

En donde en ambas situaciones lo que se pretende evidenciar es si utilizan la accion de
comparar el codominio con la imagen, y utilizando su definicion de funcion
sobreyectiva determinar que, si son iguales, la funcidn serd sobreyectiva. Es
importante mencionar que, para estas Ultimas dos situaciones, solo pudimos obtener
respuesta de los estudiantes E8, E6 y E14.

Para la situacion 1 los estudiantes contestaron correctamente a los incisos a) y b)
determinando correctamente los conjuntos dominio e imagen, pero fue en el inciso c)
en donde E14 no dio la respuesta correcta, pues determina que la funciéon es
sobreyectiva cuando en la imagen ya habia obtenido que el cero no era parte de este
conjunto, aun asi no consider6 esa respuesta para justificar su respuesta tal como se
muestra en la figura 5.3.4.35:
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Figura 5.3.4.35. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 1(c).

Por otra parte E6 y E8 contestan utilizando su definicion de sobreyectividad,
justificando que hay un elemento en el contradominio que no le corresponde uno del
dominio, tal como lo hace ES8 (figura 5.3.4.36):

Figura 5.3.4.36. Solucion del estudiante ES a la situacion problematica 1(c).

En la situacion 2 las respuestas de E8 y E14 no fueron las esperadas, pues nuevamente
E8 solo justifica que la funciébn no es sobreyectiva porque hay elementos del
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contradominio que no son correspondidos por algin elemento del dominio, pero no
especifica cudles son esos elementos tal como se muestra en la figura 5.3.4.37:
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Figura 5.3.4.37. Solucion del estudiante E8 a la situacion problematica 2.

El E14 da una respuesta en la que da evidencia de que no comprendi6 la situacion
planteada, ya que menciona que la funcion si es sobreyectiva pero luego menciona que
depende mucho de la imagen, la cual ya estaba dada, la respuesta de E14 es la que se
presenta en la figura 5.3.4.38:
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Figura 5.3.4.38. Solucion del estudiante E14 a la situacion problematica 2.

Por otra parte, el estudiante E6 respondid exactamente lo que se esperaba, ya que para
poder contestar si la funcion es o no sobreyectiva hace la comparacion de los conjuntos
imagen y codominio tal como se muestra en la figura 5.3.4.39:

Figura 5.3.4.39. Solucion del estudiante E6 a la situacion problematica 2.
Esto lo podemos reafirmar con el fragmento del audio del E6 correspondiente a esta

situacion:
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“...entonces pues vemos un numero en el conjunto de llegada, en los
reales, por ejemplo, un x<0, y pues este no va a tener preimagen porque
no pertenece a la imagen de la funcion, entonces pues la funcion no seria
sobreyectiva”

En donde evidenciamos que la concepcion Objeto si se puede dar tal como se dijo en la
DGP, realizando acciones sobre el proceso, por ejemplo, comparando la imagen con el
contradominio para saber si la funcidn es o no sobreyectiva.
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Capitulo VI. Conclusiones

En este capitulo presentamos las conclusiones que se obtuvieron del analisis de los
datos experimentales como primer apartado. Se comienzan con aquellas relacionadas
al cuestionario diagnostico y que tienen que ver con las estructuras previas de los
estudiantes; después describiremos con detalle las obtenidas de la implementacion del
segundo cuestionario y que nos permitiran evaluar la DGP. Finalizando con la
validacion de la descomposicion genética. En el segundo apartado se mencionan
algunas conclusiones en general, futuras investigaciones que se pueden llevar a cabo y
por ultimo una reflexion sobre la realizacion del presente trabajo.

6.1 Conclusiones del analisis de los datos experimentales y validacion
de la Descomposicion Genética

6.1.1 Conclusiones respecto al Cuestionario Diagnostico

Antes de presentar las conclusiones es importante mencionar que la participacion de
los estudiantes durante la aplicacion del Cuestionario Diagndstico fue muy buena, pues
se mostraron siempre amables y ademas lo realizaron de una buena manera, aunque
sabian que no les afectaria en su calificacion.

Durante la aplicacion de los instrumentos pudimos observar que los estudiantes estan
familiarizados con los registros de representacion algebraico y grafico, esto por
supuesto no quiere decir que puedan trabajar en ellos sin problema como se mostrara
mas delante, esto tiene sentido, pues cuando se hizo la investigacion sobre como se
presenta el concepto en los libros utilizados para impartir el curso de Precélculo y
Célculo Diferencial se observo que se privilegian estos registros por encima de los
demas.

Es importante mencionar que, de manera no intencional, dentro del cuestionario
diagnostico no consideramos el registro grafico, haberlo hecho pudiera haber
permitido determinar si los estudiantes tendrian o no alguna estructura mental que de
manera algebraica o grafica no pudieron evidenciar.

En lo que respecta al andlisis del Cuestionario Diagnostico pudimos observar que a
pesar de que los estudiantes se enfrentaron por primera vez a los conceptos previos en
su curso de Precélculo y los repasaron nuevamente en el curso de Calculo Diferencial,
no todos mostraron las estructuras mentales previas necesarias para la construccion del
nuevo concepto, de los 14 estudiantes solo 3 de ellos las mostraron.

Con el analisis del Cuestionario Diagndstico obtuvimos la tabla 1 que nos da evidencia
de que todos los estudiantes cuentan con la estructura mental previa de objeto nlimero
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real, pues mostraron evidencia de que pueden realizar acciones sobre los nimeros
reales con las operaciones bdsicas, a pesar de que hubo algunos errores de dedo y del
mal uso de la jerarquia de las operaciones, realmente hicieron lo que la estructura
mental objeto de ntimero real pedia. Fue a partir de la estructura proceso de conjunto
en donde los estudiantes presentaron dificultades, pues algunos ya no respondieron o
no justificaron las situaciones correspondientes dirigidas a evidenciar la estructura.

La estructura mental que caus6 mas dificultad, de acuerdo a la evidencia que
obtuvimos, fue la de Proceso de funcion, pues de los 14 estudiantes 3 respondieron
correctamente y dieron evidencia de contar con dicha estructura mental. Ademas, fue
en esta estructura mental en la que nos encontramos con dos estudiantes que no
mostraban la estructura de proceso de funcidn, pero hacian algo mas que la accion.

De acuerdo con el andlisis a priori de las situaciones 6 y 7 (situaciones
correspondientes a evidenciar la estructura mental proceso de funcidn) éstas iban a
determinar si el estudiante cuenta con la concepcion proceso y si ésta era o no estable,
respectivamente, y dos de los estudiantes o contestaban el 6 y el 7no,oel 7siyel 6
no. De esta manera, podriamos considerarlos en una etapa intermedia entre accion y
proceso, ya que hacen mas que accion, pero sin llegar al proceso. Ademas, hay
evidencia de que entre las estructuras mentales hay niveles intermedios, como
mencionan Dubinsky, Arnon & Weller (2013), quienes en su investigacion describen 7
de estos niveles.

6.1.2 Conclusiones respecto al Segundo Cuestionario

Dentro del andlisis del Segundo Cuestionario pudimos observar que todos los
estudiantes presentaron la estructura mental de Accion cuando la funcion se da de
manera analitica, pues facilmente evaluaron la funcién en los puntos que se les
plantearon, no importa que fueran nimeros distintos a los enteros.

Para evidenciar la estructura Accion también se plantearon otras situaciones en las que
utilizamos el registro grafico; sin embargo, no todos los estudiantes respondieron a las
preguntas determinadas para dicha estructura, pues parece ser que les caus6 mayor
dificultad cuando no se les daba la funcion de manera analitica. Aun asi, intentaron
responder para poder obtener la imagen de una funcidon dada en su representacion
grafica.

A pesar de que el cuestionario no fue aplicado como una entrevista semiestructurada,
las preguntas de reflexion nos permitieron tener evidencia de qué era lo que los
estudiantes estaban pensando sobre como obtener la imagen de las funciones dadas. A
partir de aqui, las siguientes situaciones consistieron en mostrar que los alumnos
estaban interiorizando la accidon, pasando de obtener la imagen de un solo punto a
intervalos y luego subconjuntos. A partir del andlisis que se hizo pudimos observar
que, en efecto, a los estudiantes les causd dificultad obtener la imagen de los intervalos
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dados, a excepcion de uno de los estudiantes (E6), quien calculd la imagen de los
intervalos dados y respondi6 con certeza a las preguntas de reflexion.

Aunque a los estudiantes les causé dificultad determinar la imagen para ciertos
intervalos dados, cuando les preguntdbamos qué valores de x tienen imagen para una
funcion dada de forma geométrica, respondian acertadamente e incluso contestaban
correctamente a la pregunta ;cudles son las imagenes de estos valores?, lo cual nos
permite ver que los estudiantes estdn familiarizados con cierto tipo de problemas a
resolver, pues la situacion en la que tenian que obtener la imagen para un intervalo fue
mas complicada para ellos. Podemos afirmar que el hecho de presentar la situacion de
manera geométrica les ayud6 de manera visual para poder responder, pues una de las
situaciones se presentd6 de manera geométrica, en esta se dieron conjuntos de una
funcién y se pedia que calcularan la imagen de un elemento del dominio, luego de un
subconjunto y por ultimo de todo el conjunto, y los estudiantes lo realizaron de manera
correcta.

Para la estructura mental de Proceso pudimos percatarnos de que cuando al estudiante
se le da una funcién en su representacion grafica puede tener una idea de qué
elementos conforman a la imagen, aunque ain no lo puedan obtener. Lo hacen
observando la grafica de la funcion lo cual les da una mejor idea que si la funcion
fuera presentada en su forma algebraica y ademas en las preguntas de reflexion
determinan que si pueden obtener la imagen y hacen la justificacion de acuerdo a lo
que observan en la grafica.

Para las situaciones en las que se preguntd especificamente por el rango de la funcion
los estudiantes lo calcularon de manera correcta cuando la funcion se daba de manera
grafica, pero cuando no fue asi les caus6 dificultad y fue solo un alumno (E6) quien
pudo contestar correctamente, cabe mencionar que ¢l mostr6é una concepcion previa de
proceso funcion estable. Podemos entonces decir que realmente fue la concepcion
proceso la que caus6 mas conflicto a los estudiantes.

Para la estructura mental de Objeto todos los estudiantes respondieron correctamente a
la situacion propuesta para esta estructura e hicieron buen uso de sus definiciones de
funcion inyectiva y sobreyectiva, pero consideramos que todos respondieron
correctamente porque la funcion presentada en la situacion problemadtica fue dada en
su representacion geométrica, y con conjuntos de partida y llegada finitos.

Por esta razon, consideramos que no era suficiente para afirmar que los estudiantes
contaban o no con la estructura mental de objeto, asi que le hicimos una modificacion
a este instrumento. Propusimos afiadir otras dos situaciones, en las que pretendiamos
que realizaran la accion de comparar la imagen con el contradominio, para que
determinaran si la funcioén era o no sobreyectiva, es decir, situaciones que de manera
muy especifica nos permitieran tener evidencia de si los estudiantes podian realizan
acciones sobre el proceso. Fue uno de los estudiantes (E6) quien nos permitié contar
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con la evidencia de que, en efecto, hace la comparacion de estos conjuntos para
determinar que la funcion es sobreyectiva y asi de esta manera podimos caracterizar la
estructura mental tal como la describimos.

Algo que fue muy evidente en la ultima situacion para evidenciar la estructura mental
de Objeto, fue que todos los estudiantes tuvieron la tendencia de definir de manera
verbal las caracteristicas que cumple una funcidon cuando es inyectiva y sobreyectiva,
no usando cuantificadores, a excepcion de una de las estudiantes (E14).

Se pudo observar que las estructuras presentes en los estudiantes fueron de mas a
menos, todos mostraron una concepcidon accion de imagen de una funcion, en el
camino al proceso se fueron quedando algunos alumnos, y finalmente solo uno
evidencié la estructura mental de objeto, lo cual era de esperarse, pues en
investigaciones que hacen uso del marco tedrico metodologico de APOE se menciona
que esta estructura es muy dificil de alcanzar por los estudiantes, por ejemplo, en
Martinez-Planell & Trigueros (2010), quienes en su investigacion encontraron que solo
uno de sus estudiantes construyeron una concepcion objeto.

6.1.3 Validacion de la Descomposicion Genética

Se valida la accion de imagen de una funcién, caracterizada de la siguiente manera: El
estudiante debe ser capaz de evaluar nlimeros reales bajo una funcion especifica, es
decir, toma el objeto niimero real especifico, le aplica el proceso de funcioén y obtiene
un nuevo objeto, otro numero real que es su imagen. Evidencia de la validacion de esta
estructura mental es lo que presenta E8 en la situacion problematica 1(a), pues realiza
de manera adecuada la evaluacion en cada punto de la funcion como se muestra en la
figura 5.3.4.1:

.t leA

- ~ A (Moaew 0L ( QU Numiso

Figura 5.3.4.1. Evidencia de la estructura Accion por el estudiante E8 en la situacion
problematica 1(a)
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Se valida el Proceso imagen de una funcidn, caracterizada de la siguiente manera: El
alumno es consciente de que evaluar todos los elementos del dominio 4 de la funcion
le da un subconjunto del contradominio B, y ademas puede obtener dicho subconjunto.

Evidencia de la validacion de esta estructura es lo que presenta el estudiante E8 en la
situacion problematica 5(b), pues primero se presenta lo que designamos como Primer
nivel de proceso, en donde E8 responde que si puede calcular la imagen de cualquier
intervalo, es decir, aunque aun no diga cudl es el rango de estos intervalos, es
consciente de que lo puede obtener porque sabe como se estd comportando la funcion,
y de alguna manera mentalmente ya recorrié todo su dominio y sabe qué es lo que le
va a dar como resultado, pero ain no lo obtiene, tal como se muestra en la figura
5.3.4.21:

(&
(R
)
—
N

Figura 5.3.4.21. Evidencia de un primer nivel de Proceso por el estudiante E8 en la
situacion problematica 5(b)

Ahora bien, para la estructura Proceso aqui solamente un estudiante pudo responder
correctamente y fue E6. Primero comienza determinando cudl es el dominio de la
funcion, para a partir de ahi, hacer procedimientos que le permitan decir que w tiene
que ser distinto de 0 y asi de esta manera, el rango sea todos los reales menos el 0, tal
como se muestra en la figura 5.3.4.28:

Figura 5.3.4.28. Evidencia de la estructura Proceso por el estudiante E6 en la situacion
problematica 7(b)
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Se valida el Objeto de imagen de una funcion, caracterizada de la siguiente manera: El
alumno es consciente de que se le pueden realizar acciones al proceso, y ademas es
capaz de llevarlas a cabo. Evidencia de la validaciéon de esta estructura es lo que
presenta el estudiante E6 en la situacion problemadtica 2, pues en su respuesta compara
la imagen con el contradominio para determinar si la funcién es o no sobreyectiva, es
decir, estd realizando acciones sobre el proceso, tal como se muestra en la figura
5.3.4.39:

Figura 5.3.4.39. Evidencia de la estructura Objeto por el estudiante E6 en la situacion
problematica 2

De esta manera podemos concluir que la descomposicion genética preliminar fue
validada y no hubo necesidad de refinarla. A manera de cierre para este apartado, se
presenta nuevamente el diagrama de la DGP, que en este caso ya esta validada:

Objeto Proceso
Numero Real Funcidn
Xo
especifico f
\/
Accién Imagen
f(x0)

Interiorizacién f:A - B
Vx € Asetieneque f(x) =y,yEB

Proceso Imagen Proceso
Im(f) S B dx€Atq f(x) =y=>y€Im(f)«— Conjunto

Encapsulacion
Comparacién de Im(f) con el codominio

Objeto Imagen
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6.2 Conclusiones generales
6.2.1 Conclusiones generales

Con la evidencia del andlisis de datos podemos validar nuestra DGP, pues al menos
uno de los estudiantes mostr6 que si lo hace tal como lo describimos en esta.

Es importante resaltar que la teoria APOE permite identificar problemas que se
presentan en la comprension de un concepto al considerar la hipotesis de que, si el
estudiante cuenta con las estructuras previas de un concepto, podra construirlo, asi que
es una excelente teoria para considerar al momento de determinar el por qué un
estudiante no estd aprendiendo un nuevo concepto.

Consideramos que de haber podido aplicar la entrevista semiestructurada se hubiera
obtenido aun mas evidencia de las estructuras que presentan o no lo estudiantes, pues
el hecho de haber aplicado la entrevista como un segundo cuestionario no permitid
observar los gestos de los estudiantes cuando se presentaban a cierta situaciéon ni
observar personalmente qué era lo que estaban haciendo al momento de resolver cada
situacion.

Sin embargo, el no haber realizado una entrevista directa con los estudiantes tuvo sus
beneficios. El hecho de no estar frente a una cdmara respondiendo a un cuestionario
semiestructurado sobre un tema complejo de matematicas, como lo es la imagen de
una funcién, propicié por si mismo un ambiente de tranquilidad, por lo que
consideramos que el alumno pudo evidenciar respuestas mas acertadas.

6.2.2 Trabajos a futuro

Consideramos que, aunque se obtuvo informacion importante de la aplicacion del
segundo cuestionario, sugerimos realizar la entrevista semiestructurada del mismo,
para poder indagar con mayor profundidad sobre las estructuras mentales de los
estudiantes, ya que esto pudiera dar cuenta de nuevos resultados o mostrar elementos
que pudieron no ser considerados. De igual forma sugerimos aplicar el cuestionario
diagnostico con situaciones en las que se involucre el registro geométrico para
observar si de esta manera se evidencian las estructuras mentales previas que no
mostraron los estudiantes.

Otra posible investigacion seria desarrollar una DGP del Esquema de imagen de una
funcion, de manera que esto podria determinar cudles son las estructuras que
conforman los elementos del esquema y la relacion entre ellas. Ademas de poder
describir la evoluciéon de dicho esquema, y mostrar asi su transversalidad, pues la
imagen no solo se presenta en funciones con una variable, sino con varias variables, o
con dominio y codominio que tienen alguna estructura, como la de espacio vectorial,
espacio topoldgico, etc.
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El ciclo de investigacion de la teoria APOE, que constituye una metodologia de
investigacion, contempla en su segunda fase el disefio y aplicacion de la instruccion,
esto consiste en disefiar y aplicar un disefio de ensefianza para el tema de imagen de
una funcion. Debido al tiempo que se tuvo para realizar la investigacion, este no pudo
ser llevado a cabo. Es por eso que una investigacion a futuro es como disefiar una
instruccion basada en la descomposicion genética que hemos validado.

6.2.3 Reflexion

En términos de la practica considero que el elaborar una tesis me ha brindado mas
aprendizaje del que yo esperaba, pues en un principio consideré que esto solo me iba a
permitir de alguna manera enfocarme en un tema especifico, cuando no fue asi, pues
aprendi muchas otras cosas, una de ellas, el hecho de conocer un poco mas a
profundidad una teoria, en este caso la teoria APOE.

Considero que el haber indagado en la teoria APOE me ha brindado principalmente
algo muy importante para la practica, el hecho de no solo considerar si un alumno ha
respondido de manera correcta o incorrecta algiin problema, pues en APOE se toman
en cuenta otros aspectos, como considerar todas las estructuras previas que hay detras
de ese concepto, asi como las investigaciones sobre ésta.

Otro de los aspectos que aprendi durante la realizaciéon de mi trabajo de tesis es el
proceso de investigar algiin tema para poder tener bases que me permitan proporcionar
instrumentos que me evidencien determinados aspectos, y esto es algo que en la
practica seria perfecto que lo pudiéramos aplicar siempre que explicAiramos un nuevo
tema.

Por otra parte, considero que el hecho de que se me ensefara sobre paradigmas en
matematica educativa y los distintos marcos tedricos que hasta ahora existen, me
permitié6 darme cuenta del amplio conocimiento que un docente deberia tener para
poderlo aplicarlos en la practica, y mas alla de esto, me permitié tener una vision mas
amplia sobre la Matemadtica Educativa para poder ensefiar matematicas.

La experiencia y la manera de ensefiar de todos mis profesores fueron muy
enriquecedoras, pues me permite tomar todo lo bueno que cada uno da en sus clases,
asi como su manera de ensefiar y la postura que tienen sobre la ensefianza-aprendizaje
de las Matematicas.
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Anexos

Cuestionario Diagnostico

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE ZACATECAS
"FRANCISCO GARCiA SALINAS” nidad Académica de

Matematicas

Umdad Académica de Matematicas
Maestria en Matematica Educativa con Orientacién en el Nivel Superior
Cuestionario Diagnéstico

Nombre: Fecha:
Instrucciones: Resuelva cada uno de los ejercicios y argumente sus respuestas. NO
BORRE PROCEDIMIENTOS Y/O NOTAS. NO DEJE EJERCICIOS SIN
CONTESTAR. Los resultados obtenidos no afectaran tu calificacion en la materia y tu
identidad quedara an6énima.

1. Resuelva:

(d) 2% * 3 +/49 + 2* + 16 — (23 + 5%)

(e) 132 /25 — [(4® +V144) + (3% - 27) ]
() (83%v36—2°+23+V16+2)+3

2. Sea A el conjunto de todas las funciones reales en una variable, determine el
conjunto de todas las funciones cuya inversa existe.

3. Sea A el conjunto de las funciones reales, determine el conjunto de las
funciones inyectivas.

4. Verifique si la funciéon f(x) = x? es una funcién sobreyectiva siendo el
Dom(f) = Ryelrango {y € R:y > 0}.

5. Responda con verdadero o falso a cada una de las siguientes aseveraciones:
(c) Para cada niimero real positivo y existe un nimero real x, tal que x? = y.

(d) Para cada niimero real positivo y existe un namero real x, tal que x3 = y.

6. En cada una de las siguientes preguntas, f, g, h son funciones cuyos dominios y
rangos son el conjunto de los nimeros reales, tales que

h=f°g
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(d) Si solo se conoce la informacion de la siguiente tabla, seria posible
encontrar /4(0)? Si si, encuéntrela si no justifique.

x | fx) | g
-1 2 3
0 3 -1
4 1 2

(e) Si solo se conoce la informacion de la siguiente tabla, seria posible
encontrar f(2)? Si si, encuéntrela sino explique.

x hx) | g(x)
-1 1 -3
4 (4 1
T 0

(f) Si solo se conoce la informacion de la siguiente tabla, seria posible
encontrar g(4)? Si si, encuéntrela sino explique.

x hx) | fx)
-1 1 -2
2 3 1
4 -2 V14

7. Sean las dos funciones F'y G definidas como sigue:

X

e if x <=2
Fix)=4 2x+3 if =2<x<}

sin x ifj<x<l

Jx if 1 <x

-4 ifx<0

Gx)=< 2x if0<xs<l

Jx ifl<x

Encuentre el producto F - G de las dos funciones.
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Segundo Cuestionario

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE ZACATECAS
“FRANCISCO GARCiA SALINAS" nidad Académica de

Matematicas

Umdad Académica de Matematicas
Maestria en Matematica Educativa con Orientacién en el Nivel Superior

Entrevista Semiestructurada

Nombre: Fecha:
Instrucciones: Resuelva cada uno de los ejercicios y argumente sus respuestas. NO
BORRE PROCEDIMIENTOS Y/O NOTAS. NO DEJE EJERCICIOS SIN
CONTESTAR. Los resultados obtenidos no afectaran tu calificacion en la materia y tu
identidad quedara an6énima.

Situacion 1. Para f(x) = 1 — x? determine la imagen de:

() 1, -2,0, Y, m, V2, €, (puede calcular la imagen de cualquier nimero real?
(coémo lo haria?

(d) [-1,1],[0,2], [-2,3) ;/Puede obtener la imagen de cualquier intervalo? ;cémo lo
haria?

Situacion 2. En la siguiente grafica,
3. (Qué valores de x tienen imagen? ;Cudles son las imagenes de estos valores?

4. ;Cudles valores de x no tienen imagen? Justifique su respuesta

AV

Situacion 3. Sea el 6valo A el conjunto de partida (dominio) para alguna funcion f
y el segundo ovalo el conjunto de llegada de dicha funcion (recorrido), conteste:

(a) Sea X, un elemento del dominio exprese la imagen de X, bajo la funcion f:
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A° B.

(b) Sea A; un subconjunto del dominio exprese la imagen de A; bajo la funcion f:

AI Bl

(c) Sea A el dominio exprese la imagen del dominio A bajo la funcion f:

Al Bl

Situacién 4. Determine si las siguientes oraciones son verdaderas o falsas. Si su
respuesta es afirmativa de una justificacion, de lo contrario trate de proporcionar un

contraejemplo.
(a) Si la imagen de una funcidon consiste en un solo nimero, entonces su dominio
también consiste en un solo numero.

(b) Si el dominio de una funcién contiene al menos dos numeros, entonces el rango
también contiene al menos dos numeros.

Situacion 5. Determina la imagen de:

| o
| | | | |
| f 1 f Y l f 1
4 y 2 | T | 2 3 X
.— -
.— ? l

e) 0,1,2, 3,4, ...n;se puede calcular la imagen de cualquier numero real? Si su

respuesta es si, jpor qué?, si su respuesta es no, justifique.
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f) [1,2),[1,2] ;Se puede calcular la imagen de cualquier intervalo? Si su respuesta
es si, por qué?, si su respuesta es no, justifique.

g) x=>0,x<0
h) Todos los R

Situacion 6. Conteste:

(a) ¢Existe un x tal que al aplicarle la funcién y = |x| te dé 2?

(b) ¢Existe un x tal que al aplicarle la funcion y = |x| te dé -4?

(c) ¢Para qué valores de y existe uno o varios valores de x tales que f(x)=y?

(d) De acuerdo a las respuestas dadas anteriormente ;cudl es la imagen de la
funcioén y?

Situacion 7. Para g(y) = ﬁ determine cada valor.

(c) 3,2, 10,-5,/5, 1/5, 1

(d) Determine el rango de la funcion

Situacion 8. Sea A (c) el area de la region acotada por arriba por la recta y = x + 1,
del lado izquierdo por el eje y, por abajo por el eje x y por la derecha por la recta x =
c. Tal funcion se conoce como funcidon de acumulacion. Determine

(2 A(l)
(h) A(2)
(i) A(0)
() A(e)
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(k) Esboce la grafica de A(c)

(1) ¢Cuéles son el dominio y la imagen de la funcién A?

~
=
-

Situacion 9. Estudie la correspondencia y explique si es funcion inyectiva o
sobreyectiva:

I.I.  Domain Codomain
— — 1.2, Domain Codomain
A - > 1 —
i A r:-1 ‘
B - 2
| B 2
C 3
Cc+—m———> 3

D

| - D -
£ A—/'/l —

| E ——

-3

W

Situaciones probematicas agregadas al Segundo Cuestionario

Situacion 1. Para la funcion g: R - R definida por g(y) = ﬁ determine lo que se
pide a continuacion:

a) El dominio de g
b) Laimagen de g
c) Sila funcion g es o no sobreyectiva.

Situacion 2. Sea f: R —» R una funcion dada cuya imagen es imag(f) = [0, ). ;Es
fsobreyectiva? Justifique su respuesta.
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Transcripciones de los audios

E14(Be)

En la situacion 1 para sacar imagen sobre los valores que nos dan en a sustituiria mi x
por los valores que queremos y en la situacion 2 sacaria como la imagen en general de
nuestra funcién y en base a ella justificaria si se puede dentro de esos mismos
intervalos.

En la situacion 2 observo mi grafica y voy identificando la imagen y preimagen de
nuestra funcioén de qué valores pues se obtiene con x y que valores abarca en y.

Para la situacion 3 no la tengo mucho en claro pero... lo que creo que es, es que tengo
que representar mi... en la primera situacion mi x, dentro del dominio que va hacer mi
ovalo que estdn en mi ovalo B entonces en el ovalo B tendria f(x,) en un
segundo...sea un subconjunto (lee el problema) seria como que igual, definir A; en un
intervalo que va dirigido hacia B que también se va a especificar en un intervalo en un
subconjunto de B y el tercer inciso sea el dominio...(lee la pregunta) creo que igual lo
representaria como f(A4) no, no estoy muy segura con respecto a la pregunta a lo que
se tiene que expresar.

Situacion 4 para el primer inciso (a) si la imagen de una funcién consiste en un solo
nimero entonces su dominio también consiste en un solo numero, creo que es falso
porque nuestra definicidon de funcion no especifica como que esa parte o por ejemplo
tenemos el ejemplo cuando f(x) es igual a 2 entonces tenemos un solo nimero en
imagen y ninguno en el dominio, para ver si el dominio de una funcién contiene al
menos dos niimeros entonces el rango también contiene al menos dos niimeros y esa si
seria verdadero por lo mismo de que, de la definicion de funcién en el que...

Situacion 5 (lee el enunciado) ¢se puede calcular la imagen de cualquier numero real?
si su respuesta es si, por qué, si su respuesta es no, justifique.

Ah si porque realmente en nuestra grafica como... como nuestro dominio esta
determinado sobre el eje x en cierta manera entonces todos nuestros numeros reales
sobre el eje x van a tener un punto especifico sobre el eje y que determina nuestro
rango, nuestra imagen, entonces si, si se podria obtener, y el inciso B (lee el
enunciado) ;se puede calcular la imagen de cualquier intervalo? Amm si podemos
especificar mientras que... ay no sé como justificar, yo creo que si, o en el escrito lo
voy a definir un poquito mejor lo voy a intentar.

Situaciéon 5 no me habia fijado que faltaban dos incisos entonces inciso (c) nos dan
como un intervalo de x, cuando x = 0 y cuando x es menor estricto a 0, no se a que se
refiere si tiene dominio o imagen pero me imagino que si, ya que los dos puede
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escribir mas bien la imagen dentro de estos intervalos y para la situacion...el inciso (d)
creo que...no tampoco sé¢ qué a que se refiere todos los reales, pues tiene imagen y
tiene... bueno la funcion tiene dominio en todos los Reales, si, pero no todos los reales
entran en imagen, entonces no s¢ mucho a que se refiere.

Situacion 6 el inciso (a), jexiste un x tal que al aplicarle la funcion y=[x| te de 2? Si,
primero que nada, bajo a la grafiquita que nos dan para mas fécil y rapido defino mi
imagen y mi dominio, entonces me doy cuenta de que el dominio son todos los reales y
mi imagen son todos los reales positivos, entonces un x tal que la funcion te de 2, pues
si, si existe y para el (b) hago el mismo caso de identificar el dominio e imagen, para
que valores.... Bueno todo lo voy hacer bajo la imagen y la grafiquita puesta.

Situacion 7, como la funcidn esta dada en términos de y, entonces para mi primer
inciso voy a sustituir los valores y por los valores que me piden y para mi segundo
inciso que me piden el rango de la funcién voy a despejar lo que es mi... bueno la
funcién g(y) la voy a equivaler a otro término que seria como w y en base a mi w, que

1 :
vaaser — voy a determinar el rango.
y—

Situacion 8, sea a,b,c el area de la region acotada por arriba por la recta y = x + 1, del
lado izquierdo de la recta se llama funcion de acumulacion, ay nunca habia como
trabajado en una funcion de esta manera o al menos no que me hubiera dado cuenta,
creo que me voy a basar bajo la grafica que creo que es la siguiente y voy a sustituir
los términos de x por los valores que me piden, si no voy a buscar de qué otra forma
poder hacerlo.

Situacion 9 estudie la correspondencia y explique si es funcidon inyectiva o
sobreyectiva, ok en base a las imagenes que nos dan y las definiciones que se de
inyectiva y sobreyectiva voy a definir cual es cual y voy a intentar de crear como una
funcion sobre ambos términos si es que cumplen con la definicion de funcion.

E10 (Lr)

En esta en la secciéon 1 me enfoque en reemplazar los valores de x en la funcion y se
pudo calcular lo que no hice fue sustituir los intervalos porque sino tendria que
reemplazar todos los valores del intervalo en la funcion lo cual no, no puedo hacer o
no es posible.

En la situacion 2 puse que los valores que tienen imagen son los que estarian dentro de
la linea azul de la grafica y son todos los valores que estan contenidos en esta y los
valores que no tienen imagen son los que estan fuera de esta grafica como aparecen a
partir del punto X, en el antes no tienen imagen en la funcion.
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En la situacion 3 hice el caso donde si un elemento de la imagen del dominio es pues
la imagen seria un del conjunto de llegada por lo que no tiene el ovalo b entonces puse
como si fuera una funcién inyectiva en el conjunto, en el inciso (b) hice lo mismo,
también puse cualquier valor del subconjunto Al a cualquier elemento del conjunto B
y en el inciso (c) lo puse como una funcién biyectiva de donde cada elemento del
conjunto A tiene un elemento de, solo un elemento del conjunto B, ah y que también
todos los elementos del conjunto A tienen un conjunto, bueno tienen un elemento de
llegada del conjunto B.

En la situacion 4 yo determiné que ambas son falsas, en ambas di un contraejemplo.

Situacion 5 puse que si, que todo se puede calcular para cualquier nimero real, es su
parte decimal menos la parte entera, bueno seria si la parte decimal de cualquier
numero y ;se puede calcular intervalos?, también se pueden calcular intervalos porque
es la imagen del punto 1, no del punto 2 es la parte decimal del intervalo 1,2, y dije
que si se podia calcular para cualquier intervalo porque seria la union de varios
intervalos, o de un solo intervalo.

En la situacion 6 y 7 no fue complicada, hice, expliqué lo que hice en las hojas, asi que
no voy a explicar lo que hice en audios. La situacion 8 fue la que me causé mas
conflicto de toda la entrevista por el area no clara o no clara a simple vista del dominio
de las diferentes areas en las que se evalua a pero si de ahi en mas todo se pudo hacer
bien, eh ya especifiqué cudl es el dominio de los respectivos valores de ¢, bueno del
area de ¢ y la parte 9 ya también la explico en las hojas que voy a enviar con ese
archivo.

E6 (Os)

Para resolver la situacion 1, el punto (a) solamente sustitui cada uno de los valores en
la expresion a lo que define a la funcién f sustitui x por cada uno de los valores y para
el punto (b) parti de que x pertenece al intervalo que dice ahi y pues con
multiplicaciones bueno y utilizando desigualdades llegue a qué conjunto tenia que
pertenecer f(x) el unico caso en el se me complejo poquito fue en el ultimo, ya pero
solamente fue separar como en dos casos cuando x va desde menos dos hasta cero y
cuando va de cero hasta tres y ya pues resolvi igual que los dos anteriores.

Para resolver la situacion 2 el punto (a), bueno me fui sobre los, mentalmente me fui
sobre los valores del eje x y trace rectas verticales y bueno si la recta vertical toca la
grafica de la funcion entonces pues el valor de x en cuestion tiene imagen y ya pues
esto ocurre para todos los x que son menores a X, para X, como tiene un circulo sin
rellenar pues quiere decir que no tiene imagen ese punto, el x, , y pues ya a partir de

148



xo incluyendo x, ciertas lineas verticales no van a tocar la funcion entonces esos
valores no tienen imagen.

Para resolver la situacion 3 en el inciso (a) pues la imagen de un elemento del dominio
va hacer otro elemento ahora en el contradominio y simplemente se va a llamar f(x,)
es decir la imagen de x, bajo la funcién f, la imagen de un subconjunto del dominio
pues va hacer otro conjunto digamos b; que va a ser subconjunto del contradominio y
ya simplemente digo que b, es la imagen bajo f del conjunto A,, y para expresar la
imagen del dominio A bajo la funcién f estd va a ser un subconjunto del
contradominio también, entonces pues ya simplemente lo pongo asi como un
subconjunto no tiene porque ser todo el contradominio.

Para resolver la situacion 4 tanto en los puntos a y b propuse contragjemplo la funcion
f(x) =1, sirve de contraejemplo para el a porque si la imagen de esta funcion es un
solo numero que es el 1 pero su dominio son todos los reales, ah porque dije que fuera
de los reales al conjunto que nomas tiene el 1, y también sirve como contraejemplo del
(b), porque el dominio contiene al menos dos elementos, de hecho, contiene todos los
reales, y el rango pues no contiene al menos dos numeros, de hecho contiene a uno que
esel 1.

Para resolver la situacion 5 vi que pues la funcion era, me parece ser la funcion piso,
entonces para resolver el punto (a), si se puede calcular la imagen de cualquier nimero
real porque pues se ve que el dominio, bueno segiun la gréafica, el dominio de la
funcion son todos los numeros reales, entonces si, se puede calcular la imagen de
cualquier nimero real. Para calcular la imagen de un intervalo bueno pues van a ser
enteros que van desde la imagen del extremo inferior del intervalo, por ejemplo si el
intervalo es de la forma a, b ya sea cerrado o abierto sus extremos va a ser los enteros
desde la imagen de « hasta... sin importar si el intervalo es cerrado o abierto en a, va a
ser los enteros desde la imagen de @ hasta y bueno ahi ya depende, si el intervalo es
cerrado en b, entonces va a ser los enteros desde la imagen de a hasta la imagen de b,
si el intervalo es abierto en b, entonces si b es un entero va a ser los enteros desde la
imagen de a hasta los menores a la imagen de b, es decir, sin incluir la imagen de b y
si b no es entero entonces van a ser los enteros desde la imagen de a hasta la imagen de
b, osea esto lo vi porque por ejemplo si es 2, si b es 2, como en los ejemplos de arriba
cuando era abierto en 2 entonces la imagen nomas era el 1, porque el 2 no se incluia, es
decir la imagen del 2 no iba a estar en el conjunto de las imdgenes y cuando era
cerrado en 2 la imagen del 2 bajo la funcion si se incluia en el conjunto de las
imagenes y ya en eso me base.

Para el punto (c) para los x = 0 pues nomas vi que la imagen del cero pues es el cero y
a partir de ahi pues el conjunto de imagenes iba a ser los enteros mayores o iguales a
cero, es decir 0,1... asi, y para los menores a cero pues vi que iban a ser los enteros
que son menores a cero.
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Abhorita estoy viendo que no contesté el inciso (d) pero la respuesta ahi pues seria todo
el conjunto de enteros y eso bueno se deduce de la grafica de la funcidon, vemos que
las, bueno si nosotros trazaramos lineas horizontales, estas tocarian a la grafica de la
funcién unicamente en valores enteros y pues de hecho en todos los enteros entonces
pues ya, la imagen de los reales pues va a ser el conjunto de los enteros.

Para resolver la situacion 6, bueno se resuelve viendo la grafica y la pregunta es si
existe un valor tal que al aplicarle la funcion de valor absoluto te de 2 y ya pues puse
que si, si trazamos nosotros una linea horizontal, bueno que obviamente va a cortar al
eje y en dos entonces esa misma linea horizontal corta la grafica de la funcién en dos
puntos el que corresponde a x =2 y x = —2 y ya entonces si hay una x que al
aplicarle la funcion me de 2 porque al trazar la linea horizontal pues esa linea
horizontal traza la... digo corta la grafica. Y luego para el (b) existe un x tal que al
aplicarle la funcién de -4, pues no porque si trazamos una linea horizontal por el -4 no
va a tocar a la gréfica de la funcion, y luego viene la pregunta (c) que ya es como mas
general, ;para qué valores de y existe uno o varios valores de x tales que f(x) = y, ch
pues vemos para que valores si nosotros trazamos una linea horizontal por esos valores
la linea va a tocar a la grafica de la funcion y vemos que va a ser para los que sean
mayores o iguales a cero porque ahi digamos que empieza la grafica de la funcidn para
los menores a cero pues no, las lineas horizontales no tocan a la grafica de la funcién y
ya pues en base a eso respondemos la pregunta de la imagen de la funcién es todos los
numeros mayores o iguales a cero.

Para resolver la situacion 7 el punto (a) simplemente sustituimos y por cada uno de los
valores que dice ahi, vemos que al sustituir el 1 pues se hace una indeterminacion
entonces el 1 no tiene imagen bajo la funcién g. Para ver cudl es el rango de la funcion
pues vamos a ver qué numeros podemos obtener teniendo un y y aplicandole la
funcion, ya pues ahi explico que van a ser todos los reales excepto el cero, porque el
cero no se puede escribir como uno sobre algo, porque el cero no tiene inverso
multiplicativo, bueno no tiene inverso multiplicativo, inverso del producto.

Para resolver la situacion 8, bueno analicé mas como geométricamente, vi que la figura
que se formaba ahi era un trapecio y calculé su area en base a la formula del 4rea de un
trapecio y eso me dio una formula para la funcién A, ya pues con esa formula saque
los valores de la funcion en 1, 2, 0 y en ¢ en general, y ya pues viendo cudl era la
formula de la funcién era una cuadratica, pues ya hice un esbozo como de la grafica
pero pues vi que iba a ser como una parabola pero trace como la pardbola y la corte
osea simplemente va a ser la parte que en la que x = 0 y en base a la grafica pude
determinar el dominio y la imagen de la funcion A. Ahi en ambos casos pues vemos
que el dominio son todos los positivos y el cero y la imagen también.

Y pues para resolver la situacidn 9 pues nomas viendo las definiciones no, de
inyectividad y sobreyectividad, la 1.1 pues si es sobreyectiva, a todos los del
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contradominio les corresponde su preimagen pero no inyectiva porque hay dos en el
dominio que tienen la misma imagen. En la 1.2 pues hay uno que... uno en el
contradominio que no tiene preimagen entonces pues no es sobreyectiva e igual hay
dos en el dominio que les corresponde la misma imagen entonces no es inyectiva.

ES8 (Ja)

Para calcular la imagen de los valores que se plantean lo Unico que hice fue cambiar el
valor de x por el valor de los que estan ahi propuestos, por ejemplo la imagen de 1
pues serfa f(1) = 1 — 12 que seria 1 — 1 = 0 entonces la imagen de 1 seria el cero y
asi con cada uno de los valores y respondiendo a la pregunta de si se puede calcular la
imagen de cualquier numero real , eh pues si, si se puede porque pues la funcion tiene
dominio los reales y pues si, también tienen de contradominio los numeros reales
también pues se puede calcular la imagen de cualquier nimero real sustituyendo el
valor del nimero que se busque en la funcidn, y para obtener la imagen de pues de
cualquier intervalo yo lo que hacia por ejemplo tomar valores especificos de cada uno
de esos intervalos, porque creo que haciéndolo asi para cada uno de los valores pues si
seria, creo que si seria mucho, porque como son nimeros reales pues si serian
bastantes, pero yo creo que para casos especificos, casos particulares si se podria igual
que como se hizo con la situacién, bueno si con esta misma situacion donde
sustituimos el valor de x por el valor que se quiere encontrar la imagen.

De la situacion 2 de la primer pregunta que se nos dice que qué valores de x tiene la
imagen y pues dada la grafica, después de masomenos... bueno mas bien de analizarla
vi qué valores de x tienen imagen, pues son los que, todas las x tales que x es menor
que el x, porque vemos que el x, como que ya no tiene imagen, pues de x, en
adelante yo creo que ya no esta definido entonces por eso diria que los valores de x que
tienen imagen son todas las x tales que x es menor que x; y en la parte de donde dice
(cudles son las imagenes? Son... pues serian todos los y tales que f(x) =y pero
siempre y cuando se cumpla la condicion que x < x; y ;Cudles valores de x no tienen
imagen? Pues serian todos los x tales que x > x, ya que en base a la grafica se puede
observar que en el punto x, pues no esta definida y en los puntos mayores que x, pues
tampoco.

En la situacion 3 donde nos dice que sea x, un elemento del dominio expresemos la
imagen de x, bajo la funcidn, aqui pues en la primer parte, aplicando la definicion de
imagen que si existe un elemento en a en este caso a pues es el dominio ahi, existe un
elemento en y, perdon en B ,un elemento y en B, son tales que f(x) =y. En la
situacion 2 si A; es un subconjunto del dominio expresemos la imagen de A; bajo la
funcion f, aqui lo que yo hice pues, mas bien como que lo que plantee como funcioén
serian todas las y tales que y = f(x) pero aqui seria para algin x que pertenece a ese
subconjunto, un x que pertenece a A4, en el inciso (c) donde dice que A es el dominio
expresemos la imagen del dominio de a bajo la funcion f y seria casi lo mismo que
para el subconjunto que en le inciso (b) lo Unico que si cambiaria aqui es que son los
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y tales que y = f(x) para algiin x que pertenece al dominio, osea aqui ya es para todo
el conjunto a diferencia de que en a; solo era para ese subconjunto.

Para la situacion 4 en el inciso (a) donde dice que si la imagen de una funcién consiste
en un solo numero entonces su dominio también, bueno yo diria que ese enunciado es
falso y el contraejemplo que propuse es que considerando la funcion f(x)... bueno la
regla de correspondencia de una funcién x? y a su vez tomamos los valores -5 y 5 que
en este caso son valores que si pertenecen al dominio de la funcion entonces las
imagenes de esos valores seria en el caso de -5 pues seria 25 y en el caso del 5 también
seria 25 entonces vemos que la imagen de esos valores es un solo, bueno al final de
cuentas es un mismo valor, la misma imagen y por lo tanto dijimos que el enunciado es
falso, para el inciso (b) si el dominio de una funcién contienen al menos dos numeros
entonces el rango también contiene al menos dos numeros, bueno aqui lo que yo hice
pues fue practicamente lo mismo que en el inciso (a), propuse la funcion f(x) = x? y
dos elementos en su dominio que en este caso fueron -1 y 1 y haciendo el mismo
proceso que en el inciso (a) se observa que tiene la misma imagen y si como que se
contradice el enunciado porque aqui se nos dice que si el dominio tiene al menos dos
nimeros entonces el rango contiene al menos dos numeros entonces aqui lo que yo
hice fue como que aplicar casi lo mismo que en el inciso (b), hacer un subconjunto del
dominio en este caso mi subconjunto seria el subconjunto que tiene los elementos -1y
1 y la imagen de esos subconjuntos seria el 1, entonces aqui vemos que el dominio
contiene dos elementos, al menos dos numeros y el rango contiene nadamas un
numero.

Para la situacion 5 nos dice que si se puede calcular la imagen de cualquier nimero y
pues yo diria que si porque en la grafica se observa que la funcion esta definida en
todos lo reales y si se podria calcular la imagen de cualquier intervalo porque como
cada valor, bueno esa grafica yo diria que es la grafica de la funcion parte entera
entonces yo diria que si a cada valor de ese intervalo le va asignar su parte entera
menor, entonces ahi si a pesar de que sean numeros muy chiquitos, muy pequefios
pues igual nos va a dar la parte entera y ahi como que se haria mas pequefio el
conjunto de las imagenes.

Para el inciso (c) nos dice que x = 0 y x < 0 que como f esta definida en todos los
reales a cada niimero real se le va asignar su parte entera, entonces si se tiene un
nimero o un valor mayor que cero, aqui yo puse un ejemplo 5.47 entonces la funcion
le va asignar el nimero 5 y si se tiene un valor menor que cero por ejemplo el -15.47¢l
valor que se le va asignar va a ser el -16.

En la situacion 6 en donde esta la parte de la grafica de la funcion valor absoluto en la
primer pregunta que nos dice que si existe un x tal que al aplicarle la funcion y = |x|
nos de 2 y pues si, por ejemplo seria el nimero 2 ya que si hacemos f(2) seria el |2|
que es 2, para el inciso (b) en donde se nos dice que si existe una x tal que al aplicarle
la funcion valor absoluto nos de -4 y aqui pues yo diria que no, porque si por ejemplo
hacemos el que se pareceria mas que seria... si evaluamos en f(—4) seriael | — 4|y
nos daria 4 igual si evaluamos en 4, igual nos daria el |4| pues 4, entonces ningin
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valor del dominio nos va a regresar el valor de -4, mas bien en este caso pues siempre
nos va a dar valores positivos. ;jPara qué valores de y existe uno o varios valores de x
tales que f(x)=y? pues yo diria que para todos los valores que pueda tomar y, por
ejemplo si xy = 0 entonces f(xy) =y, y si x, <0 entonces de todas maneras la
funcion nos va a regresar f(x,) =y ,y pues la imagen de y serian todos los reales
positivos ya que la funcidn tiene dominio los reales y a cada valor le asigna su valor
positivo.

En la situaciéon 7 donde se nos pide determinar el valor de varios elementos, bueno
aqui lo que... pues para esta parte lo inico que hice fue sustituir el valor de y por los
que vienen ahi, y el rango de la imagen, bueno vemos que primero en el valor de 1, la

. . 1 .
funcion 1 no esta definida porque nos queda algo de 5 entonces el rango o la imagen de

la funcidén va a ser los todos los reales menos el 1 porque pues el 1 no tiene imagen.

Y para la situacion 8 aqui lo que yo... bueno lo primero que hice antes de empezar fue
esbozar la grafica porque como se nos decia que pues es area yo me imagine que se
trataba de una figura entonces lo que hice fue esbozar la grafica primero para ver como
que de qué figura se trataba. Ver si me podia ayudar un poquito mas y vi que la figura
es un trapecio y lo que hice fue con dadas las condiciones que se nos dan que esta
acotada por arriba por x + 1 y eso pues como que intenté establecer una formula,
bueno utilizando la formula para sacar el area de un trapecio hacer lo mismo pero para
la funcion para dejarla en funcion de ¢ y ahora si poder sustituir el valor de ¢ como se
pide que evaluemos A(1), A(2) y asi.

Y para la tltima situacion en donde se nos pide que expliquemos si las imagenes
representan una funcidn inyectiva o sobreyectiva, para la 1.1 yo diria que no es
inyectiva ya que los elementos del dominio tienen la misma imagen y aqui como
recordando la definicion de funcién inyectiva, bueno ahi un poco informal, son
aquellas que cada elemento del codominio tienen un elemento del dominio, entonces
por ejemplo, aqui el -3 pues no tiene, tiene dos elementos del dominio entonces no
cumple con la definicidn, sin embargo esta representacion si es sobreyectiva ya que,
bueno aqui igual recordando la definicion de sobreyectividad es que todos los
elementos del codominio le corresponden a un elemento del dominio, en este caso si,
todos los elementos, elemento a,b,c,d y e tienen un elemento en el codominio, a pesar
de que el d y el e tienen en la misma imagen. La 1.2 no es inyectiva porque igual los
elementos d y e tienen la misma imagen, pero tampoco es sobreyectiva ya que el
elemento cuatro del codominio no es imagen de ningiin elemento del dominio entonces
se esta contradiciendo la... bueno mas bien no se esta contradiciendo si no que pues
no, no podemos como que ajustar la definicion de sobreyectividad a esta
representacion y pues seria todo.
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