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RESUMEN

La valoracion de la diversidad a la que nos convoca el mas genuino sentimiento humano y
por la que afortunadamente se apuesta desde la politica educacional de México y de la
mayoria de los paises en la actualidad, bajo el paradigma de la Educaciéon Inclusiva,
constituye uno de los mayores desafios a los que se enfrentan los docentes de hoy dia. El
responder con equidad a las caracteristicas, necesidades, intereses, capacidades, habilidades
y estilos de aprendizaje de todos y cada uno de los educandos requiere que los maestros, en
especial los que se dedican a la ensefianza de las matemaéticas, pongan todo el empefio y
desarrollen capacidades.

Dada la complejidad que supone la tarea por el necesario cumplimiento con tiempos
y la cantidad de alumnos diversos a intervenir por los docentes de la Educaciéon Bésica, en
este esfuerzo no pocas veces pasan a un segundo plano en su gestiéon aquellas capacidades
que le permiten satisfacer las demandas de los alumnos con aptitudes sobresalientes para
las matematicas, lo que frecuentemente conlleva a la pérdida del interés de estos
educandos. Teniendo en cuenta este panorama de la realidad 4ulica, se perfila como
deseable que el docente cuente con alternativas de intervenciéon pragmaticas y de facil
acceso.

En este tenor, el autor del presente Proyecto de Desarrollo Profesional orienté su
capacitacion hacia el estudio de un medio extraescolar exitoso en la potencializacion de
talento matematico: las olimpiadas matematicas. El objetivo general perseguido fue el
identificar aspectos de las olimpiadas matematicas como actividad transformadora de las
altas capacidades naturales intelectuales y creativas en talento matematico.

Para su desarrollo se llevé a cabo una investigaciéon de campo de tipo descriptivo,
utilizando como método principal la observaciéon en dos escenarios: la segunda edicion del
Curso para Entrenadores de Olimpiadas Matematicas auspiciado por el Centro de Alto
Rendimiento en Matematicas (CARMA) y los entrenamientos del preselectivo zacatecano
de primaria y secundaria para su participaciéon en las olimpiadas matematicas de 2020.
Como expresion de los resultados se logré recopilar y organizar abundante material
representativo del contenido implicito en los problemas de las competiciones para los
niveles de primaria y secundaria, asi como de las practicas que implementan los
entrenadores para su ensefianza. Sobre la base de tales resultados se pudo concluir con la
identificaciéon de los aspectos determinantes en el logro de aprendizaje en este medio
extraescolar, aspectos que consecuentemente adaptados pueden ser retomadas para la
intervencion efectiva en pos de potencializar el talento matematico desde la escuela.

Palabras clave: alumnos sobresalientes, problemas, olimpiadas matemaéticas, talento

matematico.
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ABSTRACT

The assessment of the diversity to which the most genuine human feeling summons us and
for which fortunately the educational policy of Mexico and most of the countries are
currently committed under the paradigm of Inclusive Education, constitutes one of the
biggest challenges facing teachers today. Responding fairly to the characteristics, needs,
interests, abilities, skills, and learning styles of each and every student requires that
teachers, especially those who teach mathematics, make every effort and develop
capabilities.

In this effort, given the complexity of the task due to the necessary compliance with
times and the number of diverse students to be intervened by Basic Education teachers, not
few times those capacities that allow them go to the background in their management meet
the demands of students with outstanding mathematical aptitudes, which frequently leads
to the loss of student interest. Taking into account this panorama of the classroom reality, it
is outlined as desirable for the teacher to have pragmatic and easily accessible intervention
alternatives.

In this way, the author of this Professional Development Project oriented his
training towards the study of a successful afterschool environment in the potentialization of
mathematical talent, the mathematical olympics. The general objective to follow was to
recognize the qualities of the mathematical olympics as a transforming activity of the high
intellectual and creative natural capacities in mathematical talent.

For their development, a field research was carried out at a descriptive level, using
observation in two stages as the main method, the second edition of the course for
Mathematical Olympics coaches sponsored by the Center for High Performance in
Mathematics (CARMA is the acronym in Spanish) and the training of the Zacatecan
elementary school and junior high school preselective for their participation in the 2020
Mathematical Olympics. Through the results, it was possible to collect and organize plenty
material representative of the implicit content in the problems of the competitions for
elementary school and junior high school levels, as well as the practices that coaches
implement for their teaching. Based on those results, it was possible to conclude with the
recognition of the determining qualities in the accomplishment of learning in this
extracurricular environment, qualities that consequently adapted can be retaken for
effective intervention in order to potentiate mathematical talent from school.

Keyword: outstanding students, problems, mathematical olympics, mathematical

talent.
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INTRODUCCION

La deseable efectividad en la atencion a las diferencias individuales de aprendizaje de los
educandos hacia la que se proyectan los sistemas educativos de la mayoria de los paises
que abrazan los principios de equidad a partir de la inclusién educativa decreta como
imperativa la promocién del desarrollo profesional de los docentes. Para el logro de tal
personalizaciéon en la ensefianza de las matematicas se hace imprescindible que los
maestros, como protagonistas en la tarea, incorporen a su bagaje los recursos diddacticos-
matematicos que le permitan diversificar propuestas enriquecidas.

En esta direccién el menor interés se percibe en la consecucion de aquellos recursos que lo
capacitan para desarrollar el talento de los discentes con aptitudes naturales sobresalientes
para el aprendizaje de la disciplina, cuestion que no se atiende con la profundidad que
amerita desde la formacién inicial de profesores, ni se intenciona de manera funcional en la
formacién continua, marcos donde la atencién a la diversidad prioriza a aquellos alumnos
cuyo rendimiento académico se considera por debajo de la media.

Ante esta problemaética, la revision bibliogréfica para la investigaciéon se orientod
hacia la btsqueda de posiciones cercanas a la que empiricamente traiamos como idea
inicial, para encausar el proyecto con avalada pertinencia. De esta forma se pudo corroborar
que, a pesar de que en los ultimos afios se ha evidenciado mayor concientizacién de la
importancia de brindar una atencién efectiva a los alumnos con aptitudes sobresalientes
para las matematicas, no abundan las propuestas con acciones concretas y practicas para
invertir en estos alumnos desde el medio aulico y escolar en general. Se pudo percibir que
una de las corrientes de investigacion en torno al talento matematico mas prolificas es la
centrada en la resolucién de problemas, donde en general se converge hacia la idoneidad de
este proceso tanto para la deteccion de las aptitudes naturales como para su desarrollo en
talento.

El efecto domind nos llevé a familiarizarnos con las miradas hacia dentro de los
problemas, es decir, con las estrategias y creencias mds familiares entre los estudiantes de
secundaria cuando atraviesan el proceso de solucién y con el tipo de problemas que en
mayor grado potencializan el talento segtin autores especializados en el campo, los cuales
los definen como retos y algunos alcanzan a ejemplificarlos con los propuestos dentro de las
olimpiadas matematicas. Finalmente, ratificamos que prevalece la resolucién de problemas
como enfoque didactico para la ensefianza de las matemaéticas en las normativas vigentes de
la Secretaria de Educacion Pablica de México para la Educacién Secundaria, lo que implica
el planteamiento de situaciones problematicas interesantes y retadoras. La entidad también
advierte la importancia de atender a los alumnos sobresalientes, definiendo el
enriquecimiento curricular (desde el aula, la escuela o fuera de la escuela) y la aceleracién
como los modelos de atencién educativa a implementar.

Considerando la informacién anterior, el Proyecto de Desarrollo Profesional se
materializé teniendo como objetivo central la identificacién de aspectos de las olimpiadas
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matemadticas como actividad transformadora de las altas capacidades naturales intelectuales
y creativas en talento matematico. Para ello se realizaron observaciones en dos escenarios
con amplia experiencia y resultados destacados en el campo de las olimpiadas mexicanas
de matemadticas: la segunda ediciéon del Curso para Entrenadores de Olimpiadas de
Matematicas impartido por el director del Centro de Alto rendimiento en Matemaéticas que
tiene su sede en San Luis Potosi, quien también ha fungido como entrenador de la seleccién
nacional de primaria para olimpiadas internacionales, y el entrenamiento del preselectivo
zacatecano para las olimpiadas nacionales de 2020, cuyos entrenadores han conseguido
mantener a Zacatecas entre los primeros lugares en estas instancias en los tltimos afios.

Se aspira a que la alternativa de atencién escolar a los sobresalientes en matematicas
por la que se apuesta en este Proyecto de Desarrollo Profesional sea acogida por otros
docentes lectores, a que puedan hacer uso del material contenido en el documento y a que
les marque una linea para enrumbar su superacién. En general, se pretende que este reporte
pueda tributar a la promocién de una visiéon mds integradora acerca de los problemas
propuestos en las competiciones matemaéticas de la ensefianza secundaria y en lo relativo a

los procesos de ensefianza-aprendizaje en los entrenamientos de estudiantes olimpicos.

Es importante sefialar que el estudio de los problemas y de las dindmicas
predominantes durante el desarrollo de los procesos de ensefianza-aprendizaje que tienen
lugar en un medio extraescolar exitoso en la promocién del talento como lo es la Olimpiada
de Matematicas, visto como una opcién de capacitacion profesoral, aportador de material
de facil acceso y practicas efectivas que, consecuentemente adaptadas, pueden ser de suma
utilidad en el enriquecimiento 4ulico y escolar de los alumnos sobresalientes; encuentra
fundamento en la visioén tedrica que se expresa en el Modelo Diferenciador de Dotaciéon y
Talento de Francoys Gagné. Dicho modelo es representativo de la explicacién sociocultural
del talento asumida por la SEP y en consecuencia permiti6 fijar un lenguaje en sintonia con
el institucional.

Al respecto, en el modelo se definen cinco componentes con sus categorias, cuyas
interacciones en el tiempo contribuyen al desarrollo del talento. Claramente marca la
diferencia entre la conceptualizaciéon de superdotacién y el talento, aludiendo con el
primero a las aptitudes naturales del individuo que mediante los procesos de desarrollo,
tales como el aprendizaje y la préctica, se convierten en talentos expresados en distintos
campos particulares de la actividad humana, incluyendo el matematico. Asimismo,
reconoce la figura del profesor como persona significativa dentro de los catalizadores
ambientales influyentes en los de tipo intrapersonales y en los procesos de desarrollo, cuyo
centro son las actividades de aprendizaje y practica por las que atraviesa el talento en
desarrollo y donde se ponen bajo foco como categorias esenciales para el logro: el contenido
especifico hacia el que éstas se encaminan y el contexto de aprendizaje o formato en el que
tienen lugar, lo que en este proyecto se expresa en la direcciéon que se le dio al estudio para
el pretendido desarrollo profesional, es decir, a través de los problemas y entrenamientos
de olimpiadas de matemaéticas respectivamente.
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El reporte del Proyecto de Desarrollo Profesional qued6é documentado a través de
los siguientes apartados:

En el Capitulo 1, titulado Planteamiento de la Investigacién, se presentan los
aspectos mas significativos para el desarrollo del Proyecto rescatados con la revisién
bibliografica realizada en torno a los alumnos sobresalientes, la resoluciéon de problemas y
la politica educacional vigente en México, concluyendo con el planteamiento formal del
problema de investigacion.

En el Capitulo 2 se exponen los referentes tedricos asumidos, sumando a la
Caracterizacion de Superdotaciéon y Talento, cuya esencia fue descrita de manera breve
anteriormente, la Resolucion de Problemas como modelo tedrico y metodolégico que
explica la forma en que se concibe el aprendizaje de la matemética desde esta perspectiva
asumida en la investigacion y en consecuencia las précticas deseables. En tal sentido, se
convierte en el principal referente para orientar la observacion y para la interpretaciéon de
los resultados. En este apartado se incluye también una descripcién para familiarizar al
lector no especializado con el panorama de las Competiciones Matemaéticas en México para
los alumnos de secundaria.

Dentro del Capitulo 3 se presenta la metodologia, donde se describen y justifican los
escenarios escogidos para llevar a cabo la observacion, definiendo el tipo de investigacion,
asi como el método y las técnicas que fueron utilizadas para la toma de los datos en cada
caso.

En el Capitulo 4 se presentan organizados y se analizan los datos tomados tanto en
el marco de la segunda edicion del Curso para Entrenadores de Olimpiadas de
Matematicas, como los emanados de las sesiones de entrenamiento observadas en el
preselectivo zacatecano para las olimpiadas nacionales de matematicas de 2020.

En el Capitulo 5 se exponen las conclusiones a las que se arribaron a partir del
andlisis de los datos en funcién de los referentes tedricos asumidos y los objetivos
propuestos. Ademas, se incluye la reflexiéon personal en torno a la huella que deja en el
autor la presente investigacion.

Por dltimo, se presentan las referencias de todos los trabajos citados a lo largo del
proyecto y los anexos, dentro de los cuales se incluyen ejemplos de materiales y temarios de
entrenamiento, asi como los formatos contenedores de las anotaciones interpretativas
realizadas durante las observaciones de los entrenamientos del preselectivo estatal.
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DE LA
INVESTIGACION

1.1 Motivacion

En Cuba, mi pais de origen, la educaciéon ha sido una prioridad estatal desde el Triunfo
Revolucionario de 1959. Evidencia de ello es que, en menos de tres afios del ascenso al
poder del nuevo gobierno, se erradicé el analfabetismo y se facilit6 el acceso masivo a los
distintos niveles de educacién de manera gratuita, enarbolando la premisa martiana de “ser
cultos para ser libres”. En adelante, el sistema educativo cubano se fue consolidando y
adecuando a las caracteristicas del momento histérico para la formacién de su capital
humano.

En este camino, partiendo de ideas y conceptos nuevos, iniciando el presente
milenio en Cuba se efectud la tercera revolucion educacional. Por aquellos afios quien
escribe cursaba el bachillerato dentro de la Ensefianza Técnica y Profesional (ETP) con
especialidad en Construccién Civil.

Durante las tltimas semanas del curso 2001-2002, y en el marco de los tradicionales
seminarios de preparacion de los docentes para el nuevo curso, tuvo lugar en las escuelas
secundarias de todo el pais un adiestramiento relampago a los maestros con la finalidad de
capacitarlos para la ambiciosa reforma del curso venidero. El nuevo modelo requeria un
profesor comprometido con el mejoramiento humano y capaz de dirigir el proceso de
aprendizaje de todas las asignaturas del curriculo con un enfoque interdisciplinario, aunque
el protagonismo en las clases era asumido por videoclases y teleclases.

El novedoso proyecto no fue acogido por una buena parte de los docentes
experimentados en su materia en aquel momento y otros lo intentaron por poco tiempo. Tal
situacion fue el marco propicio para que se produjera un éxodo de profesores practicamente
masivo dentro de la ya deficiente cobertura docente de ensefianza media basica del pais.

Como alternativa, el Ministerio de Educaciéon (MINED) practicamente eliminé todo
criterio de selectividad, estimul6 con la exoneraciéon del cumplimiento del servicio militar
obligatorio y del estipendio a estudiante universitario méas alto del pais, en su convocatoria
a jovenes con 12mo° (equivalente a bachillerato en México) para cursar la recién creada
Licenciatura en Educaciéon Profesor General Integral de Secundaria Basica, conocida como
PGI.

Considerando todos los factores anteriormente descritos, al concluir mi bachillerato
en el afo 2004, decido abrazar el proyecto y luego de una habilitacién de escasos 4 meses
me enfrento a la exigente tarea. El modelo, aunque en teoria me consideraba estudiante de
licenciatura que trabajaba como parte de la formacion, partia del principio de escuela como
micro universidad y relegaba practicamente toda la responsabilidad de mi desarrollo
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profesional al conocimiento que pudiera absorber de un tutor sobrecargado de funciones,
en la préctica. Recibi el programa de la licenciatura en 8h de cada sabado en los 5 cursos
que bastaron para graduarme, el cual se restringia en general, a propiciar los conocimientos
maés bdésicos en torno a las materias a impartir en la secundaria.

En todo ese tiempo tuve que destinar mi autopreparaciéon a la planeaciéon
maraténica y reproductiva de clases ya videograbadas. Por ello, a pesar de las ricas
experiencias que me fue tributando la practica, dado lo favorable en ese sentido de un
sistema que posibilitaba permanecer casi 8h diarias con mi grupo de estudiantes durante
sus tres cursos escolares, podia reconocer las necesidades de aprendizaje de cada uno, pero
no tenia el conocimiento para encausarlas con la efectividad exigida por la administracién
para noveles y experimentados en correspondencia con las resoluciones ministeriales. A
pesar de ello, me enamor6 esta sublime profesion.

Poco tiempo después de concluida mi licenciatura, comenzé a desmontarse el
sistema paulatinamente curso a curso; pasando desde profesor del drea de ciencias, a lo que
sigui6 la dualidad de asignaturas, en mi caso Matematica-Fisica y finalmente, el profesor
especialista en matematicas, materia en la que alcancé el mayor desarrollo como discente y
en el ejercicio de la docencia.

Atendiendo a las exigencias administrativas y a mi comprension de la
responsabilidad social que en mis manos recaia, puse todo mi empefio en el cumplimiento
de mis cambiantes funciones durante los 14 cursos escolares que imparti docencia. No
obstante, en muchas ocasiones me pasaron factura las caracteristicas de mi formacién,
llegando a sentir impotencia para disefiar o abordar situaciones de aprendizaje apropiadas
para aquellos alumnos que, por sus caracteristicas de asimilacion, se apartan de la media.

Esta dificil tarea de atender las diferencias individuales de aprendizaje de los
educandos estd institucionalizada ministerialmente en el sistema educativo cubano, pero su
concreciéon en la realidad 4ulica se ve obstaculizada principalmente porque desde la
formacién de profesores no es abordada con rigurosidad, ademés de la sobrecarga de
funciones del docente. Por estas razones, en el control administrativo al desempefio del
docente se prioriza, fundamentalmente, que él mismo trace estrategias de intervencion
dirigidas a aquellos alumnos que se encuentran por debajo de la media de aprendizaje.

La postura descrita hace que la mayor parte de los maestros en la realidad educativa
que conoci se desentiendan de la atencién a los alumnos con talento para la materia, los
cuales muchas veces manifiestan problemas de actitud y estancamiento en su desarrollo,
siendo la linealidad de las clases que le son impartidas, una de las causales principales de
tales efectos.

En los afios de préctica docente tuve la posibilidad de tener en mi saléon de clases a
varios alumnos con altas capacidades, los cuales motivaron mi acercamiento a los temas de
concursos de conocimiento y ejercicios de las olimpiadas nacionales de matematicas. La
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dinamica me cautivo, convirtiéndose en un ejercicio de disfrute cada vez mayor para mi y a
su vez, una oportunidad de fomentar y desarrollar el talento matematico de mis educandos.

La ya mencionada sobrecarga de funciones en la docencia de hoy dia competia por
el reclamo de tiempo con la apertura de espacios donde pudiera realizar analisis
sistemdticos que me permitieran la familiarizaciéon con las estrategias heuristicas que
demandan las actividades habitualmente propuestas en estos eventos, en aras de ser mas
efectivo en este trabajo.

Aprovechando el marco de la maestria cursada, constituye una motivacién encauzar
el rumbo de mi investigacién hacia el fortalecimiento de aquellos elementos que, por su
especificidad, no se optimizaron con mis afios de practica y dentro de ellos, el tratamiento
resolutivo a los problemas del contexto olimpico matematico constituye una pasion
personal.

1.2 Antecedentes

Con el propoésito de definir formalmente el problema de investigacion se realizé la
btsqueda de documentacion portadora de teorias relevantes en torno a la idea inicial; con
tal fin, se exploraron diversas fuentes. De acuerdo con el interés de nuestra investigacion, la
btsqueda fue orientada principalmente en las siguientes direcciones: la atencién a los
alumnos con talento matematico; la caracterizaciéon de los problemas que potencializan el
talento matematico; estrategias de resoluciéon de problemas; politicas de la Secretaria de
Educaciéon Publica (SEP) sobre la Resolucion de Problemas (RP) y los alumnos
sobresalientes.

1.2.1 Atencién a los alumnos con talento matematico

Iniciamos la revision de antecedentes para nuestra investigacion considerando el panorama
en torno a los alumnos con talento para las matematicas. Primeramente, se considera
importante destacar que “la conceptualizaciéon del talento nace ligada al concepto de
inteligencia que tradicionalmente se evaltia a partir de medidas del cociente intelectual
(CI)” (Rodriguez, 2004, p. 37). En tal sentido, el propio autor advierte que los llamados test
de CI no evalaan suficientemente los diferentes tipos de inteligencia y que, por tanto, no se
considera una medida suficiente para la toma de decisiones sobre las formas de
intervencion educativa.

Con relacién a la importancia de proveer una atenciéon efectiva a esta membresia de
peculiares educandos, Artiles (2006) sefiala que “si no se estimulan los micro procesos
intelectuales de este alumnado, ya presentes desde edades tempranas, se pierden e incluso
pueden degenerar en inadaptaciones escolares y fracasos en el rendimiento” (p. 22). Lo
anterior también es advertido en Feldhusen & Kroll (1991), Conejeros & Gudenschwager
(2011) y Carrillo & Jiménez (2015).
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Sustentando las ideas del parrafo anterior, Olga Carmona, psicéloga experta en
atencion psicoeducativa de nifios con altas capacidades intelectuales y neuropsicologia de
la educacion, explica que:

Cuando la informacién ya es redundante para ellos, se desconectan. Y entonces el
docente interpreta que esta ausente o distraido (que lo estd), pero es un mecanismo de
defensa para no caer en el tedio y doloroso aburrimiento que les produce la repeticiéon
cuando el aprendizaje ya se ha producido. Entonces, ya no hay estimulo, no hay reto, no
hay nada que hacer (Carmona, 2020).

Por otra parte, los resultados de estudios como Benavides (2008) y Castro, Benavides
& Segovia (2006, 2008) nos ofrecen una clasificacion de los errores cometidos por
estudiantes con rendimiento superior a la media de sus compafieros al resolver un conjunto
de problemas de estructura multiplicativa. Estos estudios ratifican lo referido por los
autores en el parrafo anterior y evidencian que, a pesar de sus facilidades de asimilacién,
necesitan, al igual que sus compafieros, del apoyo de sus profesores para aprender.

Shayshon, Gal, Teslet & Ko (2014) expresan que la mayoria de los alumnos con
talento matematico aprenden en escuelas regulares pasando muchas horas en clases mixtas,
dejando de lado la potencializaciéon de estos estudiantes (citado en Jiménez, 2016, p. 12).

Entre las motivaciones de Jiménez (2016) para la realizacion de su investigacion
alude hacia la falta de conocimientos especializados para la efectiva atenciéon del talento
matematico y en tal sentido refiere la superficialidad con la que se aborda la atencion a la
diversidad desde la formaciéon de profesores de primaria, dando prioridad a aquellos
alumnos que por distintas razones tienen logros de aprendizaje por debajo de la media. En
su trabajo comparte las experiencias de una estancia profesionalizante en Valencia, Espafia
que le permitié realizar observaciones en dos institutos especializados en la atencién a
alumnos sobresalientes en matematicas, enfocado en la Teoria de las Inteligencias Maltiples
de Gardner, la cual considera y caracteriza la inteligencia Légica-Matematica. Sus anexos
exponen ejemplos de las actividades que se desarrollan en los centros visitados y que
pudieran ser propuestas en una clase regular.

Asimismo, Acosta & Alisina (2017) revelan la falta de conocimientos del profesorado
para detectar a los alumnos con altas capacidades y para llevar a cabo una intervencion
educativa eficaz. Conjeturan, con base en la bibliografia consultada, que se debe a que el
sistema educativo tiende a homogeneizar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Es de
destacar que en su estudio fue considerada una muestra de 106 docentes, de los cuales el
50% tenia al menos 10 afios de experiencia.

Los lideres de campo, Jaime & Gutiérrez (2017), describen y analizan diferentes
factores que influyen de manera significativa en la problemaética de la formacion de los
estudiantes con alta capacidad matematica, incluyendo los conocimientos del profesorado.
De igual forma, con base en la revisién bibliogréfica, hacen referencia a algunas de las
caracteristicas y capacidades de esta poblacién. En la propia publicacién también se informa
acerca del resultado de investigaciones recientes de otros autores y de las lineas de
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investigacion propias relativas a la problemaética en las que actualmente estan enfrascados.
Dentro de este despertar de la investigacion focalizado en el talento matematico destacan
que una buena parte esta relacionada con la resolucién de problemas.

Lo anterior se ha podido corroborar con lo encontrado en varias investigaciones que
suscriben el importante papel de la resoluciéon de problemas (RP) como herramienta de
identificacién y potencializacion del talento matematico. Estrategia que se fundamenta en la
conocida importancia de estas estructuras matematicas, la cual sintetizara Labarrere (1987)
al postular que:

Resulta necesario contemplar la solucién de problemas no solo como una actividad cuya
enseflanza posibilita a los estudiantes a enfrentarse a los problemas en la escuela y la
vida fuera de ella; sino también como una via de alcanzar niveles altos en su desarrollo
intelectual en las formas del pensamiento y en su disposicién general para investigar y
comprender fenémenos de la realidad (p. 2).

Por ejemplo, en la investigacion realizada por Diaz, Sanchez, Pomar & Fernandez
(2008) con el objetivo de identificar posibles talentos matematicos partiendo de diferentes
instrumentos en el nivel primario de Galicia, Espafa, los autores mencionan que para
detectar a estos alumnos es necesaria la implementacion de test de CI, analizando también
el rendimiento de los alumnos en la RP. Criterio que también fuera expuesto unos afos
antes por Niederer & Irwin (2001).

Por su parte, Castro (2008) plantea que “Los estudios sobre resolucion de problemas
deben aportar informacion y soluciones a los dos grandes retos que tiene planteada la
atencién a alumnos talento: la identificacion y la intervencion” (p. 23).

De la misma forma, Benavides & Maz-Machado (2012) destacan el papel crucial que
desemperia la RP tanto en la deteccion como en el desarrollo y fomento del talento
matemadtico. Estos autores refieren también que en los Gltimos afios los estudios se centran
en determinar como atender a estos alumnos.

En general, lo encontrado y expuesto en este apartado nos permite atribuir
pertinencia a nuestra idea primaria de investigaciéon. En este tenor, la literatura consultada
previene sobre las dificultades que conlleva la falta de atencién a esta poblacién y da cuenta
de la importancia de implementar estrategias de intervencion educativa efectivas tanto para
la identificacion como para promocion del desarrollo de los alumnos con talento
matematico. Igualmente se refiere la falta de conocimientos especializados por parte del
profesorado para disefiar y llevar a la practica tales estrategias, siendo la RP una de las
lineas maés activas dentro de la creciente investigacion que se orienta hacia tal fin.

1.2.2 Problemas que potencializan el talento matematico

En cuanto a la naturaleza de los problemas idéneos para tal fin, en el trabajo de Leikin
(2004) se reflexiona sobre el importante papel de los retos, dadas las caracteristicas de esta
poblaciéon. Considera que entre las condiciones que deben cumplir los problemas
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propuestos es que deben ser motivadores, que no se resuelvan facilmente con
procedimientos disponibles, que requieran que el estudiante realice un intento y tener
varios enfoques para obtener la solucién. Asimismo, advierte sobre la relatividad de estos
criterios, tomando en cuenta las experiencias que tenga el alumno puesto que, como se ha
mencionado anteriormente, una tarea puede ser dificil para unos estudiantes y trivial para
otros.

También podemos encontrar criterios en correspondencia en otros autores con vasta
experiencia en la investigacion en torno al talento matemaético, como Castro, Ruiz-Hidalgo
& Castro-Rodriguez (2015) quienes, con base en la bibliografia consultada, asumen posturas
tedricas para ejemplificar sus ideas en torno a la formulacién de retos para los alumnos
talento en contenidos especificos y como organizar su secuencia didéctica en el aula. Entre
los fundamentos relevantes que los autores exponen se encuentra el siguiente:

Los retos matematicos se pueden utilizar con dos finalidades en la educacién de los
escolares. Por un lado, los retos matematicos se pueden utilizar para un diagnoéstico
inicial del talento matemaético de los estudiantes y, por otro, se pueden emplear durante
el proceso de intervencién para enriquecer y potenciar las dotes intelectuales de los
alumnos. Pero en un mismo nivel educativo lo que es un reto para un estudiante puede
no serlo para otro, por lo que hay que seleccionar los retos de acuerdo con las
capacidades de los estudiantes si queremos que cumplan su funcién de desafio
intelectual (p. 88).

De la misma forma, Curra (2015) plantea que los problemas propuestos en las
Olimpiadas de Matemética no requieren del conocimiento de muchos contenidos, pero si
constituyen un desafio para los estudiantes que los intentan resolver. Asegura que los
referidos problemas se disefian de manera que, en la basqueda de sus soluciones, los
alumnos adquieran habilidades y destrezas de gran utilidad, proceso que les permita, a la

vez, redescubrir conceptos bésicos.

Recientemente, Castillo (2019), profesora del Departamento de Ciencias en la prepa
Tec campus Aguascalientes, México, y entrenadora para la OMM en esa ciudad, plantea
que el tipo de problemas que en estos eventos se proponen, los cuales define como retos,
resultan de gran utilidad para descubrir y desarrollar a los alumnos con talento
matematico.

En resumen, siguiendo la linea de investigacion que apuesta por la RP como
estrategia de intervencion educativa para atender el talento matematico de nuestras aulas,
podemos ver que los problemas retadores, aquellos que suponen un desafio para el
estudiante teniendo en cuenta los recursos con los que cuenta para atacarlo, constituyen la
tipologia de problemas que aporta las mayores ganancias para el desarrollo de sus
capacidades. Asi pues, consideramos que, por su propia naturaleza, las Olimpiadas
Matematicas son una fuente en la que se producen y atesoran materiales contenedores de
estos problemas atractivos y desafiantes.
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1.2.3 Estrategias de resolucién de problemas

Considerando el importante papel que desde la investigacion se le atribuye a la RP
matematicos en la deteccién y la potencializacién del talento matemaético, y con el propodsito
de comprender este proceso de solucion en el que los alumnos recurren a diversos métodos,
varias investigaciones en Matematica Educativa (ME) se han enfocado en el estudio y
analisis de las estrategias utilizadas por docentes y discentes.

Con relacién a tales estrategias, propiamente en el nivel secundario, Carpentier,
Lindquist, Matthew & Silver (1983) destacan la fuerte creencia que manifiestan los
estudiantes de que los problemas que se proponen en la escuela y que aparecen en los libros
siempre conducen a una solucién a través de una operacion de célculo. En este sentido,
estos autores se pronunciaron en la Tercera Valoracién Nacional del Progreso Educativo en
Estados Unidos:

... los estudiantes pueden no entender los problemas que resuelven. La mayor parte de

los problemas rutinarios pueden ser resueltos mecanicamente aplicando un algoritmo

de célculo de rutina. En tales problemas los alumnos pueden no tener necesidad de

entender la situacién problema, porque ese calculo particular es apropiado, o si la

respuesta es razonable... Los errores cometidos en algunos de los problemas indican

que los alumnos generalmente tratan de usar todos los niimeros dados en una situacién

problémica (p. 656). 1

En Sowder (1989) se presenta una relacion de estrategias frecuentemente utilizadas

por alumnos de 1°y 2° de secundaria, mismas que fueron obtenidas por el autor a partir de
entrevistas realizadas a los propios adolescentes. Entre ellas destacan las siguientes:
Encuentra los nimeros y suma (o resta, o multiplica, o divide); Adivina qué operacion debe
ser utilizada; Mira los nameros y ellos te indican qué operaciéon debes usar; Trata con todas
las operaciones y selecciona la respuesta mas razonable; Busca las palabras clave y ellas te
dicen qué operacion usar; Decide si la operaciéon debe ser grande o pequefia segtn los
numeros dados.

Otras investigaciones que se ocupan de la deteccion y descripcion de las estrategias
utilizadas en la RP por estudiantes del nivel secundario son las de Ménaco & Aguirre (1996)
y Rizo & Campistrous (1999). En ambos trabajos se utiliza el estudio de caso como
metodologia, incluyendo test y entrevistas grabadas para la recopilaciéon de datos. Sus
resultados coinciden al aislar 6 estrategias recurrentes en el trabajo de los alumnos

1... Students may not understand some of the problems they do solve. Most of the routine problems can be
mechanically solved by applying a routine computational algorithm. In such problems the students may
have no need to understand the problem situation, why the particular computation is appropriate, or
whether the answer is reasonable... The errors made on several of the problems indicate that students
generally try to use all of the numbers given in a problem statement in their calculation, without regard for
the relationship of either the given numbers or the resulting answers to the problem situation.
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muestreados, en su descripcion y en la clasificacion como reflexivas e irreflexiva,
atribuyendo la primera de estas categorias a la estrategia de tanteo y a la de identificar los
significados de las operaciones en el texto del problema. A continuacion, se exponen y
describen las estrategias segtin lo expuesto en la segunda investigacion referida:

- Busca las palabras clave y ellas te indican qué operacion utilizar: se caracteriza por asociar
el significado de las operaciones a determinadas palabras clave que han sido
utilizadas muchas veces en el propio proceso docente al trabajar con problemas,
como significados por “sinonimia” de las diferentes operaciones de célculo (p. 37).

- Procedimiento rutinario asociado a un indicador textual: consiste en reconocer ciertos
indicadores en el texto que permiten asociarlo a la clase de problema en la que se
usa un determinado procedimiento, digamos en el calculo con fracciones o de
porcentajes. En este caso el indicador textual es el porcentaje y el procedimiento
rutinario es el de calcular por cientos. La estrategia se activa cuando el alumno
reconoce el “indicador” que le recuerda el tipo de procedimiento rutinario
aritmético o algebraico que esta relacionado con ese indicador (pp. 37-38).

- Tanteo: consiste en buscar la solucién al problema probando sistematicamente con
distintos valores hasta encontrar la solucién; descansa en la basqueda de soluciones
por “ensayo y error”. En la literatura se describen diferentes formas de utilizarla,
desde la busqueda “inteligente” de los valores con los que hay que probar, hasta el
uso de valores escogidos arbitrariamente, pero de alguna manera relacionados con
el problema que se quiere resolver y analizando si satisfacen o no las condiciones
que se imponen. Una variante del tanteo es la comprobacién exhaustiva de todos los
valores posibles en el dominio de un problema dado, seleccionando aquellos que
satisfacen las condiciones adicionales que se imponen a dichos valores en el
contexto del problema (p. 39).

- Operar con los niimeros dados en el texto: esta estrategia se asocia a la “tendencia
ejecutora” descrita en la literatura y a una “creencia” aislada en esta propia
investigacion: Un problema siempre debe conducir a resolver operaciones. Consiste
en identificar nameros en el problema y operar con ellos, por lo general de una
manera muy irreflexiva tal como se ha manifestado en este estudio. Esta estrategia
se utiliza con bastante frecuencia y en el estudio se aprecié en todos los grados (p.
39).

- Usar numeros comodos (o razonables): consiste en la adivinacion del resultado
infiriendo un ntimero que razonablemente puede ser la solucién y se prueba si lo es.
No debe confundirse con la estrategia de tanteo, ya que no se trata de ensayo y
error, sino de comprobar si el nimero es o no la solucién. Si lo es, el problema
queda resuelto; si no lo es, se abandona el problema (p. 41).

- Identificar los significados de las operaciones en el texto del problema: consiste en analizar
la situacién reflejada en el problema, identificar los significados de las operaciones
presentes y utiliza precisamente esas operaciones cuyos significados corresponden a
la situacién descrita (p. 41).
De la misma forma, en Rizo & Campistrous (1999) los autores pudieron identificar
las siguientes creencias en los alumnos, las cuales pudieran constituir obstaculos en la

enseflanza y el aprendizaje de la resolucién de problemas:

- No se puede resolver un problema si no se ha visto antes otro parecido.
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- Siempre se busca la manera de dar un resultado (en los test habia situaciones que no
eran problemas pues carecian de pregunta, pero de todos modos los alumnos
calculaban y daban una respuesta).

- Un problema siempre debe conducir a resolver operaciones.

- Los problemas siempre son de lo dltimo que se estd dando (en el sexto grado
estaban estudiando el tanto por ciento y utilizaron estos procedimientos en
situaciones que no tenian nada que ver con eso) (p. 42).

En lo que describe como estrategias ingeniosas para llegar a un fin, Gonzélez (1997)
propone otra caracterizacion de estas herramientas astutas del resolutor, las cuales refiere
como sigue:

- Adivinar y probar: se toman nimeros al azar y se va probando, hasta encontrar la
solucién (se prueba con varios ntmeros hasta encontrarlo). A esta estrategia
también se le conoce como tanteo.

- Usar una variable: se utiliza cuando se desconoce un dato, apoyidndose en la
estrategia anterior.

- Observar un patron: consiste en el analisis de un determinado modelo para ver si se
observa una regularidad. Es decir, un patrén, el cual casi siempre sugiere la
solucién del problema.

- Hacer una lista: se relacionan todos los posibles resultados y el que cumpla con las
exigencias planteadas en el problema, entonces se tiene la solucién del problema.
Aqui se utiliza la comprobacién para verificar la solucién.

- Resolver un problema mds simple: se trata de resolver un problema descomponiendo el
problema original en problemas sencillos de tal manera que al integrarlo puede
llegar a la soluciéon del mismo.

- Hacer un diagrama: esta estrategia consiste en modelar la situacién mediante figuras,
en la que estan presentes algunas relaciones de lo que se conoce y lo que se busca.

- Usar un razonamiento directo: es una estrategia cuyo razonamiento estd basado en la
légica, y su principio es la induccion.
- Usar un razonamiento indirecto: es una estrategia cuyo razonamiento esta basado en la

légica, y su principio es la deduccion.

- Dibujar: esta estrategia que se usa como un medio auxiliar y que ayuda a ilustrar la
informacién del problema. En muchas ocasiones, permite comprender el problema
y sirve de apoyo en el momento de trazar el plan de solucién. Aqui se conciben los
modelos anal6gicos (citado por Cabarias, 2000, pp. 23-24).

En una investigaciéon donde los muestreados por medio del estudio de casos fueron
profesores de secundaria en el estado de Guerrero, y cuyo propoésito estuvo orientado hacia
la caracterizacion de las estrategias utilizadas por esta poblacion en la ensefianza de la RP
aritméticos, Ocampo (2000) obtuvo como resultados: el tanteo y la identificacion de significados
de las operaciones, tal y como se expusieron anteriormente en los trabajos de Moénaco &
Aguirre (1996) y Rizo & Campistrius (1999), ademaés de las que siguen:

- Modelos formales: se dice que utilizan modelos formales, cuando el estudiante o el

profesor hacen uso de modelos matematicos ya establecidos, como ecuaciones,
sistemas de ecuaciones que implican el seguimiento irrestricto de dichos modelos.
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- Problemas andlogos: consiste en que los profesores resuelven problemas
préacticamente iguales a los que se propone plantear a los estudiantes. Unicamente le
cambia los datos al problema planteado antes y el contexto en algunos casos, en
otros casos es el mismo. El estudio de analogias que utilizan los profesores no
respeta el sentido légico.

- Trabajo hacia atrds: consiste en que el proceso de solucion se inicia a partir de la

situacion final expresada en el problema. Enseguida, se pasa a la situacién semifinal

y asi sucesivamente hasta llegar a la situacién (citado por Cabarias, 2000, pp. 24-25).
Respecto a las particularidades en el desempeno de los alumnos con talento
matemético como resolutores de problemas, también se han encontrado algunas
investigaciones dirigidas al analisis de las estrategias que utilizan. Por ejemplo, Heinze
(2005) compara las estrategias empleadas por estos alumnos con las que emplearon
estudiantes de una clase regular y concluye que los talentosos reconocen con mayor rapidez
las estructuras y trabajan de manera mas sistematica y estructurada los problemas, emplean
menos tiempo en la solucién de problemas, tienen una gran habilidad para verbalizar,
explicar, verificar sus soluciones y utilizar su intuicién de la estructura matematica del

problema con el fin de obtener la solucién.

Tomando en consideracién principalmente sus creaciones en competiciones
Matemaéticas, también Valle, Judrez & Guzmén (2007), Guinjoan, Gutiérrez, & Fortuny
(2015), Morelos, Londofio & Salazar (2016) y Rodriguez, Gregori, Riveros & Aceituno (2017)
han realizado estudios para conocer las estrategias resolutivas de problemas en estos
educandos.

En la primera de estas investigaciones se observé que el éxito en la RP trasciende el
ambito matemético e implica, por parte del estudiante, el dominio de la lectura y la
valoracion critica de textos, en particular lo que se refiere a la localizacién de informacién
especifica, hacer inferencias simples, captar relaciones entre componentes e identificar
informacion implicita. La investigacién consider6 las respuestas dadas por 91 concursantes
en la Olimpiada Mexicana de Mateméaticas (OMM) para el Estado de Puebla.

En Guinjoan, Gutiérrez, & Fortuny (2015) los autores analizan las estrategias de 10
estudiantes de 3ro y 4to de secundaria en Catalufia, considerados expertos resolutores de
problemas en el contexto del concurso Pruebas Canguro, con problemas de eleccién
multiple y tiempo limitado para resolverlos. Sus resultados exponen que las heuristicas
analizadas (probar casos y aproximar célculos) aparecen casi por igual en los dos bloques
de problemas, es decir, en los de tiempo limitado y eleccién multiple de respuesta y en los
de tiempo ilimitado sin la opcién de eleccién de respuesta. En sus conclusiones resumen
ademas lo siguiente:

Los alumnos que obtienen mejores puntuaciones no modifican de manera significativa
sus patrones de resolucién ni sus actuaciones por el hecho de que los problemas
ofrezcan opciones de respuesta. Son buenos resolutores de problemas con recursos

apropiados y los aplican para disefiar planes de resoluciéon que parten de la esencia del
problema y no del uso de estrategias basadas en las opciones de respuesta dadas por los

10
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problemas. Su habilidad no reside en encontrar atajos mediante la utilizacion de las
opciones de respuesta, sino en ser capaces de intuir y adelantar resultados que les eviten
tener que resolver los problemas con todo detalle, pero basdndose en enfoques de la
resolucién de los problemas que no varian sustancialmente de los que utilizan cuando
no tienen las opciones de respuesta disponibles (p. 45).

En el trabajo de Morelos, Londofio & Salazar (2016) se focaliza la atencion en la RP
de olimpiadas matematicas de estudiantes del nivel primario y 1ro - 2do de secundaria, en
el estado de Coahuila. El andlisis de los autores considera tres de las cuatro dimensiones
que, a decir de Schoenfeld (1985), condicionan el éxito en la RP, siendo éstas: las estrategias
heuristicas, dominio de conocimientos, estrategias metacognitivas y el sistema de creencias.
Entre sus resultados destacan el uso de algunas estrategias propias del nivel, mismas que
fueron usadas con distintos propésitos, ejemplificando que para entender el problema
construyeron figuras o realizaron trazos auxiliares, mientras que para abordarlo usaron
listas, la particularizacién, los diagramas y el tipico ensayo-error. De la misma forma,
plantean que, para la mayoria de los muestreados, el problema terminé cuando hallaron
una solucion, por lo que las estrategias metacognitivas fueron poco empleadas, lo que no
corresponde con lo expuesto por Heinze (2005), quien percibiera habilidad para la
verificacion de los resultados. En cuanto al dominio de conocimientos, los autores
observaron que, de las cuatro areas presentes en el instrumento (4lgebra, geometria,
aritmética y combinatoria), las mayores dificultades se presentaron en geometria y fue
algebra la que evidencié el mejor desempefio.

Finalmente, la investigacion de Rodriguez et al. (2017) se desarrollé en el contexto
chileno y destaca el empleo de estrategias de ensayo y error, crear una lista y buscar
regularidades, apreciando la diferencia en la forma como los estudiantes talentosos las
utilizan, sistematizando la informacién que se despliega, a medida que utilizan los distintos
recursos.

A tono con los resultados de las investigaciones anteriormente expuestas, Flores
(2010), quien tiene vasta experiencia como entrenador para estas lides, plantea que
la dificultad de los problemas de olimpiadas no esta en el conocimiento de los temas
matematicos sino en la habilidad del alumno para organizar, controlar y usar
adecuadamente esos conocimientos para hallar la solucion del problema. En tal
sentido, sostiene que “la mayoria se resuelve con lo que aparece en el programa de
estudios de nivel secundaria” (p. 2). Hace hincapié, ademas, en el papel de la
concentracién, la paciencia y la tenencia de un sentido comin bien estructurado,
para la consecucién del éxito. Criterio que se corresponde con lo expuesto por otra
entrenadora, Castillo (2019), quien argumenta que no todos los alumnos con
calificaciones sobresalientes tienen éxito en la resoluciéon de estos problemas y
atribuye la mayor importancia al ingenio y a la capacidad de razonamiento de los
estudiantes.

En este apartado, se ha recopilado informacién de estudios centrados en las
estrategias utilizadas por los estudiantes para resolver problemas. Al respecto, hemos
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hecho diferenciacién entre aquellos que analizan las producciones de alumnos regulares y
los que ponen bajo foco el desempefio de estudiantes talentosos cuando resuelven
problemas de competiciones matematicas. Lo reportado en estas investigaciones nos ha
permitido identificar al ensayo y error, referido también como tanteo o adivinar y probar,
como la estrategia reflexiva de uso mds recurrente entre los estudiantes en ambos
escenarios. En general, se sostiene que el éxito de los talentosos ante los problemas de
competiciones va més alld del dominio teérico del contenido, e incluso, del tipo de
estrategias que implementan para atacar los problemas, ya que éstas no divergen de forma
significativa de las empleadas por los alumnos de rendimiento promedio. A tal efecto, el
éxito del resolutor va de la mano con su capacidad de razonamiento, el desarrollo de su
ingenio, de su pensamiento 16gico y con la manera sistémica y estructurada en que logra
implementar las diversas estrategias de resoluciéon de problemas.

Conjeturando respecto a las conclusiones que emanan de la comparacion implicita
anterior entre los desempefios de los estudiantes en ambos contextos, entendemos que las
capacidades y habilidades adquiridas por los alumnos con talento matematico que
propician el logro de mayores aciertos en la resolucién de problemas no es un producto
exclusivo de sus dotes naturales. En nuestra hipétesis los alumnos que participan en
Olimpiadas Matematicas por lo general reciben un entrenamiento previo y, en el peor de
los escenarios, los alumnos se “auto entrenan”, lo que se traduce en que, habitualmente,
estos alumnos resuelven cientos de problemas mas que los alumnos regulares. La imitacion,
la repeticiéon y el mayor arsenal de analogias que propicia esta practica, constituye un
eslabon fundamental que justifica el éxito en la resolucion de problemas y con él, el
desarrollo del talento.

1.2.4 Politicas de la SEP sobre la RP y los alumnos sobresalientes

En el afio 2017 se realizaron importantes innovaciones como parte la reorganizacion en el
sistema educativo en los niveles basicos de ensehanza para mejorar la calidad de la
educacién. En el marco de esta transformacién algunos aspectos del curriculo anterior
prevalecieron, tal es el caso de mantener como el enfoque didactico para el estudio de las
matemadticas la RP. Segtn la Secretaria de Educacién Puablica (SEP, 2017):

Este enfoque implica plantear situaciones problematicas interesantes y retadoras que
inviten a los alumnos a reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolverlas y a
formular argumentos para validar los resultados; asi como también que favorezcan el
empleo de distintas técnicas de resoluciéon y el uso del lenguaje matematico para
interpretar y comunicar sus ideas (p. 243).

En las normativas curriculares fijadas por este ministerio, luego de nutrirse de las
consultas populares realizadas en los afios 2014 y 2016, se establece que “la RP en la
educacién basica es tanto una meta de aprendizaje como un medio para aprender

12
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contenidos matematicos y fomentar el gusto con actitudes positivas hacia su estudio” (SEP,
2017, p. 163).

Con relacién a la atenciéon a los alumnos con aptitudes sobresalientes, este
organismo rector de la educacién basica ha ido refinando su enfoque con base en las
adecuaciones realizadas en la Ley General de Educaciéon (LGE). La tltima versién de dicha
Ley, publicada el 30 de septiembre de 2019, dedica el Capitulo VIII a definir los principios
de la Educacion Inclusiva y entre ellos se refiere a:

Art. 61: La educacién inclusiva se basa en la valoracién de la diversidad, adaptando el
sistema para responder con equidad a las caracteristicas, necesidades, intereses,
capacidades, habilidades y estilos de aprendizaje de todos y cada uno de los
educandos (p. 22).

Art. 62: El Estado asegurara la educacién inclusiva en todos los tipos y niveles, con el fin
de favorecer el aprendizaje de todos los estudiantes, con énfasis en los que estan
excluidos, marginados o en riesgo de estarlo, para lo cual buscara:

II: Desarrollar al méximo la personalidad, los talentos y la creatividad de los
educandos (p. 23).

Art. 65: Para garantizar la educacién inclusiva, las autoridades educativas, en el &mbito
de su competencia, ofreceran las medidas pertinentes, entre ellas:

V: Proporcionar a los educandos con aptitudes sobresalientes la atencién que
requieran de acuerdo con sus capacidades, intereses y necesidades (p. 24).

Cabe resaltar que las posturas anteriores no nacieron en el marco de esta dltima
version de la LGE, ya que el proceso de educacién inclusiva en México se inicié con la
modalidad de integracion educativa hacia el afio 1993, segtin afirma Garcia-Cedillo (2018).
De la misma forma, en SEP (2019) se plantea que la atencién educativa de los alumnos con
aptitudes sobresalientes y talentos especificos ha sido promovida por la SEP desde los afios
ochenta y, a partir del afio 2006, con la publicacion del documento Propuesta de
intervencion: atencién educativa a alumnos y alumnas con aptitudes sobresalientes (SEP,
2006) y en 2009, con la reforma al Articulo 41 de la LGE, se dio un mayor impulso a la
atencion educativa de estos alumnos.

Por ello, la reorganizacién en el sistema educativo en los niveles basicos de
ensefianza impulsada por la SEP (2017), vigente, abraza el principio de “educacién
inclusiva: todos los estudiantes independientemente de su situacién social, econémica o
fisica pueden alcanzar los aprendizajes esperados” (p. 115). Con tal fin “los docentes han de
fundar su practica en la inclusién, mediante el reconocimiento y aprecio a la diversidad
individual, cultural, étnica, lingtiistica y social como caracteristicas intrinsecas y positivas
del proceso de aprendizaje en el aula” (p. 122). El llamado general se expresa desde el
siguiente planteamiento:

Se deben redoblar esfuerzos para consolidar una educacién inclusiva, mediante acciones
que promuevan la plena participacion en el sistema de educacién regular, de
estudiantes con discapacidad y aptitudes sobresalientes. En este esfuerzo, la formacién
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inicial y continua de los docentes es un elemento fundamental, pues los maestros
requieren desarrollar capacidades (SEP, 2017, p. 85).

Es importante esclarecer que en la publicacion de la SEP (2019) se ratifica que se
entiende por alumnos con aptitudes sobresalientes “aquellos capaces de destacar
significativamente del grupo social y educativo al que pertenecen en uno o mas de los
siguientes campos del quehacer humano: cientifico-tecnolégico, humanistico-social,
artistico o de accién motriz” (p. 4).

La intervencién educativa con estos discentes se ha centrado prioritariamente en el
modelo de enriquecimiento del contexto educativo, a través de actividades escolares y
extraescolares, pero también estd concebido como modelo de atencién la aceleracion (SEP,
2019). Este ultimo modelo referido suele ser menos utilizado debido principalmente a los
tramites que hay que llevar a cabo (Jiménez, 2016).

Estos modelos se definen de forma general en la Figura 1:

& Modelos de atencion educativa &
para los alumnos con apfitudes

sobresalientes

Fundamentados en el modelo sociocultural, el cual afirma que las
aptitudes sobresalientes sélo pueden desarrollarse por medio del
intercambio favorable de los factores individuales y sociales, existen
dos modelos:

Modelo de aceleracién

odelo de enriquecimiento

Permite a las alumnos con
aptitudes sobresalientes y

A .
Reciones estratédicamenta
planeacas para tHexidilizar e

currfculo. talentos especiticos moversea
través del curriculo a un ritmo
Busca dar respuesta a las més rép:Jo moverse a través del
tencialidades y necesidades de carriculo 2 un ritmo mds répido
rt:s alumros con aptitudes de lo que se establece en e
sobresa ientes, 'br.indanc{o la istema Educativo Nacional.
oer‘.uni'c]ac de m?rar un Es fundamental considerar ol
°5°":“': :“'-eg';oi:":c"e’“ con coatexto Tamiliar, escolar y socia
sus reses zas alu
debitidades. 7.. del alumno. "i

Tipos: T?pos:

[ [quuncim‘enlo enel aula 1. Admisitn temgprana a un nive
. [nn’quec:’mienm en |s escueis educativo

ol REE r de | SN d !

3 Lnnquec miento Tuera de la 2. Omisién de un grado escolar

escuela $in cambiar de nivel educativo

Figura 1. Modelos de atencion educativa para alumnos sobresalientes (tomado de SEP, 2016).

Los tipos de enriquecimiento potenciados se explican de la siguiente manera:
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En el aula.- Hace referencia a las diferentes estrategias utilizadas por el docente dentro
del aula para modificar: la dindmica de trabajo, los espacios del aula, las técnicas y
procedimientos de ensefianza, la distribucién del mobiliario, el uso de materiales
didacticos, la organizaciéon del tiempo. Algunas de estas estrategias pueden ser:
desarrollo de proyectos, centros de interés, programas para el desarrollo emocional, y
programas para el desarrollo de habilidades sociales.

En la escuela.- Hace referencia a las diferentes estrategias utilizadas por el colectivo de
docentes dentro de la escuela para modificar la organizacién escolar basada en la edad
cronoldgica, por otra basada en intereses y habilidades. Algunas de estas estrategias
pueden ser: talleres, concursos escolares, programas sabatinos, y programas de verano.

Fuera de la escuela.- Hace referencia a la gestién que realiza el colectivo de docentes en
conjunto con las autoridades escolares, para que los alumnos reciban atencién en
instituciones tanto publicas como privadas, especializadas en el desarrollo de las
ciencias, las artes y los deportes. Este tipo de enriquecimiento contempla habilidades e
intereses especificos que no tienen facilmente cabida dentro del plan y los programas.
(SEP, 2019, p. 5).

En cuanto a los tipos de aceleracién que se emplean, la SEP (2019) destaca la
acreditacion y promocion anticipada, mismas que implican: la admision temprana a un
nivel educativo y la omisiéon de un grado escolar sin cambiar de nivel educativo
respectivamente.

Admisién temprana a un nivel educativo: El alumno es admitido a la educacién primaria o

a la educacién secundaria, a una edad mas temprana de la establecida en el Sistema
Educativo Nacional. La admisién temprana no aplica a la educacién preescolar.

Omisién de un grado escolar sin cambiar de nivel educativo: El alumno deja de cursar el
grado escolar inmediato que le corresponde de acuerdo a su edad cronoldgica, e inicia el
ciclo escolar en el grado superior siguiente (p. 9).

De la misma forma, en la actualizaciéon de la SEP (2019) se sostiene que “los alumnos
con talento especifico son aquellos que presentan un conjunto de competencias que los
capacitan para dominar la informacién en un area concreta; lo esencial en el talento es que
es especifico, a diferencia de las aptitudes sobresalientes” (p. 4). Los tipos de talento que se
priorizan desde la Subsecretaria de Educacion Bésica se presentan en la Figura 2.

Talentos priorizados por la Subsecretaria de Educacion Basica

@ € ‘

Linglistico Cientifico Artesanal
& » B
‘ ® ‘o0 'G?

Matematico Artistico Deportivo

Figura 2. Talentos priorizados por la Subsecretaria de Educacion Bdsica (tomado de la SEP, 2016).
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En la publicacién de la SEP (2019a) se presenta informacién sobre lugares y
actividades en el Estado de Zacatecas que pueden contribuir de forma complementaria a las
acciones o programas que se disefian como parte del enriquecimiento dentro de la escuela
para la atenciéon de los alumnos con aptitudes sobresalientes. Los relacionados en la
publicacion referida se presentan seguidamente:

Institucién Objetivo

Instituto Zacatecano de la Cultura  Estimular y fomentar entre los nifios la creatividad
“Ramén Lopez Velarde” mediante diversas formas de exploracién y expresion en el
ambito del arte y la cultura, dentro del programa de

Desarrollo Cultural Infantil (Alas y Raices).

Centro Cultural del Estado de Ofrece talleres de danza jazz, clasica, contemporanea y
Zacatecas folklérica, artes plésticas, flamenco, ballet cldsico y teatro.
Asimismo, se imparten cursos, conferencias, exposiciones,

proyecciones y conciertos.

Casa Municipal de Cultura Se imparten talleres, exposiciones, cursos, conferencias y
Zacatecas conciertos.

Escuelas de Iniciaciéon Artistica Programa escolarizado con duracién de tres afios, donde

Asociadas del Instituto Nacional de los nifios tienen la opcién de seguir estudios en teatro,
Bellas Artes miusica, danza y artes plasticas.

Instituto de Cultura Se imparten talleres de pintura, guitarra, y ballet clasico.

Manuel Puente Villela Ademas, cuenta con salas para exposiciones.
Centro Cultural Ofrece diversos talleres en musica, apreciacién musical,
Ciudadela del Arte lectura, poesia, fotografia, teatro, cine. También se llevan a

cabo conferencias, cine, teatro, exposiciones de artes
plasticas, exposiciones fotograficas, presentaciones de
libros, congresos, diplomados, mesas de trabajo,
capacitacion de grupos diversos, eventos socioculturales.

Centro Cultural de Moyahua Ofrece talleres en las disciplinas de danza folclérica infantil
y juvenil, dibujo artistico, pintura al 6leo, iniciacién a la
musica y difusion de festivales, obras de teatro,
exposiciones, entre otras.

Instituto de Mdsica “Don José Fomentar la miusica en los jovenes para que transmitan los
Maria Vanegas Rocha” conocimientos a las generaciones posteriores. Se imparten
cursos en diferentes niveles (inicial, medio, intermedio,

avanzado), asi como semiescolarizado los sdbados.
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Universidad Auténoma de Se ofrece bachillerato y formacién disciplinaria previa para

Zacatecas. Area de Arte y Cultura.  ingreso a los programas de licenciatura. Asimismo, existen

Unidad Académica de Artes niveles previos que ofrecen la formacién necesaria para
obtener el perfil de ingresos requerido.

Instituto de Cultura Fisica y Fomentar, construir y normar la actividad fisica y el
Deporte del Estado de Zacatecas  deporte a través de la unién con organismos del sector
e Escuela de Iniciacién pablico y privado, prestando atenciéon y servicios
Deportiva de Futbol integrales a la sociedad. Cuenta con diversos programas
Mineros de Calera. como Talentos Deportivos y Alto Rendimiento.

e Unidad Deportiva Benito
Juarez.

Consejo Zacatecano de Cienciay  Desarrollar mecanismos de difusién y divulgacién de la
Tecnologia (COZCyT) ciencia como instrumentos educativos formales y no
formales que busquen cerrar brechas en el rezago
educativo actual y que fomenten la comprensioén e interés

por la ciencia por parte de los nifios y jévenes zacatecanos.

Revista de divulgacién cientifica ~ Difundir y Divulgar entre la poblacién de Zacatecas,
del Cozcyt Eek” México y el mundo la ciencia, tecnologia e innovacién,
mediante un lenguaje sencillo, conceptos claros y temas
interesantes, para que estas tematicas no parezcan ajenas al

lector, sino que le sean vigentes y cercanos a su realidad.

Centro Interactivo de Ciencias Forma parte de una iniciativa por acercar a nifios y
ZigZag adolescentes al interés por la ciencia y la tecnologia, por
medio del fomento de la creatividad y la imaginacién. Para
lograr lo anterior, los responsables de este museo
interactivo se valen de variadas exposiciones tematicas,
talleres de divulgacion cientifica y otras tantas dinamicas
de educacion abierta y voluntaria.

En resumen, se entiende que es voluntad prioritaria para la SEP la capacitaciéon de
su fuerza docente para trabajar bajo el enfoque de educacién inclusiva, ello incluye la
optimizaciéon de sus capacidades para atender de forma eficaz a los alumnos con talentos
especificos como es el caso de aquellos con talento para las matemaéticas. En este sentido, la
escuela mexicana promueve la profundizacién en el contenido matematico propio al nivel
del estudiante como principal estrategia de atencién en el aula y la escuela. También existen
actividades disefiadas en cada estado de la reptblica para complementar el enriquecimiento
de los alumnos sobresalientes fuera de la escuela, pero, al menos en el Estado de Zacatecas,
éstas se orientan fundamentalmente hacia la promocion del talento artistico, deportivo y
cientifico; no mencionandose ninguna enfocada especificamente en el desarrollo del talento
matematico.
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Por otro lado, se plantea que la RP constituye el enfoque didéctico para la ensefianza
de la Matematica, visto como el tratamiento sistemético desde la clase de situaciones
problémicas motivadoras y desafiantes. Siendo asi, nuestro proyecto constituye una
alternativa en sintonia con la politica educacional del pais, ya que se orienta hacia la
potencializacién del desarrollo profesional del docente, con la mira en la inclusién
educativa de los alumnos con talento matematico, para lo cual se toman las olimpiadas
mexicanas de la disciplina como fuente aportadora del saber que impulsa el pretendido
crecimiento profesional, a la vez que proporciona material acorde al enfoque didéctico para
el estudio de la Matematica en la Educacién Secundaria.

1.3 Reflexion

. Vi . . izado,
Los trabajos revisados nos permiten concebir un panorama sobre lo que se ha realizado, lo
que se realiza actualmente y algunas consideraciones tedricas en el campo de la Matemética
Educativa en torno a nuestra idea inicial de investigacién. Este analisis bibliografico ha
propiciado la identificacién de algunos criterios convergentes en los autores consultados, a
pesar de la diversidad geografica y de los contextos en que desarrollaron sus
investigaciones.

Se han percibido criterios afines en varios trabajos (Benedicto, 2013; Castro, Ruiz-
Hidalgo & Castro-Rodriguez, 2015, Jiménez, 2016; Acosta & Alisina, 2017; Jaime &
Gutiérrez, 2017) que manifiestan la falta de los conocimientos deseables en los docentes
para proveer una atencién efectiva a estos discentes, convirtiéndose en una de las
principales causas de la ausencia o el déficit de la atencion en la realidad aulica.

Con relacién a la identificacién de alumnos en esta poblacién, Rodriguez (2004)
plantea que, a partir del surgimiento de nuevas explicaciones tedricas en torno a la
inteligencia, los test de inteligencia y el rendimiento académico ya no son considerados una
herramienta suficiente, y Niederer & Irwin (2001); Castro (2008); Diaz et al., (2008), y
Benavides & Maz-Machado (2012) sefialan la RP como una estrategia importante para la
identificacién y potencializacion del talento matematico.

Diversos autores coinciden en la caracterizacién de los problemas idéneos para tal
fin, refiriéndolos como retos en Leikin (2004), Castro, Ruiz-Hidalgo & Castro-Rodriguez
(2015) y Flores (2010), Curra (2015) y Castillo (2019), los asocian con la tipologia de
problemas propuestos en las Olimpiadas de Matemaéticas, sosteniendo en los tres casos, que
el éxito en la resolucién de los mismos dependera del grado de familiarizacién que se tenga
con estos problemas y de la creatividad e ingenio del estudiante, ya que no demanda
conocimientos de contenidos mas alla de los que aparecen en los programas de estudio.

Aunque son muy diversas las estrategias que puede implementar un resolutor de
problemas en la realizacion de la tarea, se han evidenciado en las investigaciones
consultadas ciertas similitudes tanto en las heuristicas puestas en préctica por los alumnos
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como en la caracterizacion de éstas hechas por los autores. En este sentido, por ejemplo,
Moénaco & Aguirre (1996), Rizo & Campistrous (1999) y Ocampo (2000) observaron que la
estrategia de tanteo y la de identificar los significados de las operaciones en el texto del
problema fueron las estrategias reflexivas mas recurrentes. De igual forma, los estudios de
Carpenter et al., (1983) y Rizo & Campistrous (1999) reportan el arraigo de la creencia en los
discentes de que siempre conducen a una solucién a través de una operacion de calculo.

Estudios con propdsitos similares que han considerado el desempefio de
poblaciones de alumnos con talento matematico ante los problemas, principalmente de
competiciones matematicas (Heinze, 2005; Valle, Juarez & Guzman, 2007; Guinjoan,
Gutiérrez, & Fortuny, 2015; Morelos, Londofio & Salazar, 2016; Rodriguez, Gregori, Riveros
& Aceituno, 2017), afirman que las estrategias que implementan estos alumnos son las
propias de su nivel educativo y que la principal diferencia respecto a los alumnos de
rendimiento promedio esta dada por la forma en que éstos las utilizan.

La reflexién en torno a los estudios consultados apunta a subrayar la importancia de
implementar una estrategia de intervenciéon educativa desde edades tempranas dirigida a
los alumnos con talento matemético en aras de potencializar su desarrollo. Su
reconocimiento alcanza a reflejarse hoy dia en la politica educativa de muchos paises,
incluyendo a México que apuesta por la educacion inclusiva, tal y como se deja claro en los
lineamientos SEP (2017) dirigidos a la ensefianza secundaria, en cuyo texto se alude a la
plena participacion en el sistema de educacién regular de estudiantes con aptitudes
sobresalientes.

Mas alla de la intencionalidad, siendo objetivos, pudimos constatar que no abundan
las propuestas concretas acerca de cOémo proporcionar una atenciéon efectiva en
correspondencia con las necesidades educativas de estos educandos en su contexto escolar
cotidiano, incluida la clase en su aula regular.

Uno de los enfoques que con mas fuerza se promueven desde la investigacion
educativa para invertir en el desarrollo de las capacidades de los alumnos con rendimiento
superior a la media lo constituye la resolucién de problemas no rutinarios, aquellos que los
reten, que desafien su creatividad y talento. Una fuente de problemas con tales
caracteristicas, en opinion de varios autores y en la propia, la constituyen los propuestos en
las competiciones matematicas.

En general, las investigaciones convergen hacia la falta de conocimientos
especializados en los docentes de niveles basicos de ensefianza para disefiar e implementar
estrategias de atencion efectivas en el contexto escolar.

Considerando la corriente de la RP para la intervenciéon educativa, vista como refiere
la SEP (2017), como meta de aprendizaje, como medio para aprender contenidos
matematicos y fomentar el gusto con actitudes positivas hacia su estudio, convendria que
los docentes profundizdramos nuestros conocimientos en torno a los factores que
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intervienen en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la RP y, en particular, de
aquellos que como los olimpicos, motivan y promueven el conocimiento matemaético.

Los estudios confirman que el éxito de los resolutores ante esta tipologia de
problemas trasciende el dominio del contenido matematico, el cual no va mas alla del
propio del nivel educativo al que se dirige el problema, por lo que se precisa de cierto grado
de familiarizacién con las estrategias que conllevan a su solucién, a la vez que se entrena la
creatividad y se desarrolla el pensamiento légico.

Los aspectos mas significativos de lo expuesto en estos trabajos se resumen en el
esquema, planteado en la Figura 3:

Intervencion
educativa temprana

Enriquecimiento: SEP (2017) Aceleracién:
En el aula-En la escuela- Inclusién de Adm"m‘_ﬁ} temprana a un
F dela 1 NE-Omision de un grado
erd €€ 1a EsCueia sobresalientes

escolar sin cambiar de NE

No abundan las
propuestas concretas para RP retadores
la atencién escolar efectiva

Problemas de Olimpiadas
Matematicas

Figura 3. Aspectos principales de los antecedentes.

A partir de la presente reflexion, planteamos a continuacion el problema a atender.

1.4 Planteamiento formal del problema

1.4.1 Probleméatica

En la actualidad, bajo el paradigma de la Educacién para todos que permea diversos modelos
educativos, poco a poco se estd tomando consciencia de la diversidad de alumnos que
recibimos en nuestras aulas, con diferentes caracteristicas de aprendizaje; sin embargo, los
estudiantes siguen recibiendo las mismas actividades en sus clases de Matematica.

Aunque no abundan las investigaciones focalizadas en las necesidades educativas
de los alumnos con altas capacidades, se ha observado que en los dltimos afios ha habido
un incremento del reconocimiento por administrativos y profesores del apremio de poner
en préctica estrategias de aula que ayuden a estos estudiantes a explotar su potencial y
evitar que incurran en problemas de conducta o pérdida de interés (Carrillo & Jiménez,
2015).

En 1980, el National Council of Teachers of Mathematics (NCIM) en su documento An
Agenda of Action en el que afirmaba que la destreza basica mdas importante era la resoluciéon
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de problemas, también recogia el creciente reconocimiento de la importancia del desarrollo
de los estudiantes con talento en matematicas: “Los estudiantes mas olvidados, en términos
de alcanzar su desarrollo potencial, son los estudiantes con talento en matematicas”
(NCTM, 1980, p. 18).

Valadez & Avalos (2010) mencionan que se pueden identificar (los talentos) pero no
se sabe como actuar después, ;como intervenir?, ;desde dénde intervenir?, la escuela
ordinaria ;qué tiene que hacer?

Considerando que lo distintivo en estos escolares “no es sélo la habilidad para
resolver ejercicios, sino que implica otras habilidades matematicas tales como comprender,
razonar, relacionar, aplicar, abstraer de una manera significativamente mejor que la media
de los otros alumnos” (Benavides & Maz-Machado, 2012, p. 177), es de entender que en una
clase generalizada, donde la propuesta no los desafia, se convierten en blanco de la rutina,
atentando el aburrimiento y la desmotivacién descrita también desde Feldhusen & Kroll
(1991), contra el propésito de alcanzar el maximo desarrollo posible de sus capacidades.

De la misma forma, trabajos como Artiles (2006), Conejeros & Gudenschwager
(2011) y Carrillo & Jiménez (2015) sefialan la importancia de la intervencién educativa
especial, que propicie los estimulos intelectuales desde las edades tempranas y de forma
sistematica para evitar que al paso del tiempo su talento no se convierta en un potencial
eventualmente perdido.

1.4.2 Problema

En la actualidad se percibe un incremento de consenso sobre la necesidad de atender de
forma diferenciada las demandas educativas especiales de los estudiantes con talento
matemdtico, lo cual se expresa en el crecimiento cualitativo y cuantitativo de las
investigaciones que estudian a esta poblaciéon. No obstante, atin resultan escasas las
propuestas con estrategias concretas de cémo trabajar con estos alumnos para potencializar
su talento en el dia a dia durante su clase regular y en general en el medio escolar.

En este sentido, una de las apuestas mas recurrentes promovidas desde la
investigacion educativa lo constituye la resolucién de problemas retadores, como los
propuestos en las competiciones olimpicas. Pero, ante esta opcién, muchos docentes no
contamos con la capacitacion / formacioén para atender a estudiantes con altas capacidades
matematicas.

1.4.3 Objetivo general

Este Proyecto de Desarrollo Profesional tiene como objetivo primordial:

Identificar aspectos de las olimpiadas matematicas como actividad transformadora de las
altas capacidades naturales intelectuales y creativas en talento matematico.
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1.4.4 Objetivos particulares

Promover una vision més integradora de:

1- Los problemas propuestos en las competiciones matematicas de la ensefianza
secundaria. (Contenido).

2- El proceso de ensefianza-aprendizaje en el entrenamiento de los estudiantes
olimpicos. (Contexto de ensefianza).

1.4.5 Pregunta de investigacion

¢Qué aportaciones puede dar la olimpiada de matematicas para la atencién de los alumnos
con aptitudes sobresalientes en la escuela?

1.4.6 Hipotesis

A partir de la revision bibliogréafica realizada, la experiencia propia como profesor de
matematicas en el nivel secundario y ocasionalmente como entrenador de estudiantes de
este nivel educativo para concursos de conocimientos, se plantea como hipétesis que por la
naturaleza de los problemas de las Olimpiadas de Matematicas, éstos constituyen retos
motivadores utilizables por el docente en su propuesta de actividades diferenciadas dentro
de una clase regular y en la atencién extra clase; es decir, pueden ser vistos como una
alternativa de enriquecimiento en la atencion desde la escuela a las aptitudes sobresalientes
de los alumnos del nivel secundario. Con tal fin, necesitaria profundizar mis conocimientos
en torno a la resolucién de estos problemas y a los “escenarios” donde se desarrolla su
ensefianza.

1.4.7 Justificacion

La carga laboral del profesor de matemédticas en la educacién basica actual puede
obstaculizar la adquisicién de los conocimientos necesarios para la atencion efectiva de las
diferencias individuales de aprendizaje de sus educandos. El éxito en esta compleja tarea
requiere que el docente invierta tiempo en su autopreparacion, cuestiéon que, en opinién de
quien escribe, no es estimulada desde la concepcién de los modelos educativos de muchos
paises, incluyendo a México, donde por lo general, ésta queda relegada a la conciencia
individual del maestro porque su escala salarial obedece estrictamente al parametro
cuantitativo determinado por las horas frente a grupo y no al desempeno cualitativo en las
misma.

El problema se acrecienta porque no existen programas de formacién sistematicos y
eficaces para atender estas necesidades de los maestros ni desde la formacion inicial, ni en
la formacién continua. En particular, en el caso de la atencién a estudiantes con aptitudes
sobresalientes en matematica, lleva en ello la peor parte, debido a que se les concede mayor
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prioridad a aquellos alumnos que, por multiples razones se encuentran por debajo de la
media de rendimiento académico. Tal apreciaciéon se puede fundamentar tanto en las
caracteristicas de la formacion del autor de la presente investigacion, la cual incluyen 14
cursos en el ejercicio de la practica dentro del sistema educativo cubano, asi como en lo
reportado en las investigaciones de Jiménez (2016) en México, y Jaime & Gutiérrez (2017)
respecto al contexto espafiol.

Los resultados de investigaciones como la de Benavides (2008) y Castro, Benavides
& Segovia (2006, 2008) demuestran que estos estudiantes no aprenden solos, por lo que al
igual que sus compafieros necesitan que sus profesores les ayuden a entender y aprender
los nuevos contenidos y a corregir los errores que cometen. Para tal fin, considerando las
limitaciones de tiempo y conocimientos especializados del profesorado reportados
anteriormente, se hace necesario que el producto de las investigaciones en cuanto a
propuestas de atenciéon sea mds pragmatico.

Por tal motivo, abrazamos la importancia atribuida por los autores referidos
anteriormente con relacién a la RP (Niederer & Irwin, 2001; Castro, 2008; Diaz et al., 2008, y
Benavides & Maz-Machado, 2012), presentados como retos matematicos (Leikin, 2004;
Castro, Ruiz-Hidalgo & Castro-Rodriguez, 2015) y ejemplificados en la tipologia de
problemas olimpicos (Flores, 2010, Curra, 2015 y Castillo, 2019), para desarrollar el ingenio
y la capacidad de razonamiento de los estudiantes. Desde esta perspectiva, se entiende
como retos matematicos lo expuesto por Barbeau y Taylor (2009) “una cuestion planteada
deliberadamente para atraer a un estudiante a que intente obtener una respuesta,
ampliando al mismo tiempo su comprension y conocimiento de un tema” (citado en Castro,
Ruiz-Hidalgo y Castro-Rodriguez, 2015, p. 87).

De igual forma, coincidimos con Curra (2015) cuando plantea que:

Se quiere que las olimpiadas sean un elemento dinamizador de la didactica del
profesorado y del avance en la ensefianza de la Matematica, de esta forma, su verdadero
éxito se apreciara en la medida que el claustro involucrado incorpore a sus clases, de
modo habitual, la resolucion de problemas y aplicaciones précticas no comprendidos en
los programas (p. 6).

Para tal fin, necesito capacitarme, profundizando mis conocimientos en torno a la
resolucion de problemas de tipo olimpico. El pretendido desarrollo profesional en el campo
al que se aspira en este proyecto beneficiaria en primer lugar a mis futuras generaciones de
estudiantes y en particular a aquellos con aptitudes excepcionales para el aprendizaje de la
matemadtica, dado que, con el tratamiento sistemético y consciente de estos problemas en mi
préctica de instruccion contribuiria a potencializar sus capacidades. De igual forma, los
conocimientos y la recopilacién tedrica que emanen de este proyecto pudieran ser
compartidos entre pares, tanto como material bibliografico como en las futuras
comunidades de préctica a las que me integre.
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Una vez planteado el problema por abordar, el siguiente paso consiste en sustentar
tedricamente el estudio. Con tal finalidad, en este capitulo se presentan los aspectos tedricos
con los que se identifica su autor para definir la perspectiva con relacion a las variables
involucradas en el problema de investigacién, asi como las formas en que pueden ser
analizados e interpretados los datos. En general, este constructo tedrico constituye la guia
del proyecto. Con base en lo anterior y, considerando los objetivos de este Proyecto de
Desarrollo Profesional, el enfoque tedrico se presenta desde tres apartados con propésitos y
sustentos contemplativos independientes.

En el primero de estos apartados se presenta la Caracterizacion de superdotacion y
talento asumida en el Proyecto, abrazando las ideas de Gagné y su Modelo Diferenciador de
Dotacién y Talento (MDDT). La presentacion de los principios que conforman la estructura
basica de este modelo nos permite entender las complejas interacciones entre los
componentes causales del desarrollo del talento matemético y, consecuentemente, el
reconocimiento de categorias para el anélisis en correspondencia con nuestra idea primaria
y objetivos de la investigacion.

Dado que la finalidad rectora de este Proyecto es la promocién de los conocimientos
del profesor en aras de su capacitacion para proveer una atencion efectiva a los alumnos
con aptitudes sobresalientes en matematicas, considerando ademas el enfoque didactico
para la ensefianza de esta disciplina que promueve la SEP (2017) y varios de los estudios
consultados en nuestra revisiéon de antecedentes, tomamos el enfoque tedrico de Resolucidn
de Problemas para definir posturas en cuanto al significado de “talento matematico” desde el
punto de vista del desempefo practico del alumno. En este sentido, asumimos como
referencias principales las experiencias de lideres en el campo, como George Pdlya y Alan
Schoenfeld, incorporando ademads su visién del proceso de ensefianza.

Finalmente, se presentan las Competiciones matemiticas en México para alumnos de la
Educacién Secundaria para familiarizar al lector no especializado a través de la sintesis de
aspectos significativos de los certdmenes con mayor relevancia a nivel de pais de acuerdo
con su capacidad de convocatoria y antigiiedad. En este apartado se pretende,
prioritariamente, rescatar concepciones y propdsitos generales de las Olimpiadas
Matemaéticas que constituyen argumentos justificativos de su adecuacién para el desarrollo
del talento matematico.

2.1 Caracterizacion de superdotacion y talento
En la historia de la humanidad muchas personalidades con cualidades extraordinarias han

dejado una huella indeleble que sigue teniendo influencia sobre las concepciones y la forma
de vida de las generaciones que le han sucedido. En los estudios que intentan explicar la
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“genialidad” alcanzada por estos personajes en los campos que inmortalizaron su obra de
vida se reconoce el valor de sus caracteristicas cognoscitivas, afectivas y sociales.

La visién de la SEP sobre los modelos explicativos de la superdotacién se apoya en
una caracterizaciéon que tiene en cuenta los distintos enfoques tedricos: modelos de
capacidades, modelos orientados al rendimiento, modelos cognitivos y modelos
socioculturales. En particular, los modelos de atenciéon a los alumnos con aptitudes
sobresalientes en México que se mencionan en el epigrafe 1.2.4 (enriquecimiento y
aceleracion) se acogen a la vision sociocultural bajo el precepto de que “se adapta mejor a
las condiciones educativas de nuestro pais, ya que considera elementos significativos como
la familia, el entorno educativo, social y cultural del alumno y sus caracteristicas
especificas” (SEP, 2006, p. 50).

Los modelos socioculturales incorporan el valor de los contextos sociales a la hora
de definir la superdotacion. Para los principales exponentes de estos modelos (segin la
SEP: Monks, Tanenbaum y Gagné) ésta puede variar como resultado de la accién del
sistema educativo y la estructura social, es decir, consideran que los superdotados son
también un producto de la sociedad en la que viven. La SEP (2006) con base en las
aportaciones de estos autores los describe de la siguiente forma:

Modelos socioculturales: la superdotacién y el talento s6lo pueden desarrollarse por
medio del intercambio favorable de los factores individuales y sociales, (...), los
contextos condicionan las necesidades y resultados del comportamiento humano y
determinan qué tipos de productos son considerados valiosos y dignos de un
reconocimiento especial (p. 50).

Este Proyecto de Desarrollo Profesional se adhiere a la explicacion sociocultural de
la superdotacién y el talento, especificamente, a la linea de pensamiento de Francoys Gagné
con su Modelo Diferenciador de Dotacion y Talento (MDDT), ya que se considera que es
una valiosa herramienta analitica que permite clasificar la informacién en categorias
causales de cualquier talento humano, incluido el talento matemético. Para mostrar la
estructura bésica de este modelo que permite entender las olimpiadas matemaéticas
mexicanas y especificamente su objeto fundamental, la resolucién de problemas, como una
actividad pertinente para potencializar el talento matemaético se recurre a los altimos trabajos
publicados por su creador.

Una panoramica general de la estructura bésica del modelo se puede encontrar en
Gagné (2000), donde se explica y ejemplifica lo que el autor denomina “la coreografia
compleja del talento” (p. 67). En dicha investigacion se marca claramente la diferencia entre
la conceptualizacién de superdotacion y el talento. Con el primero, se refiere a las aptitudes
naturales del individuo, “la posesién y el uso de capacidades naturales, sin haber recibido una
formacion sistemadtica se manifiestan de manera espontanea en al menos un dominio de
aptitud” (p. 67), que mediante los procesos de desarrollo tales como: el aprendizaje y la
practica informal y formal, se convierten en talentos expresados en distintos campos
particulares de la actividad humana. La transformacion progresiva de las aptitudes
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naturales es mediada por catalizadores intrapersonales y ambientales que facilitan o entorpecen
su proceso de desarrollo. Ademads, considera la suerte o casualidad como un elemento
externo influyente en los dominios de aptitud, en los catalizadores y en los procesos de
desarrollo.

Desde la perspectiva del modelo, los cinco componentes destacados en el parrafo
anterior abarcan todas las variables relevantes para el andlisis del desarrollo del talento y,
vistos como categorias causales, pudieran ayudar a entender mejor la interaccion dindmica
durante ese largo periodo desde el momento en que los individuos deciden desarrollar
sistemdticamente un conjunto de habilidades en un campo particular de la actividad
humana hasta lograr cierto nivel de excelencia dentro de ese campo (Gagné, 2000).
Seguidamente, se profundiza en la vision teérica del modelo con relaciéon a cada uno de los
cinco componentes (los primeros cuatro categorias causales del talento).

Capacidades naturales:

El MDDT, en la versién publicada en Gagné (2010) y difundida como “MDDT 2.0,
se define como “la posesién y uso de capacidades naturales destacadas, llamadas aptitudes,
en al menos un area o dominio de capacidad, en un grado que sitta al individuo dentro del
10% superior de sus pares de edad” (p. 64). De la misma forma, propone seis dominios de
actitud para agrupar las capacidades naturales, cuatro de ellos son mentales: intelectual,
creativo, social, perceptual; y los otros dos dominios atnan las habilidades fisicas:
capacidades musculares involucradas en los movimientos fisicos amplios, y capacidades
asociadas con el control y los reflejos motores finos. Desde la teoria presentada en Gagné
(2000) estas habilidades naturales o dones acttian como materia prima o elementos
constitutivos de los talentos. Su desarrollo y nivel de expresion estd parcialmente
controlado por la dotacién genética del individuo, pero la estimulacién ambiental juega
también un papel importante a través del uso cotidiano y del entrenamiento informal. Tales
aptitudes pueden observarse en muchas de las tareas que un estudiante enfrenta en el
ambiente escolar, siendo la facilidad o rapidez en los procesos de aprendizaje un reflejo de
la presencia de un talento o disposicién natural hacia ciertas areas.

Proceso de desarrollo:

Constituye “la transformacioén progresiva de dones en talentos” (Gagné, 2013). Se
manifiesta cuando el individuo participa sistematicamente en un programa de aprendizaje
y préctica (Gagné, 2000), también referido como programa sistematico de desarrollo del
talento en Gagné (2010). Las actividades de aprendizaje y practica para el desarrollo de los
talentos se encaminan a un contenido especifico o curriculo y tienen lugar dentro de un
contexto especifico de aprendizaje o formato. El contexto de aprendizaje puede ser
inestructurado (aprendizaje autodidacta) o estructurado (colegio, conservatorio, club
deportivo) (Gagné, 2010).

Ademads de las actividades, constituyen subcomponentes de esta categoria en el
modelo la inversion y el progreso. El primero muestra cuantitativamente la intensidad del
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proceso de desarrollo de los talentos en términos del tiempo, dinero o energia psicolégica.
Estos indices pueden expresarse a través de curvas longitudinales (evolucién por semanas,
meses, afios) para mostrar aumento o disminucién a lo largo del tiempo; también pueden
ilustrar diferencias entre varios talentos en formacion (Gagné, 2010).

El progreso se expresa en términos de niveles de competencia sucesivos o etapas
(novato, avanzado, competente, experto), teniendo como principal forma de representacion
cuantitativa el ritmo, es decir, la rapidez del progreso del talento en desarrollo comparado
con la de sus pares hasta alcanzar su rendimiento maximo, asi como de ritmo de desarrollo
desde el acceso inicial hasta su desempefio méximo (Gagné, 2010). El progreso puede verse
influenciado por eventos significativos (hitos) de indole personal sean positivos o negativos
como pueden ser la pérdida de un familiar cercano, el ganar un premio o una beca
importante, la ocurrencia de un accidente, entre otros (Gagné, 2013).

Catalizadores

El proceso de desarrollo “es facilitado (u obstaculizado) por la accién de dos tipos de
catalizadores intrapersonales y medioambientales” (Gagné, 2000, p. 69). Su presencia o
ausencia puede ejercer influencias tanto positivas como negativas, y son propensos a tener
transformaciones permanentes a través de su implicaciéon en el proceso de desarrollo. El
estudio longitudinal del talento de una persona podria excluir los que considere
causalmente irrelevante para la emergencia de los desempefios destacados del talento en
formacion (Gagné, 2010).

Catalizadores intrapersonales

Los catalizadores intrapersonales se dividen en factores fisicos y mentales o
psicolégicos, todos ellos influidos parcialmente por la herencia genética (Gagné, 2013). Los
primeros incluyen apariencia, género, rasgos étnicos o raciales, discapacidades,
enfermedades crénicas, etc. Los segundos refieren una lista practicamente infinita de
cualidades descriptivas determinadas por las predisposiciones hereditarias para
comportarse de un determinado modo (temperamento), asi como los estilos de conducta
adquiridos (personalidad). En este componente se incluye también el manejo de los
objetivos, dicho de otra forma, qué tan altas son las expectativas del talento en formacién.
En este sentido el foco se centra en tres subcomponentes: la conciencia, la motivacion y la
voluntad (Gagné, 2010).

Los catalizadores ambientales

Su influencia directa sobre los procesos de desarrollo es limitada ya que la mayor
parte pasa a través del filtro dado por las necesidades, intereses o rasgos de personalidad
del individuo (catalizadores intrapersonales). Ademds, se plantea que estudios sobre
resiliencia humana han revelado que una sélida fuerza de voluntad minimiza los
obstaculos (Gagné, 2010).
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Los catalizadores ambientales se dividen en tres subcomponentes: el medio, los
individuos y los servicios. En el primero, se incluyen las influencias ambientales fisicas como
el clima, residencia rural o urbana; las sociales o culturales y las econémicas. El segundo
contempla la influencia de personas significativas en el entorno cercano del talento en
formacién como son los casos de familiares, profesores, entrenadores y compafieros. En el
subcomponente de los servicios se incluye toda forma de servicios y programas de
desarrollo de talentos. En el caso de México, éstos se expresan a través de los modelos de
atencion de enriquecimiento y aceleracién descritos en el epigrafe 1.2.4 de este documento.

Talentos

Segin se refiere en Gagné (2000), los talentos emergen progresivamente de la
transformacion de estas altas aptitudes en habilidades bien desarrolladas sisteméaticamente
en un campo particular de la actividad o la actuacién humana. En forma sintetizada, Gagné
(2013) plantea que “los talentos representan logros sobresalientes o resultados del proceso
de desarrollo del talento”. De manera més precisa se presenta este componente en Gagné
(2010) como:

El dominio destacado de capacidades sistematicamente desarrolladas, llamadas
competencias (conocimientos y destrezas), en al menos un campo de la actividad
humana, en un grado que sitta al individuo dentro del 10% superior de sus pares de
edad que estdn o han estado activos en ese campo (p. 64).

Los campos de actividad pueden ser extremadamente diversos, los seis tipos basicos
son el técnico, ciencias y tecnologia, artes, servicio social, administracién/ventas y
operaciones comerciales; éstos a su vez contienen 26 grupos ocupacionales mas especificos.
También se incorporan tres subcomponentes adicionales que complementan el sistema
basico de lo que se denomina "Mundo del Trabajo", conformadas por las asignaturas
académicas, juegos y deportes (Gagné 2010).

Tabla 1.
Niveles de dotacion y talento dentro del MDDT (Tomado de Gagné, s. f.).

Niveles Etiquetas Prevalencia (o] D.S.
5 Extremadamente  1:100.000 165 +4.3
4 Excepcionalmente  1:10.000 155 +3.7
3 Altamente (super)  1:1.000 145 +3.0
2 Moderadamente 1:100 135 +2.3
1 Levemente 1:10 120 +1.3

Segiin Gagné (2010) la denominacioén de talentosos se aplica a los individuos que
pertenecen al 10% superior (aproximadamente 1.3 desviacion estdndar por encima de la
media en Gagné, 2000) respecto al grupo de referencia correspondiente en términos del
desempefio. Pero, como las personas talentosas en un dominio no son necesariamente las
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mismas que tienen talento en algtin otro, la cantidad total supera el 10%. Dentro de este
10% hay cinco niveles jerarquicos cuyas categorias con su correspondiente prevalencia se
muestran en la Tabla 1.

En general, el MDDT enfatiza en el cardcter esencial pero no suficiente de cada uno
de los componentes como contribuyentes al talento excepcional (Gagné, 2000), siendo la
compleja coreografia (interacciones en el tiempo) entre los cuatro componentes causales
Unica para cada individuo. La estructura general del modelo se presenta en la siguiente
figura:

CASUALIDAD (C)

CAPACIDADES AMBIENTALES (E)
NATURALES -
DONES (G) = 10 % superior

COMPETENCIAS
TALENTOS (T) = 10 % superior

INTRAPERSONALES ()
2 FisIcos (IF
O e )

CATALYSTS
@ B B &

(m]

PROCESO DE DESARROLLO (D)

(<]

Figura 4. Modelo Diferenciador de Dotacion y Talento (Tomado de Gagné, s. f.)

2.2 Resoluciéon de problemas
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Paul Halmos, uno de los matematicos prominentes del siglo XX, escribi6: “La principal
razén de existir del matemaético es resolver problemas, y por lo tanto en lo que realmente
consisten las matematicas es en problemas y soluciones” (Halmos, 1980, p. 519).

En el mismo sentido se pronuncié el insigne matematico y educador George Pdlya
afirmando que entender la matematica significa ser capaz de hacer matematica, lo que
entiende como ser capaz de resolver problemas matematicos (P6lya, 1989).

La NCTM (2000) plantea que:

La resolucién de problemas exitosa requiere del conocimiento del contenido
matematico, del conocimiento de estrategias de resolucién de problemas, de un
automonitoreo efectivo, y una disposicién productiva a plantear y resolver problemas.
La ensefianza de la resolucién de problemas requiere atin mas de los profesores, ya que
deben ser capaces de promover tal conocimiento y aptitudes en sus estudiantes. [...] La
ensefianza en si misma es una actividad de resolucién de problemas (citado en Barrera
et al., 2008, p. 137).
La perspectiva tedrica que se adopta para enfocar el proceso de la RP y su ensefianza
en este Proyecto de Desarrollo Profesional, al cual da pertinencia lo citado en (NCTM,
2000), parte de considerar con base en las ideas anteriores, a un “talento matemitico” como

un “especialista en resolucion de problemas”.

En correspondencia con la naturaleza de este proyecto, se ha considerado pertinente
por su cardcter relativo, en funciéon del reto que supone, asumir las ideas de Schoenfeld
para definir el término problema. En la visién del autor, un problema no es inherente a una
tarea matematica, méas bien es una relaciéon particular entre el individuo y la tarea,
constituyendo una tarea que resulta dificil para el individuo que esta tratando de resolverla
(Schoenfeld, 1985). En este tenor, refiriéndose a la demanda cognitiva de las actividades que
se proponen para la ensefianza también subraya que:

Los estudiantes aprenden mejor cuando son desafiados de maneras que brindan espacio
y apoyo para el crecimiento, con tareas cuya dificultad varia de moderadas a exigentes.
El nivel de desafio debe conducir a lo que se ha llamado lucha productiva.

Si a los estudiantes se les da un trabajo que es demasiado facil, hay poco que puedan
aprender, y es probable que se aburran o se sientan frustrados. Si a los estudiantes se les
da un trabajo que estd muy lejos de su comprension actual y no pueden ver caminos
para progresar, entonces no hay camino hacia el aprendizaje; también es probable que
se aburran o se sientan frustrados? (Schoenfeld, 2016, p. 5).

2 Students learn best when they are challenged in ways that provide room and support for growth,
with task difficulty ranging from moderate to demanding. The level of challenge should be
conducive to what has been called productive struggle.

If students are given work that is too easy, there is little for them to learn - and, they are likely to be
bored or frustrated. If students are given work that is too distant from their current understandings
and they can see no pathways to progress, then there is no pathway to learning; they are likely to be
bored or frustrated as well.
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En lo anterior se fundamenta la eleccién del contenido en la presente investigacion
dadas las caracteristicas de las tareas que se proponen en el marco de las olimpiadas
matematicas y las de la poblacién a la que se pone bajo foco.

En general, las ideas anteriores y otras aportaciones complementarias sobre el
proceso de ensefianza de dos de los autores clasicos en el campo: George Pélya, y el
también matematico y profesor Alan Schoenfeld, conforman nuestra lente interpretativa
para el andlisis de los datos y el paradigma de lo deseable.

En sus obras, ambos autores presentan diversos métodos heuristicos que se basan en
comunicar sus propias experiencias como matematicos resolviendo problemas.
Fundamentan que las estrategias y preguntas de un experto en la RP podrian ser
modeladas por los profesores en las aulas, es decir, que, bajo la guia del profesor, los
estudiantes podrian interiorizar el proceso de como un matematico dialoga consigo mismo
durante el proceso de solucién y utilizarlo de manera natural sin ayuda externa, lo cual
constituye el paradigma en el que descansa su teoria.

Desde que Poélya, autor del clasico “Cémo plantear y resolver problemas” cuya
primera edicién aparecié en 1945, hiciera evidente la importancia de resolver problemas
como medio de crear conocimiento en matematicas y sus posibilidades en el aprendizaje de
esta disciplina, ha ayudado a muchos profesores a redescubrir el sentido de la educacién
matemadtica. Para este destacado profesor, la RP puede ser vista como un arte que utiliza
como medio la heuristica moderna, una forma de descubrimiento, y considera la heuristica
como una forma de investigar nuevos problemas (Pélya, 1989), entendiendo que las
heuristicas modernas “tratan de comprender el método que conduce a la solucién de
problemas, en particular las operaciones mentales tipicamente ttiles para este proceso” (p.
102).

Atendiendo a lo expuesto por Schoenfeld (1985) puede entenderse que, aunque
existen métodos heuristicos, estrategias y técnicas que los resolutores de problemas usan
una y otra vez, no son recetas, sino orientaciones que pueden ayudar a obtener una
solucion.

Como se evidenci6 anteriormente, la teoria parte de un factor subjetivo muy
importante en el enfoque metodolégico que determina el abordaje de los problemas, se
requiere que los alumnos imiten al matematico, que vean coémo este piensa, como ataca un
problema, cémo conjetura, como busca ejemplos y contraejemplos.

La postura sobre la perspectiva metodolégica para el abordaje de los problemas en
aras de crear el conocimiento matematico expuesta en las publicaciones de estos autores no
es divergente, més bien Schoenfeld enriquece y complementa el legado de Pélya. Para este
altimo la clave radica en el empleo de heuristicas determinadas para fases que se
identifican en el transito hacia la solucion. Asi, en Pélya (1989), se determinan cuatro etapas
asociando a cada una de ellas una serie de preguntas y sugerencias, que cuando son
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aplicadas conscientemente, ayudan a resolver el problema. Estas etapas y algunas de las
preguntas reflexivas para encausar las mismas se relacionan a continuacion:

1. Comprension del problema
Preguntas y sugerencias: ;Cudl es la incégnita? ;Cuéles son los datos? ;Cuadl es la
condicién? ;Es la condicion suficiente para determinar la incégnita? ;Es insuficiente?
(Redundante? ; Contradictoria?

2. Concepcion de un plan

Preguntas y sugerencias: ;Se ha encontrado un problema semejante? ;Ha visto el
mismo problema planteado con algo diferente? ;Conoce un problema relacionado con
éste? ;Conoce alguna herramienta que pueda ser 1til? Si conoce un problema similar
;podria utilizarlo? ;Podria emplear su resultado? ;Podria emplear su método? ;Podria
enunciar el problema en otra forma? Si no puede resolver el problema trate de resolver
algtin otro similar. ;Puede resolver una parte del problema? Considere una parte del
problema y analice en qué forma puede variar la incégnita. ;Puede cambiar la
incégnita para acercarse un poco a la solucién? ;Ha empleado todos los datos?

3. Ejecucion del plan
Preguntas y sugerencias: Al ejecutar el plan, compruebe cada uno de los pasos. ;Puede
ver claramente que el paso es correcto? ;Puede demostrarlo?

4. Vision retrospectiva
Preguntas y sugerencias: ;Puede verificar el resultado? ;Puede verificar el

razonamiento? ;Puede obtener el resultado en forma diferente? ;Puede verlo de

golpe? ;Puede emplear el resultado o el método en algtn otro problema? (p. 19).

En la primera de estas etapas Pélya hace énfasis en que es practicamente imposible
resolver un problema si no hemos comprendido el enunciado y que si se llega al resultado
de esta forma es por pura casualidad. En tal sentido refiere la tendencia operatoria e
irreflexiva que frecuentemente se observa en las aulas y que fuera descrita en reportes como
Carpenter, Lindquist, Matthew & Silver (1983) y Rizo & Campistrous (1999). Esta visién de
Pélya fue compartida por Schoenfeld (1985) en lo que llamé “entendimiento”, refiriendo
una de las acciones que involucran el control, con la cual sefala la importancia de tener
claridad acerca de lo que trata un problema antes de empezar a resolverlo. Propone entre
sus preguntas guia para reflexionar: “;qué se pide?, ;qué se tiene?, ;a donde se quiere
llegar?” (Schoenfeld, 1985, citado en Santos, 1992, p. 3).

La segunda etapa tiene que ver con la estrategia, donde se concibe de manera
general un plan para atacar el problema, pero atn no se entra en precisiones técnicas. Las
preguntas que se proponen para esta etapa tratan de traducir el problema a un lenguaje
conocido, es decir, se quiere que el ataque al problema se produzca en una zona conocida
por el que estd enfrentando el problema. Schoenfeld (1985) también contempla esta etapa
dentro de sus acciones de control, a la cual hace referencia como “hacer un disefio”, en la
que sugiere la consideracién de varias formas posibles de solucién antes de seleccionar una
especifica.

La tercera etapa corresponde a la tactica, en ella se ponen de manifiesto todos los
recursos con los que se cuente para poder poner en préctica la estrategia. El éxito de esta
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etapa depende en gran medida de si se fue capaz de establecer un plan eficaz, unido a los
conocimientos y al entrenamiento que se tenga, lo que es considerado por Schoenfeld (1985)
como otro de los factores que determinan el éxito en la resolucién de problemas, los
recursos, con los cuales refiere todas las nociones que se considere necesario saber para
enfrentarse a un determinado problema. Es en esta etapa donde se constata la pertinencia
del plan concebido para resolver el problema y entre las acciones de control que propone
Schoenfeld con tal fin refiere monitorear el proceso, decidir cuando abandonar un camino
no exitoso y tomar uno nuevo en el momento oportuno.

La cuarta etapa constituye una mirada hacia atrds (de igual forma sefialada como la
altima de las estrategias de control propuesta Schoenfeld, 1985, a la que llama “Revisar el
proceso de resolucion”). Su importancia es resaltada por Pélya (1989) con el fundamento de
que comprobar lo realizado permite la subsanacién de errores en el trabajo y también que
este andlisis puede conducir a la obtencién de nuevos resultados que pudieran generalizar
o consolidar tanto el camino como la solucién encontrada. También en ello se encuentra
coincidencia con Schoenfeld (1989) cuando plantea que los estudiantes deben reconocer que
“encontrar la solucién de un problema matematico no es el final de la empresa matematica,
sino el producto inicial para encontrar otras soluciones, extensiones, generalizaciones de ese
problema” (citado en Santos, 1992, p. 22).

A pesar de las concurrencias en muchas de las ideas enarboladas por estas
personalidades de la Matematica Educativa, algunas destacadas anteriormente, Barrantes
(2006) asegura que “el interés de Schoenfeld nace al averiguar que la gente que se dedicaba
a trabajar con personas que va a resolver problemas (en olimpiadas) no usaba las ideas de
Pélya, y, mas bien, decian que no funcionaba” (p. 1). Al respecto, producto de afios de
experimentacién desde fines de los 70”s y durante el primer lustro de los 80°s, Schoenfeld
(1985) concluye que:

Cuando se tiene o se quiere trabajar con resolucién de problemas como una estrategia
didactica hay que tener en cuenta situaciones més alld de las puras heuristicas, de lo
contrario no funciona, no tanto porque las heuristicas no sirvan, sino porque hay que
tomar en cuenta otros factores (citado en Barrantes, 2006, p. 2).

Son estos otros factores a considerar los que complementan el trabajo de Pélya,
algunos de los cuales se han venido aludiendo desde parrafos anteriores y a continuacién se
presentan de forma sintética:

1. Recursos cognitivos, con lo cual se refieren a los conocimientos matematicos
generales, como conceptos, resultados y algoritmos, (conocimientos previos).

2. Heuristicas, refiriendo a las estrategias y técnicas que conocemos y sepamos
aplicarlas para progresar en situaciones dificultosas.

3. Control y metacognicion, visto como la capacidad de utilizar lo que sabemos para
cumplir un determinado objetivo, es decir, aquello que permite un uso eficiente de
los recursos disponibles.

4. Creencias, con lo que se refiere a lo que se cree y lo que se opina sobre la resolucion
de problemas y sobre la matematica en general (Barrantes, 2006).

33



Los Problemas de Olimpiadas de Matemidticas. Un Recurso para Atender las Aptitudes
Sobresalientes

En la concepcion de Schoenfeld (1985) se subraya que el primer factor es
indiscutible, si a la hora de resolver un determinado problema el individuo no cuenta con
las herramientas necesarias para encontrar la solucién, entonces, no va a funcionar.
Considera absolutamente necesario apoyarse en algunas técnicas y estrategias que ayuden a
atacar el problema. En tal sentido, fundamenta ademas que cuando se tratan de tipologias
de problemas que poseen varios caminos a tomar con los cuales no se esta familiarizado, se
necesita mucho mds que conocimientos y estrategias, se ocupa algo que guie la utilizacion
de estos recursos, que indique en determinados momentos qué es lo mas aconsejable, o si
en un momento determinado se debe abandonar un camino o por el contrario insistir mas
en él y no abandonarlo por muy ilégico que parezca, a esto es lo que Schoenfeld se refiere
como control. Dada su importancia, propone algunas actividades que pueden desarrollar las
habilidades para el control de las personas que aprenden a resolver problemas:

e Tomar videos durante las actividades de resolucién de problemas. El video luego se
pasa a los estudiantes para que vean qué es lo que han hecho, porque, en general,
resuelven un problema y, al final, se les olvida qué fue lo que hicieron.

e El docente debe tomar las equivocaciones como modelo; es decir, poner un problema
en la pizarra, tratar de resolverlo (aun cuando sepa la solucién), escoger una estrategia
que sabe que no va a llevar a un término y ver en qué momento se decide que esa no
lleva a ninguna parte y se opta por otra. El profesor resuelve problemas como modelo,
y, posteriormente, debe discutir las soluciones con todo el grupo para que cada uno
aporte ideas.

e Es muy importante cerciorarse si los estudiantes entienden el vocabulario utilizado en
la redaccién de un ejercicio o de un problema; se debe hacer preguntas orientadoras y
evaluar métodos sugeridos por los mismos estudiantes.

e También propone que se resuelvan problemas en pequefios grupos, en un ambiente
de trabajo colaborativo; esto para potenciar el desarrollo de habilidades relacionadas
con alguna materia, y, asi, que cada uno pueda aprender sobre la forma en que los
demas controlan su trabajo (citado en Barrantes, 2006, p. 4).

Finalmente, se considera conveniente también, dados los objetivos del docente
inmerso en el presente proyecto de desarrollo profesional, incorporar a la teoria hasta aqui
expuesta el “Decédlogo del Profesor de Mateméticas” enunciado por Pdlya (1962), también
conocido como “Los diez mandamientos” en Arguedas (2012), para quienes ensefian la
materia, en cuyo texto refiere:

1. Demuestre interés por su materia. Si el profesor se aburre, toda la clase se aburrira.

2. Domine su materia. Si un tema no le interesa personalmente, no lo ensefie, porque no
sera capaz de ensefiarlo adecuadamente. El interés es una condicién necesaria, pero
no suficiente. Cualesquiera que sean los métodos pedagégicos utilizados, no
conseguirds explicar algo claramente a tus estudiantes si antes no lo has
comprendido perfectamente. De ahi este segundo mandamiento. El interés es el
primero, porque, con algunos conocimientos junto con una falta de interés, se puede
uno convertir en un profesor excepcionalmente malo.

3. Sea instruido en las vias del conocimiento: el mejor medio para aprender algo es descubrirlo
por si mismo. Se puede obtener gran provecho de la lectura de un buen libro o de la
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audiciéon de una buena conferencia sobre la psicologia del acto de aprender. Pero
leer y escuchar no son absolutamente necesarios y en todo caso no son suficientes:
hay que conocer las vias del conocimiento, estar familiarizados con el proceso que
conduce de la experiencia al saber, gracias a la experiencia de vuestros propios
estudios y a la observacién de vuestros estudiantes (p. 4).

Este tercer “mandamiento” es corroborado por Schoenfeld con su propia vivencia en
el aprendizaje de las estrategias para resolver problemas cuando afirma “yo he asimilado
por accidente, en virtud de haber resuelto miles de problemas durante mi carrera (esto es,
yo he sido “entrenado” por la disciplina, recogiendo pedazos y piezas del pensamiento
matematico como fui desarrollando)” (Schoenfeld, 1987, citado en Santos, 1992, p. 18).

4. Trate de leer en el rostro de sus estudiantes, intente adivinar sus esperanzas y sus
dificultades; pongase en su lugar. Aunque uno se interese por el tema, lo conozca bien,
se comprendan los procesos de adquisicién de los conocimientos, se puede ser un
mal profesor. Es raro, pero muchos hemos conocido profesores que, siendo
perfectamente competentes, no eran capaces de establecer contacto con su clase. Ya
que la ensefanza del uno debe acompariarse por el aprendizaje del otro, tiene que
existir un contacto entre el profesor y el estudiante. La reacciéon del estudiante a tu
ensefianza depende de su pasado, de sus perspectivas y de sus intereses. Por lo
tanto, téngase en consideracién lo que saben y lo que no saben; lo que les gustaria
saber y lo que no les importa; lo que deben conocer y lo que no importa que no
sepan (Pdlya, 1962, citado por Arguedas, 2012, p. 4).

Los elementos en los que enfatiza Pdlya en este punto también son factores
considerados dentro de la visién de Schoenfeld para alcanzar el éxito, lo que saben y lo que
no saben forma parte de los recursos (conocimientos previos), y lo que les gustaria saber y
lo que no les importa; lo que deben conocer y lo que no importa que no sepan, se incluyen y
determinan en funcién de las creencias del alumno, del profesor y de la sociedad.

5. No les dé vinicamente “saber”, sino “saber hacer”, aptitudes intelectuales, el hibito de un
trabajo metodico. El conocimiento consiste, parte en “informacién” y parte en “saber
hacer”. El saber hacer es el talento, es la habilidad en hacer uso de la informaciéon
para un fin determinado; se puede describir como un conjunto de aptitudes
intelectuales; es la capacidad para trabajar metédicamente. En Matematicas, el
“saber hacer” se traduce en una aptitud para resolver problemas, construir
demostraciones, examinar con espiritu critico soluciones y pruebas. Por eso, en
Matematicas, la manera como se ensefia es tan importante como lo que se ensefa.

6. Ensenarles a conjeturar. Primero imaginar, después probar. Asi es como precede el
descubrimiento, en la mayor parte de los casos. El profesor de Matemaéticas tiene
excelentes ocasiones para mostrar el papel de la conjetura en el campo del
descubrimiento y hacer asi que los estudiantes adquieran una actitud intelectual
fundamental. La conjetura razonable debe estar fundada en la utilizacién juiciosa de
la evidencia inductiva y de la analogia, y encierra todos los conocimientos
plausibles que pueden intervenir en el método cientifico (Pélya, 1962, citado por
Arguedas, 2012, p. 4).

La trascendencia de estas ideas se deja ver en (NRC, 1989) cuando plantea que “Las
matemadticas revelan patrones escondidos que ayudan a comprender el mundo que nos
rodea... El proceso de “hacer” matematicas es mas que célculos y deducciones; involucra la
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observacién de patrones, la prueba de conjeturas, la estimacion de resultados” (citado en
Schoenfeld, 1992, p. 343).

7. Enseriarles a demostrar. “Las matematicas son una buena escuela de razonamiento
demostrativo”. De hecho, la verdad va mas alla: las matematicas pueden extenderse
al razonamiento demostrativo, que se infiltra en todas las ciencias desde que
alcanzan un nivel matematico y l6gico suficientemente abstracto y definido (Pdlya,
1962, citado por Arguedas, 2012, p. 5).

Esta habilidad puede verse favorecida a partir del trabajo colaborativo, el analisis y
las discusiones en plenaria que propone Schoenfeld como actividades para desarrollar el
control en los resolutores de problemas al tener que “convencer” a sus interlocutores de que
algtin camino o estrategia es acertado.

8. En el problema que estés tratando, distinguir lo que puede servir mds tarde para resolver
otros problemas, intentad revelar el modelo general que subyace en el fondo de la situacion
concreta que se afronte. Cuando presentéis la solucién de un problema, subrayar sus
rasgos instructivos. Una particularidad de un problema es instructiva si merece ser
imitada. Un aspecto bien sefialado, en un problema, y vuestra solucién puede

transformarse en un modelo de resolucién, en un esquema tal que, imitdndole, el
estudiante pueda resolver otros problemas (Pélya, 1962, citado por Arguedas, 2012,

p- 5).

En ello se enfatiza en la etapa que Pdlya refiere como “visién retrospectiva” y se
manifiestan ideas afines en Schoenfeld (1978), por ejemplo, cuando propone entre las
heuristicas para la exploracién del problema la consideracién de problemas equivalentes y
el cambio de condiciones por otras equivalentes.

9. No revele de pronto toda la solucién; deje que los estudiantes hagan suposiciones, déjeles
descubrir por si mismos siempre que sea posible. He aqui una pequefia astucia fécil de
aprender: cuando se empieza a discutir la solucién de un problema, deje que los
estudiantes adivinen su soluciéon. Quien tiene una idea o la ha formulado, se ha
comprometido: debe seguir el desarrollo de la solucién para ver si lo que ha

conjeturado es exacto o no, con lo que no puede despistarse. Voltaire decia: “El
secreto para ser aburrido es decirlo todo” (Pélya, 1962, citado por Arguedas, 2012,

p-5).

La metodologia inherente a la teoria establece que el profesor sea el guia en la
conduccion del proceso a partir de cuestionamientos y preguntas inteligentes que
introduzcan el rumbo y hagan emerger las buenas ideas, pero que, en todo momento, deje
al alumno asumir la parte de responsabilidad que le corresponde.

10. No inculque por la fuerza, sugiera. Se trata de dejar a los estudiantes tanta libertad e
iniciativa como sea posible, teniendo en cuenta las condiciones existentes de la
ensefianza. Dejen que los estudiantes hagan preguntas; o bien planten cuestiones
que ellos mismos sean capaces de formular. Dejen que los estudiantes den
respuestas; o bien den respuestas que ellos mismos sean capaces de ofrecer (Pélya,

1962, citado en Arguedas, 2012, p. 5).

Este tltimo mandamiento esta estrechamente relacionado con las “cuatro libertades

en clase”, cuya autoria segtin Gonzélez-Senovilla (2014) le es atribuida a Poélya, también
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considerado “Padre de la heuristica moderna”, las cuales pueden ser un factor importante
para crear un buen clima en el aula. Estas libertades son:

1. La libertad de cometer errores. Todos cometemos errores, por ello es importante
animar a los alumnos, que participen y tengan confianza. Llegard un momento en
que sean capaces de resolver problemas a la primera.

2. La libertad de hacer preguntas. Las preguntas de los alumnos nos ayudan a determinar
doénde estan y a evaluar nuestra propia capacidad docente.

3. La libertad de pensar por uno mismo. Tienen que buscar sus propias soluciones, hay
que dar a los alumnos la satisfaccién de llegar a la meta: la solucion.

4. La libertad de elegir su propio método de resolucion. Cada nifo tiene una forma diferente
de pensar, y por tanto diferentes caminos para llegar a la solucién (Pélya, s. f.,
citado en Gonzalez-Senovilla, 2014, p. 18).

En general, la teoria de la RP desde la mirada de estos dos iconos de la didactica de
las matematicas nos presenta un guia para abordar el proceso de resoluciéon de un
problema, una metodologia que es valida mas all4d del mundo de las matematicas pues se
puede utilizar en cualquier disciplina. La metodologia puede resumirse de la siguiente
forma:

Resolucién de problemas
MODELO DE POLYA

-

Fiqura 5. Modelo de Pélya de Resolucion de Problemas (Modificado de version en Internet3).

2.3 Competiciones Matematicas en México para Alumnos de la
Educacion Secundaria

Se tiene conocimiento de que desde el siglo XVI se desarrollaron competiciones
matematicas en Italia relacionadas con la resolucion de ecuaciones ctibicas. Sin embargo, no
fue hasta 1934, en la extinta Unién de Reptblicas Socialistas Soviéticas (URSS), que se
celebr6 la primera Olimpiada de Matematicas (Nieto, 2005).

3 https:/ / matematicasiesoja.wordpress.com/resolucion-de-problemas/
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Por aquel entonces, Delone, uno de los principales artifices de la organizacion de las
primeras ediciones de la olimpiada, expres6 en una conferencia el espiritu que hasta hoy
perdura en la preparaciéon de los alumnos que participan en las olimpiadas y que tomamos
como referente para el desarrollo de nuestro proyecto “Un alumno no es un recipiente que

hay que llenar de conocimientos, sino una antorcha que hay que encender” (Nieto, 2005, p.
41).

Por ello, compartimos la concepciéon de De Losada (2001) cuando afirma que las
olimpiadas proporcionan al maestro vastos materiales y otros recursos que pueden ser
usados en sus clases o en actividades de enriquecimiento, direccion de clubes de
matemadticas, y muchos mas.

Segin Curra (2015) “las olimpiadas internacionales son concursos entre jévenes
estudiantes, cuyo objetivo primordial es estimular el estudio de la Matemética y el
desarrollo de jévenes talentos en esta ciencia” (p. 3). A decir de este autor, los objetivos
perseguidos por una Olimpiada de Matematica son los siguientes:

Despertar el interés y desarrollar una actitud positiva por el estudio de esta ciencia.
Contribuir a la ampliacién y profundizacién de los conocimientos.

Estimular la creatividad, la capacidad de decisién, el pensamiento divergente y la
habilidad para enfrentarse a nuevas situaciones y resolver problemas imprevistos.

Propiciar la participacién de alumnos y profesores en actividades matematicas
complementarias al trabajo en el aula.

Ayudar a mejorar la practica docente, apoyando la renovacién y la innovacion en la

forma de hacer matematicas.

Favorecer en la sociedad, en general, una reflexién que posibilite el aprecio que la
Matematica, sin duda, merecen como instrumento de comprensién del mundo actual (p.
3).

El acercamiento al contexto mexicano con relacién a las competiciones matematicas
en las que tienen participacion los estudiantes de la Educacion Basica deja ver que en las
altimas dos décadas han ido creciendo la cantidad de certdimenes convocados anualmente
por distintas organizaciones con la anuencia de la SEP. A continuacién, se relacionan y
describen cronolégicamente algunas de las competiciones con mayor poder de convocatoria
a nivel de pais.

Seguin la pagina oficial en internet de la Olimpiada Mexicana de Matematicas
(OMM)4, éste es un programa de la Sociedad Matematica Mexicana (SMM), cuya parte
central, desde que viera la luz por vez primera en México en 1987, ha sido la realizaciéon del
Concurso Nacional para estudiantes preuniversitarios. Este concurso es el méds importante

4 http:/ /www.ommenlinea.org/
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en México a nivel bachillerato, asi como la Olimpiada Internacional de Matematicas lo es a
nivel mundial.

Su objetivo principal segun se refiere en el apartado “;Qué es la OMM?” de la
propia pagina web es “promover el estudio de las matematicas en forma creativa,
alejandose del estudio tradicional que promueve la memorizacién y mecanizaciéon, y
buscando desarrollar el razonamiento y la imaginacién de los jévenes” (p. 1).

En la convocatoria para la 33* OMM (2019) se hace explicito que “los problemas sélo
suponen conocimientos del nivel del tercer afio de secundaria, pero requieren de
creatividad, intuicion y dedicacién” (p. 1).

Anualmente, el programa basico de la OMM se desarrolla desde la base, con
autonomia para que cada entidad federativa organice su proceso estatal: (Olimpiada Zonal-
Regional-Estatal), filtros que le permiten definir el selectivo que asiste a la instancia
Nacional. Los 16 alumnos con mejor desempefio conforman la preselecciéon nacional que
recibe un entrenamiento especial durante varios meses para conformar las delegaciones que
representan a México en la olimpiada Internacional, Iberoamericana, Centroamérica y el
Caribe y de la Cuenca del Pacifico.

De la misma forma, a partir de 1996 se efecttia la Competencia de Primavera de
Matematicas convocado por la Academia Mexicana de Ciencias (AMC) y el Consejo
Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT), en la que participan estudiantes de
secundaria divididos en dos niveles: menores de 13 afios y menores de 15 afios, los cuales,
segiin su desempefio, pueden transitar por 3 etapas, donde en las dos primeras, por lo
general, enfrentan problemas de opcién mdaltiple. El propésito de esta competicién es
fomentar el interés por las matematicas entre los jévenes participantes (AMC, 2017).

También en la propia péagina oficial de la OMM, ya citada anteriormente, se puede
leer que a partir del afio 2000 se ha venido aplicado en México el Canguro Matematico
luego de que fuera formalmente invitado por la Asociacion Canguro Matematico en su
reunion de 1999. La competicion tiene el propodsito de dar a conocer el tipo de matematicas
que fomentan la imaginacién y el ingenio de los alumnos, y que los alumnos que lo
presenten conozcan y puedan desarrollar mas su propio talento.

Es importante sefialar que los examenes del Canguro Matematico constan de
preguntas de opcion mdltiple, con nivel creciente de dificultad, poco tiempo para resolverlo
y no se califica el razonamiento empleado para llegar a la respuesta. Los niveles que se
aplican en México son:

e Escolar. Para alumnos de 10 a 12 afios (fin de la primaria). El examen consta de 12
preguntas a resolver en 1 hora.

e Benjamin. Para alumnos de 12 a 14 afios (1° y 2° de secundaria). El examen consta de
12 preguntas, a resolver en una hora.
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e Cadete. Para alumnos de 14 a 17 afios. Este podra decirse que es el nivel precursor de
la Olimpiada, puesto que corresponde a alumnos desde 3° de secundaria hasta 2° de
preparatoria. Para este nivel se manejan dos versiones: Una con 12 preguntas para
resolver en una hora, y otra con 30 preguntas (llamado examen eliminatorio) para
resolver en tres horas.

e Estudiante. Para alumnos a partir de los 17 afios (de 3° de preparatoria a primeros
afios de nivel profesional). El examen consta de 12 preguntas, a resolver en una
hora.

Otra de las competiciones matemaéticas que ya cuenta con afios de historia es la
Olimpiada Nacional de Mateméaticas para Alumnos de Primaria y de Secundaria
(ONMAPS), (OEMAPS) a nivel estatal, convocada también anualmente a partir del 2001 por
la Asociacion Nacional de Profesores de Matematicas (ANPM) en todos los estados del pais
con el propésito manifiesto de “fomentar el desarrollo de talentos con habilidades y
competencias matematicas” (Secretaria de Educacion Publica de Zacatecas (SEP-Zacatecas)
y ANPM-Zacatecas, 2019, p. 1).

Cada estado de la reptblica lleva a cabo, en forma auténoma, su concurso que de
igual forma transita por seis etapas, siendo éstas: la etapa Escolar, la etapa Zonal, la etapa
Regional, la etapa Estatal, la etapa Preselectiva y la etapa Selectiva para la participacién en
la competiciéon nacional. En estas Olimpiadas pueden participar estudiantes mexicanos
inscritos en escuelas oficiales o particulares desde cuarto de primaria hasta tercero de
secundaria. Los estudiantes son agrupados en categorias (difieren en los diferentes estados)
para su participacion en correspondencia con el nivel educativo que cursan (desde el 4to de
primaria hasta el 3ero de secundaria) y el selectivo final se constituye como méximo de dos
estudiantes por categoria.

Las convocatorias para la competicién en general refieren que el contenido de los
temarios de las OEMAPS no va més alla del que proponen los programas de estudio para
cada nivel educativo. Por ejemplo, segin la Secretaria de Educacién Pablica de Nayarit
(SEPN, 2018), “los contenidos académicos del concurso para cada categoria serdn los
correspondientes a los programas de estudio oficiales vigentes” (p. 2). Lo anterior también
lo ratifica el Instituto de Educacion de Aguascalientes (IEA, 2018) en su convocatoria:

Cada una de las preguntas sera elaborada tomando en cuenta los contenidos y
aprendizajes esperados del programa de matematicas aprobados por la SEP. Las
preguntas tomaran en cuenta la habilidad que se requiere para resolver la situaciéon
presentada, apoydndose en sus propios recursos. En los exdmenes de preseleccion
estatal y seleccion estatal se tomard muy en cuenta el proceso para la resolucién del
problema (p. 1).

De manera similar y con alcance nacional, el Centro de Alto Rendimiento en
Matematicas (CARMA) ha convocado cada afio a partir del 2011 a la Olimpiada de Otofio
de Matematicas. En esta competicion puede participar cualquier alumno inscrito en alguna
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institucién educativa mexicana, determindndose seis categorias en las que incluyen a los
alumnos de acuerdo con su nivel educativo desde el 3ero de primaria hasta la licenciatura.

Para contestar el examen en cualquiera de las categorias no se permite el uso de
calculadoras o formularios y se fija un tiempo méaximo de tres horas para responder
alrededor de veinte preguntas de tipo abiertas y cerradas. La premiacién considera la
siguiente jerarquia: (1) Primer Lugar, (2) Mencién Honorifica, (3) Gran Pez; e incluye un
premio monetario que en el caso de los concursantes de la Educacién Secundaria va desde
$600 hasta $2000 para el Primer Lugar.

Por ultimo, de mas reciente creacion, especificamente a partir del afio 2017, la SMM
organiza la Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Basica (OMMEB), en los
niveles de Primaria y Secundaria. Entre sus objetivos, plasmados en la convocatoria
OMMEB (2020) y disponible en la web de la OMM, se relacionan los siguientes:

e Crear una atmésfera académica para motivar a los maestros y estudiantes para
mejorar la ensefianza y aprendizaje de las matematicas con énfasis en el desarrollo
de habilidades cognitivas, de pensamiento critico y analitico.

e Establecer cooperacién a través de redes para el desarrollo de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas con organizaciones educativas en los distintos
estados y a nivel nacional.

e Ofrecer a los estudiantes participantes de los distintos estados oportunidades de
intercambio cultural, académico y de conocimientos matematicos.

e Mejorar la curricula en matematicas de la educacién basica para estar a la par de los
estdndares internacionales (p. 2).

La competicién se organiza tradicionalmente en tres niveles de acuerdo con el nivel
educativo de los educandos. En el Nivel 1 participan los alumnos de 4to y 5to de primaria,
en el Nivel 2 los estudiantes de 6to de primaria y primero de secundaria y, en el Nivel 3 los
convocados son los estudiantes de 2do de secundaria. Estos alumnos enfrentan dos tipos de
examenes: individual y por equipos, enfrentando en cada caso un nimero considerable de
problemas, en los primeros de acuerdo con el nivel educativo, y en ambos en un tiempo
limitado (Web OMM).

Los contenidos que se abarcan en la OMMEB, segiin su convocatoria 2020,
corresponden por lo general a temas de matemaéticas basicas, agrupados en cuatro éreas:
Combinatoria, Geometria, Teoria de Numeros y Algebra (Web OMM).

Esta competicion es la fuente por excelencia para la conformacién de la seleccion
mexicana que participa cada afio en la principal olimpiada internacional para alumnos de
primaria y secundaria, la International Mathematics Competition (IMC), evento por
invitacion en el que se compite a nivel individual y por equipos, mediante preguntas de
s6lo respuesta y de argumentaciéon (Web OMM).

Los concursos matematicos referenciados en este apartado constituyen ejemplos
significativos por su capacidad de convocatoria y nivel de organizaciéon de las olimpiadas
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matematicas en cuyo proceso anualmente se involucran miles de estudiantes mexicanos de
la Educacién Basica junto sus entrenadores. Una visién de su crecimiento cuantitativo en el
decursar del tiempo a partir de su primera edicién, asi como de las instituciones
protagonistas en su promocion se muestran en la siguiente figura:
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Figura 6. Principales concursos matemdticos en México para alumnos de la Ensefianza Secundaria.

2.4 Integracion tedrica

En general, las posturas teéricas descritas en estos tres apartados forman un
constructo que nos permite sustentar la idea de investigaciéon. La base la constituye la
explicacion del MDDT de Gagné sobre el desarrollo del talento y la distinciéon de

componentes causales que se hace en el mismo.

Desde esta perspectiva, la configuracion ideal toma como punto de partida a
aquellos adolescentes de aulas regulares con capacidades naturales mentales superiores a la
del resto de sus compafieros en el campo intelectual (ej. : inteligencia general, razonamiento
fluido para inducir y deducir, matematico, espacial y memoria declarativa) y/o creativo (ej.:
ingenio en la resolucién de problemas, imaginacion y originalidad). El modelo reconoce el
importante papel del profesor (catalizador ambiental) como una persona de influencia
significativa sobre los catalizadores intrapersonales del talento en formacién (manejo de sus
objetivos) y sobre el proceso de desarrollo. En tal sentido, nuestro Proyecto apuesta por el
desarrollo profesional del profesor en aras de su capacitacion para proveer un enriquecimiento
efectivo. El talento matemitico en el modelo se incluye dentro de los talentos en el campo
académico y los principios didacticos matematicos asumidos (RP) nos permite interpretarlo
atendiendo al desempefio practico como especialistas en la resolucion de problemas. Por tanto,
las actividades de aprendizaje y prictica, columna vertebral del proceso de desarrollo, deben
orientarse hacia la promocién de este logro. Con este fin, el contenido recomendado por la
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investigacion educativa en nuestros antecedentes y la SEP apunta a la utilizaciéon de retos
matemiticos. Consideramos que por su naturaleza el contexto de las olimpiadas matemaéticas
es una valiosa fuente de recursos (material, practicas de ensefianza) que pueden ser
también dtiles en el contexto institucional escolar, incluida el aula regular. La integracion
tedrica descrita se presenta en la Figura 7.

AMBIENTALES
INDIVIDUOS  SERVICIOS

Enriquecimiento
INTRAPERSONALES

Manejo de los
objetivos

CATALIZADORES

PROCESO DE
DESARROLLO

Fiqura 7. Integracion teérica del Proyecto (adaptado de Gagné, s. f.).

43



CAPITULO 3. METODOLOGIA

3.1 Descripcion de la metodologia

Kaplan (1973, citado en Cohen, Manion & Morrison, 2007) sugiere que “el objetivo de la
metodologia es que nos ayude a entender, en los méas amplios términos, no los productos de
la investigacion cientifica, sino el proceso en si” (p. 47). En ese sentido, lo que se describe
seguidamente en este apartado, constituye la guia para alcanzar los objetivos planteados.

En este tenor, de acuerdo con el grado de profundidad con el que se abordan los
objetos de estudio se concibe una investigacion de corte descriptivo, el cual, segin
Hernandez, Fernandez & Baptista (2010), “busca especificar propiedades, caracteristicas y
rasgos importantes de cualquier fenémeno que se analice. Describe tendencias de un grupo
o poblacién” (p. 80). Se considera que el estudio que se configura estd a tono con esta
perspectiva debido a que se pretende describir enfoques del proceso de resolucién de
problemas que tipicamente se proponen en la preparaciéon de alumnos de nivel secundario
con vistas a su participacion en competiciones matematicas, asi como de las dindmicas que
caracterizan el proceso de su ensefianza.

Dado lo anterior, se trata de una investigacién cualitativa en el sentido de Kothari
(2004), quien plantea que este tipo de investigaciéon se ocupa de fenémenos cualitativos, es
decir, los fenémenos relacionados con la calidad o tipo, dentro de los cuales se encuentra la
indagacion sobre lo que piensa una persona de un tema en particular. En razén de que se
deberd interactuar con los sujetos y objetos que se estudian (entrenadores y problemas), se
considera pertinente este tipo de investigaciéon ya que las variables situadas bajo foco para
la comprension de los procesos replicables en los contextos institucionales escolares no son
susceptibles a la medicion y si a expresarse en términos de sus cualidades y tipologias.

Entendiendo el disefio de investigacion en la acepcién de Pérez Juste (1985), para
quien éste constituye la “planificacién de actividades que deben llevarse a cabo para
solucionar los problemas o contestar a las preguntas planteadas” (p. 71), el disefio que
estructura este proyecto se inici6 con la revision de literatura enfocada, principalmente, en
los dos temas subyacentes a nuestra idea primaria de investigacion: Los alumnos con
talento matematico y los problemas de competiciones matemadticas. La familiarizacién con
el panorama general de las olimpiadas mateméticas mexicanas y la disponibilidad de
acceso al campo en un momento dado, delimitaron los escenarios propicios para la
observacion.

3.2 Escenarios a observar

Los escenarios estudiados en pos del logro de los objetivos planteados y de encontrar
respuestas a la pregunta formulada en esta investigacion fueron los siguientes:
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La segunda edicion del Curso para Entrenadores de Olimpiadas de Matematicas
(CEOM), auspiciada por el Centro de Alto Rendimiento en Matematicas (CARMA). Para
esta segunda generacion, se inici6 el 1 de octubre 2019, en la modalidad “en linea” para los
93 matriculados incluyendo mexicanos y extranjeros.

La sede de CARMA se encuentra en el estado de San Luis Potosi desde que fuese
fundado el 1 de septiembre de 2011 por un equipo de trabajo compuesto por exolimpicos
con destacado palmarés tanto como competidores como en su desempefio como
entrenadores de alumnos para su participaciéon en las distintas competiciones de la
disciplina a nivel estatal, nacional e internacional. Su director, Lic. Eugenio Daniel Flores
Alatorre, es un experimentado y prestigioso entrenador conocido en el &mbito académico
como “ugesaurio”, actualmente delegado de la OMM en el referido estado y entrenador de
estudiantes mexicanos de nivel primaria para su participacion en la International
Mathematics Competition (IMC). En la pagina web> de CARMA puede verse toda la

informacion sobre esta organizacion.

El curso tiene un costo de $1999 y consta de 16 semanas formales mds una
introductoria. El trabajo desarrollado en este periodo gira en torno al propésito de proveer
a los entrenadores mdés noveles, participantes o familiares de herramientas para el
entrenamiento de estudiantes de la Educacién Basica en el proceso de las olimpiadas
matematicas. El acceso a la plataforma del curso puede hacerse a través de la pagina® que
nos lleva a la siguiente presentacion:

Cuwso-evv linece

OLIMPIADA DE
MATEMATICAS

Entrenadores - Participantes - Familiares

Nivel Intermedio: 16 semanas
+ Material de Trabajo + Clase en vivo +
+ Foro + Videos + Retroalimentacién +

+ Diploma de Participacién + Kit de regalo +

./L
\(o-w ld(‘&w: \

undostresporcarma.com

Figura 8. Presentacion del Curso para Entrenadores de Olimpiada de Matemdticas (CARMA, 2019).

La abundancia de material, la autorizacién de uso ratificada por CARMA (2020) en
su actual video promocional de presentacion del curso cuando refiere: “el material esta listo
para descargar, si estds como entrenador, la intencién es que lo uses (...)” (min: 3); la
posibilidad de acceso en cualquier horario dado que es en linea, unido a que dicho material

5 http:/ /undostresporcarma.com/

¢ https:/ /cursos.carmaenlinea.com/
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es fruto de la experiencia acumulada en afios por un equipo de exolimpicos que ha logrado
mantener a San Luis Potosi entre los diez primeros puestos de la tabla en las competiciones
nacionales del dltimo decenio, justifica nuestra decisién de seleccionar este material para el
analisis del contenido especifico.

El otro escenario observado fue el entrenamiento a los estudiantes del preselectivo
zacatecano de los niveles primaria y secundaria para el proceso de las Olimpiadas
Nacionales Matematicas (ONM) de 2020. El calendario de los entrenamientos marcaba su
desarrollo entre el 10 de enero y el 10 de abril, con entrenamientos los viernes y sadbados de
cada semana y cerrando con una semana completa de intensivo, pero los tiempos en que se
tuvo el acceso a la informacién y la posterior busqueda de contactos para la autorizaciéon de
entrada al campo, hizo que ésta no se produjera sino hasta la sexta semana, con fecha 14 de
febrero.

Esta actividad es organizada y rectorada por la ANPM-Zacatecas y llevada a la
préactica por un equipo estable de entrenadores, algunos de ellos ya con afios de experiencia
y resultados en estas funciones, y otros noveles exolimpicos con resultados cercanos en el
tiempo como competidores.

Los logros alcanzados en los tltimos afios han convertido a Zacatecas en un estado
de referencia nacional en cuanto a olimpiadas matematicas para alumnos de primaria y
secundaria se refiere, ubicindose entre los 5 primeros puestos a nivel de pais, razén que
justifica nuestra eleccién como escenario propicio para la realizaciéon de observaciones al
sistema que en general organizan para potenciar los entrenamientos. De manera particular,
el interés se centra en las dindmicas que promueve el entrenador en las sesiones de
entrenamiento, lo que nos dara una vision de este contexto de enserianza.

3.3 Tipo de investigacion

Considerando la clasificacién dada por Arias (2012) atendiendo a la naturaleza del disefio,
este proyecto constituye una investigacion de campo a nivel descriptivo, ya que no se
manipulan o controlan variables y condiciones incidentes en el desarrollo del CEOM, ni en
el accionar de los entrenadores que conciben y conducen las sesiones de entrenamientos del
preselectivo zacatecano. En esta perspectiva tedrica, atendiendo a su procedencia, los datos
se clasifican en primarios, cuando son obtenidos originalmente por el investigador, o
secundarios, cuando son tomados de otras investigaciones.

Dados los escenarios que se estudian, se consideran varias fuentes de informacién
para la toma de datos, teniendo presencia tanto fuentes vivas, como documentales. Las
primeras estan representadas por los entrenadores de olimpiadas matematicas, quienes
suministran datos primarios a partir de su observacion y de ser encuestados. Las fuentes
documentales aportan los datos secundarios y estan dadas por los audiovisuales puestos a
disposicién como material del Curso, consistentes en videos (online/ offline, disponibles en
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YouTube) que se acercan a un tema, una idea o estrategia en particular y, las fuentes
electrénicas, categoria en la que se ubican los documentos digitalizados obtenidos desde la
pagina web del propio CEOM o via correo electrénico.

3.4 Métodos y técnicas

Kothari (2004) nos dice que en la investigaciéon de campo se utiliza como método principal
la observacion, pudiendo ser la misma complementada con la utilizacién de cuestionarios
tanto por correo como y/o de opinién.

Segin Hernandez et al. (2010) “la observacién consiste en el registro sistematico,
valido y confiable de comportamientos y situaciones observables” (p. 260). En la propia
obra de estos autores se ejemplifica su utilidad en muy diversas circunstancias.

Cuando ésta se realiza, como es nuestro caso, en los lugares donde ocurren los
hechos o fenémenos investigados, se denomina observacion de campo y constituye un recurso
principal para la observacion descriptiva (Fuentes, 2011).

En el desarrollo de la observacién de campo es de suma importancia llevar registros
y elaborar anotaciones. A decir de Hernandez et al. (2010), estas anotaciones pueden ser de
diferentes clases:

1. Anotaciones de la observacion directa. Descripciones de lo que estamos viendo,
escuchando, olfateando y palpando del contexto y de los casos o participantes
observados. Regularmente van ordenadas de manera cronoldgica. Nos permitiran
contar con una narracién de los hechos ocurridos (qué, quién, cémo, cuando y
doénde).

2. Anotaciones interpretativas. Comentarios sobre los hechos, es decir, nuestras
interpretaciones de lo que estamos percibiendo (sobre significados, emociones,

reacciones, interacciones de los participantes).
3. Anotaciones temdticas. 1deas, hipotesis, preguntas de investigacion, especulaciones

vinculadas con la teoria, conclusiones preliminares y descubrimientos que, a
nuestro juicio, vayan arrojando las observaciones.

4. Anotaciones personales (del aprendizaje, los sentimientos, las sensaciones del propio
observador o investigador).

5. Anotaciones de la reactividad de los participantes (cambios inducidos por el
investigador), problemas en el campo y situaciones inesperadas. (pp. 377-378).

Considerando las diferencias en los escenarios donde se implementé la observacion
en el proyecto, se clasifica el papel que desempefia el observador en el sentido de
Hernandez et al., 2010, p. 417; es decir, “no participacion, cuando se observan videos”,
actividad fundamental en el escenario del CEOM; y “participacion pasiva, se estd presente
pero no se interactda”, tal y como sucede en el marco de la preparacién del preselectivo
zacatecano. En este marco, atendiendo ademas al tipo de datos cuya generacion se
privilegia intencionalmente con cada una en correspondencia con los objetivos definidos, se
realizan anotaciones de campo de diferentes clases en cada uno de los foros observados.
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3.4.1 Técnicas para la observacién del contenido en el CEOM

El enfoque tedrico asumido para la RP deja ver que para convertirse en un buen resolutor
de problemas la clave estd en resolver muchos problemas, por lo que entendemos que un
Proyecto de Desarrollo Profesional que se oriente hacia tal fin debe contemplar el analisis
de problemas y soluciones.

El CEOM, en general nos permite describir los saberes matematico-didacticos que
desde éste se promueven a través de la definiciéon de los contenidos de interés dentro del
contexto de las olimpiadas de nivel basico, expresados a través de: tipologias de problemas,
recursos que demandan su resolucién, la ejemplificacion de técnicas y estrategias
heuristicas como herramientas resolutivas. Para la toma de datos se realizaron anotaciones
temdticas a modo de monografias de la realidad observada a partir de las cuales se
recogieron, transcribieron y organizaron las principales ideas vinculadas con la teoria,
mismas que se encuentran dispersas en las fuentes documentales disponibles, a pesar de su
asociacion tematica por semanas.

Considerando la extensién de las fuentes documentales (documentos electrénicos y
videos), a pesar de la autorizacién de uso dada por CARMA, los documentos electrénicos
no se reproducen es su totalidad. En este sentido, se deja ver integramente a modo de
ejemplo (Anexo 1) el correspondiente a la Sesion 2, titulado: Sucesiones, Sumas,
Progresiones. Otra limitacién importante del proyecto aflora toda vez que el CEOM no
tiene acceso libre (es pago), por lo que, por ética, no se precisan en las referencias las
direcciones electrénicas ni los nombres reales de ninguno de los videos de su programa, los
cuales quedan expuestos en el canal de “Uge Saurio” en YouTube, pero con acceso
restringido ya que se encuentra como “no listado” en su configuracién de privacidad.

No obstante, a pesar de las limitaciones anteriores, para ubicar en las fuentes
documentales observadas los objetos pragmaticos que se analizan bajo la categorizaciéon
original de los autores y las principales ideas teéricas que sobre éstos se exponen, en la
transcripcion que se realiza a manera de cita o parafrasis se utiliza la siguiente leyenda para
la codificacion:

S- Semana A- Acertijo Ejem- Ejemplo
I- Introducciéon P- Problema R- Reto
J- Juego E- Ejercicio V- Video

Para referir determinada fuente acotamos primero la semana y luego indicamos el
elemento al que se hace referencia teniendo en cuenta en ambos casos su ntimero de orden.
Por ejemplo, para referirnos al problema 4 del tema Perimetro (contenido abordado la 5*
semana del curso), lo hacemos en la siguiente forma: SsP,, al reto 3 del propio tema SsR3 y
para aludir al video de la sesién en vivo del tema Criterios de Divisibilidad (contenido
abordado la 8% semana) escribimos SgV;. Es importante aclarar que, en el documento de
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Sucesiones, Sumas, Progresiones (Anexo 1), aparecen dos bloques de problemas, por lo que
para el primero utilizamos S, P;4; S2Pag; (-..), y para el segundo S, Pyp; SoPop; (.-.)-

Finalmente, con el ejercicio de anélisis-sintesis de las anotaciones tematicas
conformadas para cada tema, se rescatan algunos de los aspectos relevantes dentro de la
teoria de la resolucién de problemas (“Contenidos” en el MDDT). Estos aspectos se
presentan resumidos en la Tabla 2.

Tabla 2.

Sintesis de los aspectos relevantes observados.

Moédulo: Tema:
Objetivo(s):
Unidades de analisis Recursos Estrategias Habilidades Tips
Heuristicas:
Problemas andlogos | Conocimientos | Sugerencias o Lo que se Sugerencias
asociados por temas previos técnicas que promueve generales
o estrategias necesarios ayuda a los (ganancia)

resolutores de
problemas a
comprender o
resolver un
problema.

especificas.

3.4.2 Técnicas para la observacién de entrenamientos del preselectivo
zacatecano de primaria y secundaria para las ONM de 2020

En este escenario, la atencion se centra en el contexto de ensefianza o formato en el sentido del
MDDT, integrado al enfoque tedrico de la RP, siendo el foco prioritario la identificacién de
los estilos de ensefianza implementados por los entrenadores en la conduccién del proceso.
Los datos son vistos segtin Rodriguez, Gil y Garcia (2004) como elaboraciones del
investigador sobre la realidad estudiada en forma de cadenas verbales de naturaleza
descriptiva.

Es oportuno sefialar que las anotaciones interpretativas que componen estas cadenas
se apartan completamente del propodsito de evaluar el desempefio de los entrenadores
desde todo punto de vista, ya que, como se mencioné anteriormente, la base de este propio
equipo de preparadores ha conseguido llevar y mantener el talento zacatecano a planos
estelares en los certimenes nacionales para estos niveles educativos en los tltimos afios, lo
constituyé motivo para su eleccion como contexto a observar. Por ello, las anotaciones en
general se encaminan hacia el registro de acciones y la forma en que éstas se manifiestan,
con el objetivo de promover una visién més integradora acerca de las funcionales dindmicas
que caracterizan dicho contexto de ensefianza y que, convenientemente adaptadas,
pudieran ser replicadas en el contexto escolar formal.
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Con esta finalidad se considera pertinente contar con una guia de referencia, como
sugieren Hernandez et al. (2010, p. 415), que facilite en la practica los procesos de orientar y
ordenar la elaboracién de los datos primarios, dada la extensiéon de cada jornada de
entrenamiento (3 a 4 horas) y la cantidad de sesiones observadas (que tienen lugar entre el
14 de febrero y el 10 de abril). Pensando en la intencién de fondo del proyecto (que tenga
aplicabilidad en la escuela), la guia de referencia que se toma en cuenta para el registro de
acciones dentro de la actividad central de aprendizaje y practica en este contexto de
aprendizaje (el entrenamiento) constituye una adecuacién de la realizada con elementos (lo
deseable) que propone el Instituto Nacional para la Evaluacién de la Educacién (INEE) por
miembros del Sindicato Nacional de Trabajadores de la Educacién (SNTE) para ejemplificar
las posibles propuestas para la evaluaciéon del desempefio docente. El formato original se
titula: “Guia para la Observacion de Practicas Educativas”’ y, segtin consta en el propio
documento, no es oficial.

Cabe senalar que, en la version del formato guia para realizar las observaciones que
se presenta, 8 de las 14 acciones que se cuestionan directamente [e); f); g); h); i); j) m); n)]
aparecen reflejadas de forma mdas o menos literal en la metodologia que proponen los
autores clasicos de la teoria de RP, cuyos aspectos mdas importantes se recogen en el
epigrafe 2.2 de este Proyecto. En este sentido se aclara que atendiendo a lo recopilado en
nuestros antecedentes y a la vision tedrica de la RP asumida, en nuestro formato se
sustituyen e incorporan algunos términos como por ejemplo el de actividad por problema y
entrenamiento por clase.

El formato (Tabla 3) se compone de cuatro apartados no disjuntos, pero con focos
prioritarios distintos. En el primero de ellos se atinan datos que permiten la identificacion
en cuanto a personas, temas, al cuando y al dénde se realiza la observacién. Seguidamente
los cuestionamientos se centran en el entrenador, en las cualidades de su planeacién, con
énfasis en la forma en que trae preconcebido el aseguramiento del nivel de partida para el
entrenamiento. Para ello, teniendo en cuenta la peculiaridad del contexto (entrenamiento),
incluimos como referente sélo algunas de las acciones recomendadas desde la teoria de la
RP presentes en el formato original del SNTE y que comtinmente ejecutan los docentes de
aulas regulares para tal fin, partiendo de la hipétesis de que pudieran manifestarse. En los
casos de que se evidencien acciones no previstas en nuestro formato, serian comentadas en
el cuarto apartado. En el acapite tres la directriz la constituye el registro del papel que
desempefia el entrenador al mediar la interacciéon de los alumnos con los contenidos,
especialmente, con el proceso de resolucién de los problemas. Para ello, al igual que en el
apartado anterior, los aspectos sefalados para el registro parten del principio de
interseccién entre la versién del formato original referido anteriormente y la visioén tedrica.
Finalmente, el cuarto apartado recoge observaciones generales de aspectos no

7 Disponible en: https:/ / materialeducativo.org/ guia-para-la-observacion-de-practicas-educativas/
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representados anteriormente en el formato y/o explicaciones méas detalladas de los que si se
refieren, asi como nuestras apreciaciones e inferencias.

Tabla 3.

Formato guia para la observacion de los entrenamientos.

GUIA PARA LA OBSERVACION DEL ENTRENAMIENTO

ENTRENAMIENTO
s FECHA: HORA:
SESION:
1 CARTEL DE LA LUGAR: CIUDAD:
CONVOCATORIA
ENTRENADOR(A): ALUMNOS:
MODULO: | TEMA:
EL entrenador St NO
a) ;Tiene una planeacién predeterminada para el entrenamiento? (P)
b) ;Cual es la estructura didactica del entrenamiento? (ED)
) ¢Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesion
de entrenamiento? (PA)
2 d) ¢;Utiliza estrategias motivacionales? ;Cual(es)? (EM)
e) ¢Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a
estudiar? (RR)
f) (Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de

aprendizaje? ;Cémo? (TC)

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

) ¢Explica en qué consisten los problemas? (Ex)
h) (Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias
inteligentes? (NA)
i) (Modela céomo se realizan los problemas? (M)
i) (Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus
3 explicaciones como modelo? (REM)
k) ¢Se utiliza algtn tipo de material didactico? ;Quién lo utiliza? (MD)
1) ;Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos? (EA)
m) (Gestiona la utilizaciéon de estrategias para la resoluciéon de los
problemas? ;Cuél(es)? (EH)
n) :Coémo? (CGE)
Observaciones generales
4

Las anotaciones interpretativas sobre el nivel de cumplimiento de estas acciones se
registran en cada apartado del formato para las sesiones observadas, informacién que se
anexa integramente a este documento (Anexos 2 - 11) pero sin plasmar los nombres de los
entrenadores encargados de conducir el desarrollo de la sesiéon. En este sentido, para
evidenciar las participaciones de distintos entrenadores se identifican con nameros (1-6).

51



Los Problemas de Olimpiadas de Matemidticas. Un Recurso para Atender las Aptitudes
Sobresalientes

Para facilitar el andlisis, en las anotaciones interpretativas relacionadas con cada
accion cuestionada primero se identifica el cuestionamiento y seguidamente se determinan
categorias con base en las regularidades detectadas. Para ejemplificar dichas categorias se
toman las anotaciones de una sesion representativa precisando la semana de entrenamiento
y la sesién a la que pertenece. Por ejemplo, para indicar que la anotacién corresponde a la
primera sesion del sexto entrenamiento, se identifica como E¢S;.

3.4.3 Cuestionario

Como se refirié anteriormente, otro instrumento ttil en la investigaciéon de campo es el
cuestionario, el cual “tal vez sea el instrumento més utilizado para recolectar los datos,
consiste en un conjunto de preguntas respecto de una o mas variables a medir” (Herndndez
et al., 2010, p. 217).

Murioz (2003) lo describe como “un instrumento muy ttil para la recogida de datos,
especialmente de aquellos dificilmente accesibles por la distancia o dispersién de los sujetos
a los que interesa considerar, o por la dificultad para reunirlos” (p. 2).

En el caso de este proyecto, el conjunto de preguntas se dirige al director y
entrenador principal de CARMA cuya sede, como se refiri6 anteriormente, se encuentra
ubicada en el estado de San Luis Potosi y quien también ocupa la responsabilidad de
delegado de la OMM en dicha entidad federativa. Su propésito general de aplicacién es el
de complementar la informacién recopilada desde los campos observados, a la vez que
permite la triangulacién entre métodos en el sentido de Cohen et al. (2007), es decir,
comprobando la validez de los datos obtenidos a partir de la nocién de convergencia entre
las medidas independientes de un mismo objetivo.

El cuestionario que se propone se compone de cuatro apartados que se articulan
como relacion légica en torno a 12 preguntas abiertas. El primero se centra en recoger los
datos generales del entrenador encuestado. El segundo apartado estd compuesto por las
preguntas de la 1 a la 4 y persigue el propodsito de conocer las formas y criterios para la
organizacién y planificacion de los aprendizajes de los olimpicos. Con la tercera parte del
cuestionario, constituida por las interrogantes de la 5 a la 8, se busca indagar en la dinamica
de los entrenamientos y sobre todo en las estrategias didacticas que implementan los
entrenadores para promover el logro de los objetivos. Finalmente, las preguntas de la 9 a la
12 conforman el cuarto apartado, cuyo objetivo central es determinar qué concepciones son
predominantes en el entrenador de olimpiadas de matematicas acerca del desarrollo del
talento matematico.

El instrumento descrito se presenta integramente a continuacién:
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Estimado(a) Entrenador(a):

Frente a usted tiene un cuestionario que creemos le tomard unos 30-40
minutos responder. Las respuestas que nos proporcione seran
confidenciales y tendran como unica finalidad aportar datos para la
investigacion que estoy realizando como parte de mis estudios de

nidad Académica de posgrado en torno a los alumnos con talento matematico y las
e Olimpiadas Mexicanas Matematicas para la Educacion bésica.

Se le aclara que no hay respuestas consideradas correctas o incorrectas y se le solicita que
responda ampliamente.

Atentamente,

Lic. Rogelio Placido Mier Macias.

CUESTIONARIO PARA LOS ENTRENADORES DE OLIMPIADAS MATEMATICAS

Estado Municipio:

Formacion Académica:

Experiencia como competidor(a): (afos).

Experiencia como entrenador(a): (afios).

1-

(Qué temas matemadticos (a nivel general) considera indispensables dentro de los
entrenamientos a participantes en Olimpiadas Matematicas de la Educacién
Secundaria? Escribalos en el orden en que los abordaria y exponga algunas ideas
acerca del por qué el orden que propone.

¢Como estructura (si lo hace) la planeacion de la sesion de entrenamiento?

(Qué criterios toma en cuenta para la seleccion de los problemas que trabajara
durante la sesién de entrenamiento?

(Qué tipo de actividades recomendaria trabajar con los alumnos que se inician
(novatos) en el contexto de las Olimpiadas Matematicas dentro de la Educacién
Secundaria?

¢Cudl es la dinamica de trabajo que suele emplear en los entrenamientos? Si en ella
distingue momentos (inicio-desarrollo-cierre), realice una breve descripciéon de las
acciones que los caracterizan, si no, hagalo a nivel general.

¢Coémo motiva (acciones) al grupo de alumnos que participa en los entrenamientos?

¢(Como promover desde el entrenamiento el empleo de estrategias heuristicas clave,
“de uso recurrente”, en el proceso de solucién de tipologias de problemas
relacionados con temas matematicos especificos? (Sea para el disefio del plan para
atacar un problema, la ejecucién de éste o cualquier otra fase del proceso de solucion).
Ejemplifique con un caso.

¢Como evalta el desarrollo del aprendizaje de los alumnos que entrena?

Desde su perspectiva sobre el talento matematico, éste ;nace o se hace?
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10- ;Considera que este tipo de trabajo (RP de Olimpiadas) favorece el desarrollo del
talento matematico? ;Por qué?

11- ;Qué diferencias aprecia entre la ensefianza tradicional de matematicas y los
entrenamientos de olimpiada (contestar ya sea desde su experiencia como docente, o
bien, como estudiante)?

12- ;Ha trabajado/trabaja como docente en la ensefianza secundaria? ;Desde su
concepcién cree que sea conveniente trabajar algunos problemas de niveles
introductorios de olimpiadas en las clases de manera regular?

Gracias por su colaboracion.

En el anélisis de los datos recopilados con la aplicacién del instrumento se
consideran todas las aportaciones del entrenador, evaluando, en algunos casos, su
viabilidad para el contexto aulico de la secundaria mexicana de hoy. Ademds, como se

mencioné anteriormente, los datos se comparan de forma mds o menos explicita, con las
regularidades emanadas de las observaciones en el campo.

En sintesis, la metodologia implementada en esta investigaciéon puede resumirse en
la siguiente tabla:

Tabla 4.
Descripcion general de la Metodologia.

Naturaleza del Proyecto

Cualitativo Descriptivo

Tipo de Investigacion

Investigacion de Campo

Etapas del Proyecto

d b del CEOM Observacion de
del Arte (Contenido) Entrenamientos (Contexto)

Observacién de Campo

Analisis de Datos

Técnicas

Guias de Observacion Cuestionarios

Fuentes de Informacion

|¢

Documentos Electronicos y

X . Entrenadores
de Caracter Iconico
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En el siguiente apartado se presentan los datos obtenidos con la aplicaciéon de los
instrumentos y su correspondiente andlisis. Segin Herndndez et al. (2010) “el analisis
cualitativo implica organizar los datos recogidos, transcribirlos a texto cuando resulta
necesario y codificarlos” (p. 406).

Estos procedimientos, mencionados por Hernandez et al., tienen lugar en los
epigrafes y subepigrafes que se determinan en el presente capitulo atendiendo a los
escenarios que dan origen a los datos y una buena parte de ellos a la par de su obtencién.

4.1 Analisis del contenido en el CEOM de CARMA, 2019

El Curso para Entrenadores de Olimpiadas de Matematicas en su segunda edicién se inicié
en la fecha prevista (1 de octubre de 2019) bajo la conduccién del Lic. Eugenio Daniel Flores
Alatorre, director de CARMA.

La interaccion entre el experto entrenador y sus discipulos se dio de manera virtual
en el marco de 16 sesiones formales y 8 talleres, que tuvieron lugar a lo largo de 17 semanas
de trabajo que en total abarco el curso; promediando 150 min de clases en vivo por semana,
a través de la plataforma Zoom, con micréfonos, chats y cdmaras abiertas para todos los
participantes. Ademas, de manera permanente se cre6 un grupo en Facebook que, junto al
de Hangouts, actuaron como foro y permitieron compartir dudas, comentarios y en
correspondencia recibir retroalimentaciéon. Hay que sefialar que el acceso al material no
expira ya que queda expuesto permanentemente en la plataforma del curso con sus
correspondientes enlaces al canal de “Uge Saurio” en YouTube.

//_\«,‘ /
O
@ 4006501 parejas
odocs R
=~ ‘L frerade 7 A *
J nea) s;{/'
CARMA: Curso para S
Entrenadores
QEP0 DO ED
3 YouTube

‘ Uge Saurio
SUSCRITO a

Fiqura 9. Plataformas de interaccién para la segunda generacion del CEOM de CARMA 2019.
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Cabe resaltar que, segin se refiere en uno de los videos introductorios del Curso,
especificamente en (SyV;, min: 5) [también constatado en la experiencia propia], la forma de
trabajo implementada difiere de lo acostumbrado para los primeros acercamientos
introductorios a los entrenamientos, donde, habitualmente, se proponen listas de
problemas variados y sencillos, en ocasiones de opcién mdultiple, seleccionados de los
exdmenes de las etapas preliminares aplicados en cursos anteriores y, transcurrido cierto
tiempo, se analizan las soluciones tratando de resaltar algunas ideas que se repiten una y
otra vez. La dindmica del curso opta por el trabajo con problemas relacionados por
tematicas, mismos que giran alrededor de una idea, un concepto o una estrategia. Las
temaéticas cubiertas por el curso se organizan en cinco médulos como se muestra en la
siguiente imagen de la plataforma:

@ Carma En Linea b4 +
&« c @ cursos.carmaenlinea.com/curso/entrenadores

i Aplicaciones W7 Interactivate: Colori.. @ Estudiantes | Khan. @ Recursas | Khan Ac @ Clases | Khan Acade.., [ Tesis @ Apple @ Bing

A
e Carma
Sesiones 1. Médulo I: Légica y aritmética
Semana 01: Légica 1. Légica y acertijos

2. Sumas y progresiones

Semana 02: Sumas, sucesiones y progresiones )
3. Ecuaciones y tablas

Semana 03: Ecuaciones y tablas 2. Médulo II: Geometria
Semana 04: Angulos 1. Angulos
. 2. Perimetro
Semana 05: Perimetro .
3. Areas |
Semana 06: Areas | 4. Areas Il (Semejanza, Congruencia, Pitdgoras)
Semana 07: Areas Il 3. Modulo III: Teoria de Numeros

1. Primos, divisores y miultiplos

2. Criterios de divisibilidad
Semana 09: Primos, divisores y miiltiplos 3. Ciclos

Semana 08: Criterios de Divisibilidad

Semana 10: Ciclos y Residuos 4. Médulo IV: Combinatoria
1. Suma, resta, casos y listas

2. Permutacion y Combinacion
Semana 12: Permutacion y Combinacion 3. Seleccién

Semana 11: Suma, resta, listas y orden

Semana 13: Seleccion 5. Modulo V: Practica
1. Manipulacién algebraica

2. Extras, trucos y estrategias
Semana 15: Trucos, extras y estrategias 3. Problemas

Semana 14: Manipulacion Algebraica

Semana 16: Problemas -

Figura 10. Organizacion del CEOM de CARMA 2019, por semanas, temas y modulos.

Los documentos electrénicos se ofrecen organizados por temas. Contienen una
breve introduccién para cada uno que deja ver, implicita o explicitamente, el propésito de
su concepcion, asi como aspectos importantes de la teorfa inherente al tema. La parte
central de los documentos la constituyen vastas listas de problemas que, segtin se ratifica en
el actual video de presentacion del curso, CARMA (2020), “han sido extraidos,
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principalmente, de los temarios de olimpiadas estatales y nacionales, cubriendo todos los
temas para tener una buena participaciéon, al menos, en la primera de las instancias
mencionadas” (min: 2). Las listas de problemas incluyen diferentes categorias,
observandose en total 13 juegos, 23 acertijos, 278 problemas, 19 ejercicios, 10 ejemplos y 99
retos, estos dltimos entendidos como problemas en su mayoria de olimpiadas nacionales
con mayor grado de dificultad. Cabe sefialar que en dichos documentos no se presenta una
solucion para los problemas enlistados, a excepcion de los que se presentan en la categoria
de ejemplos.

Ademas de los documentos descritos, una fuente para el andlisis de suma
. . . . - 1
importancia la constituyen los videos que acomparfian a cada tema (total 36 h), los cuales

sirven para introducir la teoria necesaria, que es complementada y enriquecida en las
sesiones en vivo (total 31h). Estas sesiones que, como se mencioné anteriormente, pasan a
formar parte del material disponible en la plataforma junto a las impartidas a la primera
generacion, son utilizadas para ejemplificar estrategias e ideas importantes a partir del
analisis de algunos de los problemas paradigmaéticos del material, segtin la experiencia del

entrenador. Por su parte, con los talleres en vivo (total 11%h) se busca ampliar la

interaccién a través de las aclaraciones de dudas puntuales planteadas por los receptores
del curso con relacién a los problemas del material. En general, para la segunda generacion
del CEOM, se dispuso de aproximadamente de 791 de material audiovisual. A
continuacion, se presenta una captura de la plataforma en la que se muestra la organizacién
del material disponible respecto a la semana 2:

y N
v Carma
Sesiones Material En vivo Entregas
Semana 00: Creatividad En total son tres las sesiones que trabajan temas de aritmética o dlgebra: S02, S03 y S14.

En esta primera sesion vemos algunos problemas de sucesiones y problemas de sumas y

progresiones donde es necesario conocer y aprendernos algunas formulas como la
Semana 02: Sumas, sucesiones y progresiones famosa Formula de Gauss

Semana 01: Logica

Semana 03: Ecuaciones y tablas . . . . .
Los gjercicios de sucesiones siguen una secuencia que disfrutamos realizar para ensenar

Semana 04: Angulos y enfatizar que cualquier lista puede ser una sucesién, es decir, se puede completar con
Semana 05: Perimetro cualquier cosa; lo que buscamos es poder explicar por qué preferimos un elemento sobre

q otro.
Semana 06: Areas |

Semana 07: Areas Il

Archivos
Semana 08: Criterios de Divisibilidad
Semana 09: Primos, divisores y multiplos Entrenadores_S02 pdf
Semana 10: Ciclos y Residuos

Videos

Semana 11: Suma, resta, listas y orden
Sesién 02 - Sucesiones

Semana 12: Permutacion y Combinacion .
Sesion 02 - Sumas

Semana 13: Seleccion Sesion 02 - Retos 1,2, 3
Semana 14: Manipulacién Algebraica Sesion 02 -Retos 4y 5
P e T e e - Sesién 02 -Retos 6y 7

Figura 11. Material en la plataforma del curso para la semana 2.

Seguidamente se presenta como parte central del andlisis en este apartado las
principales ideas del contenido especifico de las olimpiadas matemadticas en el material
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disponible para cada tema. Para ello, se transcriben analisis de problemas que resultan
representativos para ejemplificar estas ideas. El criterio de seleccion de los problemas es la
posibilidad de evidenciar las principales estrategias y aspectos teéricos asociados a cada
uno de los temas a través de soluciones comentadas. Es importante afiadir que en muchas
ocasiones se reorganiza el discurso del experto entrenador y se presenta con forma propia
en aras de que sea més comprensible para el lector.

4.1.1. Médulo I: Légica y aritmética.

4.1.1.1. Sesion 1: Logica
Tabla 5.

Fuentes de informacion disponibles para el tema "Ldgica".

Sesién en vivo V1 94
Sesion en vivo Gen. 1 V2 81
Loégica con juegos, V3 9
Ia, Ib, Ic acertijos y problemas
Juegos l6gicos. J1,]2,...,J13 3 en fila V4 5
S1 Acertijos y P1,P2, ..., P12 Rascacielos V5 5
problemas. R1,R2, ..., R4 PrEmiEs V6 4
Acertijos. Al, A2, ..., A23 ]uegos en parejas V7 11
Tipos de acertijos V8 10
Problemas con basculas V9 14
Problemas de surtidos V10 24
Problema 5 V11 8
Retos V12 32
Totales 52 297 min

Propdsito general en el tema:

Promover el razonamiento deductivo a partir de las implicaciones légicas en juegos,
acertijos y problemas que despierten el interés del estudiante (S;V;, min: 1).

Descripcion:

Se proponen, como forma de iniciacion de los estudiantes en la realizacién de deducciones
légicas, el método ladico. Esta sugerencia didactica parte de la consideracion de juegos y
acertijos logicos como actividades amenas y divertidas que, por su caradcter retador
intrinseco, despiertan el interés de los estudiantes. Este tipo de actividades posibilita el
desarrollo de capacidades inherentes al talento matemético y por tanto al éxito de un
competidor de olimpiadas de la disciplina, por lo que suelen ser usadas por muchos
entrenadores como calentamiento al iniciar las sesiones.

Entre las capacidades cognitivas que se promueven con esta practica estd la de
“verbalizar”, dicho de otra manera “comunicar informacion”. En este sentido, en (S;1,) se
explica la ganancia esta dada en que constituye un primer paso para atacar el “por légica”,
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“yo me entiendo” o “no sé cémo lo hice, pero lo hice”, que con frecuencia dan los
estudiantes al explicar, e irlo convirtiendo, en la medida en que aumente su grado de
familiarizacién con estos problemas, en soluciones mas claras para los demas. En (S,V;, min:
16) el entrenador relaciona la importancia que le atribuye a los juegos. La figura 12 captura
lo escrito en su exposicion:

L] 8
C D
A < o
F
[ 4 G
\E
F AD

W@ 20:46 / 1:34:52

Figura 12. Importancia de los juegos 16gicos.

De la misma forma, en la introduccién de uno de los documentos dados como parte
del material de la semana (S,1,) se explica que sobre todo en los juegos, donde la dinamica
impone que, siguiendo sus propias reglas y dadas las condiciones iniciales, la decisién tiene
que ser la correcta, generalmente es muy sencillo explicar cudl es esa regla que hace una
decisién necesaria (no se pueden repetir nimeros, no se pueden poner cuatro en fila, los
numeros tienen que estar ordenados, etc.). Esto llevaria a que, con la practica, pudiese
hacerlo en un problema de Olimpiada de forma natural. Esta capacidad de los olimpicos
deseable y necesaria en todo el ambito escolar, e inclusive, extraescolar, se refiere en (S,V;,
min: 23) como la capacidad de seguir instrucciones. (Figura 13).

®—0
@

@@ ®©

® ® O

Figura 13. Beneficios de los juegos 16gicos.
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Otro de los beneficios que propicia la practica es que, una vez conocidas las
instrucciones y la dindamica a seguir, los estudiantes pueden ser capaces de decidir si lo
pudieron resolver o no, es decir, pueden autoevaluarse conscientemente con independencia
del profesor/entrenador.

Material: Juegos.

Se presentan varios juegos, en su mayoria de origen japonés, segtun se dice en (S;1,),
que pueden ser utilizados para los fines aqui enunciados. En (S,V,, min: 25) el entrenador
complementa la informacién, afiadiendo ademds que haciendo uso de la red de redes
podemos encontrar una gran variedad de ellos con distintos niveles de dificultad listos para
descargar e imprimir, incluso, como aplicaciones gratuitas para moéviles. Un ejemplo de este
tipo de juegos presentado en el material (S,/;), a raiz de que apareciera en una IMC se,

presenta a continuacion:
Rascacielos (Skyscrapers)

Cada cuadricula es una ciudad. En cada fila o

-

columna hay cuatro (o cinco) edificios de distintas 36
alturas: 1, 2, 3, 4 (y 5). Desde cada orilla, se alcanzan
a ver algunos edificios, tantos como indica el

L]

namero. Un edificio mas alto tapa a los edificios de
menor altura. Por ejemplo, si los edificios

L e

H.;[

OO0
A LI

estuvieran ordenados 2 1 3 5 4, entonces desde la
izquierda se alcanzarian a ver 3 edificios (2,3 y 5) y
desde la derecha se alcanzarian a ver solo 2 edificios

4y ).
Acomoda los edificios con ayuda de las pistas en las orillas. Recuerda que no se pueden
repetir alturas en la misma fila o en la misma columna.

En el video (S;Vs, min: 2) se . i
ejemplifica la manera en que tenemos
que ir estudiando las pistas que cada
ndmero indica la cantidad de edificios
que se ven y los edificios mds altos
tapan a los mas bajos, por lo que, en
cada uno de los lugares donde esta
puesto el 1, sélo se ve el que estd
enfrente de ti, pero ese siempre se ve y

el otro que siempre se ve es el edificio 228/524 B3 & 312/52¢ B3 [
mas alto de todos (4), como s6lo se ve Figura 14. Andlisis y solucion del juego
uno, quiere decir que el que esta en Rascacielos.

frente es el mas alto.
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Por la misma razén cuando ves dos edificios, dado que siempre se ve el de enfrente
y el mas alto (4), si este altimo esta al final, el de enfrente debe ser el anterior mas alto (3)
para que tape a los otros dos (Figura 13 a la izquierda). En adelante es posible seguir
completando con la regla base del Sudoku implicita en las reglas de este juego, la cual
impide que se repitan nameros en filas y columnas. En la Figura 15 se captura una solucion
completa.

Algunos de estos juegos también pueden jugarse entre dos o mds jugadores de
forma competitiva. Entre los que se mencionan en el material para este fin se encuentran el
Conway/Paterson’s Sprouts y el Gato Extremo. Este tltimo, segtin se explica en (S;V,, min:
2), es una viariante del juego del Gato Tradicional que lo lleva al extremo. El Gato
Tradicional es un juego poco entretenido ya que siempre que sea jugado entre dos que
conozcan el juego y presten la suficiente atencion termina en empate. En el Gato Extremo
por su parte, se considera un “gato” grande con uno pequefio en cada uno de los nueve
cuadrantes que se determinan como se muestra en la Figura 15. Para ganar, un jugador
debera ganar 3 cuadrantes (en fila, columna o diagonal) en el gato grande.

e e . .
6 o txpemO Una variante interesante entre sus

- |
:‘ ‘1 i lt \ (LJ \ @ reglas es que, dependiendo de dénde haga
— /\ cada jugador su “jugada”, sera el lugar donde
el siguiente en turno podrd hacerla. Por
ejemplo, en la Figura 15 se muestra que el

primer jugador marcé en la primera columna,

segunda fila, (0), lo que obliga al segundo
jugador a concretar su jugada en el gato que

. . ra
%) :Emsanae B & VYoulube .. se encuentra en esta posiciéon (x). Por la

Figura 15. Juego en parejas. Gato Extremo. jugada que se visualiza en la figura, el

siguiente (0) debera tomar la 2da columna de
la primera fila; y asi, sucesivamente. Otro elemento importante de regla se pacta
previamente entre los participantes y es para cuando un jugador manda al otro hacia un
cuadrante ya decidido, en cuyo caso se opta por una de dos variantes. La primera, conocida
como la “obligada”, determina que de forma invariable deba jugar en este cuadrante, por lo
que en la practica estaria perdiendo su turno. En la variante “libre” lo pactado es que, en
estos casos, el jugador en turno tenga la libretad de dicidir en qué cuadrante jugar, tal y
como ocurre cuando la jugada anterior te lleva a un cuadrante donde ya no hay lugar para
marcar.

Otros de los juegos que se recomiendan en el material (S;I,) se presentan también
por su nombre para facilitar su btisqueda en Internet. Ellos son: Hidato, Numberlink,
Afuera luces (Light Up), Puentes (Bridges), Dominosa, Picross, 3 en fila, Camino ABC,
Vecinos, Nurikabe, Kakuro y Slitherlink. A continuacién, se presentan ejemplos de
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variantes de los primeros cinco juegos aqui relacionados, tal y como aparecen en el referido
material, y como muestra de éste:

Hidato (S1J1)

Tenemos un tablero en donde se deben colocar los niimeros del 1 al 9, del 1 al 16 o del 1 al
(...), segtun el tamafio del tablero. La finalidad es que, después de que coloques los
nimeros, puedas hacer un camino ininterrumpido desde el primer namero hasta el altimo.
El camino se puede conectar de manera horizontal, vertical o diagonal pero tnicamente a
un cuadrito de distancia.

JHERNON (DO
oRNaoRNE
70 {9) |6| |4
Solucioén: (en ocasiones no es tnica).
sz @] @
1oECBBEL
He(9) |6{5{4 13 |6

.Numberlink (también conocido con otros nombres) (S,/,)

La idea es unir cada pareja de niimeros o letras con caminos que no se crucen entre si. Los
caminos ocupan el cuadro completo y todos los caminos deben llenar el tablero completo.

AlB|cC D B
D|E cClA
E B
F C
D E
FlA A F
B E F|D
Solucién:
[A]B]C o B :
D|EH ClA {
C E B
B = 1c

o]
o
m

E F|D

jAfuera luces! (Light Up) (Si/5)
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Se trata de iluminar todos los cuadritos del tablero (excepto los que estan pintados de
negro). Las pistas son los cuadritos con ntimero, que indican cuéntos de los cuadros que
comparten lado (vertical u horizontal) tienen un foco; es posible agregar focos (cantidad
minima necesaria). Un cuadro estd iluminado si estd en la misma fila o columna que un
foco, excepto si un cuadro negro se interpone entre ellos.

Solucién: (no es tnica).

Puentes (Bridges) (S,/,)

Los circulos representan ciudades y el nimero adentro es la cantidad de puentes que
conecta esa ciudad con las demas, s6lo que los puentes no estdn dibujados; ésa es la tarea.
Restricciones: Los puentes no pueden ir en diagonal, sélo pueden ir completamente
verticales u horizontales. Los puentes no se pueden cruzar entre si. Puede haber 1 o 2
puentes que conecten una pareja de ciudades, no mas. Un puente cuenta para las dos
ciudades que conecta (y nada mas para ellas dos).

® ® 6 —

® G ?\)E—Eﬁ
® @ @ >—-0
® 6 o O——@

Dominosa (S,]s)

Solucién:

En cada tablero estdn “escondidas” todas las fichas de dominé hasta cierto nimero. Por
ejemplo, en un tablero de 3x3 estan las fichas 0-0, 0-1, 0-2, 0-3, 1-1, 1-2, 1-3, 2-2, 2-3, 3-3, cada
una exactamente una vez. Debes dividir el tablero de manera correcta para que las fichas
“aparezcan”.

Nota: las fichas estan s6lo horizontales o verticales, no es vélido en diagonal. Las fichas son
las mismas sin importar el orden; por ejemplo: 1-3 y 3-1 es la misma ficha.
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W o W e
w N W o
N = O K
B N W R
© O N N
wlolw =
winvlw o
N = ol ke
BN W e
o o|lN N

Solucién:

Material: acertijos.

En el material (S,1,) se deja ver que, de forma similar que para el caso de los juegos y con la
misma intencionalidad did4ctica, los acertijos 16gicos “no capciosos” (no son adivinanzas,
no se estan dados por juego de palabras, dobles significados, etc. (S;Vs, min: 1) constituyen
una herramienta con mucho potencial para inducir las deducciones l6gicas de los discentes.
La Internet también es una fuente practicamente inagotable de acertijos variados muchos de
ellos ya clédsicos. Entre los mas conocidos existen algunos con ciertas similitudes que los
hacen corresponder a tres grandes grupos segtn se explica en S, Vs, (Figura 16), siendo éstos:
algoritmicos, de verdadero o falso y los de conocimiento perfecto.

X Inhu) Gen
2 mcjww

, boleazas
o A,jor Hm)w N Cruzox le"fu

whet=s | rebjes de aea

‘Fa cl@nca
Korden

. /
\}Cﬂ{('clt o/fko '(Tefi

> rnvl,-hnz; oS J ceb= oy
@ ot
o (onociwusno KirtFiacin)idd

C'fb( (r'e' (l,,)r)p,‘, C“'o K Coniadiccion
: o “hf L} Fﬁ ﬁwnknvw‘:
P i b e '
man v oso

E

—
o) 839/10:20

»l

Figura 16. Tipos de acertijos.

Acertijos Algoritmicos: (S, Vg, min: 3)

Son aquellos donde la solucién pasa por encontrar una manera de hacer lo que se pide,
ejemplos tradicionales de estos acertijos son los de bdsculas, con las cuales miden pesos
exactos y los de balanzas que, a diferencia de las primeras, permiten hacer comparaciones
inclindndose del lado mas pesado. Por lo general, en ambos casos, el ntimero de pesadas es
limitado. Otros ejemplos de acertijos algoritmicos son los que aluden a cubetas de agua o
relojes de arena cuya regla impone realizar mediciones con estos objetos carentes de medidas
parciales y donde a veces se tiene acceso a una llave (puedes rellenar) y a veces no, tampoco
es posible calcular un litro “al tanteo” y, en los segundos, puedes medir el tiempo exacto
que dice, pero de la misma forma no puedes “adivinar” el parcial. También conocidos
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dentro de este grupo se ubican los acertijos de cruzar el rio donde la dindmica condiciona
algunas cargas o cantidades incompatibles usando un puente o una embarcacion.

Para tener éxito ante este tipo de acertijos ayuda mucho la intuicion, vista como la
capacidad de anticipar lo que ocurriria al tomar alguna decisién. De igual forma se debe
hacer presente una dosis de ingenio que haga aflorar ideas que permitan acercarse al
proposito. Cuestiones medulares en el trabajo con los acertijos algoritmicos son la paciencia
y el orden ya que en ocasiones pueden ser tediosos por repetitivos y extensos por lo que
puede ser demorado el hallazgo de la solucién. Es recomendable la utilizaciéon de [listas,
tablas o diagramas para registrar los movimientos que se van haciendo y los nuevos
resultados que se van obteniendo.

Ejemplos de acertijos algoritmicos:
Balanza (S,A,)

Tienes 8 pelotas idénticas en forma, tamafio, color y textura. La diferencia es que una de las
pelotas pesa més que el resto. Usando una balanza nada més 2 veces, ;como puedes saber
cual es?

- | - 0000 0 ®0

Analisis inicial: (S;V;, min: 54)

Advertir que es un ejercicio perfectamente posible, cuya dificultad esta dada por la
condicién que establece que la balanza solo puede usarse 2 veces, de otra forma, seria muy

sencilla su solucion, ejemplo:

Basqueda de variantes para atacar el problema: (S;V;, min: 56)

- Colocando 4 pelotas en cada brazo de la balanza necesito 3 pesadas.

- Colocar cantidades distintas en cada brazo de la balanza es muy probable que no
arroje una informaciéon determinante.

- Lo anterior me lleva a probar colocando otras cantidades iguales en cada brazo de
la balanza, ejemplo con 3:

Solucion: (S,V;, min: 56; figura 17 a la izquierda, a la derecha se presenta con forma propia el
mismo algoritmo).
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Acertijo 8. Tionts § peiotas AL en ferma Limato, (olte y Dentird LD dferencl ¢ gue
VRS G0 a8 DRIt DL U Gt € RS0 UBrd0 oM D) M) M T veaes (some
poedes 1ader cubl e?

Caso 1l Caso 2:

Paso 1

<) )
. = | 8 o | &
4 4 { ) =
» o9 Bl
Paso 2 - ‘ -
- | A
{ ) LY
\;‘J,, ~5-\ pr A T S
| ) 8 o

Figura 17. Solucidn del acertijo 9.
Badscula (S;A40)

Tienes una béscula y 10 bolsas con 1000 monedas cada una. Una de las bolsas esta llena de
monedas falsificadas mientras que las otras 9 estan llenas de monedas genuinas. Las
monedas falsificadas y genuinas son idénticas en forma, tamafio, textura, color, etcétera,
con la diferencia de que las genuinas pesan 10g y las falsificadas pesan 11g cada una.
Usando la bascula nada mas 1 vez, ;como puedes saber cudl es la bolsa que tiene monedas

falsificadas?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
N A A A AN N A\ o
E. ¥ f. & ‘- ?l ‘Il ?l ‘l |l ‘. i 1
Ry iy ey N R .

Andlisis inicial: (S; Vs, min: 2)
- Labolsa mas pesada contiene las monedas falsificadas.
Basqueda de variantes para atacar el problema: (S;V,, min: 3)

- ¢Sipesara las bolsas juntas qué? R/Irrelevante.

- ¢Con cuantos pesajes como minimo se puede asegurar que se encontraria la bolsa
mas pesada? R/ Con 9 (incompatible por condicién de pesaje tinico).

- Conclusién, no es posible hacerlo a partir del pesaje de las bolsas.

- ¢Qué puedo hacer si tomo monedas de las bolsas?, ;cémo las identifico con cada
bolsa?

Solucion: (S, V,, min: 4)

Se toman cantidades de monedas en correspondencia con el nimero de orden de cada
bolsa:

+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9 +10 =45
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Acertijo 10. Tienes una biscula y 10 bolsas con 1000 monedas cada una. Una de las bolsas

st llena de monedas flifikadas mienras que a5 oras  stin Henss de monedes [ ¥ Supuesto: todas genuinas 45 -
genuinas. Las monedas falsificadas y genuinas son idénticas. en forma, tamafio, textura, |
color, etcétera, con la diferencia de que las genuinas pesan 10gy las falsificadas pesan 11g = 1 0 = 450
cada una. Usando la biscula nada més 1 vez, (cdémo puedes saber cudl es 1 boisa que tiene g
monedas falsificadas?
T — Realidad: 45 monedas = 450g +
Sabes que 2 de las cajas tienen Panditas de imitacion, mientras que las restantes S tienen re 1 .
Panditas originales. Los Panditas son idénticos excepto que los de imitacidn pesan 9g X | | . ( = =
mientras que los originales pesan 10g. Usando la biscula nada mds 1 vez, (c6mo puedes ) A | X/ X €xceso en g Cantldad
saber cudl es la caja que tiene Panditas imitacién?
‘~ de monedas falsas).
y =) .
- .
- Ejemplo:
=% 3 La bascula di 1
-1 - . a bascula dice que el peso es
t —_
Ysoqa — 457,
— i 3 ] de 457¢.
| a - ysy . g

Como el exceso es de 7g puede
asegurarse que hay 7 monedas

> ) ssssisse

. iy 3 .. falsificadas y por tanto la bolsa
Figura 18. Procedimiento de solucion del acertijo 10.

que las contiene es la 7.

Cubetas de Agua (S,4s)

Con una cubeta de 5 y otra de 3 litros que no tienen marcas de medidas parciales y acceso a
una llave, ;como puedes medir 4 litros?

Analisis inicial: (S;V;, min: 30)

- No puedo determinar con exactitud hasta donde hay 1L, 2L, 4L o la mitad de
alguna de las cubetas directamente.

Basqueda de variantes para atacar el problema: (S, V,, min: 32)
- Puedo realizar operaciones (llenado y vaciado de una en la otra).
Solucioén: (S;V,, min: 32)

|
_ S

A=1L N

3L
1670 AAAAA —m8—)
AA AAA —p Se tiran
240 —b A A
3ero AAAANA —0m —
4to AAAA AAA

La solucién anterior constituye una versiéon mas clara y detallada de la expuesta por el
entrenador (figura 19).
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Acertijo 5. Con una cubeta de 5 y otra de 3 litros, y acceso 3 una llave, ¢cdmo puedes medir
4 litros?

33:57/ 1:34:52

Figura 19. Solucion del acertijo 5.

Relojes de Arena (S,4;)

¢Coémo se pueden medir exactamente 15 minutos utilizando dos relojes de arena de 11y 7

minutos respectivamente?
Andlisis inicial: (elaboracién propia)

- El tiempo no se detiene.
- Directamente ninguno de los dos relojes me permite hacer la medicién.

Basqueda de variantes para atacar el problema:

- Puedo realizar operaciones (mediciones parciales con la utilizacion individual o
simultanea de los relojes).

Solucion: (Propia)

arg

R;=1lmin| = Aemin
1’ — :

- A—a-9="

1 ero 2d 3ero

v

Cruzar el Rio (S;4,)

Hace mucho tiempo, un granjero compré un lobo, una cabra y una col. Para volver a su casa
tenia que cruzar un rio. La tinica manera de cruzar el rio es con una barca, pero en la barca
solo caben él y una de sus compras. Ademés, si el lobo se queda solo con la cabra, se la
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come; si la cabra se queda sola con la col, se la come. Después de algunos viajes, el granjero
logré cruzar del otro lado con sus compras intactas. ;Cémo lo hizo?

Analisis inicial: (S, V,, min: 28)

- La barca s6lo tiene espacio para dos.

- Los animales ni la col pueden cruzar por si solos.

- Por cadena alimenticia el lobo se come la cabra y ésta a su vez a la col si el granjero
no esta presente.

Basquedas de variantes para atacar el problema: (S,V,, min: 28)

- Se trata de que queden a un mismo lado el lobo y la col en ausencia del grajero.

Solucién: (Adecuaciéon propia que toma como base el algoritmo presentado en (S;V,, min:
32)).

w
&
v

' ‘ ?3 "'_"'
! e —— &3
. * < 7 | B e
‘ il & & '\',"'

Figura 20. Solucion del acertijo 12.

Acertijos de Verdadero y Falso: (S;Vg, min: 5)

La clasificacion que utiliza el nombre de acertijos de Verdadero o Falso para referir acertijos
peculiares que como el propio nombre lo indica contienen argumentos “ciertos y falsos”.
Entre ellos se pueden distinguir algunos que utilizan diversos tipos de etiquetas como los
de Caballeros y Bribones, e inclusive podemos encontrar dentro de este tipo de acertijos el
verdadero y falso tal cual.

Un elemento muy importante para considerar al trabajar con estos acertijos es la
referencialidad, ya que las cosas del problema estan conectadas entre si, es decir, una
afirmacién hace referencia a otra afirmacién y asi sucesivamente. En general, esta tipologia
de acertijos se ataca a partir del andlisis de casos en busca de la contradiccion por lo que
también se necesita trabajar con paciencia y orden, puede simplificar el trabajo la
identificacion de contrarios, entendido como afirmaciones diametralmente opuestas para lo
cual la observacion es clave. Dado lo anterior, muchas veces es conveniente utilizar tablas de
valores de verdad, consistentes en asignar un valor de verdad (verdadero o falso) a una
proposicion y a partir de ahi deducir los valores de verdad de las demds proposiciones y
seguidamente analizar los casos en busca de identificar las que no arrojen contradicciones.
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Ejemplos de acertijos de Verdadero y Falso:

Caballeros y Bribones (S;4A1p Y S143)

En cierta isla alejada del resto de la sociedad viven dos pueblos en paz: Caballeros y
Bribones. Los Caballeros siempre dicen la verdad y los Bribones siempre dicen mentiras. A
partir de ciertos dichos, tienes que decidir si las personas son Caballero o Bribon.

Te encuentras con dos habitantes de la isla: Ay B.

A1lb) A: B es un Bribon.
B: Ay yo somos ambos Bribones.
A3) A: Entre B y yo, exactamente uno es un Caballero.
B: Solo un Bribon dirfa que A es un Bribon.

(Puedes determinar quién es Caballero y quién es Bribén en cada caso?

Con la intencién de hacerlo mas ilustrativo, en el ejemplo anterior se fusionaron dos
de los acertijos propuestos en el material, los cuales se presentan aqui a manera de incisos.
En (S,V;, min: 43) se analiza el A; como se muestra en la Figura 21.

Solucién:

Acertijo 3. Te encuentras con dos habitantes de la isla: Ay B.
A: Entre B y yo, exactamente uno es un cabaliero.
B: Solo un bribdn diria que A es un bribén.

¢Puedes determinar quién es caballero y quién es bribon?

% ") \ + |
. 0
N\ 3~ |
§m —— "
(3 - ..}
-
N\
] -
/I‘
>
K Bakin = (&
» et
(’.- . < s

X (Ao — 8l

Figura 21. Solucion del acertijo 3.

La explicacién dada en este andlisis se sintetiza de forma organizada en la segunda
parte, en la primera parte se expone un analisis similar para el A,,,.

Casos 1 2 3 4
A C (V) B (F) C (V) B (F)
B B (F) C (V) C(V) B (F)
Alb) Analisis | Observando B ;Quién puede decirse a si mismo Bribén? R/ Sélo un
Bribon.
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B-Brib6n -No puede ser/|\B-No puede ser, B-Bribon.
Dice queloesy Caballero. Caballero. Dice queloesy
miente cuando se miente cuando
refiere a A. se refiere a A.
A-Caballero A-Bribon
Dice verdad al Pero dice la
referirse a B. verdad.
No hay Hay
Contradiccién contradiccién
A3)  Analisis Observando A ;Qué puede decirse de B? R/B-Brib6n
B-Bribon -No puede s -No puede s B-Bribon
Miente cuando se ballere! ballere. Miente cuando
refiere a A. se refiere a A.
Hay No Hay
contradiccién contradiccién

Mariana mienten (S,P;)

Eduardo miente los miércoles, jueves y viernes y dice la verdad el resto de la semana,
Andrés miente los domingos, lunes y martes y dice la verdad el resto de la semana. Si
ambos dicen "mafiana es un dia en el que yo miento" ;Qué dia de la semana serd mafana?

Analisis: (elaboracion propia)
Observando la afirmacién "mafiana es un dia en el que yo miento"

- El dia se obtiene cuando el valor de verdad de ambos se cambia al dia siguiente

Solucién:

Edvardo| V| V—/F | F | F | V | V

Andrés | F | FV | V| V | V | F

R/ Manana sera miércoles.

Policias y ladrones (S,P;)

Se comete un delito y la policia arresta a 4 sospechosos que al ser interrogados formulan las
declaraciones siguientes:

Andrés: “Eduardo es el culpable”.

Eduardo: “Jests es el culpable”.

Jestis: “Eduardo miente cuando dice que yo soy el culpable”.
Rafael: “Yo no soy el culpable”.

Conociendo que sélo uno de ellos dice la verdad, ;Quién es el culpable?
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Solucion: (elaboracién propia)

Sean: F-falso V-verdadero I-inocente C-culpable.

Casos 1 2 3 4
Andrés V-1 F-1 F-1 F-1
Eduardo E-C V-1 F-1 F-1
Jestus F-I-C F-C-C V-I-I F-I-C
Rafael F-C EF-C F-C V-1
Analisis
Andrés dice la Eduardo dice la Jesus dice la Rafael dice la

verdad, es inocente,
entonces Eduardo y
Rafael son
culpables y Jests
seria inocente y
culpable a la vez, lo

verdad, es inocente
al igual que
Andrés, entonces
Jestis y Rafael
serian culpables y
como es uno solo el

verdad, se deduce
facilmente que
Andrés, Eduardo y
Jests son inocentes
y solo Rafael es el
anico culpable.

verdad, es inocente,
peo Jesus seria
inocente y culpable
alavez.
Hay contradicciéon

que es imposible. culpable Hay No hay
Hay contradiccién contradiccion contradiccién

; Cumpleatios? (S;Pyo)

Si s6lo una de las siguientes afirmaciones es verdadera, ;jcuando es el cumpleafios?

a) El cumpleafios es el martes.

b) El cumpleafios no es el miércoles.
c) El cumpleatios es el jueves.

d) El cumpleafios no es el martes.

e) El cumpleafios es el viernes.

Analisis: Observando a) y d) como contrarios se simplifican los casos. Una de las dos
afirmaciones es V. Este analisis se puede ver en (S,V;, min: 69)

Problema 10. Sl s0lo una de s sguientes rmaciones €3 verdadera, {(owdndo es of
eyt os?
=3) £l cumpleafos ¢s ¢ manes
D) U cumpieatos no o3 ¢l midrcoles
¢) U cumpleafios es o juewes
W) € cumpicafos no ¢s e martes
¢) Olcumpleahos es o viernes

Figqura 22. Anidlisis y solucion de Sy Pyg.
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Esta solucion se presenta claramente a continuacion:

Caso 1 Caso 2
a) V-es rilartes F-no es martes
b) F-es miércoles F-es miércoles
Q) F F-no es jueves
d) F V-no es martes
e) F F-no es viernes

Acertijos de Conocimiento Perfecto: (S,Vg, min: 7)

Estos quizas son los mas complicados en comparacién con los relacionados anteriormente.
Se identifican porque generalmente hay una persona que dice “no sé”, y luego de que sus
interlocutores también afirman no saber la persona, la primera persona dice que ya sabe.
Otra de las caracteristicas significativas de estos acertijos es que sus personajes son ideal e
intencionalmente inteligentes, capaces de deducir toda la informacion posible a partir de lo
que tienen, por lo que llegan a conclusiones de manera inmediata, antes que los que
intentan resolver e acertijo, ello da cuenta de su grado de dificultad.

Para atacar estos acertijos, como es natural no saber en las situaciones planteadas,
podriamos hacernos cuestionamientos como: jpor qué es relevante que no sepan?, ;hay alguna
manera de que si sepan?, ;qué tendria que pasar para que sepan?

Ejemplos de acertijos de Conocimiento perfecto:

Los prisioneros y sus drboles (S;A;5)

Anita y Benito fueron encarcelados por un légico malvado. Anita ve 12 arboles desde su
celda y Benito ve 6; no saben cudntos ve la otra persona, pero saben que entre ellos ven
todos los arboles y que no hay un arbol que sea visto por los dos.

Todos los dias, el 16gico malvado le pregunta a Anita si hay 18 o 20 arboles en total. Si Anita
sabe, puede responder; si no, puede pasar y ahora el 16gico malvado le pregunta a Benito. Si
Benito sabe, puede responder; si no, el proceso se repite al dia siguiente.

Si alguna vez uno de ellos contesta correctamente, ambos pueden salir libres; si alguna vez
alguien contesta incorrectamente, permaneceran encerrados para siempre.

(Hay manera en que puedan salvarse? Tanto Anita como Benito son personas sumamente
inteligentes.

U

Analisis (S;V;o, min: 9): observar valor de “no sé” a partir de cuestionarnos si hay alguna

U

condicién que se deba cumplir para que sepa y, de esa manera, el “no sé” nos permite saber
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(también a los personajes) que la condicion no se cumple. Parte de este analisis escrito se

puede ver en la Figura 23.

Acertijo 15: Los prisioneros y sus drboles. Anita y Benito fueron encarcelados por un idgico
malvado. Anita ve 12 drboles desde su celda y Benito ve 6; no saben cudntos ve 1 otra
persona, pero saben que entre elios ven todos los drboles y que no hay un Srbol que sea
visto por los dos.

Todos los dias, ¢l iégico malvado le pregunta 3 Anita si hay 18 0 20 drboles en total
Si Anita sabe, puede responder; si no, puede pasar y ahora ¢l Iégiko malvads = Pregunta 3
Benito. Si Benito sabe, puede responder; si no, ¢ proceso se repite Jl dia siguiente.

Si alguna vez uno de elios contesta correctamente, ambos pueden salir lbres; s
2lgund vez adlguien contesta incorrectamente, permanecerdn encerrados para siempre
{Hay manera en que puedan salvarse? Tanto Anita como Benito 500 Personas sumamente
inteligentes.

A 3
7 g

» 4
H a
p ) K ;
% | Y
(4 & ¥
14 ® Si =« ;|
3
* :
|2 3

Pl o) 1648/2427

Figura 23. Andlisis y solucion de S; A5 realizada en S;Vy,.

El anélisis detallado bajo las consideraciones expuestas por el entrenador en S,V,, se

transcribe y organiza en la siguiente forma:

Dia Anita Benito
1 Pero sabe que Anita no ve ni
19 ni 20.
2 Pero Benito sabia que yono | 1 2 Pero Anita sabe que yo no
veo ni 19 ni 20, por lo que, si veo ni 0 ni 1, por lo que, si
él hubiese visto 0 0 1 sabria ella viera 17 o 18 sabria que
que la respuesta es 18, porlo | 1 la respuesta es 18, por lo que
que él ve al menos 2. ella ve menos de 16
No No
3 sé | Pero Benito sabia que yo veo 6 sé | Pero Anita sabe que yo veo
cuando més 16, por lo que, si mas de 3, si ella viera150 16
él viera 2 o 3 sabria que la podria responder 20, por lo
respuesta es 18, por loque él | 10 | \o que ella ve menos de 15.
ve mas de 3.
4 Pero Benito sabia que yoveo | 14/| 6 Pero Anita sabe que yo veo
menos de 15, por lo que, si él mas de 5, por lo que, si ella
viera 4 o 5 sabria que la viera 13 o 14 podria
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respuesta es 18, por lo que él 13/ 7 responder 20, por lo que ella
ve mas de 5. ve menos de 13. Como él ve 6
puede asegurar que Anita ve
12 y que por tanto hay 18
arboles.

Censo (S1R,)

Un encargado del censo visita una casa. Le pregunta a la sefiora de la casa si tiene hijas y

contesta que tiene 3. Cuando le pregunta sus edades, la sefiora le dice que si multiplicas sus
edades te da 36, pero si las sumas te dan el nimero de la casa. El encargado del censo voltea

a ver el numero de la casa y contesta: “No tengo suficiente informacién”. La sefiora dice:

Tiene razén, perdon. La mayor toca el piano”. ;Qué edad tienen las tres hijas?

Analisis inicial: (S, V;,, min: 2)

- 3 hijas.

- ¢Por qué para el encargado no es suficiente la informacién?

- ¢Cuantas triadas de niimeros enteros tienen como producto a 36?

- ;Qué le dice al encargado que la hija mayor toca el piano?

Solucioén: (S, V;,, min: 3)

Sean A; B; C;, edades
respectivas de las 3 hijas.

A-B-C =236

ABC
1+1+36=38
1+2+18=21
1+3+12=16

1+4+9=14
2+2+9=13
1+6+6=13
2+3+6=11
3+3+4=10

Rta/ Dos de las hijas
tienen 2 afios y la mayor
tiene 9.

Reto 1. Us encargado del conto visha una casa Lo preganta 3 1 seflors de 13 casa v tiere

hias v contests que Sene 3. Cuando o progunts sus edades, 1o sefory fe dxe que
muitiohcas sus edadet te da 3, pero o 13 pumas e da of nimaro de I caaa. [l encangads '
del censo voltea 3 ver ¢f ndmero de 1a Ca4a v contesta: "No tengo suficiente Informacion®, &

La sehora dice: "Tiene razon, perddn. La mayor 1008 of plano”®, (Qué edad tienen L5 tres
Ma?

4) s520/3215 BB £ Youlube ] U1

Fiqura 24. Analisis y solucion de Sy R, realizado en S,V ;.

En resumen, tal y como se expresa en (S;V;, min 7), todos estos juegos y acertijos se

resuelven “por légica” a partir su cabal comprensién. Es decir, dadas las condiciones

iniciales, siguiendo las reglas que plantean, se debe ser consecuente con ellas trabajando con

orden y paciencia para que las decisiones que se vayan tomando sean las correctas. Muchos
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profesores / entrenador utilizan este tipo de actividades como calentamiento en las
sesiones de entrenamiento o inclusive para atraer el talento matematico hacia la Olimpiada.

Los aspectos principales expuestos en el analisis del tema se sintetizan en la Tabla 6.

Tabla 6.

Sintesis del andlisis del tema “Ldgica”.

Médulo: Légica y aritmética

Tema: Logica.

Objetivo(s): Promover el razonamiento l6gico-deductivo a partir de las implicaciones légicas en juegos, acertijos y
problemas que despierten el interés del estudiante (S, VS, min: 1).

Unidades de anélisis Recursos Estrategias Habilidades Tips
-Observar.- . ‘.
Juegos . -Deducciones l6gicas.
Cumplir reglas.
- Construir tablas y/o
-Intuicion. diagramas para registrar
Y -Ingenio. los movimientos que se
Algoritmicos S .
-Paciencia. van haciendo y los nuevos En general se puede
-Orden. resultados que se van partir de la
obteniendo. identificacion de lo
- Considerar la . que se estd pidiendo y
- -Comunicar .
referencialidad. . g seguidamente
S informacion .
- Buscar la contradiccion. . analizar los casos que
-Observar. . L (verbalizar). .
Verdadero y o -Identificacion de . son posibles para
.. -Paciencia. . -Seguir . ’
Acertijos falso contrarios. . . determinar cudles de
-Orden. . instrucciones. .
-Utilizar tablas de valores ellos o contradicen las
-Autoevaluase.
de verdad. reglas o no nos
-Analizar casos. permiten avanzar y
-Cuestionarse: quedarnos con la que
;por qué es relevante que si lo permite.
. ?; ¢hay al
Conocimiento -Interpretar el 1o separ?; (Y aguna
" s manera de que si sepan?;
perfecto no sé”. o .
. qué tendria que pasar
para que sepan?
-Hacer listas

(Elaboracion propia).

4.1.1.2. Sesion 2: Sumas, sucesiones y progresiones.

Tabla 7.

Fuentes de informacion disponibles para el tema “Sumas, sucesiones y progresiones”.

S2
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Ia, Ib Sesién en vivo V1 116

E1,E2, ..., E6 Sesién en vivo Gen. 1 V2 91

Sucesiones, Pla, P2a, ..., Sucesiones V3 11
Sumas, P8a Sumas V4 15
Progresiones. P1b, P2b, ..., Retos1,2y3 V5 10
P11b Retos4y5 V6 10

R1,R2, ..., R7 Retos 6y 7 V7 13
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| Totales | 32 | | 266 min
Proposito:
Describir estrategias que permiten reconocer el término que sigue en una sucesion, asi como
calcular la suma de sus términos (S, V3, min: 1).

Descripcion:
Sucesiones y progresiones:

Los problemas de sucesiones son bastante comunes en el marco de las olimpiadas
matemadticas y, por lo general, suelen ser complicados, segun se afirma en (S,/,). En este
propio material se plantea que su complejidad estd dada porque basicamente cualquier lista
puede ser una sucesion y, con frecuencia, se nos da s6lo unos pocos de sus términos con la
encomienda de “escribir el siguiente término de la sucesién”, cuando en realidad cualquier
nimero completa la sucesion. Esta explicacion es complementada en el (S;V;, min: 2) y en
(S2V3, min: 2), donde se enfatiza en que, a menos que nos den la regla que la genera, no hay
una Gnica manera de continuar una sucesion.

Para evidenciar esta dificultad implicita en los problemas de sucesiones en (S,V,
min: 4) se propone introducir el tema a partir de la siguiente dindmica de grupo:

Siguiendo determinado orden entre los estudiantes del salén, por ejemplo, su
ubicacién; hemos de pedirle que vayan diciendo su namero favorito por su
orden e irlos anotando en el pizarrén. En determinado momento, antes que el

estudiante en turno enuncie su namero, preguntar: ;cudl sigue?

Esta dindmica fue implementada por el entrenador, a modo de ejemplo, con algunos
de los que formamos parte del curso, interactuando mediante el chat de Hangouts. Su
exposicion se muestra en la Figura 25.

Figura 25. Dindmica de grupo para introducir el tema de sucesiones (S,V3).
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La dindmica propuesta evidencia que ante el cuestionamiento se podran producir
multiples respuestas atendiendo a diversos razonamientos, unos aparentemente “mas
légicos” que otros, pero la realidad es que sélo la persona en turno conoce cuél es el
término que sigue.

Por ello, se deja claro en (S;I) que la pregunta implicita en esta tipologia de
problemas es algo mas, como: “escribe el término que mejor complete la sucesiéon”, donde, a
decir del entrenador en (S,V;, min: 14), el foco va més alla de encontrar al término que sigue
y pasa a centrarse en el por qué sigue. Para encontrar respuestas a este segundo
cuestionamiento es importante buscar la explicacién mas simple y completa posible, es
decir, aquella que sea capaz de minimizar la subjetividad y de explicar perfectamente la
sucesion, tanto para atrds, como en lo adelante. Afiade ademds que esta explicacion,
expuesta en plenaria, por lo general se traduce en sentimiento cuya expresion verbal es un
“;aaah!”, lo que implica que le encontramos un sentido que es claro para todos (Figura 26).

A continuacién, se presentan algunos de los
problemas seleccionados del material por el entrenador
para ejemplificar los elementos hasta aqui expuestos:

Problema 1.
Escribe el término que sigue:

a) 1,24,

(No enlistado en el PDF, tomado de: (S;V;, min: 34).
En este punto se explica que la sucesién, asi como se
presenta es muy ambigua, ya que podriamos responder Figura 26. Cualidades de la
que el siguiente es el 8, argumentando que cada término es explicacion de una sucesion.
el duplo del anterior:
2:1=2;2-2 = 4;siguiendo 2-4 = n,donden = 8

De igual forma, podriamos decir que es 7 sumando, es decir, si observamos la forma
en que crece la diferencia de la progresion:

2—1=1;4—-2 = 2;siguiendon —4 =3,donden =7

Se argumenta ademds en (S,V;, min: 35) que en este caso no podriamos decir que
alguno de estos razonamientos que nos llevan a cada respuesta es mas sencillo y completo
que el otro, ya que ambas explicaciones describen perfectamente los términos anteriores y
posteriores de la sucesién. La ambigiiedad se genera por la escasa informacién que se tiene,
en general, mientras mas términos de la sucesiéon conozcamos mas clara nos quedara la
regla de su formacion. Los siguientes ejemplos asi lo demuestran.

by LMM,], __ (S:E)
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Las sucesiones de letras que se proponen a modo de ejercicios independientes en el
material pdf se analizan son analizadas en varios de los videos disponibles como parte del
material de la semana. Por ejemplo, en el propio (S,V;, min: 12) el entrenador asegura que
son menos familiares para la mayoria de las personas y que afortunadamente son multiples
los razonamientos que utilizan para tratar de encontrarle su sentido. Entre las mas
comunes, considerando el caso b), esté el tratar de cambiarlas por ntimeros y analizar qué
sucede. Tomando el nimero de orden alfabético quedaria:

L =12;M = 13;] = 10; por lo que la sucesion se traduciria a la forma: 12, 13, 13, 10, _

En esta perspectiva a partir del (min: 13) analiza maltiples variantes para responder
con cierta base l6gica, por ejemplo, refiere que algunos se centran en la busqueda de
patrones que describan la forma en que se va comportando la diferencia en la sucesion (+1,
+0, -3), y al no encontrar un algoritmo que lo determine, optan por responder que seria una
sucesion periddica en la que se repetiria el ciclo (+1, +0, -3), por lo que su respuesta seria
que sigue (12 = L), razonamiento al que pueden arribar también los que parten en su
analisis de las propias letras. Plantea ademas que, aunque esta forma de entender la
sucesion explica su continuidad, se ve poco estructurada y hasta cierto punto forzada.
Anade que de igual forma se pudiera pensar, dado que se repite (M, M), que lo que sigue
seria (J, J), respuesta no disparatada pero que no explica en lo adelante como sigue la
sucesion.

En el (min: 17) presenta una manera que explica perfectamente el qué hacen cada
una de esas letras en su lugar y el como contintia la sucesioén entendiéndola como L-lunes,
M-martes, M-miércoles, J-jueves, a lo que seguiria V-viernes, S-sabado, D-domingo y, de
continuar, iniciaria un nuevo ciclo. Una explicacion similar se presta para los ejemplos que
siguen:

¢) EFEMAM, __ (SE,)
Si entendemos E-enero, F-febrero, M-marzo, A-abril, M-mayo, claramente seguiria J-
junio, J-julio, ..., D-diciembre, y a partir de alli el nuevo ciclo. (S,V;, min: 18).
d) UD,T,CCS,S,__ (S3E3)
En (S;V;, min: 19) se parte de considerar las letras como las iniciales, en el lenguaje
verbal, de los niimeros cardinales por su orden, lo que se expresaria en la siguiente forma:
U-uno, D-dos, T-tres, C-cuatro, C-cinco, S-seis, S-siete, a lo que seguiria O-ocho, N-nueve,

D-diez, (...). La propia escritura del numeral constituye una pista importante para buscarle
significado a la sucesion siguiente.

e) 3,3,4,6,54,__ (S:Es)

También en (S,V;, min: 19) se atiende el ejemplo anterior, dando como explicaciéon
sencilla y completa para la secuencia que cada ntimero expresara la cantidad de letras que
tiene la escritura verbal (el numeral) de cada ntiimero comenzando por uno, es decir, en la
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siguiente forma: uno-(3), dos-(3), tres-(4), cuatro-(6), cinco-(5), seis-(4), a lo que seguiria
siete-(5), ocho-(4), nueve-(5), (...). De la misma forma, se refiere a que la pista para el
siguiente ejemplo se asocia a la escritura y sobre todo a la pronunciacién de los nimeros
dados en la sucesion.

f) 2,10,12,16,17,18,19, __ (S,Ey,)

En (S,V;, min: 26) nos comenta que para esta sucesion una respuesta bastante coman
seria que sigue (20), pero que, si observamos bien, esta carece de sentido ya que
aritméticamente no nos lleva a ningtn lado y no nos describe otra implicacién particular
que explique como seguiria en lo adelante. Sin embargo, al pronunciar los términos de la
sucesion uno por uno podemos caer en cuenta que todos comienzan con (d). Entendido de
esta forma, tendriamos: 2-dos, 10-diez, 12-doce, 16-dieciséis, 17-diecisiete, 18-dieciocho, 19-
diecinueve, a lo que seguiria 200-doscientos, 201-doscientos uno, (...).

g) 1,4,9,61,52,63,94,46,18,1,121, __ (S;E)

En (S;V3, min: 31) refiere que la sucesion puede parecer complicada a primera vista
sobre todo por la presencia del 1 en la pentltima posicion conocida, pero que si realizamos
la observacién con detenimiento, podemos reconocer que la sucesion estd “emparentada” con
otra, dada por los cuadrados perfectos, apreciacién que desde su punto de vista es posible
dado que tenemos (1, 4, 9,... , 121); y si comparamos esta nueva sucesion con la anterior no
parece dificil percatarse de que estas comparten en cada término los mismos digitos pero en
orden inverso:

1 4 9 61 52 63 94 46 18 1 121 --
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 --

Desde esta perspectiva la explicaciéon seria que el cuadrado perfecto que sigue a
(121) es (144) el cual tiene por inverso a (441) y seria este el término que seguiria en la

sucesion original.

Seguidamente se presenta otro ejemplo donde la observaciéon de la sucesion es
clave para reconocer otras pistas que la misma puede proporcionar. Se advierte que estas
pistas pueden estar mas o menos explicitas.

h) 1,4,27,256,...?

(No enlistado en el PDF, tomado de: (S;V;, min: 43 )
Andlisis: (min: 45)

1, 4, 27, 256,
+3 +23 +229 +? )
+20 +206 +? )

En (min: 46) se plantea que el anélisis expuesto se da de manera natural cuando
intentamos encontrar el término que completa una sucesion dada, es decir que, por lo
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general, se inicia la buasqueda partiendo del anélisis del crecimiento entre sus términos, ya que
en muchas ocasiones se hace conveniente conocer otras sucesiones que pueden ser
derivarse porque nos explican la regla de formacién de manera mas clara. Sin embargo,
enfatiza en que este procedimiento no siempre es til y esto pone bajo foco en el analisis
anterior, donde las sucesiones derivadas no nos dejan pautas evidentes. Entre tanto,
subraya que la debida observacion de la sucesion puede llevarnos a comenzar reconociendo
que el (4) (cuadrado perfecto) es su segundo término y podemos pensar que pudiera ser la
sucesion de los cuadrados perfectos, pero, en ese caso, le seguiria (9) y, en su lugar esta el
(27). Como el (27 = 33) y estd emparentado con el (9 = 3%), podriamos probar si (256 = 4%),
obteniendo asi una explicacién perfecta para la sucesion:

1 4 27 256 (3125)
11 22 33 44 55
El ejemplo que se presenta a continuacién evidencia la utilidad de la estrategia de
considerar el analisis del crecimiento entre los términos de la sucesion, como procedimiento
aritmético inicial.
i) 2,3,6,15,42,...2 (S,P)
Analisis: (S,V7, min: 38)

2, 3 6, 15, 42,
+1 43 +9 427 +81 10
Como se puede observar, el andlisis presentado arroja una nueva sucesién que,
siendo descriptiva del crecimiento de la sucesién original, conducen a la obtencién de (123),
como el siguiente término buscado.

Anédlogamente al ejemplo anterior presenta y procede en el siguiente caso:
Problema 2. (S,P;)
¢Cual es el término que ocupa la posicién 8 en la siguiente sucesion?:
a. 2,3,5917,..?
Andlisis: (S,V;, min: 40)

1 2 3 4 5 8
2, 3 5, 9, 17, s (129)
+1 +2 +4 +8 +16 +32  +64 10
De la misma manera el entrenador hace ver que también el enésimo término de la
sucesion anterior puede expresarse como a, = 2"+ 1 y, por consiguiente, la sucesion
constituye una progresion, ya que existe una férmula que nos permite hallar cada uno de
sus elementos. De esta forma se profundiza en lo expuesto en (S,/,) donde se definen las
progresiones como sucesiones donde siempre la ley de formacién constante puede
expresarse mediante una férmula, evidenciando ademas en su explicacién que en la
bisqueda de los términos que mejor las completen son determinantes los anélisis
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aritmético-algebraicos. Mas adelante ejemplifica lo anterior apoydndose en el siguiente
ejemplo.

Problema 3. (S,P3)

En el cuadrado que observas resulta que cada fila, cada columna y cada diagonal forman
una progresion aritmética. ;Qué namero es x? (Recuerda: en una progresién aritmética, la
diferencia entre dos términos consecutivos es constante).

21 Analisis: (S, 49 =21+4d 21
16 min: 50) 28 =4d T d
- d=7
X 27-16 =11 X=49-d 2 +d
Wilioa  K=19-7 x=42 B[ X+
29| +d

Sumas:

El tema de las sumas tiene que ver con las maneras que empleamos para calcular sumas
que, “convencionalmente”, se harfan muy extensas.

En (S,1p) se explica que de la misma manera que la presencia de puntos suspensivos
que por lo general acompafian al planteamiento de estos problemas constituye una
evidencia de que no es viable escribir todos los ntimeros que se quieren sumar, tampoco se
espera que se haga la suma, adicionando todos los ntimeros uno a uno.

En este tenor, la sugerencia inicial (S,;V;, min: 55) apunta nuevamente hacia la
observacion con detenimiento de los términos implicados puesto que no pocas veces es
posible emparejarlos (asociarlos) convenientemente (atendiendo al signo que lo precede,
fracciones con igual denominador, a que se obtienen sumas constantes, etc.) para viabilizar
y reducir el procedimiento. Seguidamente se muestran situaciones problemas para
ejemplificar lo anteriormente expuesto.

Problema 4.
Calcula el resultado de la suma:

a) 999999999 — 99999999 + 9999999 — -+ 999 — 99 + 9 (tomado de: S, P,};)

En el andlisis en (S,V;, min: 55) se deja ver que el efectuar las sumas por su orden
tomaria un tiempo considerable y, por el contrario, si se percatan de que asociando
convenientemente las diferencias se pueden cancelar la cantidad de nueves que tiene el
sustraendo en el minuendo en cada caso, el problema se hace muy sencillo.

B AR AR

9 0 00 O0O0O0OO©O 9 000 000 9 00 0 O

Lo que llevaria a obtener 909090909 como resultado de la suma.
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b) 2016 —2014 +2012—-2010+--+8—-6+4—-2 (Tomado de: S, P,p)

Una estrategia similar se aplica en (S,V;, min: 57) para calcular esta suma, donde
nuevamente el asociar y determinar las diferencias individualmente facilita el camino para
llegar a la suma total.

2016 — 2014 = 2; 2012 - 2010 = 2; ...

El problema se reduce a determinar cudntas diferencias se tienen y, para ello, se
comienza por definir la cantidad de sumandos que tiene la operacién, considerando que se
involucran los nameros pares hasta 2016, se tienen (2016/2 = 1008) sumandos y, por
tanto, (504) diferencias, cada una de las cuales arroja como resultado el (2). Para finalizar, se
toma a cuenta (504) veces el (2), es decir, (504 -2 = 1008), lo cual seria el resultado de la
suma. Evidencia de estos analisis se presentan en la figura 27.

¥ Problema 2. Calcula ¢l resultado de 1a suma:
an’ )
999999999 ~ 99999999 + 9999999 = -+ 999~ 99+ 9.

'_ {

Problema 4. Qalcula ¢ resultado de 1 suma:

2016 - 2014+ 2012 - 2010 + -+ B =6+ 4~ 2,

Figura 27. Andlisis y solucion de S, P,p, y S, Py, en S,V,, min: 58.

Para resaltar la aplicabilidad de la estrategia de asociar convenientemente los
sumandos se ejemplifica nuevamente con los dos problemas que siguen:

Problema 5. (S3R3)

o 142 445 201142012 e 11

Una nifa calcula la suma — Tttt Y unnifo calcula la suma de 1 + STt
1 .

et (Cudl es la suma de sus resultados?

Un elemento para tener en cuenta al atacar este problema segtin se explica en (S,V,
min: 98) es que no se piden la suma del nifio y la nifia por separado, s6lo la suma conjunta,
esto puede constituir una pista para inducir la estrategia de emparejamiento. En la
exploracion para la eleccién de las parejas de sumandos pertinentes se puede advertir que
los denominadores de la segunda suma son la tercera parte de los denominadores de la

. . . - 3 . . o
primera y, por tanto, si se amplian multiplicando por (5) las fracciones que sumo el nifio, se
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obtienen denominadores respectivamente iguales, lo que facilitaria la suma de los términos
del mismo orden en cada suma. El procedimiento descrito se representa a continuacion.

1+2 4+5 201142012
3 6 2013
1 1 1 . 3 3 3 3
1+-+=-+--+—ampliadolasegunda:=+—=+-+ -+ —
2 3 671 3 6 9 2013
Sumando los términos del mismo orden en cada expresion:

1+2
3

pio M3 ) 6712 = 1342
3 6 6

o2 4es

Reto 2. Una nifis caleuts la wrm" + SE 5 un nifio calkeula 13 suma 1+

4

S# S et = (Cudl o5 13 suma de sus resultados?

D « 2 U
R: (342
Figura 28. Anidlisis y solucién de SR, en S,V;, min: 103.

Problema 6. (S,R,)

;Cudl es el entero mas cercano al valor de x — y si:

En (S,Vs, min: 2) se explica como emparejando las fracciones de x e y con igual
denominador y generalizando las diferencias que quedan determinadas se obtiene lo
siguiente:

n+1)2—n? n?+2n+1-n2 2n+1
(1) = = =1 = 50; por lo que:

2n+1 2n+1 2n+1
502 5050—2500 —
x—y=50——=————=125,2475
101 101

Siendo el entero més cercano seria 25.
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Reto 4. {Cual es el entero mas cercano al valor de x — y si
[«
12 N12® A3t 504
- = e
1 3)°LH 99

ey 8 s
Y*3YB" 7 101

Figura 29. Andlisis y solucion de S,R, en S, Vg, min: 6.

En (S;V,, min: 1) se explica que también existen varias férmulas muy dtiles para
calcular sumas cuando se trata de progresiones, siendo la més conocida y de uso recurrente
la que permite calcular de manera simplificada la suma de los primeros n€N, e
implicitamente, la suma de los primeros nameros triangulares, la cual ha sido atribuida al
célebre matematico aleman Carl Friedrich Gauss, por lo que también es conocida como
formula de Gauss. Esta ttil herramienta se plantea como sigue:

n

Zx=1+2+3+-~+n=

x=1

nn+1)
2

Entre las multiples vias que se proponen para la demostracion de esta férmula
explica la del siguiente andlisis que considera la suma de los primeros 100 ntmeros

naturales:
1 +2 43+ +100 Se expone en (S,V,, min: 2) que enlistando los primeros
. y y T 100 nt tural lviéndolos a escribir de bajo
100 99 98 o numeros naturales y volviéndo j
101 101 101 101 101 de la fila inicial, pero en orden inverso, para que en

lugar de tomar como sumandos todos los de la fila, se

De la misma forma se sumen las 100 columnas que quedarian determinadas,
refiere en (S,V,, min: 6) que esta se evidencia que en todos los casos la suma es 101.
suma vista de forma grafica Como se tiene 100 veces 101 pero repetidos dos veces la
explica la existencia de los

5 . lista de nameros, la pretendida suma puede escribirse
numeros triangulares:

100 - (101)
> .

como:
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A continuacién, se presentan algunos problemas donde se combinan estrategias
para obtener las sumas de las progresiones, siendo la factorizacion que se apoya en la formula
de Gauss y los arreglos triangulares, piedras angulares en los procedimientos aplicados:

Problema 7. (S;R;)

En una escuela se tienen 2011 grupos, cada uno con 2011 alumnos. Cada grupo tiene una
caja en donde los alumnos en orden consecutivo colocan pelotas siguiendo una progresiéon
aritmética como se muestra en la tabla:

Alumno 1 | Alumno 2 | Alumno 3 | Alumno 4
Grupo 1 1 2 3 4
Grupo 2 2 4 6 8
Grupo 3 3 6 9 12
Grupo 4 4 8 12 16

Encuentra los grupos que en algiin momento logran acumular exactamente 1265 pelotas
dentro de su caja.

En el anélisis de este problema (S,V;, min: 8) se puede ver que la progresién que
determina se puede escribir de la forma siguiente:

n+2n+3n+4n+ -+ kn; donde (n)=grupos y (k)=alumnos.

Considerando la estrategia de factorizacién que se apoya en la férmula de Gauss, se
tiene que:

n-k(k+ 1)

n(1+2+3+4+-+k) = = 1265

n-k(k + 1) = 2530 evidencia la presencia de 3 factores, dos de ellos consecutivos.
Para encontrarlos se descompone en factores a 2530.
n-k(k+1)=2-5-11-23
=1265-1-2
=23-10-11
=5-22-23

R/ Ocurre en el primer alumno del grupo 1265, en el décimo alumno del grupo 23 y
en el alumno 22 del grupo 5.

Problema 8. (S;R;)

Como se muestra en la figura de abajo, hemos acomodado los enteros positivos en un
arreglo triangular, de manera que los nameros arriba o a la izquierda deben ser menores
que los nimeros abajo o a la derecha, y cada linea tiene mdas ntimeros que la linea superior.
Supongamos que a;; representa el niimero que estd en la i-enésima fila de arriba hacia
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abajo, y es el j—enésimo ntimero de la izquierda a la derecha. (Por ejemplo, as3 =9.) Si a;; =
2009, jcual es el valor dei +j?

En (S,Vs, min: 1) se explica que habria que comenzar reconociendo que es un arregle
2Vs

triangular, donde la cantidad de ntmeros en cada renglén coincide con el nimero del

renglon en el que se encuentran, propiciando que el dltimo en cada renglén sea un ntmero

triangular, ejemplo: cuarto renglén 1+ 2 +3 +4 = @ = 10, siendo este el cuarto namero

triangular.

Por tanto, el primer paso para atacar el problema y su avance mas significativo
estaria dado por buscar cudl es el nimero triangular mas cercano a 2019. Para ello, se
podria acotar primero considerando la mitad de algunos cuadrados prefectos, por

2 2
ejemplo: % = 1800y % = 2450, lo que lleva a determinar que el ntiimero buscado esta en

algtin renglén entre el 60 y el 70 (1800 < 2019 < 2450). Por lo que probando algunos casos
con la herramienta de Gauss:

61-62 1

Ag161 = 5= 1891 ) 3
4 5 6

6263

(162 62 = 2 = 1953 7 8 9 10
2009

6364

g3 63 = = 2016 2009 (= 2016
2 ! .
Q63 (63-7) Q63 63

Q63 56

Como 2009 se ubica 7 lugares antes del namero triangular 2016, y este tltimo ocupa
el lugar 63 del reglén 63, el 2009 estaria en el mismo reglon (63) pero en el lugar (56). Por lo
que solo restaria plantear:

i+j=63+56=119
Problema 9. (S;Rg)

Observa el siguiente arreglo: ;Cual es la suma del primer y tltimo términos de la columna
2008? (Por ejemplo, el primer y tltimo términos de la columna 3 son 13 y 24, su suma 13 +
24 = 37

87



Los Problemas de Olimpiadas de Matemidticas. Un Recurso para Atender las Aptitudes
Sobresalientes

Este problema se analiza en (S,V,, min:
1 D % 1) con el siguiente enfoque:

Como las cajitas presentan un acomodo
triangular se puede decir que en la columna
2008 habra 2008 cajitas. Otra pista importante

para observar es que todas las columnas
terminan en un mdultiplo de 4. Por tanto, el
ultimo nimero de la columna 2008 sera:

2008 - (2009)
M1+2+3+m+2mm)=4(———?———)
= 8068144
“« N\ El primero de la misma columna se

puede entender como el sucesor del dltimo de
la columna 2007, para lo cual se plantea:

2007 - (2008)

4u+2+3+m+2mn+=4< >

) +1=28060113

Con lo cual la suma quedaria definida: 8068144 + 8060113 = 16128257.

Desde (S,V,, min: 10) se explica que para toda progresion aritmética se puede
derivar una férmula que permita calcular su suma sin tener que memorizarla, teniendo en
cuenta que en este tipo de progresion la diferencia entre sus términos es constante, por lo
que se hace suficiente conocer la suma del primer y altimo término de la progresion (n+1) y
la cantidad de términos (n) que la forman.

Como casos particulares de uso frecuente derivados de la férmula original de Gauss,
en (S,V,, min: 11) se mencionan la que permite sumar los primeros ntimeros naturales pares
e impares, presentando una de las multiples demostraciones en cada caso.

La primera de ellas puede escribirse y demostrarse de la forma siguiente:

[ P i
L

n
22x=2+4+6+~~+2n=n(n+1)
x=1

Los procedimientos implicitos en la  Figura 30. Demostracion de la formula para calcular la suma
demostracion se  relacionan  a de los primeros niimeros naturales pares.
continuacion:

Factorizando: 2(14+2+4+3+--+n)=2+4+6+--+2n
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n(n+1)].

Por consiguiente, el miembro izquierdo es: 2[ >

Cancelando en el miembro izquierdo: n(n + 1).

De la misma forma, se explica que para calcular la suma de los primeros n impares
es posible sustraer la suma de los pares a la suma total o directamente hacer uso de la
expresion que seguidamente se presenta acompanada de su demostracién geométrica:

L - = \
z;"'; 1 +5 4 | [En=1) |

n
Z(Zx—l)=1+3+5+---+(2x—1)=n2

x=1

* * * *
A Graficamente se L
* * * * . .
evidencia que la suma
*1* " "] determina un cuadrado. Figura 31. Demostracion de la formula para calcular la
13|57 suma de los primeros niimeros naturales impares.

Un ejemplo de problema sencillo en el que se deja ver la valia de estas herramientas
es el siguiente:

Problema 10. (S3R3)

¢Para qué entero positivo n se satisface la ecuacion siguiente?

1+3+5+--+@2n—1) 2006
24+44+6+--+2n 2007

Analisis y solucion en (S, Vs, min: 9):

Como en el denominador se tiene la suma de nameros pares y esta no puede ser impar, lo
que se busca es una fraccién equivalente, sustituyendo numerador y denominador por las
expresiones demostradas anteriormente queda como sigue:
1+3+5++(2n-1) n*  n

2+44+6+-+2n  nn+1) n+1

Llegando a la conclusiéon que el ntimero (n) que satisface la ecuaciéon es 2006 y su
consecutivon + 1 = 2007

Las férmulas hasta aqui presentadas y demostradas se relacionan junto a otras tres
que se dicen ttiles para el calculo de sumas en progresiones a partir de (S;V;, min: 72).
Dicha relaciéon se muestra en la Figura 32.
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4 [

,1(1 *rn"',-; \

o
|

jma\dw(r

Fiqura 32. Relacion de formulas iitiles para calcular la suma de progresiones.

Las tres férmulas referidas, visibles en la figura anterior, viabilizan el calculo de las
siguientes sumas:

La suma de los cuadrados de los primeros naturales:

_n(n+1)(2n+1)

n
Z“xz=12+22+32+---+n2

6
x=1
La suma de los cubos de los primeros naturales:
" (n+ DY’
nmn
Zx3 =134+2343% 440 = [T]
x=1
La suma de las primeras potencias de un nimero dado:
i=n ) n+1 __ 1
Za‘ =l+a+a*+-+a" =
a—1

i=0

En resumen, aunque ciertamente las sucesiones pueden ser muy diversas
atendiendo a su constante o sentido de formacién, generalmente es posible encontrar una
forma simple y competa que explique su comportamiento. Para ello, es muy importante la
observacion, la intuicién que se desarrolla conforme crece el espectro de analogias y una
mente abierta que permita ser creativos, principalmente cuando el analisis de las diferencias
en la sucesion y los tecnicismos aritméticos-algebraicos que permiten manipularlas no
proporcionan una idea clara.

Por lo general, en la suma de progresiones aritméticas intervienen una gran
cantidad de sumandos, dificultad esta que por si misma constituye un hint para intuir que
no se requiere, ni es loégico o conveniente, un planteamiento convencional para calcularla.
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En tal sentido, la estrategia de emparejar los términos convenientemente, segiin su signo,
sus caracteristicas considerando diversos tipos de notacion y otros, puede facilitar y
simplificar en gran medida el procedimiento. De igual forma, la estrategia de expresar esas
extensas sumas como producto (factorizar) permite economizar tiempo y esfuerzo. Para tal
fin, resulta una herramienta clave la conocida férmula de Gauss y sus diversas variantes
segin las caracteristicas de los términos de la progresién, por ejemplo, las dadas por
nimeros pares o impares.

La cantidad de problemas tomados principalmente de ONMAPS disponibles en el
material para trabajar el tema, constituyen evidencia de que los problemas de sucesiones
son bastante frecuentes dentro de las competiciones matematicas para alumnos de primaria
y secundaria. Los aspectos mas relevantes del anélisis realizado se presentan en la Tabla 8:

Tabla 8.

Sintesis del andlisis del tema “Sumas, sucesiones y progresiones”.

Moédulo: Logica y aritmética Tema: Sumas, sucesiones y progresiones.

Objetivo(s): Describir estrategias que permiten reconocer el término que sigue en una sucesion, asi como calcular la
suma de sus términos.

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
analisis
-Observar. En general se puede
- Pronunciar los partir de la
términos. observacion de las
-Observacion. -Hallar diferencias entre sucesiones para
-Creatividad. los términos y entre las reconocer en ellas

Sucesiones y

progresiones

-Comprension del
lenguaje algebraico.
-Aritmética bdsica.

propias diferencias.
-Transformar la
notacion de los términos
y/o las diferencias
(escribir como potencia,
leguaje verbal, etc.).

Sumas

-Observacion.
-Tecnicismos
aritmético-algebraico.
- Conocimiento de
sucesiones especificas
(ejemplo: niimeros
triangulares).

-Observar progresiones.
-Emparejar (asociacién
conveniente de
términos).

- Factorizar (expresar
sumas como producto a
partir de las variantes de
la formula de Gauss).
- Realizar acomodos
(triangulares,
cuadrados, etc.).

-Analizar y comparar
términos.
-Reconocer pistas o
analogias.
-Predecir y anticipar
comportamientos.
-Discriminar, modelar
y argumentar
procedimientos de
cdlculo.
-Desarrollar
pensamiento creativo.

pistas propias o
andlogas a las de
problemas
anteriormente
resueltos, de forma
tal que podamos
predecir su
comportamiento
(constante de
formacion o sentido
de la formacion) y
discriminar los
procedimientos de
suma mds
ventajoso para
resolver el
problema.

(Elaboracion propia).

4.1.1.3. Sesion 3: Ecuaciones y tablas.

Tabla 9.

Fuentes de informacion disponibles para tema "Tablas y ecuaciones".
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I Sesion en vivo V1 106
S3 Tablas y P1, P2, ..., P20 Sesion en vivo Gen. 1 V2 81
ecuaciones R1,R2, ..., R4 Retos V3 21

| Totales | 24 208min

Propoésito:

Promover el empleo de estrategias creativas para atacar problemas algebraicos en aquellos
alumnos que se inician dentro del contexto olimpico-matematico y que cursan el nivel
primario o secundario en la ensefianza general, fomentando la construccién de significados

y el desarrollo general de las bases para el estudio de nociones mas formales del dlgebra
(S3V1, min: 5)

Descripcion:

Segun se hace explicito en (S3/) el material que se presenta estd pensado como una
especie de pre-dlgebra. Recalcando la idea anterior se plantea que la mayor parte problemas
que se incluyen, si bien podrian resolverse de manera sencilla con un buen manejo del
algebra, también se pueden resolver con otros métodos més al alcance de estudiantes en sus
primeras etapas. Como ejemplo, en (S3V,, min: 7) se sugiere partir de la construcciéon de
tablas ordenadas sobre la base de las observaciones de las condiciones de los problemas y el
andlisis de casos. En (S3Vy, min: 21) se deja claro que lo anterior, lejos de sugerir un método
preferente y “negar” al dlgebra, tiene fines introductorios respecto a ella. De hecho, en (S3I)
se refiere que los dltimos problemas que se presentan en el documento ya requieren poder
plantear ecuaciones, para lo cual en (S3V;, min: 78) se dice que es de gran ayuda la intuicion
que se va de desarrollando en la medida en que el resolutor vaya incorporando a su haber
problemas resueltos.

El primer problema que se analiza es bastante conocido y su analisis puede
considerarse un ejemplo paradigmatico de la intensién de este apartado segin el experto

entrenador.
Problema 1. (No enlistado en el pdf, tomado de: (S3V;, min: 3)

Un granjero tiene vacas y pollos. Todas sus vacas tienen 4 patas y todos sus pollos tienen 2
patas. El granjero cuenta 22 cabezas y 64 patas. ;Cudntos animales tiene de cada tipo?

En el analisis de este problema en (S;V;, min: 18), se explica que un resolutor con
suficiente el conocimiento de dlgebra podria plantear y resolver “facilmente” el sistema de
ecuaciones que conduce a la solucion tnica:

p-pollos  Como todos los pollos y vacas tienen una sola cabeza: p+v=22
v-vacas  Como los pollos tienen 2 patas y todas las vacas 4: 2p +4v = 64
p+v=22 /-4 12+v =22
2p +4v = 64 v=22-12

4p+ 40 =80
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2p +4v = 64
2p = 24
p=12

Como este proceder dificilmente esté al alcance de alumnos de primaria e inicios de
la secundaria, la alternativa para su tratamiento con estos discentes que se sugiere en (S3V;,
min: 5) es el uso de la estrategia de prueba y error a través la construccion de una tabla
ordenada, estrategia que, segtin se afirma mas adelante en esta fuente (min: 38), permite ir
avanzando de forma segura hacia la solucién a partir de una secuencia de pasos u
operaciones.

Para ello, en (S3V;, min: 9) se debe cuidar una de las dos caracteristicas (ecuaciones),
es decir, que siempre se cumpla la suma de “22 cabezas” o “64 patas”, e ir probando hasta
que se cumpla la otra caracteristica. El procedimiento considerando las 22 cabezas como
referente se presenta seguidamente:

V- vacas PV- patas de vaca

20 22 | 80 84

V|P | C|PV|PP| P P- pollos PP- patas de pollo
22 | 0 | 22 | 8 | 0 | 8 C- cabezas P- patas
21 ; 22 | 84 i 86 En (S5V;, min: 10) se precisa que si se quiere

hacer todo puede intentarse, pero en este punto es

1.6 6 2'2 6.4 1.2 7.6 posible darse cuenta (observar) de que esta

disminuyendo la cantidad de patas a un ritmo muy

12 | 10 | 22 | 48 | 20 | 68 lento, por lo que se puede animar a bajar un poco

11 | 11 | 22 | 44 | 22 | 66 mas. De esta forma se llega a obtener que para 10

10 | 12 [ 22 | 40 | 24 | &4 vacas y 12 pollos se cumple que siempre tenemos

9 [ 132236 |26 | 62 22 cabezas y 64 patas.

Antes, e inmerso en la explicacion anterior, especificamente a partir de (S3V;, min: 8),
se enaltecen algunas de las ganancias de este proceder, aludiendo que la propia
construccién de la tabla permite ir introduciendo a los alumnos hacia la notacion algebraica
mediante el sentido practico que tiene la utilizacién de letras para la identificacién de las
columnas de la tabla en lugar de la palabra que nombra lo que en cada una de ellas se
representa. Mas adelante, en la propia fuente (min: 13), se argumenta ademas que favorece
que el estudiante ejercite su capacidad de verbalizar, argumentado sobre la tabla que la
respuesta es Unica, advirtiendo que si tiene V > 10, entonces P > 64 vy, si tiene V < 10,
entonces P < 64.

En (S3V3, min: 23) se busca resaltar el papel clave que juega la observaciéon cuando
este tipo de tabulaciones. Para ello se hace ver que en el problema anterior sélo se tienen 22
animales, pero pensando en configuraciones del problema con cantidades de (120; 2000;
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1000000) animales, ciertamente la tabulacion ordenada perderia utilidad. En estos casos la
observacion permite acotar el rango de la tabulacion a realizar oportunamente.

Seguidamente se presentan otros problemas y distintas vias de solucién para seguir
evidenciando que si hay mucho que se puede hacer de forma practicamente intuitiva, al
margen de los procedimientos algebraicos mas formales.

Problema 2. (S3P;)

La edad promedio de los miembros de la familia Quintos es de 18 afios. Si sabemos que el
papéa tiene 38 afios y que el promedio de las edades de los miembros de la familia sin
contarlo a él es de 14 anos, ;cuantos miembros tiene la familia Quintos?

Nuevamente se insiste en (S3V;, min: 40) que un resolutor con la suficiente practica
pudiera atacar el problema por métodos algebraicos. Como ejemplos de planteamientos
apegados al abstracto mundo del dlgebra se presentan los siguientes:

Solucién 1. (S3V;, min: 40)

Sea n - cantidad 38+ 14(n—1) 18 Siendo:
de integrantes n 38 la edad del padre
384+ 14(n—1) =18n 14(n — 1) suma en afios del
38 + 14n — 14 = 18n resto ‘de los integrantes de la
familia
24 =4n R/La familia tiene 6

integrantes.

Solucién 2. Solucién de un participante, compartida por Hangouts y comentada en (S3V,
min: 44).

Sea: Sistema de ecuaciones:
X - suma de las edades X _ 18 Ecuacion I: promedio que incluye
Y - total de integrantes Y al padre.
X—38 — 14 Ecuacion II: promedio que excluye
Y—1 al padre.
X =18Y
X—-38=14(Y - 1)
X =18Y
X—38=14Y - 14
38 = 4Y + 14
24 = 4Y
R/La familia tiene 6 integrantes.

Como se habia adelantado, se puede hallar una solucién al problema sin tener que
recurrir al algebra. Para ello, se propuso en (S3V;, min: 36) la estrategia de ver el “promediar
“como “emparejar” (promediar igualando).

Solucién 3.
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En esta perspectiva el punto de partida del andlisis que se inicia en el propio (min:
36) esta dado porque no se sabe cuantos integrantes tiene la familia, pero si, los valores que
toma el promedio de sus edades incluyendo y excluyendo al padre. En tal sentido, las ideas
fundamentales que se propone considerar son, en primer lugar, que con independencia de
la cantidad de integrantes que no se conocen, dado que su promedio de edades es 14 afios,
cediendo afios de un integrante a otro es posible igualar sus edades a 14 afios. En segundo
lugar, se debe advertir que para que el promedio aumente a 18 afios el padre debe ceder, de
sus afios, a cada uno de los integrantes hasta llegar al promedio. Como el emparejamiento
inicial permite tener a todos los integrantes restantes con 14 afios, para que alcancen el
promedio el padre debera ceder 4 de sus afos a cada uno de ellos. Siguiendo esta especie de
tabulacion ordenada se puede encontrar de forma segura la solucion buscada. El
procedimiento descrito se presenta en la Figura 36.

Problema 3. La edad promedio de los miembros de la familia Quintos es de 18 afios. Si

sabemos que el papd tiene 38 afios y que el promedio de las edades de los miembros de la
familia sin contarlo a él es de 14 afios, {cudntos miembros tiene la familia Quintos?

4
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Fiqura 33. Andlisis y solucion de S3P; en (S3Vy, min: 38).

De forma mas detallada, en aras de su mejor comprensién, se presenta el
procedimiento anterior con forma propia.

38 14 2integrantes

-4 +4

=34 =18 14 3integrantes

-4 +4

=30 =18 14 4 integrantes
-4 +4

=26 =18 14 5 integrantes
-4 +4

=22 =18 14 | 6 integrantes
-4 +4

=18 =18
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Problema 3. (S3P;)

Un conejo da 5 saltos en el mismo tiempo que un perro que lo persigue da 4. Sin embargo, 8
saltos del perro miden lo mismo que 11 saltos del conejo. Si el conejo le lleva 66 saltos de
ventaja, jcuantos saltos tiene que dar el perro para alcanzar al conejo?

Solucién 1. (Solucién algebraica, elaboracién propia)

X saltos para descontar 66 saltos 8p =11c
p- Saltos del perro
. 11 11
c- Saltos de conejo p=75¢ /"4 4p=—c 4p=55¢c

55¢—5c =0,5c (descuento por c/4
saltos del perro)

X 66
— = —  05x=4-66 0,5x =264
4 0,5
264
X =— x=0528
0,5

R/El p‘erro debera dar 528 saltos para
alcanzar al conejo.

Solucién 2. (Solucién gréfica-aritmética, analisis en S3V;, min: 56)

Problema 7. Un conejo da 5 saltos en el mismo tiempo que un perro que lo persigue da 4.
Sin embargo, 8 saltos del perro miden lo mismo que 11 saltos del conejo. Si el conejo le lleva
66 saltos de ventaja, (cudntos saltos tiene que dar el perro para alcanzar al conejo?

0] P acor ( » N1 50”0 el YD W el @i to
( ,,J[A "6 'a”ﬁﬂ
5 { '-) vy ]')
o """I t = 1
| 1 pbs 8
“ reay o
® -'l‘-'w\( o — 3
\" 8 ." r‘vf\)
Figura 34. Andlisis y solucion de S3P; en (S3Vy, min: 61).
Solucién 3. (Adecuacion propia del andlisis grafico)
Tiemp Andlisis inicial: 4 4
Saltos Si el perro alcanza al 3
Distanci CE)I‘I%O es porque va mas
rapido: Conej 11
5 5
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Por lo que el perro acorta 1 salto de conejo cuando da 8 saltos.
668 =528
R/El perro debera dar 528 saltos para alcanzar al conejo.

La solucién anterior se apoya en la estrategia de hacer un diagrama con forma de tabla
cuya coloracion propicia la comparacion de las magnitudes implicadas de forma légica e
intuitiva, permitiendo el reconocimiento de los factores que determinan la cantidad de
saltos que serdn necesarios para que el perro le dé alcance al conejo.

Seguidamente, se presenta un problema que generalmente se aborda como un caso
particular de planteo de ecuaciones, el caso de edades, pero, en esta oportunidad, se enfoca
de una forma alternativa al algebra, siendo cardinal una vez mas, la construccién de una
tabla para el analisis de los datos y las condiciones del problema

Problema 4. (S3Pg)

Lolo le dijo a Elvira: “Yo tengo 3 veces la edad que tu tenias, cuando yo tenia la edad que tt
tienes, y cuando tengas la edad que yo tengo, la suma de nuestras edades sera de 35 afios”.
;Cuaél es la edad de Elvira?

Solucion (Demostracion cognitiva, analizado en S5V, min: 32)

Analisis: Procedimientos:
¢Cuantos sujetos hay? ;Quiénes son? Lolo
Elvira
¢ Qué tiempos estan presentes en esta Pretérito | Presente Futuro
comunicacion? Lolo
Elvira
(Quién habla en la conversacion? (yo)
Lolo
Pretérito Presente Futuro
Yo tengo 3 veces la edad que ta tenias Lolo 3:-0)
Elvira 1-()
Cuando yo tenia la edad que tu tienes Pretérito | Presente Futuro
(La suma de medios y extremos, en edades, son  Lolo 2-(0) 3-0)
iguales) Elvira | 1-() 2:-0)

Cuando tengas la edad que yo tengo, la Pretérito | Presente Futuro
suma de nuestras edades sera de 35 anos. Lolo 2-(0) 3-0) 4-()
(Considerando la suma de extremos y medios)  Elvira 1-0) 2-0) 3-0)

Suma 35

4-()+3-() =35
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7-()=35
Rta/ Elvira tiene 10 afos. 7:-5=35
2:-5=10

En lo siguiente, se presentan otros problemas de algebra con idéntico propésito, ya
que si bien en algunas de las soluciones que se exponen se plantean ecuaciones, estas se
construyen y resuelven, segin se resume en (S3V;, min: 85), mas de una manera visual, es
decir, sobre la base de observaciones, de prueba y error o la propia construccién de tablas,
que por una interpretacion algebraica rigurosa.

Problema 5. (S3Py)

En una caja hay canicas rojas, verdes y azules. Las rojas son el triple de las azules y las
azules, el triple de las verdes, en total hay 65 canicas. ; Cudntas canicas rojas hay?

Solucién: (Solucién algebraica que se apoya en la observacion, presentada en S;V;, min: 64)

¢De cuantos colores hay canicas en la caja? Rojas (R) Verdes (V) Azules (A)
¢ Cuantas canicas hay en la caja? R+V+A=65
, ‘ Las rojas son el triple R =34
(Cuéntas canicas  de las azules
hay de cada tipo?  Las azules, el triple
de las verdes A=3V
Observacion importante: ;Qué relacion hay
entre las rojas y las verdes? R =9V
Sustituyendo 9V +3V+V =65
Reduciendo 13V =65
Despejando V=65:13
Calculando V=5
Sustituyendo R=9-5
Calculando R =45

Rta/ En la caja hay 45 canicas rojas.

En (S3V;, min: 66) se deja claro que el problema anterior, al igual que otros
analizados, puede ser resuelto utilizando una tabla ordenada en la que se cuide las
relaciones de cantidades entre las distintas canicas dadas, hasta encontrar una triada de
valores que satisfaga la condicién que fija el total.

El siguiente problema que aqui se presenta tiene como elemento distintivo, segtn se
refiere en (S3V3, min: 80), que en él aparecen condiciones simétricas, las que define como
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condiciones en la que se relacionan por pares, en las que cada elemento aparece dos veces,
pero siempre en distintas relaciones cada uno de ellos.

Problema 6. (S3Py7)

Chocoreta, Chiqui y Dimi fueron a pesarse. Como no querian ver sus pesos, se pesaron en
parejas. Dimi y Chocoreta pesaron 18 kilos juntas, Chiqui y Chocoreta pesaron 20 kilos
juntas, Dimi y Chiqui pesaron 12 kilos juntas. ;Cuanto pesa cada una?

Solucién: (Solucién algebraica que se apoya en la observacion, presentada en S3V;, min: 81)

Lenguaje comun: Lenguaje algebraico:
Dimi y Chocoreta pesaron 18 kilos juntas D+ CHo =18
Chiqui y Chocoreta pesaron 20 kilos juntas CHi + CHo = 20
Dimi y Chiqui pesaron 12 kilos juntas D+ CHi =12
Sumando los términos 2D + 2CHo + 2CHi = 50
Simplificando en ambos miembros D + CHo + CHi = 25

Como: D + CHo =18y D + CHo + CHi = 25, entonces Chi = 7
Observaciones: Como: CHi+ CHo =20y D + CHo + CHi = 25, entonces D = 5
Como: D + CHi =12y D + CHo + CHi = 25, entonces CHo = 13

Rta/ Chiqui pesa 7 kg, Dimi 5 kg y Chocoreta 13 kg.

Otro problema de pesajes donde la observaciéon es suficiente para hallar una
solucion:

Problema 7. (S3P;3g)

En una oficina postal tienen 4 paquetes. Desgraciadamente, su bascula no aguanta los
cuatro paquetes juntos. Los pesaron por parejas en todas las posibles combinaciones y los
pesos fueron 5, 6, 8, 9, 11, 12 kilos de cada pareja. ; Cuanto pesan los cuatro paquetes juntos?

Solucion: (Solucién sobre la base de observaciones dada en S3V;, min: 86).

A z1c - .

A B c '] ABAD
AC

BC  BD

Paquetes:

Observaciones:

Se explica en (S3V;, min: 87) que no es posible hacer corresponder arbitrariamente
las 6 parejas pesadas con los pesos obtenidos, pero se puede advertir que al pesaje de los
dos paquetes menos pesados le debera corresponder el menor peso, es decir, 5Kg vy, al
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pesaje de los dos paquetes mas pesados le corresponderad el mayor peso, siendo este de
12kg. De lo anterior se deduce que el peso de los 4 paquetes serd de 5 + 12 = 17kg.

Problema 8. (S3R5)

En el juego de "PAN Y QUESO" dos chicos dicen PAN, QUESO, en forma alternada y van
uno al encuentro del otro por la linea pintada, poniendo cada vez un pie pegadito al otro.

Al decir PAN, el primer jugador adelanta un pie; al decir QUESO, lo hace el segundo. Gana
el que pisa primero al otro. En el recreo armaron dos equipos de tres chicos para jugar. En
el equipo de Anibal, los tres calzan 40 (40cm); en el equipo de Blas, uno calza 33 (33cm),
otro calza 34 (34cm) y el tercero calza 35 (35cm). La linea pintada mide 775 cm. Cada equipo
elige un chico para jugar. Si inicia el juego el equipo de Anibal, ;ja quién elige Blas para
ganar? Si inicia el juego el equipo de Blas, ;ja quién elige Blas para ganar?

Solucion: (Solucién a partir de la construccién de una tabla y el analisis de casos, presentada
a partir de S3V3, min: 8, como se muestra en la figura 35).

S ew o~

X r)

W
"))

19 e
Fiqura 35. Andlisis y solucion de S3R, en (S3V3, min: 12).

Una presentacion mds detallada y representativa del discurso se presenta seguidamente
(elaboracién propia).

(&) s
B

Jugadores

Anibal Blas Par de pisadas (A+B) 10(A+ B) Faltante
Ji  40cm  33cm 73cm 730cm 45cm
Jo 40cm  34cm 74cm 740cm 35cm
J3  40cm  35cm 75cm 750cm 25cm

Caso 1. (Inicia Anibal)

Como todos los jugadores de Anibal /; =], = J3 = 40cm y este dard un paso mas, deberd
ser el faltante > 40cm, por lo que Blas elegiria J; = 33cm para ganar.

Caso 2. (Inicia Blas)
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Considerando que luego de los 10 pares de pisada estara en turno Blas, deberd ser el
faltante < 35, por lo que Blas elegiria para ganar a su jugador J3 = 35cm.

A modo de resumen puede decirse que muchos problemas algebraicos no rutinarios
pueden ser abordados con alumnos aventajados de la ensefianza primaria y con aquellos
que se inician en la secundaria evadiendo, en buena medida, el uso de las nociones mas
abstractas y formales de esta importante area del saber matematico.

Con tal fin, estrategias como la construccién de tablas ordenadas, el anélisis de
casos, prueba-error y la observacion de las condiciones del problema, resultan de suma
utilidad. Tal y como se pudo ver en las soluciones ejemplificadas, no se requiere proponer
problemas con alto grado de complejidad, el éxito, al igual que con otras tipologias, estd
determinado por la cantidad y variedad de problemas que se resuelvan.

La ganancia de esta practica como introduccién al dlgebra estd dada, entre otras,
porque ademds de proporcionar herramientas “simples” para resolver problemas y
construir analogias que desarrollan la intuicion ante nuevos problemas, permite ir
adentrando al alumno en el mundo de la notacion algebraica. De la misma forma, permite
evidenciar los distintos usos que pueden tener las variables, cuya comprensién constituye
base fundamental de este campo de la Matematica. Los aspectos centrales de este andlisis se
sintetizan en la Tabla 10.

Tabla 10.

Sintesis del andlisis del tema “Tablas y ecuaciones”.

Moédulo: Logica y aritmética Tema: Tablas y ecuaciones

Objetivo(s): Promover el empleo de estrategias creativas para atacar problemas algebraicos en aquellos alumnos que se
inician dentro del contexto olimpico-matemitico y que cursan el nivel primario o secundario en la ensefianza general,
lo que les permite la construccion de significados y el desarrollo general de las bases para el estudio de nociones mds
formales del dlgebra.

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
analisis

Los problemas de pre-dlgebra
-Observar las vistos desde un enfoque creativo

condiciones del —deu/czr del lengbfa] 1 no requieren de la aplicacién de
comiin al lenguaje

iy problema. . . procedimientos rigurosos. Muchas
g -Observacion. ! ; algebraico y viceversa. . i
Problemas pre . Construir . veces la simple observacion de las
) -Creatividad. -Interpretar variables -
algebraicos tablas ; condiciones del problema y el
-Orden. en sus diferentes usos. ) .
ordenadas. trabajo ordenado nos permite

-Desarrollar el

-Prueba y error. . Py
pensamiento logico.

-Analizar casos.

resolver el problema y, a la vez,
dotar de sentido conceptos bisicos
introductorios del dlgebra.

(Elaboracion propia).
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4.1.2. Modulo II: Geometria

4.1.2.1. Angulos
Tabla 11.

Fuentes de informacion disponibles para el tema “Angulos”.

Sesion en vivo V1 115
’ I Sesion en vivo Gen. 1 V2 75
S4 Angulos El1, E2, ..., E7 Angulos V3 7
P1,P2, ..., P18 Ejemplo V4 10
R1,R2, ..., R9 Retos1,2y 3 V5 14
Retos 5y 6 Vé 8
Totales 34 229min

Proposito
Calcular &ngulos entre rectas, poligonos y circunferencias a través de la resolucién de

ejercicios y problemas que evidencian la utilidad de encontrar triangulos is6sceles
escondidos en la figura para su solucion.

Descripcion

Este extenso material de la semana contiene una amplia recopilacion de ejercicios y
problemas de céalculo de dngulos. En S, se plantea que los ejercicios que se proponen
tienen la intencién de ejercitar los conocimientos previos necesarios para tener éxito ante los
problemas que le siguen. En este sentido en dicho material se refiere que el conocimiento de
las relaciones que se establecen para los dngulos de vértice comun, los angulos entre
paralelas, ademas de los determinadas entre los angulos de poligonos y circunferencias,
constituyen recursos claves para el éxito. Ademads, en (S,V;, min: 6) se explica y ejemplifica
como muchas veces estas relaciones nos permiten plantear ecuaciones y sistemas de
ecuaciones que nos permiten llegar a la solucién de un problema.

También en S,I se deja saber que este material introductorio al médulo de
Geometria se orienta hacia el desarrollo de habilidades en la identificacién el calculo de
angulos, lo que el experto entrenador denomina “caceria de angulos”. En este tenor, en
(S4V1, min: 31) se sugiere la estrategia de buscar tridngulos is6sceles escondidos en la figura,
como la mas util para resolver problemas de calculo de angulos y, mayormente en este
sentido, giran los problemas contenidos en el material.
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Argumentando la justificacion de la ¢} cix
presencia de los siete primeros ejercicios en
el material y sus posibles usos dentro del
entrenamiento, en (S,V;, min: 49, figura 36)
refiere que este tipo de ejercicios son una
muy buena opcién de calentamiento, ya
permiten practicar las propiedades y el
calculo de angulos. También subraya que
estos ejercicios son muy faciles de construir

apoyandose —en algln software, por Figura 36. Finalidad de los ejercicios de cilculo de

ejemplo, el GeoGebra. dangulos en el entrenamiento.

Entre los disponibles en el material, se presenta el que sigue para ejemplificar lo
anteriormente expuesto:

Ejercicio 1. (S4E4) % v

Encuentra todos los &ngulos ' N o/\
de la figura marcados con una
letra. Las rectas marcadas con
el mismo par de flechitas son
paralelas; mismo par de
palitos son iguales. ‘ h T

El entrenador, previo al anélisis del ejercicio presentado en (S,V;, min: 43), recalca
que en muchos problemas de olimpiadas hallar la amplitud de un dngulo no es el fin, pero
es un elemento importante dado la figura dada estd expresada en términos de dngulos que
nos permiten encontrar otras relaciones. Ya adentrandose en el analisis del ejercicio,
primeramente, esclarece la notacion implicita en la figura y luego procede a comentar la
relacion de los angulos solicitados a partir de la amplitud conocida. Cabe resaltar que los
planteamientos de las relaciones establecidas y sus correspondientes fundamentaciones no
se hicieron de la manera mas formal, por lo que la solucién que seguidamente aqui se
presenta (también para el resto de los problemas), sigue el orden llevado por el entrenador,
pero incorpora lenguaje propio.

Solucién:

%a = 54° por ser angulos opuestos por el vértice.

Za = «p = 54° por ser angulos alternos entre paralelas.

<k + «p = 180° por ser &ngulos adyacentes.

<k + 54° = 180°; <k = 126°.

<h + «p = 90° por suma de dngulos agudos de un triangulo rectangulo.
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<h + 54° = 90°; «h = 36°.

«d = «h = 36° por ser angulos alternos entre paralelas.

«2m + «d = 180° por ser angulos consecutivos sobre una recta.
«2m + 36° = 180° ; ¥m = 72°.

«n = 72° por ser angulos alternos entre paralelas.

«2b + <a = 180° por ser dngulos consecutivos sobre una recta.

%2b + 54° = 180°; «b = 63°.

%c = 63° por ser angulos bases de un tridngulo isésceles.

Lf +2-63° = 180° por suma de angulos interiores de un triangulo.
Lf +126° = 180°; «f = 54°.

¥g = %c = 63° por ser dngulos alternos entre paralelas.

%e + <h + «f + «g = 180° por ser angulos consecutivos sobre una recta.
Le +36° + 54° + 63° = 180°; «e = 27°.

Los primeros problemas que se enlistan pueden ser considerados también ejercicios
con la misma finalidad del tipo ejemplificado anteriormente, e incluso, mas sencillos que el
anterior dado que en estos casos por lo general sélo se pide hallar la amplitud de uno o dos
angulos. Un ejemplo de estos se analiza en (S,V;, min: 53) .

Problema 1. (S,P3) P
En la figura siguiente PQRS es un 83"
paralelogramo. ;Cuédnto vale a? Los angulos

marcados miden 83°y 41°. s

Solucion:

%S = «Q = 41° por ser angulos opuestos de un paralelogramo.
La = «S + 83° por suma de dngulos exteriores de un triangulo.
La = 41° + 83°; «a = 124°.

Subiendo el grado de dificultad y adelantdndonos un poco en el curso de la sesion,
en (S4V;, min: 84) encontramos un buen ejemplo presentado por el entrenador para
evidenciar como las relaciones entre dangulos nos permiten plantear ecuaciones y sistemas
de ecuaciones, siendo posible en el mismo miltiples variantes.
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Problema 2. (S4P;4) Solucién:

Encuentra el valor de x + y enla figura:  x = a + 48° por suma de dngulos exteriores

y = +48° de triangulos.

x+y=a+p+96°

a+2a+2p + [+ 48° = 180° por suma de
angulos interiores de un triangulo.
3a+ 38 +48°=180°;3a+38 =132%a + B =
44°

x+y=44°+96°;x +y = 140°.

En (S,V;, min: 97) llama la atencién también sobre la necesidad que sienten muchos
estudiantes de hallar los valores de x, y, @, f individualmente, a pesar de que en el
problema no se le solicite, por lo que frecuentemente en este propodsito hacen inferencias
arbitrarias e insostenibles.

Otro problema similar en el que la relacion entre sus angulos constituye un factor
determinante para el planteamiento de una ecuacién que nos acerque a la solucién se
presenta en (S4Vs, min: 1). El aumento del grado de dificultad en este problema esta dado,
ademas de la presencia de rectas notables, porque el mismo no se hace acompafiar de una
figura de andlisis, por lo que esta debe construirse a partir de la informacién del enunciado.

Problema 3. (S4R5)

Sea ABC un tridangulo rectangulo con angulo recto en C. Sean D, E los pies de las bisectrices
desde A, B hacia BC, CA, respectivamente. Supongamos que AD, DE se cruzan en F. Calcula
2AFB.

Solucion: %CAD = <DAB por ser AD y BE bisectrices de los
A <ABE = <EBC angulos «CAB y <ABC respectivamente.
%C + %CAD + <DAB + <ABE + <EBC = 180° por suma de angulos
interiores de un triangulo.
F AKC+X+X+Y+Y =180°;90°+2X +2Y =180°; X +Y = 45°
X +Y + <AFB =180° por suma de d&ngulos interiores de un

c i) & tridngulo.
45° + <AFB = 180°; <AFB = 135°

Regresando y yendo directamente a la estrategia de encontrar tridngulos isésceles
escondidos, calificada como principal desde la introduccién del tema dada su recurrente
aplicabilidad en estos problemas de calculo de dngulos, se presenta el siguiente problema
como modelo. Cabe resaltar que el entrenador asegura en (S,V;, min: 58) que este es un
clasico y que ha estado presentes en varias competiciones.
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Problema 4. (S4P;) C

En la figura se muestra un cuadrilatero ABCD.
Si sabemos que BC = AD, ;cudnto mide el
angulo ADC?

A D

En el andlisis de este problema (S,V;, min: 59) el entrenador insiste en la importancia
de no dejarse llevar totalmente por la apariencia de la figura, si bien en ocasiones esta
puede dar pistas de utilidad. Como ejemplo hace referencia a que muchas personas asumen
paralelismo entre AB y CD, lo cual es comprobablemente incierto una vez conocida la
siguiente solucioén:

Solucién:

BC = AD por datos.

FABC + «BCA + «CAB = 180° por suma de dngulos interiores de un tridngulo.
75°+ 30° + «CAB = 180°; «CAB = 75°.

BC = AC por oponerse a angulos iguales en un tridngulo (XCAB = <ABC = 75°).
AD = AC por transitividad de la igualdad de lados (4ACD isésceles de base CD).
FADC = <ACD por ser angulos bases de 4ACD is6sceles.

%2ADC + «CAD = 180° por suma de angulos interiores de un triangulo.

22ADC + «50° = 180°; xADC = 65°.

Problema 5. (S4Pg) F

En la figura siguiente, ABCD es un cuadrado, y DFC
y BCE son equildteros. ;Cudnto mide el angulo
CEF?

I

En la previa del andlisis de este problema (S,V;, min: 66) se refiere que muchos
problemas se construyen de esta manera, colocando figuras regulares sobre otras regulares
y en el material de la semana aparecen varios ejemplos de ello.

Solucién:

«BCD = 90° por ser angulo interior de un cuadrado.

*BCE = «DCF = 60° por ser angulos interiores de tridngulos equiléteros.

ABCD + 2 «BCE + «ECF = 360° por suma de angulos consecutivos que forman un
completo.

90°+2-60°+ XECF = 360°; <ECF = 150°.

BC = CD por ser lados de un cuadrado.
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BC = BE = CE = CD = CF = DF por ser lados de tridangulos equilateros iguales.
ACEF es isosceles de base EF (CE = CF)

ACEF = «CFE por ser angulos bases de un tridngulo isésceles.

2% CEF + «ECF = 180° por suma de dngulos interiores de un tridngulo.

2%CEF + 150° = 180°; <CEF = 15°.

El problema que a continuacién seleccionamos para seguir evidenciando la
estrategia de encontrar isésceles escondidos se analiza en (S,V;, min: 74) y a la vez
constituye otra muestra de problemas que contienen figuras regulares sobre otras regulares.

Problema 6. (S4P;5)

En la figura ABCD es un cuadrado y OBC es equilétero. ; Cudnto mide el angulo OAC?

A D
o Solucién:
AB = BC = CD = AD = BO = CO por ser lados de un cuadrado y
un tridngulo equilatero con un lado en comun.
. AABO es isosceles de base A0 (AB = BO).
B c

ABAD = «ABC = 90° por ser angulos interiores de un cuadrado.
LCBO = 60° por ser angulo interior de un tridngulo equilatero.

JABO = «ABC — «CBO por diferencia de angulos consecutivos de vértice comun.

<ABO =90° — 60° ; «ABO = 30°.

ZBAO = 2AOB por ser angulos bases del 44B0 is6sceles de base A0.

2¥BAO + <ABO = 180° por suma de angulos interiores de un triangulo.

2%BAO + 30° = 180°; «BAO = 75°.

XBAD _ 90°
LBAC = =

angulos cuyos vértices une.

= 45° porque las diagonales de un cuadrado son bisectrices de los

20AC = ¥BAO — «BAC por diferencia de angulos consecutivos de vértice comun.
J0AC = 75° —40°; XOAC = 30°.

Otro problema paradigmatico de las ideas que se comparten en esta sesién se
presenta en (S,V,, min: 2), mismo que el entrenador hace saber que fue el problema 10 de la
ONMAPS 2019, es decir, el primer problema del segundo dia para los alumnos de la
ensefianza primaria.

Problema 7. (No enlistado en el doc., tomado de (S,V,, min:
2).

En la figura se tiene ABCDE un pentagono regular y APE un
tridngulo equilatero. Q es un punto en el interior del
pentdgono de manera que PAQE es un rombo. Sea R la
interseccion de las rectas DQ con AB. Encuentra el valor del
angulo <QRA.
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Solucion:
AB =BC =CD=DE =EP=PA=AE =EQ = QA por ser lados de un pentidgono
regular, un triangulo equildtero y un rombo con lados comunes.

ZEAB = 4ABC = ¥BCD = %CDE = 4DEA = 8972 _ 18°°§5‘2) = %

= 108° por ser

angulos interiores de un pentagono regular.

FLQEA = 60° por ser angulo interior del 4AQE equilatero.

<DEQ = «DEA — <QEA ; <DEQ = 108° — 60° ; «DEQ = 48° por diferencias de
angulos consecutivos de vértice comdn.

ADEQ es isosceles de base DQ (DE = EQ).

JLEDQ = «DQE por ser angulos bases de un tridngulo rectdngulo.

2EDQ + «DEQ = 180° por suma de dngulos interiores de un tridngulo.
2%EDQ + 48° = 180°; «EDQ = 66°

JKEDQ + «DEA + <EAB + <QRA = 360° por suma de angulos interiores de un
cuadrilatero convexo.

66° + 2 - 108° + <QRA = 360° ; <QRA = 78°.

Finalmente, el dltimo problema que se presenta para ejemplificar las principales

ideas que el entrenador promueve en torno a la temética en cuestién se analiza en (S,Vs,

min: 10). La novedad en este estd dada por la presencia de una semicircunferencia de la que

también se deben visualizar relaciones importantes. No obstante, a pesar de que existen

otros caminos de solucién, lo que explica la presencia de este problema en la seleccion,

sigue siendo la posibilidad de evidenciar la utilidad de encontrar el tridngulo isésceles

escondido en la via de solucién que se presenta.

Problema 8. (S4R3)

En la figura anterior, AD es didmetro y M es el centro de la semicircunferencia. Los puntos
B y C estan en la semicircunferencia de forma que AC y BM son perpendiculares y el

angulo A mide 50°. Determine el angulo marcado entre las rectas AC y BD.

Solucién:
B JLAMB + %A = 90° por suma de angulos agudos de un tridngulo
" rectangulo.
A M D <XAMB + 50° = 90°, <AMB = 40°.

BM = MD por ser radios de una semicircunferencia.

ABMD es isosceles de base BD (BM = MD).

«BDM = «<MBD por ser angulos bases de un tridngulo isésceles.

2¥BDM = «AMB por teorema del angulo exterior de un triangulo.

24<BDM = 40°; «<BDM = 20°.

< ACD = 90° por ser un dngulo inscrito sobre un didmetro (Teo. de Tales).

«CDA + <A = 90° por suma de dngulos agudos de un tridngulo rectangulo.

ACDA + 50° = 90°; «CDA = 40°.

«CDB = «CDA — <BDM por diferencia de angulos consecutivos de vértice comun.
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«CDB = 40° — 20° ; «CDB = 20°.
«DBC + «CDB = 90° por suma de dngulos agudos de un tridngulo rectangulo.
<DBC + 20° =90°; «DBC = 70°.

A modo de resumen puede decirse que los problemas analizados a pesar de no
contener una gran complejidad suponen un desafio que pone a prueba la capacidad de
visualizacién y el conocimiento de principios basicos de la geometria plana. Debe
subrayarse que entendemos que el célculo de angulos constituye para la Geometria, lo que
el célculo de las operaciones basicas es para la Aritmética. En este sentido, el desarrollo de
la habilidad de calcular angulos constituye piedra angular para escalar en el conocimiento
geométrico, por citar ejemplos dentro del curriculo de la ensefianza secundaria, es una
habilidad imprescindible en el propésito de demostrar la congruencia o semejanza entre
poligonos.

La idea central que transmite el entrenador experto es la de partir de la hipétesis de
que en la figura puede haber un tridngulo isésceles escondido cuyas propiedades pueden
ser claves en el camino a la soluciéon. Los aspectos principales en nuestra visién a partir del
analisis de las fuentes de informacién disponibles para el tema se recogen en la tabla 12.

Tabla 12.

Sintesis del andlisis del tema “Angulos”.

Moédulo: Geometria Tema: Angulos

Objetivo(s): Calcular dngulos entre rectas, poligonos y circunferencias a través de la resolucion de ejercicios y
problemas que evidencian la utilidad de encontrar tridngulos isdsceles escondidos en la figura para su solucion.

Unidades de analisis Recursos Estrategias | Habilidades Tips
5 Partir de la
-Angulos entre rectas. -Encontrar -Calcular L
p { iy P hipétesis de que en
Problemas de cilculo -Angulos entre paralelas. el triangulo dngulos,
p 0 p . p . la figura hay un
de dngulos. -Angulos en poligonos. isosceles Caceria de 5 .
‘ . . . p p tridngulo isdsceles
-Angulos en circunferencias. escondido. dngulos”. escondido

(Elaboracion propia).

4.1.2.2. Perimetros
Tabla 13.

Fuentes de informacion disponibles para el tema “Perimetros”.

Sesion en vivo V1 99
Perimetro P1,P2, ..., P11 Taller en vivo V2 70
S5 R1,R2, ..., R4 Sesion en vivo Gen. 1 V3 72
Retos V4 21
|  Totales | 15 262 min

Proposito:
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Calcular perimetros de poligonos y longitudes de circunferencias en problemas no
rutinarios.

Descripcion:

En (S5I) se plantea que, de manera similar a los problemas de angulos, muchas veces
encontraremos problemas de perimetro en olimpiadas donde estos no son mas que nada
una excusa para plantear ecuaciones lineales. No obstante, la idea o estrategia principal que
se refuerza en los materiales del CEOM relativos al topico, descansa en la consideracién de
la invarianza de los perimetros de poligonos regulares y los paralelogramos.

Dado la anterior, constituyen recursos vitales para el éxito ante la mayor parte de los
problemas que se analizan, el dominio de las propiedades de estas figuras que permiten
reconocer los segmentos con igual longitud, aunque el uso més recurrente se evidencia
especificamente en el caso de los rectangulos.

El experto entrenador comenta en (SsV;, min: 8) que esta idea rompe la concepcion
de que la tinica manera de calcular el perimetro de un poligono sea conociendo las medidas
individuales de los segmentos que lo determinan, idea que (en nuestra opinion),
habitualmente se refuerza en la clase regular, donde para hallar el valor de tal magnitud se
tiende a no prescindir del planteamiento aritmético-algebraico a manera de férmulas.

Para ejemplificar lo anteriormente expuesto de manera sencilla se presenta el primer
problema, el cual se enuncia como sigue:

Problema 1. (SsP;3)

(Cudles de las siguientes figuras tienen el mismo perimetro?

5 m / 6 m /
/

T.
|

< — 10 M —_—) < 10m >

En el anélisis de este cuestionamiento realizado a partir de (S5V;, min: 9) se enfatiza
en que a pesar de no conocer las medidas individuales de los segmentos determinados en
las figuras A y C, esto no impide que se pueda encontrar una soluciéon. Para ello, el
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entrenador hace ver la posibilidad de considerar los segmentos verticales que van de abajo
a arriba y que, por tanto, suman la longitud de la altura. Andlogamente se procede con los
segmentos horizontales para determinar la longitud total de lo que serfan las bases del
rectangulo. Este andlisis se deja ver en la figura 37 a la izquierda.

Figura 37. Estrategia para hallar el perimetro de poligonos.

De esta forma se puede concluir que las figuras A, Cy D tienen el mismo perimetro.
Con la figura 37 (a la derecha) se presenta la manera en que en (S5V;, min: 14) se
fundamenta esta idea usando la propiedad de los rectdngulos (también de todo
paralelogramo) de tener los lados opuestos iguales. La invarianza del valor del perimetro
estd dada porque las figuras contempladas podemos verlas como un rectdngulo total al que
se le han quitado algunos rectaingulos mas pequefios. En tal sentido y, dada la propiedad de
estos enunciada anteriormente, se consideran los lados opuestos de los rectdangulos mas
pequefios para “reconformar” el rectangulo total ideal.

Seguidamente, a partir de (S5V;, min: 17) se analiza el segundo problema, mismo
que es muy similar al anterior, pero sirve para reforzar y ampliar esta idea.

Problema 2. (S5P;3)

De 6 hojas de papel se recortan las siguientes figuras. ;Cuadles tienen el mismo perimetro
que la hoja de papel?

En este caso puede asegurarse que, exceptuando los recortes realizados a la segunda
y tercera hojas, en los restantes el perimetro se mantiene invariable dado que en cada caso
se extrajo 1, 2 o 4 rectangulos, siempre de las esquinas de las hojas, por lo que los lados que
se “pierden” con el recorte rectangular, se sustituyen por sus opuestos. En la segunda y
tercera figura, a pesar de que también las cercenaduras fueron rectangulares, el perimetro
aumenta dado que no fueron hechas en las esquinas y el lado que se pierde es remplazado
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en la nueva figura que se obtiene por su paralelo e igual, ademas de otros dos

perpendiculares a estos.

A partir de esta misma situacion problémica, en (SsV;,
min: 19), ddndole continuidad a la relacién de las esquinas
con el perimetro, establece el paralelo entre la hoja de papel
una cancha e hipotéticos recorridos de un “presumido
tramposo” que intenta sacar ventaja desplazandose segin se
indica en cada uno de los recortes anteriores. De esta forma
subraya que de optar por el segundo o tercer recorrido seria
la peor persona para hacer trampas, ya que es muy intuitivo,
para si hacer menos, cortar una de las esquinas. La
fundamentacién de este conocido principio permite traer a
colacién el importante teorema de desigualdad triangular,
también de suma utilidad en muchos de los problemas de

ath ¢

Figura 38. Teorema de
desiqualdad triangular.

perimetro.

Profundizando en la misma linea de pensamiento en (S5V;, min: 34) presenta el

analisis de lo que, en su opinién, es una de las variantes mas creativas de este tipo de

problemas que se pueden entender como rectangulos al que se le quitan sus esquinas.

Problema 3. (S5Py5)

Cada ladrillo de la barda mide 15cm por 30cm. ;Cuéntos

metros mide el perimetro de la barda?

Solucién:

|
R IT T T Li
C T T T T leios

Fiqura 39. Solucion del problema (SsPys) en (SsVy, min:
36).

Aqui la novedad esta dada en que no se
conocen las dimensiones totales del
rectangulo, pero si la de las partes iguales
que las determinan. Por lo que,
multiplicando el largo de un ladrillo
(30cm), por los cinco que determinan el
ancho y, su altura (15cm), por los cuatro
sobrepuestos en esta direccién, puede

conocerce que este es un rectangulo de 150 X 60, considerando que hay dos parejas de

lados como estos, se resuelve que 2(150 + 60) = 420 cm de perimetro tiene la barda.

Esta misma idea de considerar los lados opuestos de rectdngulos también puede

aplicarse a problemas que involucran a paralelogramos. Para ejemplificarlo se presentan los

dos problemas que siguen, siendo el primero de ellos un ejemplo representativo de la idea

presentada en la descripcién inicial del tema cuando se planteaba que el perimetro

constituye en ocasiones la excusa para plantear determinadas ecuaciones.
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Ve

Problema 4. (SsR,)

El paralelogramo WXYZ ha sido dividido en /
nueve paralelogramos mds pequefios. En la

figura se muestran los perimetros, en cm, de

cuatro de los paralelogramos pequefios. El / /f
8

perimetro del paralelogramo WXYZ es 21 cm.

(Cudl es el perimetro del paralelogramo

z Y
sombreado?
Solucién:
w A L < ’ 2 [/CA ~r,y0(_-\ ) L, 442
’ \ J
- ‘
pr— P— }1) 4 4 b | -
— 7 —_— 2¢ . .1 = ,;)-
L y / /
foe ) 2b v a¢=8

z - ! . —_—

2| ‘Jb‘).] = 23

Figura 40. Solucidn al (SsR,) en (SsV,, min: 11).

Para complementar los procedimientos que se muestran en la figura 40 debe
explicarse que el entrenador experto comienza asignando las variables a, b, ¢, x, y, z a las
longitudes desconocidas de los lados de los paralelogramos pequefios que se determinan en
la figura, recalcando que sus opuestos tienen la misma longitud, propiedad que vuelve a ser
clave para la solucién que se presenta. Seguidamente se plantea algebraicamente el
perimetro del paralelogramo WXYZ y, de la misma forma, el de los paralelogramos mas
pequeios cuyo perimetro es conocido, en ambos casos funcién de las variables asignadas a
las longitudes desconocidas. Otro punto clave en esta via de solucion el entrenador lo hace
ver al percatarse de que, en las sumas planteadas para los perimetros de los paralelogramos
pequefios, se tiene como sumandos 2a, 2b, 2¢, 2x, 2y, 2z, mismos términos que determinan
el perimetro del paralelogramo WXYZ, el cual se conoce que es 21 cm por datos y, ademas,
quedan otros dos términos, 2b y 2y, cuya suma determina el perimetro del poligono
sombreado buscado. Como la suma de todos los perimetros conocidos es de 28 cm, 2x +
2y =17.

Otro problema cuya solucién se viabiliza con la advertencia de la referida propiedad
de los paralelogramos: (S5V,, min: 18).
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Problema 5. (S5R5)

El siguiente tridngulo ABC es equilatero. El camino
punteado es tal que sus picos forman angulos de 60° y los
extremos del camino coinciden con los lados del
triangulo. Si la longitud del camino es 2018, ;cudl es el

perimetro del tridngulo?

Solucién:

Figura 41. Solucién de (SsRs) en

(SsV,, min: 20).

Partiendo de la informacién que se tiene donde
AABC es equilatero y los picos del camino forman angulos
de 60°, puede demostrarse que al trazar las paralelas a los
lados AB y AC desde cada uno de los vértices (picos del
camino), quedan  determinados  paralelogramos.
Nuevamente la igualdad de sus lados opuestos permite
“trasladar” las poligonales que conforman el camino sobre
los lados AB (poligonales crecientes) y AC (poligonales
decrecientes). En consecuencia, dado que el camino tiene
una longitud de 2018 y se hace corresponder con AB +
ACy, ademés, AB = AC = BC por ser 4ABC equilatero,

entonces AB = AC = BC = 1009y P = 3027.

Aunque el problema anterior se plantea en términos del perimetro de un tridngulo,

la estrategia principal en la solucién se apoya en las propiedades del paralelogramo, pero la

base de esta idea también se aplica a los triangulos, fundamentalmente, en equilateros. Los

siguientes dos problemas lo ejemplifican.

Problema 6. (S5P;)

Un segmento de longitud 2019 se partié en 5
pedazos de distinto tamafio. Sobre (o debajo)

de cada uno de ellos se construy6 un tridngulo

equildtero. Calcula la longitud de la linea v

punteada.

Solucién:

Figura 42. Solucion del (SsP;) en (S5Vy, min: 65).
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Como los «cinco tridngulos
.. - o construidos son equildteros con un lado en

3 comun con el segmento dado, situdndose
¢ - sucesivamente a lo largo de toda su
longitud, y camino punteado esta formado
por los otros dos lados de cada triangulo
equilatero, el camino punteado tendra el
doble de la longitud del segmento

conocido.
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Al introducir el siguiente problema en (SsV,, min: 1) el entrenador refiere que este
sali6 en la ONMAPS de 2012 y posteriormente en un examen de invitacién de la OMM. Con
ello subraya la necesidad de mantenerse “en forma”, refiriéndose a que los entrenadores
deben actualizar constantemente el material que utilizan en la preparacion de sus
estudiantes para estas lides, idea que sostiene agregando que los problemas envejecen, se
hacen muy conocidas las ideas que ponen en juego y, lo que fue un problema de
competiciéon nacional, se convierte en un problema de opcién mdltiple o de primeras
instancias en una olimpiada. Como se habia adelantado ya, este problema que sigue
también ejemplifica la equivalencia entre segmentos que forman parte de triangulos
equilateros.

Problema 7. (S5R)

Dos tridngulos equildteros ABC y DEF de perimetros 36 cm y
27 cm respectivamente, estin sobrepuestos, formando un
angulo de 120° como se muestra en la figura. Calcula el
perimetro del hexdgono sombreado.

Solucién:

Fiqura 43. Solucion del (SsRy) en (SsV,, min: 7).

Como 4ABC y ADEF son equiléteros, ¥4 = 4B = «C = 4D = «E = «F = 60°.
El angulo adyacente (en el sentido de A) al &ngulo de 120° es igual a 60°.
Como el ¥4 = 60° el tercer angulo del tridngulo pequefio (de arriba) también es de 60°.

Analogamente se procede con el triangulo pequefio de la derecha con uno de sus vértices en
E.

De los restantes tridngulos pequefios (4), es conocido ya que tienen un angulo de 60°
(¥C,«D,«B y «E) y, en el caso del mas pequefo, situado a la izquierda de la figura con
vértice en E, tiene otro opuesto por el vértice a uno de los del triangulo de arriba y por tanto
también con 60° de amplitud. Por lo que su tercer angulo también tendria 60°.

Analogamente se procede con los tridngulos pequefios que cuentan entre sus vértices a B, D
y C.

= Todos los triangulos de la figura son equiléteros.
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Por ello, el tener sus lados iguales permite asociar la longitud de los tres lados de la
izquierda del hexagono con el lado AB del tridangulo (relacion en verde). De la misma
forma, los otros tres lados del hexagono, los de la derecha, se hacen corresponder con el
lado del triangulo ED (relacion en azul).

~ El Phexsgono = AB +ED

PAABC _ 36cm
3

PADEF _ 27 cm
3 3

AB = =12cmyED = =9cm

Phexégono =12cm+9cm; Phexégono =21cm.

Como se menciona en la introduccién de este tema, en los problemas de olimpiadas
también se presentan problemas relacionados con el perimetro (longitud) de circunferencias
o de arcos de circunferencias. Los dos problemas que siguen constituyen ejemplos de lo
anterior y también de que la nocién de perimetro es el fundamento para plantear
ecuaciones.

Problema 8. (S5Pg)

La espiral de la figura estd formada por cuatro
semicircunferencias, siendo la méas pequefia de radio 1 cm, y el
radio de las otras duplica al de la anterior. ;Cudl es la longitud
de la espiral, en centimetros?

Solucion: (S5Vy, min: 54).

2w r
Lse = S =TT

Lespiral =nrntnrtneTs +7T'r4»;Lespiral =n(r+r,+r+mn);
Lespiral =m(1+2+4+8); Lespiral = 15m; Lespiral =47,1cm

En (S5V;, min: 80), previo al anélisis del siguiente problema, el entrenador experto
plantea que a pesar de no contener un alto grado de dificultad muchos estudiantes “se
asustan” debido a la escasa familiarizacién que tienen con figuras determinadas por
segmentos y arcos de circunferencia.

Problema 9. (S5Py)

(Cuadl es el perimetro del drea sombreada si el lado del cuadrado
mide 7 cm, el radio de cada circulo mide 3,5 cm, y los centros de
estos circulos estan en los vértices del cuadrado?

Solucion: (S5V;, min: 81)

Como los lados del cuadrado miden 7 cm y el radio de los circulos cuyos arcos limitan el
area sombreada miden 3,5 cm, siendo coincidentes, las poligonales que determinan el
area sombreada también miden 3,5 cm.

Como los angulos centrales correspondiente a los arcos de los circulos son angulos de un
cuadrado miden 90°, por lo que esta serd la amplitud de cada uno de los arcos vy,
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sumados, conforman una semicircunferencia.

Dado lo anterior se puede plantear lo siguiente:

2-3,14-3,5

PAS=4'3,5+2n:2_.r;PAS=4"3,5+ 5

i Pus = 14+ 10,99 ; Pyg = 24,99 ; Pyg ~ 25 cm.

Los problemas anteriormente resueltos no siguen un orden en cuanto a dificultad, ni
su secuenciacion se corresponde con el orden en que aparecen en el documento electrénico
o en su anadlisis en los videos observados. En este sentido se aclara que la seleccién de los
problemas y su ubicacion en este documento va encaminada a la asociacion de tipologias de
problemas en correspondencia con las propiedades que se ponen en juego para su solucién.
Los aspectos cardinales relativos al tema se sintetizan en la tabla 14.

Tabla 14.

Sintesis del andlisis del tema “Perimetros”.

Moédulo: Geometria Tema: Perimetros.

Objetivo(s): Calcular perimetros de poligonos y longitudes de circunferencias en problemas no rutinarios.

Unidades Recursos Estrategias | Habilidades Tips
de analisis
-Nocion del perimetro. -No definir
: . longitudes por
-Propiedades de poligonos apreciacion
regulares. . )
; -Relacionar -No forzar la
Problemas de -L;iileflggrl;;ﬁ o los lados del pe-rz?nilectlrlcl)grde biisqueda de las
perimetros. -Relacion entre el dngulo central polzgong con figuras no . 'lo'ngltudes
su arco correspondiente fas longitudes prototipicas individuales de los
—Ryelucién entre el radio /o'el conocidas. ’ segmentos, también
. 10 Y ayuda el conocer
didmetro y la longitud de la : .
circunferencia cudnto suman varios
) de ellos.

4.1.2.3. Areas
Tabla 15.

(Elaboracion propia).

Fuentes de informacion disponibles para el tema de “Areas”.

Sesidn en vivo V1 105

6 Areas I P1, P2,I. P16 Sesion en vivo Gen. 1 V2 86
R1,R2, ... R6 Retos1,2y3 V3 16

Retos 4,5y 6 V4 15

Sesion en vivo V1 123

I Taller en vivo V2 104

S7 Areas II P1,P2,...,P12 | Sesién en vivo Gen. 1 V3 71
R1,R2, ..., R7 Retos1,2,3y4 V4 37

Retos 5,6y 7 V5 29
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| Totales | 41 | | 586 min
Proposito:
Calcular areas a partir de razones conocidas y otras estrategias creativas.
Descripcion:

Al tema de &reas se dedican dos semanas del CEOM porque también engloba otros
contenidos matematicos que no se alcanzan a trabajar con la profundidad necesaria. En la
primera sesién, segin se refiere en (S¢l), se trabajan las ideas méas sencillas asociadas a
problemas de &reas. Las estrategias principales se basan en la manipulacién de &reas y su
btsqueda por complementos, primando la idea de partir las figuras complicadas en figuras
mas simples o compuestas.

En la segunda semana, tal y como se deja saber desde (S;I), se integran nociones
geométricas importantes como la semejanza y congruencia de tridngulos, de la mano con
otros teoremas relevantes como por ejemplo el teorema de Tales, el teorema de Pitdgoras y
otros abriendo asi el panorama de lo que se incluye de la Geometria en el marco de las
olimpiadas matematicas (recursos). La estrategia mas recurrente en el material de la sesion
estd dada por encontrar el area de figuras a partir de razones entre segmentos conocidos.

Cabe sefialar que, en general, las conocidas férmulas de areas se wusan
indistintamente en la resolucién de los problemas que se analizan, pero como el foco
principal radica en la aplicacion de las estrategias anteriormente mencionadas, estas quedan
relegadas a un segundo plano.

Los elementos hasta aqui descritos son comentados por el entrenador a partir de
(SeV1, min: 5) y resumidos como se muestra en la figura 44. Aclara también que otros temas
como concurrencia, colinealidad, potencia de un punto y relativo a los cuadrilateros ciclicos
(parte de debajo de la figura) y otros muchos, no se incluyen en el curso porque estos van
mas alla del nivel estatal pensado para el CEOM.

Polencta , Crelioon

Figura 44. Alcance del tema de Areas a nivel estatal en la olimpiada de matemiticas.
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A partir del (S¢V;, min: 10) introduce la definicién de area como el valor que expresa
la cantidad de unidades cuadras (cuadraditos) que una superficie puede contener (figura
51, “1”). A esta explicacion le sigue el repaso de las expresiones que permiten determinar el
area de los poligonos mds comunes, en cada caso, presentando un fundamento matematico

para las mismas como muestran las capturas que se presentan aunadas en la figura 45.

3-Triangulo rectangulo

1- Area 2- Rectangulo
= = ‘%\ |
]
1 o \ =¥
— \\ L
4-Triangulo
/ /I./“\.
6-Trapecio

(8+4) - s

regular

N

8-Poligono

el

Figura 45. Definicion y fundamento del drea de poligonos comunes (SgVy, min: 14-38).

Entre los problemas del material que en lo adelante se analizan para ejemplificar las
ideas hasta aqui expuestas se encuentran los que siguen. Los primeros que retomamos para
este andlisis son ejemplos relativamente sencillos que, segin se refiere en (S¢V;, min: 48) se
corresponde con la tipologia de problemas que se presentan en las primeras instancias de
las olimpiadas. Su secuenciacién en este documento es rectorada por el tipo de estrategia
que ponen de manifiesto, comenzando por la mas tradicional, la aplicaciéon de la férmula.

Problema 1. (S¢P,)

En la figura se muestra un rectangulo ABCD de
6 X 3. Si el area sombreada es el doble del area del
AEBF, ;cuanto mide EF?
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. . A =18 EF -BC

Solucion: (SgV;, min: 50) ABCD 18 Ajppr = > 12— FF-3
AABCD=a'b AAEBF_?_6 6—ﬁ-3 ﬁ:ll-
Appcp =63 2

Los dos problemas que siguen ponen a relieve la estrategia de manipulacion de
areas. El entrenador comenta en (SgV;, min: 52), refiriéndose al primero de ellos, que tal y
como es frecuente en los problemas de niveles introductorios de olimpiadas, en el
enunciado se da muy poca informacién por lo que hay que confiar en la figura.

Problema 2. (S¢P;) A B

El drea del cuadrado ABCD es 1. ;Cuanto mide el area sombreada?

Solucion: (SgV;, min: 52)

A B Prolongando BC y DC a partir
i de C se determinan tres cuartos de
circulo, cada uno de los cuales se
D puede “mover”, como se muestra en la
figura 46, para cubrir los cuartos de
Figura 46. Solucion del problema ~ circulos no sombreados dentro de
(SeP7) en (S¢Vy, min: 52). ABCD.
El siguiente problema apareci6 en una semifinal en el afio 2003, fue enunciado
como sigue:

Problema 3. (S¢R,4)

En la siguiente figura el 4ABC es equilatero, tiene lado 2 y la
semicircunferencia didmetro BC. ; Cuanto vale el drea sombreada?

Solucion: (SeV,, min: 1)

Se trazan los radios de la semicircunferencia hasta las intersecciones de los arcos con los
lados del 4ABC y la cuerda que une estos dos puntos, quedando dividido el 4ABC en
cuatro tridngulos equilateros iguales.

Reacomodando la figura de manera tal que las dreas sombreadas determinadas por los
lados del 4ABC y los arcos originados en B y C respectivamente (lunitas), se sitten
convenientemente acomodadas a partir del d4rea sombreada que contiene al vértice A, pero
hacia el interior de la semicircunferencia. El drea sombreada ocupa la tercera parte de la
semicircunferencia.

Entonces:
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e 12
A -2 —_2 _T
sombreada 3 3 6

Con el siguiente problema se pone de manifiesto la utilidad de la estrategia de
calcular areas por complemento. Segtn la define el entrenador en (S¢V;, min: 58), esta se
basa en el calculo del area de forma indirecta, es decir, a partir de una diferencia de dos
areas conocidas.

Problema 4. (S¢Pg)

En la figura ABCD es un cuadrilatero de &rea 5. Si los 4 circulos
tienen radio 1 y centro en los vértices del cuadrilatero, jcuanto
mide el drea sombreada?

Solucion: (SgV;, min: 58)

Observaciones importantes:

Appep =5

La superficie contenida en el cuadrildtero no sombreada son sectores de circulos iguales
(4;B;C; D, centrosyr = 1).

Entonces: %A + «B + «C + «D = 360° por suma de angulos interiores de un cuadrilatero.
(Los cuatro sectores conforman un circulo).

Actreuto = T 7% Acircuto = 3,14+ 1% Acirewto = 3,14 0%

Asombreada = Aapcp — Acircuto

Asombreada =5-314; Asombreada ~ 1,86 u?

La razén que explica la seleccion de los dos problemas que a continuacion se
presentan, gira en torno la posibilidad de evidenciar a través de ellos como pueden resultar
utiles nociones muy intuitivas sobre la igualdad de tridngulos para resolver problemas de
areas.

Problema 5. (S, P;)
(Cuénto mide el area sombreada A entre el area
sombreada B en la siguiente figura?

Solucion: (S;V;, min: 11)

Dado que no es necesario por condiciones del problema conocer el valor de las areas por
separado, conviene encontrar una relaciéon entre ellas, para lo cual, el punto clave en este
problema es reconocer que las diagonales de un rectangulo determinan dos triangulos
iguales.

De esta forma el rectangulo total queda dividido en dos triangulos iguales y, de la misma
forma, la propia diagonal divide los rectangulos no sombreados que tienen vértice comun.
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- Simplificando los tridngulos iguales a cada lado de la diagonal se tiene que:
Ay = Ap ;porloquej—“= 1
B

En el siguiente problema se puede llegar a la solucién apelando a los calculos, pero
la via solucién aqui se presenta es otra aplicacion de lo visto en el problema anterior de
forma algo mas creativa. Una sugerencia importante ante problemas como este que
presentan un punto interor al cuadrado (también rectangulo, etc.), es la de trazar las
paralelas a los lados de dicho poligono que pasen por este punto interior.

Problema 6. (S, P;) D C
El cuadrado ABCD de la figura tiene 100 cm? de érea. El punto P esta X
dentro del cuadrado y sabemos que el area del triangulo ABP es 32 cm?.

¢Cudl es el area del tridngulo CDP? A B
Solucion: (S;V;, min: 15) Se trazan las paralelas a los lados del cuadrado que pasan

D (Scwt o por el punto P, quedando determinados cuatro rectangulos

> | & hacia el interior de ABCD y, AP, BP,CP y DP como sus
X P/ et

respectivas diagonales.

& em? Teniendo presente que las diagonales determinan parejas de

triangulos iguales:

A B

AABP = rosa+verde = 32 cm?; luego 2 rosas + 2 verdes =

Figqura 47. Solucion del problema ¢4 cm?
(S,P,) en (S;V,, min: 17).
Entoces, de la paralela horizontal trazada hacia arriba el

area es de 100 cm? — 64 cm? = 36 cm? y como dicha region
estd conformada por 2 parejas de tridngulos iguales y el
ACDP ocupa exactamente la mitad de esta superfice ,
A cpp = 18 cm?.

Como se manejaba desde la introduccién de este tema, otra de las estrategias para
resolver problemas de dreas es la de utilizar las razones entre segmentos conocidas.
Seguidamente retomamos las principales ideas que se ponen de manifiesto en problemas
analizados para ejemplificarlo.

Problema 7. (S, P,) A L B
En la figura, los puntos PQRS dividen cada lado del rectangulo en ’
razén 1: 2. ;Cudl es el cociente del area del paralelogramo PQRS

entre el area del ABCD? it ¢

Solucion: (S;V;, min: 40)

122



Capitulo 4. Analisis y Resultados

AB = DC y AD = BC por ser lados opuestos de un rectangulo.
AP _RC _1_ X DS_BQ _1_ X
:=:=—=—y:=:=—=—pordatos.

PB. DR 2 2x”’ A5 QC 2 2x

Appep = 2x +x) - (v + 2y); Aapcp = 3x -3y ; Agpep = 9xy

2y x 2x-y

2 =Xy

Agaps = Asgcr = =xy; Aspeg = Asrps

Ayaps + Azocr + Auppo + Asrps = 4xy

Apgrs = Aapcp — (Aaaps + Asgcr + Auppg + Asrps)
Apgrs = 9xy — 4xy = Sxy

Apgrs _ 5xy _ 5

AABCD 9xy 9

Antes de abordar la solucién del problema que a continuacién se expone, el cual, tal
y como se adelantaba anteriormente, también se apoya en estrategia de atender la razén
entre segmentos conocidos para llegar a la solucion, se considera conveniente destacar que
a través de él, se introduce lo que el experto presenta en (S;V;, min: 47) como una de las
ideas mds importantes para resolver problemas de areas debido a su gran utilidad. Dicha
relacion se enuncia de la siguiente forma:

C
Si dos tridngulos tienen un vértice en comin y sus bases
|
I colineales (sobre la misma recta), entonces la razén entre sus
| . z
h areas serd igual a la razén entre sus bases.
|
1 .
A s B Algebraicamente puede plantearse que:
D

Agacp _ AD

Aspce DB

Ejemplo de problema para la aplicacién (aparecié en la semifinal de 2016):

o

Problema 8. (S;Ps) ﬂ\
Encuentra el 4drea de del siguiente cuadrilatero, si se sabe que las P c
A

areas de los tridngulos APD y BPC son iguales a 4u? y AP = 2PC.

Solucioén: (S;V;, min: 47)

Aspcp _ PC Aupcp _ 1 _ 2

Napp AP 4 3 Aapco = 2U "
AAPD

Auppc _ AP 4 1

=28 =2; A pp = 8UZ
b AAPB
Ajsapg AP’ Auapp 2’

Apgep=Asapp + Asppc + Aspcp + Asaprs

AABCD:2 4 +2+8 ; AABCD:].BU.Z
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Utilizando esta misma propiedad sucesivamente dos veces, posteriormente, en
(S7V1, min: 100) el experto define otra relacion entre la razén de segmentos y el area de
triangulos que, segtn este afirma, encuentra aplicaciones frecuentemente en problemas de
la International Mathematics Competition (IMC), en cuyas soluciones se refiere como
teorema del angulo comun.

Teorerma  Anqdo  Comin (1m0 j {ew Parafraseando este teorema con
(AKC) base en lo expuesto por el
(hBS) entrenador, en este plantea que, si

tenemos dos tridngulos con un
((in':; angulo en comun, entonces la

razon entre sus dreas va a ser igual
al producto de las razones
determinadas entre los lados

colineales de los tridangulos.

Fiqura 48. Teorema del dngulo comiin en (S,Vy, min: 100).

En (S;V;, min: 65) se llama a la atencién de la semejanza de triangulos tanto, como
una manera de determinar la razén de proporcionalidad en la que se encuentran sus lados,
como para conocer la razén entre sus areas, para lo cual resulta muy ttil el teorema
fundamental de semejanza y el teorema de las transversales (ambos de Tales), ademas de
los criterios de semejanza (aa; pap, ppp). Un ejemplo de problema en el que se puede poner
una parte de este conocimiento en uso es el siguiente:

4 i B
Problema 9. (S;R,)

F
En el cuadrado de la figura, el lado AB = 6 cm. El punto E es punto
medio del segmento AB, y F, G son puntos tales que BF = FG = GC. “
Encuentra cudndo mide el area sombreada. ) B

Solucion: (S;V,, min: 1)

Denotando la figura de la siguiente forma:

AC NDE=H;AC NnDF =1;AC nDG =]

AB | DC y AD |l BC por ser lados opuestos de un cuadrado.
AB = DC = AD = BC por ser lados de un cuadrado.

AAHE~ADHC porque la paralela un lado de un tridngulo forma con los otros dos lados o
sus prolongaciones un tridangulo semejante al tridngulo dado (Teo. Fundamental de
semejanza.

K = % = % por ser E punto medio de AB.
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hsaHe _ 1 > .
—2222 = — por ser alturas de tridngulos semejantes.
hapHCc 2
hyangthapuc _ 3. 6 3. _
-7 ==, hpang =2
hsaHE 1" hgane 1
AE - hpaHE 3-2
Agapp = — 25 ==—=3cm’

Analogamente: 4AID~ACIF y 4A]D~A4G]C

En 4AID~ACIF se cumple que:

haaipthacir _

5 6 5 FC-h 424
> == hacir = 24 Ascir = 2t = = 4,8 cm?
hacir 2" hacir 2 2 2
En 44]D~A4G]C se cumple que:
hyaip+hacic 4 6 4 GC-h 2-1,5
— = e = T hagie = 15 Aygge =~ =55 = 15 em?
hacjc 17 hugyc 1 2 2

Arrcy = Apcir — Aucyc s Arrgy = 48 — 1,55 Ajpgy = 3,3 cm?
Asombreada = Asane + AIFG] ; Asombreada =3 +3,3 =63 cm?

Otro de los teoremas ttiles en la intensiéon de calcular areas es presentado en (S,Vy,
min: 85) como teorema de los tapetes (también conocido como teorema de las alfombras). El
entrenador sugiere como condicion para en el uso de este teorema en torno a la seleccién de
los tapetes que los seleccionados deben cubrir toda la superficie y deben estar incluidos, es
decir, no deben salirse de la figura. También sefiala que no importa que los tapetes se
traslapen y, de la misma forma, explica que hay tapetes que no proporcionan informacién
relevante para el problema. El teorema en si expresa lo siguiente:

“Si se tienen dos o més tapetes que cubren toda la superficie, el area que estos no cubren es
igual al 4rea que comparten” (S, V;, min: 97).

Un ejemplo de aplicacién se puede ver a través de siguiente problema:

Problema 10. (S;P;5) D e

Los segmentos EC; EB; DF; FC dividen el rectangulo ABCD en 9

. . p E ?
ocho regiones. En tres de ellas se ha escrito un ntimero que :
representa su drea. ;Cudl es el drea de la regién en a que se

, . 3 35
encuentra el signo de interrogacioén? B

Solucién:

=9+ 3548 =>52u? porque la superficie que se traslapa es
igual a la superficie que queda al descubierto.

En general, se pudo constatar que el tema de areas dentro del marco de las
olimpiadas matemdticas es muy amplio, ya que integra buena parte de los contenidos
geométricos que se trabajan desde el curriculo de la educacién regular. Dada la variedad de
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estrategias y recursos que se ponen en juego el entrenador experto asegura que con mucha
frecuencia se proponen problemas de areas sobre todo en el nivel estatal de la olimpiada y
para los alumnos de primaria y segundaria también suelen aparecer en la instancia
nacional.

Tabla 16.

Sintesis del andlisis del tema “Areas” .

Moédulo: Geometria Tema: Areas.

Objetivo(s): Calcular dreas a partir de razones conocidas y otras estrategias creativas.

Unidades Recursos Estrategias Habilidades Tips
de analisis
Partir las figuras
. i “ licadas”
-Manipulacion comprcazas - en
P figuras mds
geomeétrica. .
simples o
compuestas.
-Intuicion.

-Biisqueda por

-Calcular la

-Pensar no solo en
el area buscada,
sino en el drea de la

Problemas complemento. longitud de a f
de Areas. segrmentos. que aﬁgutmforma
-Calcular dreas parte.

-Relacion del drea de
tridngulos con un vértice en
comiin con la razon entre las

bases colineales.
-Teorema del angulo comiin.
-Teoremas de semejanza.
-Teorema de Pitdgoras.
-Teorema de las alfombras.

-Buscar relaciones
con la razon entre
segmentos
conocidos.

-¢ Puedes saber en
qué razén se
encuentran las
dreas?

(Elaboracion propia).

4.1.3. Modulo III: Teoria de Numeros

4.1.3.1. Criterios de divisibilidad

Tabla 17.

Fuentes de informacion disponibles para el tema “Criterios de divisibilidad”.

I Sesion en vivo Vi 127
S8 Criterios de P1,P2,...,P20 | Sesion en vivo Gen. 1 V2 104
Divisibilidad R1,R2,...,R8 Retos1,2y3 V3 27
Retos4y 5 V4 39

| Totales | 28 297min
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Proposito:
Reconocer digitos faltantes de ntimeros utilizando los criterios de divisibilidad.
Descripcion:

En la introduccion del material de la semana (SgI) se plantea que en el estudio del médulo
de Teoria de Numeros se revisaran las propiedades de la divisibilidad entre enteros, sobre
todo entre niimeros primos.

De la misma forma se pone en conocimiento desde las notas introductorias que en
esta primera sesién se les da un repaso a los criterios de divisibilidad mé&s basicos y
conocidos. Se recalca ademds que el foco prioritario es su utilidad para ayudarnos a extraer
informacién adicional, principalmente digitos faltantes, mas que como herramientas de
verificacion.

Los criterios de divisibilidad se definen de forma general en el material como “atajos
para saber si un namero es divisible entre otro, es decir, una manera de saber si el residuo
al dividir seria 0 o no, sin necesidad de hacer la division” (Sg/, p. 1), lo que se complementa
a partir de (SgV;, min: 9) como se muestra en la figura 49.

N
>

(o)

b_ aX 4+

Figura 49. Complemento a la definicion de “Criterios de Divisibilidad” en (SgVy, min: 14).

En lo que sigue se presentan, ejemplifican y demuestran los criterios bésicos
agrupados por lo que tienen en comdn. La manera en que los expone este documento (Sgl)
se reproduce textualmente a continuacién por considerarlo una valiosa recopilacién de
recursos vitales para la resoluciéon de los problemas. Cabe mencionar que estos criterios
fueron presentados y explicados detalladamente con la misma secuenciacion en (SgV;, min:
15 - 73min: ).

Criterio Universal: Existe un criterio que siempre funciona para saber si un nimero es o no

divisible entre otro nimero dado. Se trata de realizar la divisién y revisar su residuo. Si el
residuo es 0, entonces es divisible; de lo contrario, no lo es.

Criterios Especiales:

127



Los Problemas de Olimpiadas de Matemidticas. Un Recurso para Atender las Aptitudes
Sobresalientes

Criterio del 1: Si. Todos los nimeros son divisibles entre 1; el 1 divide a todos los nimeros. En
cambio, ningtin ntimero, excepto el 1, divide al 1.

Criterio del 0: No. Ningtin namero es divisible entre 0; el 0 no divide a ningtin nimero. En
cambio, todos los nimeros dividen a 0.

Ultima Cifra: 2, 5, 10.

Un ntimero es divisible entre 2, 5 o0 10, si la tltima cifra del nimero es divisible entre 2, 5 o 10,
respectivamente.

El 2 divide a las cifras 0, 2, 4, 6, 8. Un ntimero divisible entre 2 lo llamamos par.
El 5 divide a las cifras 0 y 5.
El 10 tinicamente divide a la cifra 0.

Ultimas Cifras: 4, 25, 100. Luego 8, 125, 1000. Luego 16, 625, 10000, etc.

Un namero es divisible entre 4, 25 o 1000 si el nimero formado por las dltimas dos cifras es
divisible entre 4, 25 o 1000, respectivamente. Este criterio se puede extender a las potencias de
2, de 5 y de 10 de manera analoga: si queremos verificar la n—ésima potencia, hay que revisar
el niimero formado por las tltimas n cifras.

Suma de Cifras: 3,9, 11.

Criterio del 3 y 9: Un ntimero es divisible entre 3 0 9 si el nimero resultado de la suma de sus
cifras es divisible entre 3 0 9, respectivamente.

Ejemplo: el ntimero 18594 es divisible entre 9 pues 1 + 8 +5 + 9 + 4 = 27, que es un mdltiplo de
9.

Criterio del 11: Un ndmero es divisible entre 11 si el resultado de la suma y resta alternada de
los digitos del niimero es divisible entre 11.

Ejemplo: el nimero 18594 no es divisible entre 11 pues 4 =9 + 5 - 8 + 1 = =7 no es un maltiplo
de 11. El ntimero 88594 si es multiplo de 11 pues 4 -9 +5 -8 + 8 = 0, y 0 es mdltiplo de 11.
Observa que el resultado podria ser negativo también.

Las demostraciones de estos criterios vienen de la expresién desarrollada de un ntmero en
unidades més decenas mas centenas mas etcétera. Es decir,

abcde = e +10d + 100c + 1000b + 10000a

para un numero de 5 digitos. Por supuesto funciona también en general. Lo que hacemos no es
dificil de seguir, aunque nos estemos aprovechando de propiedades de la divisibilidad que no
hemos revisado.

Para los criterios de 2, 5 y 10, por ejemplo, basta ver que 10, 100, 1000, ..., y en general, 10" es
multiplo de 2, 5y 10, de modo que 10™x también lo es, donde x es el valor de cualquier digito.
Eso quiere decir que para ver si el niimero es o no multiplo de 2, 5 o 10, basta con verificar si el
digito de las unidades lo es.

El caso del 4 es muy parecido. La diferencia es que 10 no es multiplo de 4, pero 100, 1000 y
todas en adelante lo son. Por lo tanto, solo basta verificar 10d + e.

Con 3 y 9 pasa algo divertido. Si reescribimos:
e + 10d + 100c + 1000b + 10000 = e + 9d + d + 99c + ¢ + 999D + b + 9999a + a

podemos ver que 9d + 99c + 999b + 9999a son todos multiplos de 9 y de 3, de modo que su
suma también lo es. Para que el ntimero original sea multiplo de 3 o de 9, hay que verificar si
el resultado de:

128



Capitulo 4. Analisis y Resultados

et+td+c+b+ta
es decir, la suma de los digitos del namero sea un mdaltiplo de 3 o de 9, segtn sea el caso.
El criterio del 11 es parecido, pero todavia méas divertido. La reescritura es un poco diferente:
e + 10d + 100c + 1000b + 10000a = e + 11d — d + 99c + ¢ + 1001d — d + 9999a + a
donde 11d + 99c + 1001d + 999ason todos multiplos de 11, de modo que también lo es su

suma. Para saber si el nimero original es multiplo de 11, habria que verificar si:
e—d+c—b+a

es un multiplo de 11, y de ahi obtenemos la manera tan singular de expresar el criterio del 11
que a veces lo emparentan mds con el del 7, pero es tan sencillo como el del 3 o el 9. El criterio
del 11 es mixto entre la suma y la posicién. Entender cémo funcionan los criterios nos ayuda a
saber cuando usarlos.

Algoritmicos: 7y 13.

Algunos nimeros tienen criterios de divisibilidad que consisten en revisar el resultado de
ciertas operaciones aparentemente sin relacién alguna. Sin embargo, todos estos criterios
tienen algo en comdn: quitan la dltima cifra del ntimero y luego la restan multiplicada cierta
cantidad de veces. En caso del 7, esta cantidad es 2.

Ejemplo: Veamos si 18594 es divisible entre 7.
Paso 1: 18594 — 1859 — 8 = 1851.

Paso 2: 1851 —» 185 — 2 =183.
Paso3:183 —» 18 — 6 = 12.

Si cualquiera de estos ntameros al principio o al final de los pasos resulta ser maltiplo de 7,
entonces el nimero original también lo es. Como es sencillo determinar que 12 no es multiplo
de 7, el namero original tampoco lo es. Nimeros mds grandes requieren mas pasos y hay
trucos aritméticos para reducir pasos.

Todos los criterios que tengan esta forma tienen la misma justificacion. Vamos a escribir el
nimero n como sus unidades mas la cantidad de decenas que tenga, en total. Por
ejemplo, 18594 = 1859 10 + 4. En general,

n =10a + b,0 < b <9

Ahora, buscamos un multiplo de 10 que sea uno mds que un multiplo de 7 -que es el namero
de interés ahora-. En este caso: 50. La siguiente reflexiéon abusa de propiedades de la
divisibilidad que no hemos revisado, pero es importante: si un ntimero no es multiplo de 7,
multiplicarlo por 5 no lo convierte en mdultiplo de 7; si un nimero es mdltiplo de 7,
multiplicarlo por 5 no le quita esa propiedad.

Vamos a considerar entonces el niamero:
5n = 50a + 5b = 49a + a + 5b

Como ya pas6 antes, el 49a ya es multiplo de 7, de modo que podemos ignorarlo. Si el nimero
total es 0 no multiplo de 7 no es culpa de 49a, que ya hizo su parte.

Para la parte final, otro pequefio experimento. Imagina que te dan 19 pesos. Un ratero
matematico llega y te dice “Dame 5 pesos para que te quedes con un multiplo de 7”. En ese
caso, podrias contestarle “Mejor ti dame 2 pesos para que me quede con un multiplo de 7”. Es
decir, para obtener un multiplo de 7 es lo mismo que te sobren 5 a que te falten 2. Lo que nos
queda es:
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a— 2b

Y la conclusién a la que llegamos es que 10a + b es multiplo de 7 si a — 2b también lo es. Eso
es, tal cual, el criterio del 7.

Podemos practicar esta habilidad recién descubierta para construir un criterio para el 13,
similar al que tenemos para el 7. Escribimos n = 10a + b.Buscamos un multiplo de 10 que
sea una unidad mas que un mdltiplo de 13; es 40, que es uno mas que 39 = 3 x 13.
Brevemente, la misma reflexién: si n no es multiplo de 13, multiplicarlo por 4 no lo convierte
en uno; si lo es, no se lo quita.

Consideramos 4n = 40a + 4by reescribimos40a + 4b = 39a + a + 4b. Nuevamente,
podemos ignorar 39a que ya es multiplo de 13 y, finalmente, podriamos convertir 4b en —9b,
porque en el mundo del 13, es lo mismo que te sobren 4 a que te falten 9. Obtenemos:

10a + b - a — 9
que es el criterio del 13: quitar la tltima cifra y restarla nueve veces.

Compuestos: 6, 10, 12, 18, 24, 72, etcétera.

Para ntimeros compuestos es posible construir un criterio como la unién de los criterios de
ndimeros mas simples que los componen. Por ejemplo: para que un niimero sea mdaltiplo de 6,
debe ser mdltiplo de 2 y de 3; es decir, su dltima cifra es par y la suma de sus digitos es
divisible entre 3. También vimos que para que un nimero sea mdaltiplo de 10 hay que verificar
que sea multiplo de 2 y de 5; basicamente: que termine en 0.

Sin embargo, no cualquier division entre ntimeros mas simples funciona, aunque la
multiplicacién sea el ntimero que buscamos. Por ejemplo: aunque 2 X 6 = 12, hay ntimeros
que son divisibles entre 2 y entre 6 pero no entre 12, como 6, 18, 30, (...). Se pone peor con
ndmeros mas compuestos como 24 = 6 X4 = 12 X 2, donde varias factorizaciones posibles
no son ttiles en realidad.

Lo que debemos hacer es dividir el nimero en divisores que no compartan factores. Esto sera
un poco mas claro cuando veamos primos, en unos momentos. Pero, para el caso del 12,
debemos tomar 3 y 4; para el caso del 24, tomamos 3 y 8; para el caso del 30 podriamos tomar

2,3y5 (pp. 2-5).
Para ejemplificar el uso de estos criterios en los problemas propuestos en el material

se analiza el siguiente:

Problema 1. (SgP;)

El ntmero d456d es divisible entre 18. Si d es un digito, ;cudl es su valor?
Solucién: (SgV;, min: 74).

Criterio de 18: divisible por 2 y 9 a la vez.

) )
d+4+5+6+d=15+2d - 18;27;36;... Dividir en casos: 15 + 2d

2d=12;d =6 Casol Caso2 Caso3 | Caso4 | Casob
@=0) (@=2) (d=4) | (@=6) | (d=8)
15 19 23 27 31
Rta./ d=6.

Tomando el ejercicio anterior como modelo, se generaliza en (SgV;, min: 76) que la
estrategia en el ataque a estos problemas se apega a esta secuenciacién, donde primero se
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identifica qué criterio se va a usar; luego se decide por donde empezar, aunque, tal y como
ocurrio en el problema anterior, esto no siempre es relevante; para finalmente, casi de forma
inevitable, considerar casos.

Otro problema similar:
Problema 2. (SgPg)

El namero de seis digitos 5m562n es multiplo de 44. Encuentra la suma de todos los valores
de m, n que hacen que sea posible.

Solucién: (SgVy, min: 80)
Criterio de 44: divisible por 4 y 11 a la vez.

Para decidir por dénde es mas conveniente empezar es importante notar que el criterio para
del 4 involucra s6lo una de las dos variables, en tanto, en el del 11, participan las dos
incoégnitas, lo que hace que la primera opcion sea més pertinente.

(4) (11)

(2n) - Caso 1 Caso 2 Caso 3 n—246—-5+m—-5=n+m—6

n=20 n=4 n=3_8 Caso1 Caso 2 Caso 3
(n=0) (n=14) (n=8)
0+m-—6 44+m-—6 8+m—=6
m=6 m=2 m=9

Entonces la suma de los valores que lo hacen posible esta dada por: 6 +4+2+8+9 =
29

El problema que sigue es presentado en (SgV;, min: 86) como un problema
interesante, con un buen nivel en cuanto a dificultad.

Problema 3. (SgP;3)

El namero de ocho digitos, 7448x24y, es divisible entre 72. (En este niimero, X, y estdn en
lugar de un nimero del 0 al 9.) Si x # y, encuentra cudnto vale la resta —y.

Solucioén: (
SV,
, min: 87)

Criterio de 72: divisible por 8 y 9 a la vez.
Es més conveniente empezar por el 8 porque la regla involucra una tnica variable.
24y - 8)

Caso 1 Caso 2
y= y=38
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29+x+y— )

29<29+x <38 29+ x+8
x=7 37<37+x <46
x=8

Rta./Como por condicién x # y, entoncesx =7y y =0, porloquex —y = 7.

El entrenador recalca en (SgV;, min: 94) que el procedimiento anterior es la base de
todos los problemas de criterios dispuestos en el material. Seguidamente, a solicitud de
discentes en el CEOM, se analiza el que sigue:

Problema 4. (SgP;¢)

La leyenda del monstruo de Ranaballo dice que se despierta cada de vez en cuando y se
come a todas las personas que estdn resolviendo este problema, y se vuelve a dormir tantos
afios como la suma de los digitos del afio en que desperté. Por ejemplo, si se despierta en el
afio 1234 entonces se duerme 1+ 2+ 3+ 4 = 10afios y despierta en el afio 1244. El
monstruo atacé por primera vez en el afio 234 de nuestra era. ;Estamos a salvo este afio?

Solucioén: (SgVy, min: 96)

2+3+4=9;9+ 234 =243

2+4+3=9;9+ 243 =252
24+45+2=09;9+252 =261 Rta./ 2020 no es multiplo de 9, por lo que si

2+0+2+0=4

24+46+1=9;9+261=270 estamos a salvo este afio.

2+7+0=9;9+270 =279
24+7+9=18;18 + 279 = 297
¢Es maltiplo de 9 este afio?

Concluido el problema en (SgV;, min: 102) el experto hace la observacion retomando
el afio en el que atacé el monstruo por primera vez (234) de que este es un multiplo de (9), y
que cuando a un madaltiplo de (9) le sumamos la suma de sus cifras bésicas siempre
obtenemos otro multiplo de (9), lo que define como un caso de invarianza.

De la misma manera que el problema anterior, el que sigue se analiza a solicitud de
los participantes en el Curso.

Problema 5. (58P13)

Sabemos que 45a es un entero positivo que tiene todos sus digitos iguales. ; Cuénto vale a?
Solucioén: (SgVy, min: 106)

45a — es multiplo de 5y de 9.

45a - ©®)

Terminaen0o 5
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Caso 1 (0) Caso 2 (5)
...00000 ...55555
No es posible (Primer multiplo de 5y 9?7

555555555: 45 =a
111111111:9=a
a = 1234579

A manera de resumen, los aspectos claves en estos problemas se sintetizan en la
tabla 18.

Tabla 18.

Sintesis del andlisis del tema “Criterios de divisibilidad”.

Moédulo: Teoria de Niimeros Tema: Criterios de divisibilidad

Objetivo(s): Reconocer digitos faltantes de niimeros utilizando los criterios de divisibilidad

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
analisis

¢ Qué criterio resulta 1itil?

Problemas de Criterios de Reconocer niimeros | ;Por donde es conveniente
divisibilidad divisibilidad para los Analizar casos. que cumplen empezar?
' primeros enteros (0-13). condiciones dadas. ¢ Cudles son los casos
posibles?

(Elaboracion propia).

4.1.3.2. Primos, divisores y multiplos
Tabla 19.

Fuentes de informacion disponible para el tema “Primos, divisores y miiltiplos”.

Proposito:
Encontrar nameros enteros dadas sus propiedades de producto y/o divisibilidad.
Descripcion:

Con el pretexto de que los criterios de divisibilidad no bastan para abordar todas las
situaciones, en (Sq/) se refiere que se hace necesario pasar de los criterios de divisibilidad
hacia las propiedades de la divisibilidad. En tal sentido se destaca la importancia de la
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descomposicion en factores primos como un procedimiento bésico para ver la divisibilidad
de ntiimeros con factores muy grandes. Entre las herramientas con las que se trabajan en la
sesion se encuentran las combinaciones lineales y varias de las propiedades de los nimeros
primos con la divisibilidad de un producto.

A continuacién, se reproduce a manera de “acordeén”, tal y como se presenta en
(Sol), las propiedades de la divisibilidad que constituyen reglas y estrategias ttiles:

Recordemos que a | b, que se lee “a divide a b” si existe un tinico x € Z tal que b = ax.
Ademas, acordamos las siguientes reglas:

1. n|0paratodon # 0.

0 t n paraningtinn € Z.

1| nparatodon # 0.

n | 1 tnicamente paran = 1,—1.
Siab = 0,entoncesa=00b =0.

O » N

Agregamos la ultima que definen una propiedad importante del conjunto de los ntimeros
enteros. Decimos que en los enteros no hay divisores de 0.

Existen algunas propiedades importantes de la divisibilidad segtn el tamafio de los nameros
que estamos dividiendo; estas propiedades son mucho mds claras cuando trabajamos
Unicamente con enteros positivos o no negativos.

6. Sia|b, entonces |a| < |b|. En particular, sia,b > 0y a|b, entonces a < b.
7. a|bsiysolosilal||b].

Teorema.Sin >m >0, n | m, entoncesm = 0.

Este dltimo teorema va a ser relevante a veces. Sobre todo, puede revelar casos que no son tan
faciles de ver. Ya habiamos usado esto al definir el criterio de divisibilidad del 10.

Las siguientes propiedades tienen nombres porque son asi de importantes.

8. Propiedad Reflexiva. Si a # 0, se cumple que a | a.
9. Propiedad Transitiva.Sia | by b | ¢, entonces a | c.
10. Propiedad no simétrica.Sia | by b | a, entonces |a| = |b|.

De las siguientes propiedades, la combinacién lineal es el camino para construir las
matematicas que siguen, varias sesiones mds adelante.

11. Sic # 0, entonces a | b siy solo si ac | bc.

12. Sia| b, entonces a | bc para todo ¢ entero.

13. Sia|by a|c, entonces a | bx + cy para cualesquiera X, y enteros. Esto es, a divide
a cualquier combinacién lineal de sus multiplos.

Teorema.Sia|b +cy a|b, entonces a | c. De manera mas general, sia = b + cy dos de ellos
cualesquiera tienen un divisor comun, entonces el tercero también.

Esta sera una de las herramientas mas utilizadas en los retos y la segunda parte de los
problemas. La construcciéon de una combinacién lineal ttil es una habilidad muy dtil y varios
de los problemas la requieren.

Finalmente, otros teoremas importantes que habiamos enunciado antes cuando vimos primos
y tienen que ver tanto con primos como con primos relativos.
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Teorema. Si p es un divisor de a, entonces p | b es una condicién necesaria para que a | b. Esto
equivale a decir que sip | ay p t b, entonces no es posible que a | b.

Teorema.Sia | bcya,b = 1, entonces a | c. (pp. 1-2).

La sesién en vivo como tal, inicia el tratamiento del contenido en (SgV;, min: 9) con
el repaso del procedimiento para descomponer un ntimero en factores primos, recalcando
el entrenador su gran utilidad esta dada porque cada nimero tiene una descomposicién
tnica. Con posterioridad, en (SgV;, min: 12) se comienza el andlisis de los problemas y, en
este sentido, el entrenador afiade que para los primeros problemas del material basta con
conocer algunas cosas que se pueden hacer conociendo la descomposicién en primos. Como
ejemplo de estos primeros problemas se analizan los que siguen:

Problema 1. (S9P;)

Encuentra el mayor entero menor a 10000 que es cubo y cuadrado perfecto a la vez. Por
ejemplo, 64 es cubo y cuadrado perfecto pues 64 = 43 = 82

Solucion: (SoV;, min: 14)
Ejemplo: 64 = 26 - (22)3
N (23)2

Por lo que se requiere que para que el nimero pueda ser expresado en “grupitos” de a dos
y también de a tres, el nimero debe poderse expresar de la forma: n®.

Algebraicamente puede plantearse: n® = x? + y?

Considerando que las sextas potencias crecen muy rapido se puede hacer la lista:

26 =64
36 =729
4% = 4096

56 = 15625 Rta./El mayor entero menor a 10000 que es cubo y cuadrado perfecto a la vez
es 4096.

En la previa del problema que sigue, (SoV;, min: 18), el experto adelanta que dicho
problema ya involucra una de las propiedades mas importantes de la divisibilidad.

Problema 2. (S9P,)

Un ntimero yuca es un entero positivo tal que al multiplicarlo por 104 se obtiene un ntimero
multiplo de 39 que termina en 6. Encuentra los tres nimeros yucas més pequefios.

Solucion: (SgV;, min: 18)
104x =39 terminaen6

Primero se debe garantizar que sea multiplo de 39. Para ello descomponemos en factores

primos a 39 y a 104, para identificar qué factor se debe incluir en x para obtener multiplos
de 39.
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39 3 104, La descomposicion muestra que el factor que se necesita
113 13 22 2 para garantizar que 104x sea multiplo de 39 es el 3. Por lo
que:
13
1 113 x = 3;6;9;12;15; 18; 21;24; 27; 30; 33; ...

390=3-13 104 =23-13 Luego se cuida la otra condicién, que termine en 6. Para ello
hay que buscar nameros en la lista de los posibles valores
de x que multiplicados por 4 terminen en 6. Como por
condicién deben ser los 3 primeros x = 9; 24 y 39.

Otro problema que puede resultar divertido cuya base en la solucién es la
descomposicion en factores primos es el siguiente:

Problema 3. (S4P53)
Encuentra el menor entero positivo tal que el producto de sus cifras es 189000.
Solucion: (SoV;, min: 26)

Se sugiere que siempre que se hable de productos en este tipo de problemas bebe
considerarse la posibilidad de hacer una descomposicién.

(189000[1000) Por lo que se tiene como punto de partida las cifras:

1000 = 23 - 53 2:2-2-3:3:3:5:5:5-7
189, En este punto se aclara que no hay un ntiimero mayor que cumpla
gi 3 la condicién dada porque podemos agregar infinitos factores 1 sin
- 3 que se altere el producto. Pero tal y como lo solicita el problema, si
1 17 podemos hallar un menor namero que se ajuste a la condicion.

189000=23-33-53.7 En esta linea, el pensamiento mas natural cuando se requiere
comparar nimeros es el de cuantificar las cifras que tienen, por
ello, la estrategia es tratar de reducir las cifras multiplicando
convenientemente aquellas cuyo producto tiene una tnica cifra.
La forma que mejor cumple con lo anterior esta dada por:
2-2-2-5_:_%-3-5-5-5-7

8 9
Reordenando las cifras tenemos que el ndmero buscado es
3555789.

Otro problema con puntos en comdn con el anteriormente resuelto es el siguiente:
Problema 4. (SoP;)

Encuentra el menor entero positivo tal que la suma de sus cifras es 2004 y el producto de

sus cifras es 2753,

Solucion: (SgV;, min: 35)

(Qué factores multiplicados me pueden dar como producto una potencia de 2? Sélo
potencias de 2.
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Por ello se pueden usar como digitos del nimero que buscamos: 1; 2; 4 y 8.

Nuevamente se busca la menor cantidad de digitos, por lo que convendria tener la mayor
cantidad de 8 posible. La cantidad especifica puede definirse a partir de la condicién que
establece que la suma de estos 8 tendria que ser 2004. Con tal fin:

2004 = 250(8)+4 —250-3+2= LSZ
satisface la suma no satisface el producto

2004 = 249(8) +3(4) > 249-3+6 = Z?i%
satisface la suma satisface el producto

= El menor namero estero positivo que cumple la condicién es 444888888 ...
249
Se sefiala en (SgV;, min: 44) refiriéndose al siguiente problema, que su tipologia es

muy frecuente en el marco de la olimpiada y, es a la vez, es un representante de los
problemas maés simples que trabajan con ciclos.

Problema 5. (S9Pg)

;Cuéanto suman los tltimos 2005 digitos del ntimero 200429°% x 20052004?
Solucion: (SoV;, min: 47)

Se inicia con la descomposicién conveniente para las bases de estas potencias:
20042905 — 42005 . 5()12005 — 24010 , £ (12005

20052004 — 52004 . 412004

Multiplicando las potencias:

24010 . 52004 . 4()12004 . 5()12005

102004 . 22006 . 4()12004 . 512005

Observacién importante:

El hecho de tener como factor a 10%°%* determina que en el producto las tltimas 24 cifras
sean 0. Como se busca conocer 2005 cifras, es decir, la que sigue después de los 0, y las
potencias con base 401 y 501 siempre terminan en 1, entonces la cifra que sigue dependera

del factor 22006,
2t=2 2006 = 501 - (4)+2
22 =14 ) ) . .
006l 23=8 Lo que quiere decir que este ciclo se repite 501 veces completo y
2 24 = 16 quedan 2 de un nuevo ciclo, por lo que 22°°¢ termina en 4.
2° =32
repite el ciclo Pudiendo concluir que los tltimos 2005 digitos del ntimero seran:
40000000 ...
2004

Para ir entrando de lleno en las propiedades de la divisibilidad el entrenador propone en
(SoV1, min: 57) el andlisis del duodécimo problema del material.
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Problema 6. (SoP;5)
1)

a. ¢Cuantos 0’s hay al final de 26!?
b. ¢Cuantos hay al final de 200!?
c. ¢Cuantos al final de 2015!?
Solucion: (SgV;, min: 57)
Inicia cuestionando el valor de la informacién de tener un o més 0 al final.
(1a)
A partir de este andlisis del problema se puede formular de forma equivalente en la
siguiente forma: ; Cudl es la mayor potencia de 10 que divide a 26!?

Para que sea divisible por 10 tiene que serlo por 2 y por 5.

Como 26! es el producto de los niimeros naturales desde 1 a 26, el problema se reduce a
reconocer cuantos dos y cinco se pueden juntar para formar en multiplo de 10. Como en
este rango (1-26) hay menos factores 5 que 2 es conveniente cuantificar los primeros. Asi
tenemos:

1;2,3;4,5,6;7;8;9;, 10;11;12;13;14;; 15;16;17;18;19;; 20, 21; 22; 23; 24, ; 25, 26

Como hay seis factores 5 y mas de seis factores 2, entonces podemos juntar seis veces (2 - 5),
lo mismo que 10° y, por tanto, puede decirse que 26! termina en 6 ceros.

(1b)

Analogamente al problema anterior, un problema equivalente en este caso seria buscar cual
es la mayor potencia de diez que divide a 200!, que a su vez puede entenderse como la
mayor potencia de cinco que divide a 200!

Para determinar cudntos maltiplos de 5 hay hasta el 200 puede plantearse:
200 : 5 = 40; pero en estos 40 multiplos de 5 hay mas factores 5 escondidos.

Para encontrar otros factores 5 se puede pensar en que los multiplos de 25 contienen dos
factores y estos aparecen cada cuatro multiplos de 5, por lo que se pueden encontrar
planteando:

40 : 5 = 8; asi se tienen 8 factores mas.

Por dltimo, también hay que percatarse de que en el rango (1-200) esta 125 que tiene 3
factores 5, con lo cual se agregaria otro factor.

Por tanto, hay 49 factores 5 en 200! lo que permite asegurar que la mayor potencia de 10
que divide a 200! es 10*%, lo que conlleva a decir que 200! termina en 10*° ceros.

(1c)
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El problema se reformula de la misma forma que en los dos casos anteriores. Por lo cual se
plantea:

2015 : 5 = 403 madltiplos de 5. Para encontrar los factores de 5 escondidos en estos 403
maltiplos:

403 : 5 = 80, ..., por lo que hay 80 maltiplos que tienen dos factores 5.
80 : 5 = 16 por lo que hay 16 multiplos que tienen 3 factores 5.
16 : 5 =3, ..., por lo que hay 3 multiplos que tienen 4 factores 5.

Por tanto, en 2015! hay 403 + 80 + 16 + 3 = 502 factores 5. Con ello se puede afirmar que

0502 0502

la mayor potencia de 10 que divide a 2015! es 10°"%, por lo que 2015! termina en 1

ceros.

En (SoV;, min: 76) menciona el experto que hay problemas que se le hacen mas
interesantes, refiriéndose a los que tienen que ver con las combinaciones lineales. Para
ejemplificar uno de los usos clasicos de las combinaciones lineales se analiza el siguiente
problema.

Problema 7. (SgR;)

Cuando la edicion N de ONMAPS se realiza en un afo divisible por N, diremos que es un
afio “superolimpico”. Por ejemplo, el afio 2005 es superolimpico porque se realiza la edicién
5 de la ONMAPS y 2005 es divisible por 5 (porque 5 divide exactamente al 2005). Determina
todos los afios superolimpicos, sabiendo que la ONMAPS se realiza anualmente a partir de
2001 y suponiendo que se seguira realizando cada afio.

Solucion: (SgV,, min: 1)

1 era edicién: 2001 Por lo que lo que se busca es:

2da edicion: 2002 Na2000 — 4 2% donde 2 ya es entero, entonces la busqueda se
N NN N

3ra edicion: 2003 reduce a: n | 2000

Para encontrar los divisores de 2000 se realiza la

N edicién: N + 2000 descomposmlon en factores primos:

2000 Entonces, para generar los divisores a partir del 2 se pueden
1000/ tomar de 5 formas, incluyendo la opcién de no tomar ninguno.
500 ; Para el caso del factor 5 se tienen 4 posibilidades. Dado lo
250 2 anterior en total serian:
12255 5 54 = 20 divisores.
5 5 Haciendo la lista:
1 P 1 2 4 8 16
5 10 20 40 80
25 50 100 200 400
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125 250 500 1000 2000
Rta./ Estos serdn los 20 afios superolimplicos.

El siguiente problema nos deja ver cémo la estrategia de probar casos puede ayudar
a encontrar soluciones:

Problema 8. (SgR3)

Encuentra todos los niimeros n tales que la suma 1 +2 + 3 + -+ + n es un namero de tres
digitos iguales.

Solucién: (SgV,, min: 65)
Primero se evidencia que la busqueda por tanteo seria extenuante.

Planteando como suma de Gauss se tiene que:

n(n+1) _

=ddd
Observaciéon importante:

Todos los ntimeros ddd son multiplos de 111, por tanto:

n(n+1) _

=111d
2

Descomponiendo en primos a 111 se tiene que:

n(n+1) _

=3-37-d
2
nn+1)=2-3-37-d

Como 37 es primo y es un factor en el miembro derecho, se necesita también en el miembro
izquierdo. Para ello, dado que no saltan a la vista otras posibles observaciones, hay que
probar casos:

Caso 1l (n =37) Caso 2 (n = 36)
37-(38) =37-2-19 36-(37)=37-2-3-6
imposible3-d # 19;d € Z posibled = 6
Caso 3 (n = 73) ) Entonces:
73-(74) =37-2-73 n(n; ) > 1000 para todo maltiplo de 37 que
imposible 73 - (74) > 1000 sea mayor que este.

= El tinico namero que cumple la condicién
es 666.

Con el proximo problema refuerza la idea de la utilidad de hacer casos y también el
camino de solucién que se expone ejemplifica el uso de argumentos de paridad en la
btisqueda de contradicciones.

Problema 9. (S9R5)
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Reto 5. Sea N un nmero entero positivo y a, b, ¢, d los divisores positivos mas pequefios de
N, en donde a < b < ¢ < d. Encuentra todos los valores posibles de N para los cuales N =
bc + d.

Solucién: (SgVs, min: 9)

Como a; b; c; d son los divisores mas pequefios de N:

a=1;besprimoy cesunprimo # b o es b?

Probando la paridad:

Supuesto: N es impar

Entonces: b; ¢; d son impares; b-c = impar y b-c+d = par, pero bc + d =N. Hay
contradiccién por loque N es pary b = 2.

Como: b | N ;también b | bc+d Como:c|N ;tambiénc|bc +d

Como: b | bc ; también b | d Como: ¢ | bc ; tambiénc | d

Lo anterior reduce las opciones y es posible probar casos:

Caso1 Caso 2
(c es un primo # 2) (c=b%2=14)
N = bc +d Como: b |d;c|dyd+# 4, entoncesd = 8
N = 2c + 2c Luego:N =2-4+8
N = 4c, lo que nos dice que 4 | N, siendo N =16
c=3yN=12;pero,2:-3 + 4=10 Rta./ El valor de N es 16.
No es posible

Con el problema que continda se ejemplifica la importancia de usar una notacién
efectiva y escoger la combinacién lineal que resulta mas til.

Problema 10. (S9R;)

Dado un ntimero k de dos o mas cifras, se forma otro entero m insertando un cero entre las
cifras de las unidades y de las decenas de k. Encuentra todos los nameros k para los cuales
m resulta ser un maltiplo de k.

Solucién: (SgVg, min: 1)
Se tiene:
k = ab > m = a0b de manera que: k | m

Es conveniente transformar el planteamiento de la notacién anterior que refleja cifras y
posiciones, a otra que permita hacer algo de algebra.

En esta direccién es posible alcanzar a observar que las unidades no se mueven, pero si de
las decenas en adelante al insertar el 0. Por tanto, k puede escribirse de la forma:
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k = 10A + b, siendo A todos los digitos a partir del lugar de las decenas; entonces m seria:
m=100A+b

Y lo que se quiere es que:

10A+ b |100A+ b

Pero k | msi, ys6losik |m —k,comom = 1004+ by k = 104 + b , entonces:

1004 + b — (104 + b) = 904

Pero k + A porque k > A > 0, entonces k | 90, lo que determina las siguientes opciones:
k=1;2;3;5;6;9;10;15;18;30;45;90

Como k tiene al menos dos cifras, entonces los nimeros son k = 10; 15; 18; 30; 45; 90.

Como se puede percibir a partir de los problemas analizados, las estrategias a
implementar en los problemas en su mayoria parten de la descomposicién canénica en
factores primos de los ntmeros enteros, pero pueden tener multiples variantes. No
obstantes, a pesar de la diversidad, es posible identificar ciertas estrategias tipicamente
atiles en el proceso de resoluciéon de estos problemas. Algunos de los aspectos maés

importantes relativos al tema se sintetizan en la tabla 20.

Tabla 20.

Sintesis del andlisis del tema “Primos, divisores y multiplos”.

Modulo: Teoria de Niimeros

Tema: Primos, divisores y miiltiplos.

Objetivo(s): Encontrar niimeros enteros dadas sus propiedades de producto y/o divisibilidad.

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
analisis
¢ Por donde es conveniente
-Descomponer en empezar?
factores primos. ¢ Qué podemos suponer,
-Contar factores. podemos probarlo?
. -Encontrar ciclos. ¢ Permite hacer algebra tal
-Procedimiento para . Encontrar .
Problemas de -Hacer listas. p notacion, como podemos
descomponer en . niimeros i .
encontrar . -Analizar casos. . escribir lo equivalente?
. factores primos. 9 enteros a partir -, P
niimeros . -Escoger una notacion . ¢Dadas las condiciones, cudl
-Propiedades de la . de ciertas . ;
enteros. s efectiva. . podria ser el equivalente a
divisibilidad. condiciones. )
-Suponer y buscar buscar?
contradiccion. ¢ Qué combinacion lineal
-Formular un resulta 1itil?
problema equivalente. ¢ Cudles son los casos
posibles?

4.1.3.3. Ciclos y residuos

Tabla 21.
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Fuentes de informacion disponibles para el tema “Ciclos y residuos”.

Proposito:
Encontrar nimeros dentro de una lista de elementos que ciclan con periodicidad conocida.
Descripcion:

En (S10l) el tema se presenta como la introduccién a la aritmética modular o aritmética de
reloj como también es conocida, que estd en el corazén del trabajo de residuos y
congruencias en Teoria de Numeros y que permite hacer operaciones en un mundo maés
"pequeiio" que los enteros completos. Dicho de forma més simple, lo que se hace es
encontrar ciertos nimeros en una lista de elementos que se cicla con periodicidad conocida.

La base de este trabajo con congruencias descansa en la expansion de las
herramientas y propiedades de la divisibilidad a casos donde el residuo es distinto de 0, es
decir, para sacar informacion de estos nimeros que no son maltiplos o divisores.

Los primeros problemas del material refuerzan la idea (estrategia) de que los
residuos funcionan muy bien para agrupar nameros y darle cierta identidad. Ejemplos de
estos se reproducen y analizan seguidamente.

Problema 1. (S;0P;)

Justo ahora son las 11: 02 horas. ;Qué hora sera dentro de 2019 horas? ;Qué hora sera
dentro de 2019 minutos?

Solucién: (S1Vy, min: 8)
Como cada 24 h vuelve a ser la misma hora (11: 02):
2019:24 =84 conr =3

Lo que se debe entender como 84 ciclos de 24 h (dias) y s6lo 3 h de un nuevo ciclo que son
las que si afectan la hora:

11:02h + 3h = 14: 02h, por lo que dentro de 2019 h seran las 14: 02h.

Para encontrar qué hora serd transcurridos 2019 min, habria que pensar en dos ciclos, uno
cuyo residuo afecta las horas y otro que incide sobre los minutos.

Para ello planteamos:

2019 : 60 =33 conr = 39
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Lo que se debe entender como 33 h y 39 minutos.

Como 33 h rebasa el ciclo que determina un dia:

33:24=1conr=9

Lo que se debe entender como un ciclo (1 dia) y 9 h, que son las que afectan la hora.
~114+9=20hy 2+ 39 = 41min, seran las 20: 41 de mafiana.

Otro problema sencillo para reforzar la idea de agrupar en unidades que permitan
hacer conteos mas rapido, dado que lo tnico importante por contexto es el residuo, se
presenta a continuacion:

Problema 2. (S1oP,)

Hoy es lunes. ;Qué dia serd dentro de 2019 dias?

Solucioén: (S1oV;, min: 14)

Pensar en:

(Cual es el ciclo que le corresponde a los dias de la semana? Rta./7.
¢Cuantos grupos de 7 se pueden hacer?

2019:7=288conr =3

Lo que se debe entender como 288 semanas y 3 dias.

Por lo que dentro de 288 semanas seria lunes (ciclos completos no afectan) y sélo se deben
tener en cuenta los 3 dias restantes que, contados a partir del lunes, nos lleva a que:

Rta./ En 2019 dias sera jueves.

Como se ejemplifica a través de los dos anteriores la clave en estos problemas estéa
en encontrar un ciclo que facilite el conteo, pero dicho ciclo no siempre es tan evidente. Con
los dos problemas que siguen se puede notar.

Problema 3. (S1oPs)

Los ntmeros A, B, 5, C, D, E, F, G, H cumplen que la suma de cualesquiera tres
consecutivos en la lista suman 30. ;Cuanto vale A + G?

Solucion: (S1oV;, min: 25)

Analizar:

L v ¥ ¥ v v v v

A B 5 A B 5 A B 5

Ver que de la primera a la segunda suma se cambia la A por la C y no se afecta la suma, lo
que significa que C = A.
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De la misma forma se puede pensar paraD =B;E=5F=C=A;G=D=ByH=E =5
Por lo que:

A+G=A+B,comoA+B+5=30,entoncesd+B=A+G =25

Problema 4. (S19Ps)

Hay 7 focos en un circulo, cada uno con su apagador. Samuel da vueltas alrededor del
circulo, alternando el estado de un foco si, un foco no. Si al principio todos estdn apagados,
después de dar 2017 vueltas, ;cudles focos estan prendidos?

Solucioén: (S10V4, min: 29)

El anélisis del dibujo deja ver que luego de 4 vueltas completas
todos los focos vuelven a estar apagados, tal cual antes de
comenzar. Para la quinta volverédn a estar como en la primera, la
sexta igual a la segunda y asi sucesivamente. Por lo que cada
ciclo es de 4 vueltas.

Planteando:

2017:4 =504conr =1

Por lo que se tiene 504 ciclos completos y la primera vuelta del que sigue.
Rta./ Quedan prendidos los focos impares.

El siguiente problema que aqui se expone es bastante comtin dentro del trabajo con
ciclos en la olimpiada y en apartados anteriores ya se han dado muestras de ello.

Problema 5. (S19P11)

Calcula el digito de las unidades de:
20152915 + 20162016 + 20172917 + 20182018
Solucion: (S1oVy, min: 37)

Como solo se ocupa el digito de las unidades basta con encontrar en qué terminan cada una
de las potencias de cada sumando.

20152°15 - dado que la base es multiplo de 5 y el exponente impar, termina en 5.

20162°1¢ - Toda potencia cuya base termine en 6, termina en 6.

20172°17 » Las potencias cuya base 7'=7 7*=.-1 Ciclo de 4 terminaciones.
termina en 7, terminanen: 7 =-:9 7°=..7 2017:4=504conr =1
73 =...3

Serian 504 ciclos completos de terminaciones 7; 9; 3; 1, y una maés, por lo que termina en 7.
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20182918 Tas potencias cuya base 8'=8 8*=-..6 Ciclo de4 terminaciones.

termina en 8, terminan en: 82=..4 8 =..8 2018:4=504conr =2
83 =...2
Serian 504 ciclos completos de terminaciones 8; 4; 2; 6, y dos maés, por lo que termina en 4.

Entonces: 5+ 6 + 7 + 4 = --- 2. Rta./ La cifra de las unidades es 2.

Las herramientas utilizadas en el problema anterior constituyen es la antesala para
atacar problemas como el que sigue:

Problema 6. (S19P17)
Demuestra que: 7|22225555 + 55552222
Solucién: (S19V;, min: 76)

Primero se halla el residuo que deja cada sumando al dividirlo por 7.

5555
22225555 52222 :7 =317 conr = 3, entonces: 22225555 = (7 -317 + 3)

multiplo de 7
Como ya (7-317) es multiplo de 7, se busca el ciclo en los residuos que deja 3%°°5, al
dividir por 7.

35555 _, 3153 Ciclo de 6 residuos (3; 2; 6; 4; 5; 1). Para encontrar en cual “cae”
3252 35555 ge plantea: 55555:6 =925 con r = 5. Por lo que deja
3356 residuo 5.
3t >4
3°>5
3651

Anélogamente se procede:

2222
55552222 1 5555 : 7 = 793 con r = 4, entonces: 55552222 = (7 - 793 + 4)

multiplo de 7

Como ya (7-793) es multiplo de 7, se busca el ciclo en los residuos que deja 42222, al
dividir por 7.

2222 41 -4 Ciclo de 3 residuos (4; 2; 1). Para encontrar en cual “cae” 42222
4 -

4> -2 seplantea: 2222: 3 = 740 con r = 2. Por lo que deja residuo 2.
43 51

2222°%55455552222 22225555 + 55552222

7 7
un multiplo de 7, el resto es 0 y la suma es divisible por 7.

= residuo 5 + residuo 2 = 7 y como se hace

Con el problema que sigue se ejemplifican dos estrategias muy ttiles para resolver
muchos problemas, usar la notacién efectiva y la busqueda de contradiccion.

Problema 7. (S1oEjems3)
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Sean a, b, c tres enteros tales que forman una terna pitagorica, es decir,
a®+b% =c?

Demuestra que alguno de ellos debe ser maltiplo de 3.

Solucioén: (S10V1, min: 90)

Se supone que a, b, ¢, ninguno es maltiplo de 3.

Categorias posibles de los enteros al dividirlos por 3

Multiplo de 3 No son mdultiplos de 3 ¢Qué residuo dejan los cuadrados de
3k 3k+1;3k+2 <= estos nimeros al dividirlos por 3?
Lol
r=1 r=1

Dejan residuo 1 al dividir entre 3. Entonces, se tendrfa 1 +1 # 1
~ Hay contradiccion y alguno tiene que ser multiplo de 3.

Algunas de las ideas principales ejemplificadas a través de los problemas anteriores
se muestran en la tabla 22.

Tabla 22.

Sintesis del andlisis del tema “Ciclos y residuos”.

Moédulo: Teoria de niimeros Tema: Ciclos y residuos

Objetivo(s): Encontrar niimeros dentro de una lista de elementos que ciclan con periodicidad conocida.

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
analisis
_EnC‘Z’;ZZ ;Llwczclo Y ¢ Qué elementos se
g repiten
-Aritmética. _JSI Z:el; fgﬂ;ﬁ;ﬂ periddicamente?
-Reglas de ; . ¢ Cudntos elementos
Problemas con - efectiva para operar -Abreviar conteos. . .
: divisibilidad. . tiene este ciclo?
ciclos. . /0 establecer -Probar divisibilidad .
-Propiedades de la catecorias ¢ Afecta este ciclo el
divisibilidad. —Biscur ‘ conteo?
contradiccion ¢Quedan elementos
-Analizar casos. fuera del ciclo?

(Elaboracion propia).

4.1.4. Mé6dulo IV: Combinatoria

4.1.4.1. Suma, producto, casos y listas

Tabla 23.

Fuentes de informacion disponibles para el tema “Suma, resta, listas y orden”.
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I Sesién en vivo V1 135
Suma, Eiem: 1.2 5 Sesién en vivo Gen. 1 V2 92
producto, casos Jem: &L Retos1,2,3y4 V3 28
S11 list P1, P2, ..., P16 R 5 6v7 Va 28
y listas R1,R2, ..., R9 etos 5, 0y
Retos 8y 9 V5 14
| Totales | 30 297 min

Propoésito:

Calcular eventos posibles, dada una cantidad de decisiones con un ntimero determinado de
opciones.

Descripcion:

En (S11]) se presenta el tema como la introduccién al bloque de Combinatoria aludiendo

que se trabajan con los rudimentos de conteo: la regla de la suma y la regla del producto.

Complementando lo anterior en (S;1V;, min: 5) se precisa que la regla de la suma se utiliza
11V1

para separar en casos 'y que se puede leer como un “0”, es decir, cuando se pueden tomar

decisiones de ciertas maneras “o “ de otras ciertas maneras y estas se suman. Por su parte la

regla del producto aplica cuando se trata de elecciones sucesivas, dicho de otra forma, cuando

a“o__r “o__r

se tiene que hacer algo “y” una cosa mas “y” otra cosa mas, etc.

También, en (S;;1) se refiere que el tema se acerca a las habilidades basicas para
hacer listas ordenadas y diagramas de arbol, para lo cual con frecuencia se usa el método de
las "rayitas" que puede ayudar visualmente a distinguir claramente los pasos en el proceso
de conteo antes de aplicar la regla del producto, es decir, a reconocer cuantas decisiones
debo tomar y cudntas opciones tengo en cada una.

Los principales temas y estrategias que se ven a lo largo de todo el médulo y en el
tema de la semana especificamente el experto los presenta como se muestra en la figura 50.

Ot 1Y wrp Larintt

Fiqura 50. Temas y estrategias centrales dentro del médulo “Combinatoria”, presentado en (S11V,,
min: 6).
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Con el primer problema que se analiza en (S;1V,, min: 7) el entrenador explica que
es muy comdn utilizar lo que denomina método de las rayitas en problemas simples de
regla del producto, recalcando ademas que el significado de las rayitas puede cambiar
seglin el problema, siendo més claro en aquellos donde se trabaja con filas. Por lo general,
encima de cada rayita se colocan las posibilidades, siempre y cuando las no dependan de
las anteriores.

Problema 1. (S;1P;)

Se tienen 8 piezas de ajedrez: 2 peones, 2 caballos, 2 torres y 2 alfiles, uno de cada color. ;De
cuantas maneras se pueden acomodar en una fila de modo que no queden dos piezas del
mismo color juntas?

Solucion: (S11V,, min: 10)

Ideas para considerar:

8 piezas — 8 decisiones — 8 rayitas

Son sucesivas elecciones (regla del producto)

La cantidad de posibilidades en cada caso no se afecta con las decisiones anteriores.

8 4 3 3 2 2 1 1

8-4-3%-22=1152
Rta./ Se pueden acomodar las piezas de 1152 modos sin que queden juntas dos de un
mismo color.

El siguiente problema pone a prueba el mismo conocimiento que el anterior:

Problema 2. (51, P5)

Hay tres equipos cada uno de ellos con tres personas. Se quieren sentar alrededor de una
mesa redonda con sillas numeradas del 1 al 9. ;De cudntas formas se pueden sentar las 9
personas en las sillas, de tal manera que cualesquiera dos personas consecutivas del mismo
equipo estén separadas entre si por la misma cantidad de sillas?

Solucioén (S11V,, min: 14)

Como las sillas estdn numeradas no es necesario considerar la redondez de la mesa para el
analisis.

Al ser 9 sillas y 3 personas por equipo, dada la condiciéon del problema, los integrantes de

un mismo equipo estardn separados a dos sillas. Por lo que considerando el orden de las
sillas de izquierda a derecha quedarian:
9 6 3 2 2 2 1 1 1
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Explicacioén:

1. Cualquiera de las 9 personas.

2. Cualquiera de las 6 personas que no pertenecen al equipo (m).

3. Cualquiera de las 3 personas del equipo restante (m).

4. Seguidamente se sienta una persona de cada equipo en el mismo orden (m),
(m), (m) y como ya hay uno sentado de cada equipo quedan 2 posibilidades para
cada equipo.

5. Analogamente se repite el proceso, quedando una tnica persona elegible para cada
equipo.

Regla del producto:
9-6-3-2%=1296
Rta./ Las 9 personas se pueden sentar de 1296 formas que cumplen la condicién dada.

Segin comenta el experto en (S;;V, min: 32) el siguiente problema refuerza la
misma idea y fue propuesto en una olimpiada nacional para primero de secundaria.

Problema 3. (511 Pg)

Se tiene un cubo con las seis caras de diferente color y deseamos colocar los ntimeros del 1
al 6 en las caras del cubo (uno en cada cara). ;De cuantas formas podemos realizar el
acomodo, si deseamos que la suma de los niimeros que estan en caras opuestas sea 7?

Solucioén: (S11V,, min: 32)

Se sugiere, para evitar tener que pensar en las posibles rotaciones del cubo, considerar su
desarrollo en el plano.

E A+C =7
B+D=7
AlB|c|p|®t 6 4 11
E+F=7 A B C D E F
F
6:-4-2 =48

Rta./ El acomodo se podra realizar de 48 formas.

Los dos problemas que contintian son ejemplos en que las decisiones se pueden
tomar “dependiendo de”, es decir, en los que hay varios casos posibles y por tanto hay que
hacer uso de la regla de la suma.

Cabe mencionar que, refiriéndose a la estrategia de separar en casos, en (S;1/) se
describe como la mas elemental elemental de todas con las que se trabaja. Se subraya
ademads que para aplicar esta estrategia correctamente es necesario que los casos cumplan
las siguientes condiciones:
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1. Que sumen el total, es decir, que cada solucién posible esté considerada en
alguno de los casos.
2. Que sean posibles de contar.

Problema 4. (S11Py2).

Daniel, Demian, Diana, Dolores y Dumbo corren una carrera que no puede terminar
empatada. De todos los resultados posibles, ;en cuantos se cumple que Dolores llegue antes
que Diana?

Solucioén: (S11V,, min: 68).

Caso1l: Do 4 3 2 1 =41=24

Caso2: 3 Do 3 2 1 =3%2-2=18
Caso3: 3 2 Do 2 1 =3-22=12
Caso4: 3 2 1 Do 1 =3:2=6

Porloque 24 +18+12+6 =60
Rta./De todos los resultados posibles Dolores llega antes que Diana en 60 de ellos.
Problema 5. (511 P;5).

En un libro de 2014 péginas se reescribieron todos los niimeros de las paginas. ;Cuéantos
digitos 8 se usaron?
Solucioén: (S11V,, min: 73).

Para resolverlo de manera sencilla se implementa un pequefio truco, consistente en contar
los nimeros que cumplen la condicién en el rango (0-1999), toda vez que los que siguen son
pocos y s6lo uno (2008) posible.

Caso1 (8 en las unidades). 2 10 10 1 = 200
Caso 2 (8 en las decenas). 2 10 1 10 = 200
Caso 3 (8 en las centenas). 2 1 10 10 = 200

Por lo que 200 + 200 + 200 + 1 = 601

Rta./ Se usaron 601 nameros 8.
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Finalmente, para cerrar esta idea de combinatoria como sucesiéon de decisiones se
presenta lo que fuera el problema 1 para categoria primaria en la ONMAPS de 2017
efectuada en Jerez. Cabe sehalar que dicho problema fue formulado por el entrenador
principal de este CEOM.

Problema 6. (S511R1)

Yareli pasea a Dimi en un circuito formado por seis circulos,
como se muestra en la figura. Estdn paradas en el punto A y
quieren recorrer todo el circuito con la condicién de no pasar dos
veces por el mismo arco. ;De cudntas formas pueden hacer su
paseo?

Solucioén: (S11V3, min: 2).

En cada punto, de cada uno de los seis circulos, se tienen dos opciones y como por
condicién no se puede regresar por el camino elegido para la ida, el regreso queda
determinado.

Por lo que el paseo puede hacerse de 26 = 64 formas.

Los aspectos para resaltar en esta tipologia de problemas se presentan sintetizado en
la tabla 24.

Tabla 24.

Sintesis del andlisis del tema “Suma, resta, listas y orden”.

Modulo: Combinatoria Tema: Suma, producto, casos y listas

Objetivo(s): Calcular eventos posibles dada una cantidad de decisiones con un niimero determinado de opciones.

Unidades Recursos Estrategias Habilidades Tips
de analisis

-Hacer listas y

-Separar en casos. -¢ Cudntas decisiones debo

Problemas de dlflg ramas de arbgl. -Aplicar regla del (Conteo) tomar?
conteo -Método de las rayitas. roducto hacia el ~Calcular el total de | ; Cudntas opciones tengo
-Regla del producto. P opciones posibles. ¢ P 8

interior de los casos. en cada una?

-Regla de la suma.

(Elaboracion propia).

4.1.4.2. Permutacién y combinaciéon
Tabla 25.

Fuentes de informacion disponibles para el tema permutacion y combinacion.
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Proposito:
Calcular la cantidad de formas posibles de hacer una lista o conformar un equipo.
Descripcion:

Segtn se refiere en la introduccién del tema (S;,1), la discusién principal para la mayoria de
los problemas en esta seccion esta en la diferencia entre lista y equipo. Tal diferenciacién se
explica a partir de (S;1V;, min: 7) partiendo del siguiente andlisis:

Permutacion » [ istas AB #+ BA
orden
Combinacién »Equipos {A; B} = {B; A}

Lo que equivale a decir que en la lista es importante el orden, pero en el equipo no.
De manera més detallada se presentan en (S;,/) como se reproduce a continuacién
textualmente.

Permutaciones: (listas)

Para n objetos tenemos que si tomamos el elemento n entonces en el siguiente lugar podemos
colocar cualquiera de los n—1y en el tercero los n—2 ... y asi sucesivamente por tanto
tenemos que:

P,=nn—1)(n—-2)..3-2-1=nlosea P, =n!

Se llama permutaciones de los n objetos a todo conjunto ordenado formado por dichos n
objetos. Dos permutaciones se distinguen una de otra solamente por el orden de colocacién de
sus elementos.

En toda permutacién se cumple que: el ntimero de elementos coincide con los que se toman,
influye el orden en que se tomen y no se repiten los elementos.

Permutaciones con repeticion:

Si algunos de los objetos permutados son iguales se obtendran menos permutaciones, pues
n!

Jo . a,b
algunas de ellas seran iguales entre si, o sea: PRy,” = i

Un par de problemas sencillos para ejemplificar los conteos en este tipo de lista se
analizan seguidamente:

Problema 1. (51,P;)

(Cuantos nimeros de tres lugares se pueden formar con las cifras 1, 2, 3 si cada cifra basica
debe aparecer exactamente una vez? ;Cuédles son?

Solucion: (S11V;, min: 28).

Estamos en presencia de una permutacién de las tres cifras por lo que se pueden formar
P; = 3! = 6 nimeros de tres lugares. Ellos son 123, 132, 213, 231, 312, 321.
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Problema 2. (S;,P3)

;Cuéantas palabras diferentes pueden formarse con las letras de la palabra MATEMATICA?
Solucién: (S11V;, min: 33).

La palabra MATEMATICA tiene 10 letras, pero, 3 son A, 2 son M y 2 son T por lo que
tenemos una permutacion con repeticion:

PRa'b _nl P3'2'2 __ 10! _ 302400
noTapr T 100 T3 T 2

=151200
Rta./ Se pueden formar 151200 palabras.

Las combinaciones o equipos se definen en (S;,/) como se reproduce textualmente a
continuacion:

Combinaciones:
Para n objetos tenemos que para la primera se toma n, para la segundan—1 .. y asi
sucesivamente y donde no influye el orden y tenemos que:

C (n) __n

p/ pln-p)!
Se llama combinacién de los n objetos tomados p a p (o combinaciones de orden p) a todo
conjunto de p objetos elegidos entre ellos de tal modo que dos conjuntos se diferencian al
menos en un objeto.
En toda combinacién se cumple que: el nimero de objetos que se toma es menor que el
ndmero de objetos del conjunto no influye el orden y no se pueden repetir los elementos.
Combinaciones con repeticion: Se deben distribuir los elementos segin los tipos, hay que
numerar todos los elementos de la combinacién, pero a los ntimeros de los del segundo tipo
debe agregarsele 1, a los del tercero 2 y asi sucesivamente.

ny n+p—1\ _ (n+p-1)!
¢R (P) B CR( p ) ~ pl(n-1)!

Problemas paradigmaéticos y a la vez sencillos de conteos de las maneras de

conformar equipos se presentan a continuacion:

Problema 3. (S1,P)

¢De cuantos modos se pueden escoger tres pinturas diferentes de las cinco que existen?
Solucién: (S1,V;, min: 40).

Para escoger tres pinturas de las cinco existentes, debemos tener en cuenta que no se
pueden repetir y que cada eleccién se diferencia de otra si al menos una de ellas es diferente
sin importar el orden en que se tomen entonces estamos en presencia de una combinacion:

¢ (Z) = p!(:ip)! = (g) = % =10

Rta./Las pinturas se pueden escoger de 10 formas diferentes.

Problema 4. (S;,Pg)

En una oficina de correos se venden estampillas postales de 10 tipos. ; De cuantas formas se
pueden comprar en ella 12 estampillas postales?

Solucién: (S11V;, min:)
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Para comprar 12 estampillas postales de los 10 tipos que existen debemos combinar los
tipos existentes hasta completar los que queremos y estamos en presencia de una
combinacién con repeticion:

1!
= 1210-1) 12190 293930

CR (10) — CR (10 + 12— 1) _(10+12-1)! _ 2

12 12

Rta./Pueden comprarse las 12 estampillas postales de 293930 de formas diferentes.

Una estrategia muy ttil en muchos problemas de elegir equipos (combinaciones) es
la de contar por complemento. El problema que sigue asi lo evidencia.

Problema 5. (S;,P;1)

¢De cuantas maneras se puede tomar 4 nameros del conjunto {1, 2, 3, ..., 20} de modo que su
producto sea par?

Solucion: (S11V;, min: 68)

La idea que pude hacer fluir la estrategia parte de la separacién en casos considerando
garantizar al menos un factor par para que el producto sea par:

10\ (10
Caso 1 (1 par; 3 impares) ( 1 ) ( 3 ) Por tanto, es conveniente contar por
Caso 2 (2 pares; 2 impares) (120) (120) complemento:
20 10
Caso 3 (3 pares; 1 impar 10y (10 -
Gp ) (90 (5)-(4)
Caso 4 (4 pares, 0 impar) 10 20 20! 20-19-18-17
(4) ) 6(4)_4!16!_ 4 3.2
Los casos en los que se cumple son més que 100 10-9-8-7
aquellos donde no se cumple, existiendo la C(140) = 4'6.' =237 - 210

posibilidad tnicamente cuando:

4845 — 210 = 4635
(4 impares) (140).

Rta./Los numeros se pueden tomar de
4635 maneras distintas.
Otra estrategia que se promueve desde el material es la de contar emparejando. Con
el siguiente problema se ejemplifica su utilidad:

Problema 6. (S;,P;¢)

Se escriben todos los nimeros posibles de 7 digitos usando puros 1’s y 2’s. ;Cuéntos de
ellos tienen mas 1’s que 2’s?

Solucioén: (S11V3, min: 18)
Si se tiene un ntimero de 7 digitos que solo estd compuesto por 1°s y 2”s cualquiera:
1 2 2 1 2 1 1

_~ Le podemos asociar el nimero “volteado”, es decir,
1 1 ! ! ! 1 1 sitengo un 1, escribo un 2, y si tengo un 2, escribo el
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2 1 1 2 1 2 2 1. El emparejamiento queda determinado de forma
Gnica ya que si vuelvo a revertir el segundo me
regreso a primero

Por tanto, la cantidad total de niimeros que se pueden hacer se pueden emparejar y de cada
pareja s6lo me sirve uno.
Entonces la cantidad de nameros posibles es:

2 2 2 2 2 2 2 = 27 =128

Y, con base al razonamiento anterior, la mitad de ellos (64) tienen més 1’s que 2’s.

Para finalizar, seguidamente se presenta la manera en que el experto inicia
recordando en (S1;V3, min: 1) las formas posibles de contar listas o equipos, precisa ademaés
que en las sesiones que siguen se profundizaré en las aplicaciones de estas herramientas.

nmy m
’_El_g_/-Vaﬂadén 4 (P)_En—m!
{5e repiten
No ., loselementos? “ST-\“Variacién con pR (; ):np

oy
¢Participan todos repetaon
. 7 , No io =nl
5,/ los elementos? ‘-‘é‘_\_‘ (Se repiten /Permutacmn B,=n!
los elementos? Permutacién con ppab_ ™'
¢Importa el orden? I repeticién na
\ C bi . c ('ﬂ.) n!
No No ombinacion =—
¢(Participan todos _ No ¢Se repiten — P/ pln—p)
los elementos? los elementos? ! Combina_ci_é‘n con ny (n+p—1)
Si repeticién CR (p) EICEE

Los aspectos centrales inherentes al tema se presentan sintetizados en la tabla 26.
Tabla 26.

Sintesis del andlisis del tema “Permutacion y combinacion”.

Moédulo: Combinatoria Tema: Permutacion y combinacion.

Objetivo(s): Calcular la cantidad de formas posibles de hacer una lista o conformar un equipo.

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
andlisis
-¢; Cudntas decisiones debo
tomar?
Problemas de —Nofa'czon (chtorz.al, -Separar en casos (Conteo) -¢ Cudntas opciones tengo
coeficiente binomial) -Contar por -Calcular el total de en cada una?
conteos de o . .
. -Aritmética. complemento. opciones posibles -Importa el orden?
listas o o . ..
. -Permutacion=listas -Contar para una lista u -¢ Participan todos los
equipos -Combinacién=equipos emparejando. equipo elementos?
-i Se repiten los
elementos?

(Elaboracion propia).
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4.1.4.3. Seleccion
Tabla 27.

Fuentes de informacion disponibles para el tema “Seleccion”.

S12 Sesién en vivo V1 144
S13 Seleccién: I Taller en vivo V2 76
multinomial, Ejem:1,2,...,6 | Sesién en vivo Gen. 1 V3 101

caminos, orden P1, P2, ..., P10 Retos1,2y3 V4 13

y separadores. R1,R2, ..., R8 Retos 4y 5 V5 12

Reto 7 V6 4
Totales 24 350 min
Proposito:

Elegir elementos buscados utilizando caminos, conteo como palabras y separadores.
Descripcion:

En la introducciéon del tema que ocupa la semana (Si3/) se refiere que las
herramientas de conteo vistas en la semana anterior (permutacién y combinacién) son las
principales armas para resolver los problemas de combinatoria de este apartado, mismos
que piden encontrar, principalmente, cudntos elementos indistinguibles hay en
determinado conjunto. De la misma forma se deja saber que lo que se hace en este apartado
es refinar las herramientas de combinacién y evidenciar coémo los coeficientes binomiales
aparecen en muchos otros lugares de manera natural (caminos, palabras y separadores) si
se cambia la manera de entender los problemas. También se acota que el cambio de
perspectiva toca también la forma de entender el método de "rayitas", dado que en lugar
que cada linea represente una decision y la cantidad de opciones que se tienen, aca se debe
pensar en "elecciones", es decir, elegir los elementos que se buscan.

Esta manera de mirar los problemas se explica en la (S;3I) en tres subapartados
como se reproduce parcialmente a continuacion:

Los problemas de palabras de letras distintas pueden resolverse de dos maneras distintas a
partir de las herramientas con las que ya contamos. Seguro puedes anticipar ambos.

Si tenemos k conjuntos disjuntos con C; = 0 elementos indistinguibles cada uno, de manera
que ¢; + ¢; + +*+ ¢, = n'y queremos ordenarlos en una fila, esto se puede hacer de:

n!
cley! . cp!
si lo que pensamos es en eliminar las repeticiones en el orden de los elementos de cada

conjunto. Si, en cambio, escogemos los lugares en la fila de los elementos de cada conjunto,
esto se puede hacer de:

(n) (n - C1) (n — (¢ + c2)> (n —(c1+cy+ - ck_1)>

C1 Cz C3 Ck
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Para ejemplificar las concepciones anteriores en (S;,V;, min: 6) el entrenador
comenta que hay muchos problemas donde hay que permutar las letras de cierta palabra
para formar nuevas palabras, tengan o no un significado conocido. Para caer en el tema en
cuestion seguidamente propone analizar algunas de las palabras del ejemplo 1.

Ejemplo 1. (S;3Ejem,)

Encuentra cudntas palabras distintas se pueden hacer con las letras de cada una de las
siguientes palabras: (1) LIBRO, (2) OSO, (3) LEERE, (4) PERRO, (5) PAPAA.

Anaélisis: (1)
Como todas las letras son distintas:

5 4 3 2 1 5! =120

Anélisis (3)
La E se repite tres veces, por lo que al contar las palabras habran repetidas. En estos casos

hay que eliminar las repeticiones.

5 4 3 2 1 = 51 =120
L E, E, R E

La manera en que estas 3 letras pueden permutar es 3!, por lo que para eliminar las
. 120

repeticiones se calcula = = 20.

Andlisis (5)

Aqui una letra tiene dos repeticiones y la otra 3, por lo que con la factorial se obtienen
palabras repetidas. Para eliminarlas:

5 4 3 2 1 = 5! =120
Pl Al PZ AZ A3

5!
Se plantea: - — = 5

En este punto (S;,V;, min: 21) el entrenador explica que, ademas de esta idea de
eliminar las repeticiones, el problema puede reinterpretarse como una eleccion.
Continuando con el ejemplo anterior:

50 _ (5 _ (5
23 (3) B (2)

Lo que significa que de los 5 lugares que se tienen para poner las letras, se
seleccionan 3 para poner las “P”, o dos para colocar las “A”, quedando en cada caso los

lugares vacios para las otras letras. En consecuencia, por cada manera de elegir los lugares
se puede construir una tnica palabra, por lo que seria lo mismo elegir estos lugares que
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hacer la palabra. Concluye asi que la estrategia de modificar situaciones en problemas
equivalentes a estos de “dos letras” es de suma utilidad.

Continuando con la teoria expuesta en (S;3/), seguidamente se reproducen las ideas
centrales en torno a los problemas de caminos.

Existe un pequefio conjunto de problemas al que llamamos “Caminos”. Es un conjunto tan
especifico que es ligeramente extrafio que le normalmente se le dedique una seccién. La
estructura bésica de uno de estos problemas es como sigue: Tenemos una cuadricula de n x m
y queremos contar los caminos que van sobre las lineas de la cuadricula, desde la esquina
inferior izquierda a la esquina superior derecha, inicamente en direccién arriba derecha. La
parte de “arriba y derecha” ayuda a que la respuesta no sea “infinitos”, pues de esta manera
no es posible hacer ciclos.

Vamos a ver dos maneras diferentes de llegar a la férmula general de caminos en una
cuadricula: como palabras de dos letras y de manera recursiva. Para verlo como un problema
de palabras de dos letras, piensa que estéds en la esquina inferior izquierda y alguien te pide
indicaciones para llegar a la esquina superior derecha. El camino que ofrezcas es una sucesién
de “derecha” y “arriba”; si alguien te acompafia, a lo mejor piensa en una sucesién distinta. La
idea es reconocer que cada sucesién distinta se corresponde con un camino diferente. Sin
importar el camino, éste debe tener n derecha y m izquierda. Si sustituimos por D e I, un

camino especifico podria verse como:

DDD ..DIII ..I

~———
nveces mveces

que es el camino que va por la orilla inferior. En general, esto se puede hacer de:
(n + m) _ (n + m)
n / Um
maneras diferentes, resolviéndolo como sabemos hasta ahora. Es posible llegar a esta misma

explicacion de manera recursiva, apoyandonos del tridngulo de Pascal.

Para trabajar esta ideal en (S;,V; , min: 62) se propone un problema con la estructura
basica que se refiere en el texto citado de (S;3/). La cuadricula utilizada para el andlisis fue
de 5 x 4.

El primer analisis para el conteo de los caminos el entrenador lo dirigié por el
método recursivo con apoyo en el Tridangulo de Pascal como se muestra en la Figura 51.

[N\ o] I u
X ‘ - '*Q" e H'ﬁ I s S '
NS ) |
||
[ P | 4 - -
IEG%, l
“——3

Figura 51. Conteo de caminos por el método recursivo en (S1,V; , min: 75).
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Seguidamente los 126 caminos posibles se escriben de manera equivalente como
coeficiente binomial (?L) = (g), a partir de contar los niveles en el Triangulo de Pascal y las
dimensiones de la cuadricula.

Con posterioridad el entrenador pide pensar en una interpretacién que directamente

conduzca a esta notacion, dando lugar a la explicaciéon de (n :m) = (n :;lm), que para el
4+5\_(4+5
) =(5)

De la misma forma, dado que se puede pensar como listas de comandos de 9

caso en cuestion esta dada por (

indicaciones, pero solo dos letras (I, D), se puede entender como 9 indicaciones en total, con

“D” repetida 5 veces y “1” repetida en otras 4, lo que se puede escribir como —, o lo que es
415!

lo mismo, de los 9 lugares que tiene la indicaciéon se escogen en qué momentos se dan las 4
derechas “D” (?}) y colocando las “I” en los restantes determina una palabra de dos letras

que se corresponde con un camino.

A continuacion, se reproducen de forma parcial, pero textual, las principales ideas

del material (S;3/) relativas al uso de los separadores en estos problemas de conteo:
La herramienta de Separadores nos ayuda a repartir objetos indistinguibles. Visto como un
problema de palabras de dos letras, tenemos n objetos indistinguibles que queremos repartir
entre k personas. Si los objetos estuvieran en linea, bastaria con que k -1 personas dibujaran

una linea entre los objetos de manera que “de aqui para aca” sea suyo. Esas lineas son los
separadores.

Por ejemplo, si queremos repartir 10 paletas entre 4 personas, ponemos las paletas
acomodadas en linea:

PPPPPPPPPP

y basta con que tres personas dibujen lineas entre las paletas, separando en 4 conjuntos en
total. Por ejemplo, si las lineas que marcan son como sigue:

PP/PPP//PPPPP

el reparto fue 2- 3 - 0-5, pues es la cantidad de paletas entre cada pareja de separadores
consecutivos. En un principio teniamos n objetos a repartir y agregamos k — 1 lineas o letras
que separan en k conjuntos. Visto como palabra de dos letras, hay en total:

" h

acomodos diferentes. Lo que hemos hecho antes es mostrar que hay una relacién k — 1 entre
cada una de estas palabras y un reparto. Esto es lo que llamamos Separadores.

De una manera muy general, usando Separadores podemos encontrar de cudntas maneras
distintas es posible elegir enteros k4, k», ..., k,, de manera que:

ky+ ky+ 4 ky=mn

con n entero positivo y k; = 0 enteros. Con pequefios cambios, Separadores nos ayuda a
contestar también la misma pregunta para el caso en que k; = m; con m; entero no negativo.
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Para ejemplificar lo anterior en (S;,V;, min: 87) se analiza una situacién
“improvisada” por el entrenador donde se pregunta de cuantas formas se pueden repartir
52 fotos entre 5 personas. Con este fin se dibujan en el pizarron los 52 puntos que
representativos de las fotos en la siguiente forma:

Luego de escuchar algunos criterios sobre posibles planteamientos, propone separar
“arbitrariamente” las fotos en cinco partes (personas) (13, 10, 0, 15, 14) como se muestra a
continuacion:

Entonces hace ver que el problema, al igual que los anteriores puede verse como una
permutacion de todos los elementos (fotos mas separadores) donde hay que eliminar las
repeticiones (52 fotos) y (4 separadores). De la misma forma puede entenderse como un
camino o como palabra de dos letras, siendo 56 la cantidad total de letras y 4 posiciones
para una y las restantes 52 para la otra. En consecuencia, la situacion anterior queda

determinada por (546) = (gg)

Visto lo anterior en el (S;,V;, min: 105) se concluye que estos problemas pensados
como problemas de palabras, caminos o separadores son equivalentes y mostrar todas las
herramientas y los cambios de registros que cada una implica puede ayudar a entender de

mejor forma un problema.

Palabras de dos letras
. Filas
. Indicadores

Caminos Separadores

Seguidamente se exponen algunos de los problemas disponibles en el material de la
semana para ejercitar el trabajo tales estrategias.

Problema 1. (S13F,)

¢De cuantas maneras se puede llegar de esquina a esquina opuesta en un cubo de 4 X 4 x 4
si solo es posible caminar en direcciones positivas en cada uno de los tres sentidos?

Solucioén: (S13V,, min: 10)
El entrenador pregunta:
¢ Te recuerda algun tipo de problema? (Problema de caminos, cuadricula).

Los posibles caminos estan compuestos por 12 direcciones de tres tipos y en cualquier
orden:

A-arriba AAAADDDDIIII
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D-derecha
I-izquierda
12! 12-11-10-9-8:7-6'5 19958400
Por tanto, = = = 144375
41414! 4-3-2-4-3-2-4-3:2 13824

Rta./ Se puede llegar de 144375 formas.
Problema 2. (S13P1¢)

Tenemos 6 cajas numeradas y 20 pelotas idénticas. ; De cuantas maneras se pueden repartir
las pelotas en las cajas sin restricciones? ;Y si queremos que cada caja tenga al menos una
pelota?

Solucion: (S1,V;, min: 109)

Para responder la primera pregunta del problema por separadores se puede plantear:

= 53130

(25) 25! _ 25:24:23-22:21
5/ 512000 5432
Rta./Se pueden repartir las 20 pelotas en las 6 cajas sin restricciones de 53130 formas.

Con relacion al segundo cuestionamiento:

Para que no queden cajas vacias, se considera, desde el punto de partida, una pelota por
caja, por lo que ahora se tienen 14 pelotas para 6 cajas. Con los separadores el
planteamiento seria:

= 11628

(19) _ 19! 19-18-17-16-15 _ 23256
5/ 514l 5432

Rta./Teniendo cada caja al menos una pelota se pueden repartir de 11628 formas.

Problema 3 (513 Rl)

Yareli tiene 20 monedas de 10 centavos, 20 monedas de 20 centavos, 20 monedas de 50
centavos y 20 monedas de 1 peso. ;De cuantas maneras se pueden tomar 20 monedas de
estas 80?

Solucién: (S1,V;, min: 125)
Se puede pensar en 20 monedas en balco y los separadores son los que determinan el tipo:

EEEEENR | .......l EEEN |...
10 centavos 20 centavos 50 centavos 1 peso

De esta forma las maneras de tener estas 20 monedas, es lo mismo que las maneras en que
se pueden tener las 20 de las 80 monedas.

=1771

(23) _ 231 _ 232221
3

T 31200 32
Rta./ Las 20 monedas se pueden tomar de 1771 formas.
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En (51,V;, min: 141) el entrenador resume que la estrategia de usar separadores se
utiliza UGnicamente para contar los elementos de un conjunto siempre que sean
indistinguibles, es decir, que no importe cuales elementos correspondan sino cuantos son.

Para finalizar se presenta la tabla 28 con una sintesis de los aspectos centrales
relativos al tema:

Tabla 28.

Sintesis del andlisis del tema “Seleccion”.

Moédulo: Combinatoria Tema: Seleccion

Objetivo(s): Elegir elementos buscados utilizando caminos, conteo como palabras y separadores.

Unidades de Recursos Estrategias Habilidades Tips
analisis

-¢ Cudntas decisiones debo

-Elegir elementos tomar?
Problemas de —NOf'{Z?lOTl Q‘qctorzfll, -Contar caminos. de un conjunto. | -;Cudntas opciones tengo en
coeficiente binomial Contar como -Contar cada una?
conteo . ”
Cuantos?) -Permutaciones. palabras. elementos -Importa el orden:
(¢ ' -Combinaciones -Usar separadores indistinguibles -¢ Participan todos los
en un conjunto. elementos?

-¢ Se repiten los elementos?

(Elaboracion propia).
4.1.5 Algunas generalidades relevantes

En general los temas tratados en el Curso fueron muy amplios y enriquecedores a pesar de
que el mismo fue concebido para tratar principalmente tipologias de problemas que se
presentan en los niveles basicos e intermedios de las competiciones matematicas en México
para los alumnos que atraviesan por la educacion basica. En este tenor se puede dar fe de la
naturaleza retadora de los problemas que fueron analizados y, en consecuencia, de la
importancia de acumular y diversificar las experiencias como resolutor para potenciar el
desarrollo de la intuicién en la busqueda de caminos de solucién.

En el mismo sentido puede decirse que a pesar de la diversidad en los problemas
cuando se analizan por temas se pueden encontrar ciertas regularidades mas o menos
evidentes pero que pueden servir como tips para explorar caminos de solucién si se tiene
suficientemente desarrollado el ingenio, la creatividad y la capacidad de razonamiento ante
futuros problemas “tipo”.

4.2 Andlisis del contexto en los entrenamientos del preselectivo
zacatecano de primaria y secundaria para las ONM de 2020.
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Segtin informa el Mtro. J. Tiscarefio (comunicaciéon personal, 16 de febrero de 2020)
presidente del Comité Ejecutivo Estatal (CEE) de la Asociaciéon Nacional de Profesores de
Matematicas, Asociacion Civil, Zacatecas (ANPM A.C. ZACATECAS), el entrenamiento a
los estudiantes olimpicos matematicos de las ensefianzas primaria y secundaria en el estado
de Zacatecas ha sido una tarea asumida por la organizacién que preside desde que esta
tltima viera la luz en 1999 bajo la presidencia del profesor Leopoldo Barragan Trueba y el
maestro Huberto Meléndez Martinez fungiendo como su delegado.

Continta el citado profesor refiriendo que estos funcionarios de la ANPM fueron
sucedidos en 2007 por el maestro Huberto Meléndez Martinez como presidente y el
también maestro Luis Fernando Ojeda Animas como delegado, los cuales ocuparon sus
respectivos cargos hasta el afio 2009. Afiade también que por aquel entonces los
entrenamientos se desarrollaban con frecuencia quincenal, en una tnica sede y estaban a
cargo de los propios maestros de la ANPM.

De la misma forma relata como el primer oro olimpico nacional llegé para el estado
en 2001, pero asegura que con esta metodologia de entrenamiento el retroceso era muy
significativo y palpable, lo que fundamenta a partir de que Zacatecas ocupaba puestos en
torno a la media entre los 30 estados participantes.

Prosigue informando que en el afio 2009 asume la presidencia de la ANPM el
maestro Luis Fernando Ojeda Animas y las labores de delegado recaen en sus manos (José
Tiscarefio Bermuidez) hasta el afio 2013, que pasa a ocupar el puesto de presidente,
responsabilidad que lo ocupa hasta el presente.

En su discurso el profesor explica que, en 2010, cuando todavia se desempefiaba
como delegado, impuls6é varios cambios radicales en la organizacién de la Olimpiada
Estatal de Matemadticas en Zacatecas, implementando los entrenamientos semanales;
cambiando el formato de los exdmenes; cambiando a los entrenadores, de maestros a
exolimpicos, cuestion esta que, a su decir, fue dificil de entender para los maestros. Agrega
en su relacion de los cambios impulsados que también se hizo itinerante la sede de cada
entrenamiento semanal, llevandolos, en la medida de lo posible, a las escuelas de los
mismos alumnos preseleccionados y, por lo general, en los municipios de Zacatecas,
Guadalupe, Jerez o Fresnillo, por su ubicacién estratégica en el centro del estado. De la
misma forma refiere que las escuelas sede proporcionan las instalaciones y los materiales,
ademads de alimentos y hospedaje de los alumnos que lo soliciten, y para ello, han contado
con el apoyo de los padres de familia de la misma escuela.

En la propia comunicacién Tiscarefio exalta que luego de los cambios cualitativos y
estructurales que tuvieron los entrenamientos, se alcanz6 el segundo oro nacional en 2013,
al que continuo el del 2014 y asi hasta la fecha, siendo el logro mas reciente la inclusién del
fresnillense Rodrigo Saldivar Mauricio en el equipo nacional que tomara parte en la
International Mathematics Competition (IMC) para alumnos de primaria, a efectuarse en
Indonesia en julio del presente afio.
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Como constancia de lo anteriormente expuesto, el profesor concluye haciendo ver
que los resultados alcanzados con este sistema de trabajo han ubicado a Zacatecas entre los
5 estados mas exitosos en olimpiada de matematicas en el pais, disputando con potencias
nacionales de mayor poblacién como son los casos del Estado de México, Nuevo Leon,
Jalisco y Guanajuato, las posiciones de privilegio en cada competicion.

Cabe sefialar que 36 de los estudiantes que participan en estos entrenamientos
forman parte del preselectivo para conformar la delegacion estatal que asistira a la XX
ONMAPS y a la IV OMMEB a realizarse en los meses de mayo y junio de 2020, tal y como
se establece desde la convocaria estatal de la olimpiada (SEP-Zacatecas y ANPM-Zacatecas,
2019). Ademas de estos 36 alumnos preseleccionados participan de manera regular en los
entrenamientos otros alumnos en calidad de invitados, como estrategia para promover el
talento de estos estudiantes. En el propio documento se deja en conocimiento que la
preseleccion estaria compuesta por 6 estudiantes de cada una de las 6 categorias
determinadas desde la convocatoria, es decir, estudiantes que cursan desde el cuarto de
primaria hasta el tercero de secundaria.

La seleccién para las referidas competiciones nacionales quedaria constituida por 8
alumnos en cada caso, siendo para la ONMAPS 2 de primaria y 6 de secundaria y para la
OMMEB se constituyen dos equipos de cuatro olimpicos, el primero, estard conformado por
4 alumnos de cuarto y quinto de primaria, y el segundo, por 2 que podran ser de sexto de

primaria o primero de secundaria y 2 de segundo de secundaria. La distribucion descrita se
detalla en la tabla 29.

Tabla 29.

Distribucion de los alumnos de la seleccion zacatecana a participar olimpiadas nacionales de 2020.
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EDUCACION

VAC - /4’”,9.(‘” UWnides

ZACATECAS

ZACATECAS

DISTRIBUCION DE ALUMNOS SELECCIONADOS QUE REPRESENTARAN A ZACATECAS EN LAS OLUIMPIADAS NACIONALES,
DE ACUERDO A LOS RESULTADOS DE LOS EXAMENES DEL PRESELECTIVO ESTATAL DE PRIMARIA Y SECUNDARIA DE ZACATECAS 2020

GRADO ONMAPS OMMEB
B Primer Lugar, o Segundo Lugar, el Tercer Lugar y el
CUARTO DE PRIMARIA €1 Primer Lugar entre las DOS CATEGORIAS DE Cuarto Lugar entre las DOS CATEGORIAS DE
CUARTO Y QUINTO GRADO DE PRIMARIA CUARTO GRADO Y QUINTO GRADO DE PRIMARIA.
QUINTO DE PRIMARIA 1LALUMNO 4 ALUMNOS
EQUIPO |
€l Primer Lugar de
£l Primer Lugar y el Segundo Lugar entre las DOS
e T smoc:m!!!!!u!mm CATEGORIAS DE SEXTO GRADO DE PRIMARIA Y
€1 Primer Lugar y el Segundo Lugar de "’“"‘mluu;;mm
PRIMERO DE SECUNDARIA PRIMER GRADO DE SECUNDARIA EQUIPO II
1 Primer el Segui de
8 Primar Lugar'y o Sagunti Lugar de ‘uouno:::oo o€ s:mu
SEGUNDO DE SECUNDARIA SEGUNDO GRADO DE SECUNDARIA
2 ALUMNOS EQUIPO Il
€l Primer Lugar y el Segundo Lugar de
TERCERO DE SECUNDARIA TERCER GRADO DE SECUNDARIA
2 ALUMNOS
TOTAL 8 ALUMNOS 8 ALUMNOS

(Elaborada por ANPM, 2020).

Para el entrenamiento ‘los olimpiquitos” se dividen en 3 grupos que son entrenados
en salones independientes. A uno de ellos se incorporan los que cursan el cuarto y quinto
de primaria, en otro los pertenecientes a sexto de primaria y primero de secundaria y en el
tercero se entrenan los de segundo y tercero de secundaria. Las sesiones se vienen
desarrollando a partir del 10 de enero y se extenderan hasta el 10 de abril alternando sus
sedes cada fin de semana en horarios fijos. El calendario de entrenamientos programados
para el preselectivo se muestra en la Tabla 30.

Por fines de nuestro Proyecto, se decidi6 poner bajo foco de las dindmicas
implementadas por los entrenadores en el saléon donde se entrenan a los adolescentes de
segundo y tercero de secundaria. Los datos recopilados mediante las observaciones
realizadas a partir de la sexta semana de entrenamientos se presentan integramente en los
anexos 2 -11, organizado por semana de entrenamiento y sesiones desarrolladas en ellas. En
el siguiente apartado se exponen las regularidades mds significativas en estas
observaciones.

Tabla 30.

Calendario de entrenamiento del preselectivo zacatecano para las olimpiadas nacionales de 2020.
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EDUCACION

D N 7 t-.'.‘.y«'.-r Werdos

ZACATECAS ZACATECAS

CALENDARIO DE ENTRENAMIENTOS PRIMERA ETAPA DEL PRESELECTIVO ESTATAL DE MATEMATICAS
RUMBO A LAS OUMPIADAS NACIONALES DE MATEMATICAS 2020

NO.| _ ACTVIDAD UGAR FIOW ESCUTLA PUNTO OE REFERINGA RESPONSABLE
Entrenamiento CALLE PERPENDICULAR Y FRENTE AL
1 | denwetscisn | zacarecas | MOYH u::'m"wm" ISSSTE, CALLEION DE RUIZ £SQUINA CON mwaf:'m
SIN EXAMEN - AV. MORELOS
Entrenamiento
7y ESC. SEC. GRAL. CERCA DE CLINICA DEL ISSSTE EN LA N USU AR MR
Rl 1% Svaisciia WX enero | FRANCISCO GARCIA SAUNAS COLOMIA GUADALUPE SACEING Y SUNLNO
SN EXAMEN ROORIGUEZ CASTARON
Entrenamiento
24y2s COLEGIO CULTURA ¥ nostR10
a ::m"""": PEReO enero EDUCACION O FREsniLo | BOVLEVARD HOMBRES ILUSTRE, CENTRO PACHECO MENDEZ
o | trenamisntoy | Seswoy | msTiTUTO toUCATIVO VIALIDAD VETA GRANDE 468, SWHARL JAZMING
EXAMEN 1 01 febrero AMMADEUS CERCA DE AVENIDA SOLIDARIDAD PEREZ MARTINGZ
s | (Prenamentoy S o7y08 COuGIo SAUIDA A TUALTENANGO, AN
EXAMEN 2 febeero | DANIEL MARQUEZ MEDINA COLONIA MODELO FLORES ESTRADA
Tatrenamiento y yis WSTITUTO VIALIDAD ARROLLO DE LA PLATA
. paMgny | SUADMUPE | jbcero | MIGUEL AGUSTIN PRO, AP | RUMBO AL HOSPITAL DF LA MUJR R
S| eetomisntoy | oo cavmcas | YR EC 3uc. vic. 36 N ST REIA MROUR ANy
amEn 4 e PSSO CENTRAL CAMSONERA “'"me_m"u
Intrenamiento y WBy2s PRIMARLIA ROSA SELA
TUALTENANGO
$ EXAMEN S JUREX febrero | MARGARITA MAZA DF sukngz |  CARRETERA SAUDA A GARCIA DE LA TORRE
g | trtrenamientoy | L | wever INSTITUTO EDUCATIVO DE CALZADA SOUDARIDAD 1000 YUSELM
EXAMEN § marro ZACATECAS, 162 CERCA AL POUDEPORTIVO JUAREZ mIOS
Entrenamiento y Dyis FRENTE A SEDESOL - CFE BERNARDA
Y ooy e marzo e BOULEVARD LOPEZ MATEOS HMENEZ SANDOVAL
1 | Prrenamientoy s W0y21 PRIMARIA INFONAVIT EL CORTIO A ESPALDAS DE JUUA
DAMEN S marro | GENARD BORREGO ESTRADA COLONIA LAGUNITA ESCARUELA ESTRADA
Emtrenamiento y Vy2s JULIO CESAR
12 | o Srapos | Suabawuee cEBAARE FRENTE A LA ZONA MILITAR i st
ESC. SEC. GRAL. 105€
13 STDISNVO SNz 06210068 | oo crruvinTes OF 1917 | ATRAS DE LOS PANTEONES MUNICIPALES TBCARINO BIRMUOLZ

(Elaborado por ANPM, 2020).

4.2.1. Escenario general observado

Las observaciones realizadas se identifican ordinalmente desde el 6to hasta el 10mo
entrenamiento, con un total de 10 sesiones observadas. Las mismas tuvieron lugar en las
escuelas de alumnos preseleccionados participantes, de los municipios de Guadalupe, Jerez
y Zacatecas. Estas se desarrollaron entre el 14 de febrero y el 14 de marzo de 2020, tltima
fecha en la que se pudieron desarrollar los entrenamientos, suspendidos a causa de la
contingencia sanitaria en el pais por el azote de la pandemia de Covid-19.

Las actividades programadas para cada entrenamiento estuvieron concebidas para
un total de 13 h, las cuales se distribuyeron entre los viernes y sabado, durante semanas
consecutivas. El itinerario de trabajo determiné el inicio de las actividades para los viernes a
las 3:00 pm, donde, a la llegada de los estudiantes, pasaban al comedor a disfrutar de la
comida cortesia de la escuela anfitriona con el concurso de su consejo de padres de familia,
a lo que seguia, hasta las 4:00 pm, la sana convivencia. Entre las 4:00 pm y las 8 pm se
desarrollaron, invariablemente, las actividades centrales del entrenamiento para este dia en
los salones previstos por los administrativos del centro de estudios.

La dinamica para los sabados fijaba la entrada para las 8:00 am directo a los salones
para iniciar los entrenamientos que se extendian hasta las 11:00 am, teniendo 1 h para
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comida y receso, en la que frecuentemente los alumnos y el entrenador, a solicitud de los
primeros, se hacian participes de juegos de rol que estimulan las deducciones légicas, de
preferencia el conocido como “Asesino”. A partir de la 12:00 m se incorporaban
nuevamente a los salones para realizar el examen selectivo correspondiente a la semana de
trabajo, por lo general compuesto de 3 problemas, culminando con esta actividad a las 3:00
pm.

La membresia de estudiantes del grupo de entrenamiento observado (segundo y
tercero de secundaria) de manera formal estuvo constituida por 12 estudiantes, 6 de
segundo y 6 de tercero, pero la asistencia a las sesiones en la mayoria de las ocasiones fue
de 13 o 14 alumnos, ya que se incorporaron de forma permanente una estudiante de
segundo de secundaria que particip6 en calidad de invitada y, un estudiante de quinto de
primaria que por su alto desempefio estratégicamente se entrené con este grupo, ademas,
su padre de manera sistematica se insertaba en la dinamica del salén como se muestra en la
figura 52.

Fiqura 52. Integrantes del preselectivo zacatecano y un padre en salon de entrenamientos.

Considerando la cantidad de estudiantes de secundaria convocados en este
preselectivo estatal luego de haber sobrepasado todos los filtros establecidos desde la base y
que, segun los datos del ciclo escolar 2019-2020 publicados por la SEP® de Zacatecas, el
curso inici6 en con una matricula de 88143 estudiantes en este nivel educativo, puede
decirse en cuanto a la prevalencia del talento participante que es de 1: 4639, lo que ubica a
estos discentes siguiendo los niveles de Gagné entre los niveles 3 y 4 del desarrollo del
talento, lo que equivale a decir que estan entre las categorias de “altamente talentosos” y
“extremadamente talentosos”. Como entrenador principal de este grupo de discentes
fungié el mas experimentado entre los 6 entrenadores que de forma sistemdtica asumieron
el entrenamiento del preselectivo estatal zacatecano.

8 seduzac.gob.mx
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Durante el proceso de las observaciones se pudo constatar que, por lo general, cada
sesion de entrenamientos se enfoca hacia un tema matematico en particular, segin la
dosificacion predeterminada por los entrenadores. Estos temas matematicos son variados,
pero a grandes rasgos se pueden clasificar en 3 categorias, recogidas en el formulario como
indicativas del “médulo”. La relacién de estos con los temas respectivos tal cual fueron
presentados por los entrenadores se recogen en la siguiente tabla 31:

Tabla 31.

Temas matemadticos tratados en los entrenamientos del preselectivo zacatecano que fueron observados.

Entrenamiento | Sesién Moédulo Temas y contenidos
6to 1 Geometria Cuadrilateros ciclicos.
2 Geometria RP de cuadriléteros ciclicos.
7mo 1 Teorfa de niimeros Algebra y teoria de nimeros.
2 Teorfa de niimeros Algebra y teoria de ntimeros. Continuacién.
8vo 1 Combinatoria Coloraciones.
2 Combinatoria Separadores.
9no 1 Geometria Lineas y puntos notables en un triangulo.
2 Geometria Lineas y puntos notables en un triangulo.
Continuacion.
10mo 1 Geometria, Teoria de Resolucién de problemas variados.
nameros,
Combinatoria
2 Geometria, Teoria de Resolucién de problemas variados.
nameros,
Combinatoria
(Elaboracion propia).

Cabe sefialar que al momento de la suspensién de los entrenamientos a causa de la
referida contingencia ya se habian cubierto todos los temas previstos para el ciclo de
entrenamientos del preselectivo rumbo a las olimpiadas nacionales de 2020, quedando
pendiente la sistematizacién concebida para las siguientes sesiones, incluida la semana de
entrenamiento intensivo pensada para los dias comprendidos entre el 6 y el 10 de abril.
Como alternativa, asegura Soriano (2020), que ante la posibilidad de que la ONMAPS
(2020) se realice en el mes de septiembre de forma virtual o presencial, segtin la evolucién
de la pandemia, los preseleccionados contintian su entrenamiento en linea mediante clases
virtuales a través de distintas plataformas en linea. En el propio post se afiade la figura 53
que evidencia el desarrollo de la nueva estrategia para los entrenamientos. También es
importante precisar que este escenario alternativo no se estudia en el Proyecto a causa del
cumplimiento con los tiempos.
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Fiqura 53. Entrenamiento alternativo del preselectivo zacatecano a partir de la emergencia sanitaria por Covid-
2019.

4.2.2. Dinamica de los entrenamientos

En este apartado se pone bajo foco las dindmicas que caracterizan la actividad del
entrenador. El centro lo constituye las cualidades de su planeacién, organizaciéon y
conduccién del proceso de ensefianza y aprendizaje al mediar la interaccion de los
estudiantes con el contenido durante los entrenamientos. En tal sentido, no es dificil definir
regularidades, dado que, como se refiri6 anteriormente, el protagonismo estuvo marcado
en un entrenador, presente en todos los entrenamientos, asumiendo todo el proceso en 8 de
ellos y compartiendo el rol con otros colegas en los dos restantes. Como estaba previsto las
regularidades detectadas en torno a cada uno de los aspectos puestos bajo foco en el marco
de las observaciones realizadas se presentan seguidamente a modo de categorias.

a) ¢ Tiene una planeacion predeterminada para el entrenamiento?
Tabla 32.

Categorias determinadas para el cuestionamiento a).

- . Se vale de su experiencia y selecciona in
Trae textos especificos como guifa para

. . itu 1 1
cubrir la teorfa y/o con problemas situ los problemas que propone
seleccionados

6 4

Anotaciones representativas de estas categorias fueron las siguientes:

E,S:- Una seleccion de problemas tomados del cuarto apartado de “Problemas Avanzados”,
perteneciente a la serie: Cuadernos de Olimpiadas de Matemiticas; y de exdmenes aplicados
en competiciones de arios anteriores en instancias estatales y nacionales.

E10S1- Selecciona y propone problemas de temas wvariados conforme se van resolviendo los
anteriormente propuestos.
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Con relaciéon a la planeaciéon de los temas a tratar puede decirse que fue poco
detallada y en ocasiones inexistente, ya que fundamentalmente trabaja desde los propios
textos seleccionados, percibiéndose en més de una oportunidad, que la elecciéon de los
problemas propuestos fue realizada “en el momento”. Las fuentes preferentes fueron la
Serie de Cuadernos de Olimpiadas, que se presentan en la secciéon “Preparate” de la pagina
web de la OMM, en los apartados de “Nivel Estatal”, “Nivel Nacional” y “Bibliografia
Avanzada”, segtn el tema a abordar, con la excepcion de los contenidos relativos a la
geometria, para los que el entrenador manifiesta su preferencia por lo expuesto en Jerénimo
(2010). Con independencia de la planeacién concebida, la cantidad de problemas a resolver
en cada sesion siempre fue subordinada al ritmo de trabajo de los estudiantes.

b) ;Cual es la estructura diddctica del entrenamiento?
Tabla 33.

Categorias determinadas para el cuestionamiento b).

Introduccion Desarrollo Conclusiones
Presenta o recuerda | Propone problemas Se revisan los Retoma propiedades
teoria y/o estrategia problemas y/ o estrategias

importantes
8 10 9 2

Las categorias determinadas como acciones representativas del plan didactico no
son excluyentes y pueden verse representadas en las siguientes anotaciones:

E¢S1- Comienza recordando el contenido abordado en entrenamientos precedentes como recursos
para el nuevo contenido.

- Presenta la definicion, propiedades y demostracion de los cuadrildteros ciclicos segiin Jerdnimo
(2010).

- Propone problemas afines a la temdtica entre los que difiere el nivel de dificultad seleccionados de
Jeronimo (2010). Los problemas se van revisando a nivel general luego de transcurrido un
tiempo prudencial y de anotados en el pizarron los nuevos problemas para resolver.

- Concluye retomando las propiedades de los cuadrildteros ciclicos.

E¢S,- La sesion se desarrolla como una continuacion de la anterior. Esta queda limitada a la
resolucion de problemas con mayor grado de dificultad que giran en torno a la temdtica. Los
problemas se anotaron en el pizarron por pares y en la misma forma fueron revisados con
protagonismo del entrenador.

E;S,- Propone problemas acompariados por ciertas pistas (hints, en el lenguaje utilizado tanto por el
entrenador como por sus estudiantes).

- Refiere analogias con otros problemas anteriores.
- Destaca propiedades implicitas en la situacion dada.
- Generaliza dichas propiedades.

- Demuestra la generalizacion.
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- Propone problemas andlogos de los cuales se revisaron solo algunos de ellos.
- Resume aspectos relevantes del tema tratado en esta séptima semana de entrenamientos

La Tabla 33 deja ver que en las acciones que tipicamente condujeron los
entrenadores dentro de cada momento de los entrenamientos y cuyas cualidades estuvieron
estrechamente ligadas a la forma en que se conciben en los textos tomados como referencia,
el epicentro lo constituye la propuesta y resolucion de problemas, lo que tiene total
correspondencia con las ideas de Halmos (1980) recogidas en el Capitulo 2 de este Proyecto
cuando plantea que “en lo que realmente consisten las matematicas es en problemas y
soluciones”. En este sentido se puede destacar que generalmente los problemas se
propusieron por pares (unos 8 X sesion en total) e indistintamente se hicieron acompafiar o
no de ciertos hints para encaminar su proceso de resolucién. En su revision
fundamentalmente el protagonismo recay6 en la figura del entrenador, quien en general
apost6 por la atencion diferenciada por puestos de trabajos a lo que seguia la revision a
nivel general como se muestra en la Figura 54:

Figura 54. Forma predominante en la revision de los problemas en los entrenamientos del preselectivo
zacatecano.

Continuando con el andlisis puede decirse que en el 80% de las sesiones observadas
iniciaron con la introduccién de la teoria y/o estrategia referente al tema, lo que no pocas
veces también se hizo a partir del andlisis de uno o varios problemas. Sélo en el 20% de los
casos se pudo identificar un cierre formal articulado con lo visto en la sesion. Por lo general
el tiempo previsto para su desarrollo fue aprovechado al maximo en funcién de la
resolucion de problemas, por lo que, con la revisiéon del dltimo, se daba por concluida la

sesion.

c) ¢ Presenta al grupo los propdsitos (aprendizajes) esperados con la sesion de entrenamiento?
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Tabla 34.

Categorias determinadas para el cuestionamiento c).

No se presentan Sélo el tema y/o el Aprendizajes
moédulo esperados
1 7 2

Las categorias que se manifestaron se recogieron en la siguiente forma:

E10S2- No se refiere ni el tema ni los propdsitos de aprendizaje que se persiguen con la sesion. Se
infiere que la misma es una continuacion de la sesion de entrenamiento anterior.

E1S;- “"Hoy vamos a trabajar con cuadrildteros ciclicos”.

E,S;- Presenta el médulo como tema general, enfatizando sequidamente en que “el centro estd en el
trabajo con el binomio al cuadrado y con los binomios conjugados”.

Los aprendizajes esperados, vistos como las habilidades o capacidades que en
funcion de las tipologias de problemas propias a la temética se deben promover para tener
un buen desempefio en la Olimpiada, por lo general, no fueron declarados. En este aspecto
la regularidad (70%) tuvo su expresion en que la orientacion de los entrenadores se limité al
tema a tratar durante la sesion, incluyendo las ocasiones donde solamente se refirieron al
area del saber matemaético (médulo) en el que dicho tema se incluye.

d) ¢ Utiliza estrategias motivacionales? ;Cudl(es)?
Tabla 35.

Categorias determinadas para el cuestionamiento d).

Mtsica Protagonismo Juegos Tipo clase
estudiantil tradicional
(flexible)
2 1 1 6

Se identificaron 3 tipos de estrategias motivacionales:

E¢S1- Se pasa una hoja donde los estudiantes anotan su cancion de preferencia para escuchar, en un
volumen moderado, mientras resuelven los problemas propuestos.

EgS,- Fomenta el protagonismo estudiantil en la revision general de los problemas.

E10S1- A mitad del entrenamiento y durante 20 minutos, promueve y participa y en un juego de rol
que favorece las deducciones logicas, conocido de varias formas, entre ellas como el “Juego del
Asesino”.

Sin incluir el empleo de materiales didacticos o el trabajo colaborativo; acciones
estas que pueden tener, bien la finalidad desde su concepcién, o bien la repercusién en la
practica, de elevar el grado de motivacion de los estudiantes; se identificaron estrategias
motivacionales en el 40% de las sesiones de entrenamientos observadas. No obstante, es
muy importante sefialar que a pesar de que la regularidad en el desarrollo de dichas
sesiones fue un cierto parecido al tipo de clase tradicional, el entrenador irradié en todo
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momento el interés por la materia por el que abogara Pélya con el fin de no aburrir a toda la
clase. Ello, unido al ambiente relajado imperante donde los estudiantes hacen bromas,
conversan y retoman la concentracién por si solos, contribuy6é a que los estudiantes
mantuvieran de forma précticamente invariable un alto grado de motivacién y colaboracion
con el aprendizaje.

e) ¢Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?
Tabla 36.

Contenidos previos retomados por el entrenador.

Moédulo | Sesion Recursos C/S
Angulos entre paralelas
Angulos en poligonos
Angulos en circunferencias
Semejanza y congruencia

E¢Sy

E¢S, | Definicién y propiedades de los cuadriléteros ciclicos.

Geometria
=

EyS; | Definicién y propiedades de los tridngulos y puntos

EyS, | notables.

Numeros primos

Reglas de divisibilidad

Productos notables/factorizacion

(axb)? =a%+2ab+b?

(a+b)(@@a—b) = a? —b?

Propiedades tales como:

Teorema fundamental de la aritmética 2

(am)n —gm'n

(a—b)|@" —b")

(a+Db)|(@" + b"); para n-impar

(ad - bd)|(an - b“); para d|n
a"—1
a—1

E75;

E7S,

Teoria de Nuumeros

l+a+a’+a’+--+a"=

EgS; | Coloracion de ajedrez

Principio fundamental del conteo 2
Expresion general de separadores que permite repartir N elementos
N+r— 1)

r—1

EgS,

en r subconjuntos (

Combinatoria

En la tabla 36 se han agrupado por areas del conocimiento los recursos revitalizados
de diversas formas y en distintos momentos de las sesiones de entrenamientos. En este
sentido, puede recalcarse que en el 80% de las sesiones observadas los entrenadores
implementaron en su practica alguna estrategia para evocar los conocimientos previos
necesarios para resolver los problemas propuestos (Figura 55) y sélo en las dos de
ejercitacion variada no se hicieron evidentes tales recordatorios. Hay que destacar que en la
concepcion de Schoenfeld (1985) los recursos juegan un papel determinante a la hora de
resolver un determinado problema, afirmacién que descansa sobre el precepto de que, si el
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individuo no cuenta con las herramientas necesarias para encontrar la solucién, entonces,
no va a funcionar.

o midride podes que €9

j_ bersese lor (’l lt' rroetrize

Figura 55. Imagen del entrenado retomando conocimientos previos.

f) ¢ Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje? ; Como?

Tabla 37.

Categorias determinadas para el cuestionamiento f).

Trabajo en equipos Trabajo independiente

7 3

Se implementaron los dos métodos de trabajo que se presentan en la tabla 37 con

aristas diferenciadas:

E¢S1- Propicia la conformacion de equipos (segtin preferencia de los alumnos) donde se elaboren
planes para atacar y resolver la segunda mitad de los problemas propuestos en la sesion.

E¢S, - A mitad de la sesion y, ante las dificultades que hacen explicitas los estudiantes para resolver
los problemas, forma diios de trabajo (de forma dirigida) para que intercambien
razonamientos que conlleven a la solucion.

E;S, - El entrenador asume el protagonismo en los primeros problemas del entrenamiento y ante
problemas andlogos, los olimpicos trabajan de forma independiente.

En este punto la regularidad (70%) estuvo marcada por el desarrollo de sesiones
cuyo método principal fue el trabajo en equipos. Como se muestra en los ejemplos
presentados, la conformacion de estos equipos fue en ocasiones dejada a la voluntad de los
estudiantes por afinidad, pero debe decirse que la mayor parte de las veces esta se realiz6
de manera dirigida por el entrenador teniendo en cuenta las caracteristicas
psicopedagogicas de los discentes. De preferencia el aprendizaje colaborativo se organizé
en parejas como se muestra en la figura 56.
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Figura 56. Evidencia de trabajo colaborativo.

El aprendizaje colaborativo en pequefios grupos también es recomendado por
Schoenfeld segtin refiere Barrantes (2006) como una actividad que puede desarrollar las
habilidades para el control de las personas que aprenden a resolver problemas haciendo
que cada uno pueda aprender sobre la forma en que los demas controlan su trabajo. En este
marco también se favorecié la confrontacion del pensamiento de los alumnos, la cual
emergié constantemente de manera natural en el seno de cada dto, elemento este deseable
desde la perspectiva del INEE.

8) ¢ Explica en qué consisten los problemas?

El énfasis realizado fue muy diverso incluso en una misma sesién para los distintos
problemas propuestos. En tal sentido, las anotaciones se limitaron a registrar la tendencia
general para la sesiéon observada. De esta forma los datos se pueden agrupar en las
siguientes tres categorias:

Tabla 38.

Categorias determinadas para el cuestionamiento g).

No da explicaciones | Lee los problemas, | Profundiza en el
esclarece vocabulario | reconocimiento de la
y notaciones | jncoonita, los datos y la
implicitas. condicién.
2 3 5

Como se puede inferir de la tabla 38 otro elemento concebido desde la teoria de la
resolucion de problemas que primo en el desarrollo de las sesiones es el énfasis realizado
por los entrenadores en aras de la comprension del enunciado. Cabe notar que en el 80% de
las observaciones, para la mayor parte de los problemas presentados, se hizo algun tipo de
aclaracion con mayor o menor nivel de profundidad, y s6lo en dos sesiones; una cuya
dindmica estuvo marcada por la escritura en el pizarrén de los problemas por pares mientas
los estudiantes resolvian los anteriormente propuestos, problemas que ademds no
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presentaban dificultades significativas de vocabulario o notacién; y la otra, donde los
entrenadores rotaron constantemente por el salén, no se percibi6 la actuaciéon en
correspondencia.

Tal proceder va en sintonia con las ideas de Schoenfeld (citadas en Barrantes, 2006)
quien asegura que es muy importante cerciorarse si los estudiantes entienden el
vocabulario utilizado en la redaccién de un ejercicio o de un problema, y de Pélya (1989),
para quien soélo la casualidad podria llevar al resultado a quien no ha comprendido el
enunciado de un problema.

h) ; Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias inteligentes?

De la misma forma que para el cuestionamiento anterior las anotaciones realizadas
expresan generalidades dentro de las sesiones observadas ya que los niveles de ayuda
dados ante los distintos problemas de una misma sesién no responden necesariamente a
una misma categoria como se presentan a continuacion:

Tabla 39.

Categorias determinadas para el cuestionamiento h).

Sin ayuda Const. Figura Tips/hints Preguntas

1 2 4 5

Ejemplos de la expresién de estas categorias en los registros primarios en el campo
se muestran a continuacion:

E;S;- Como apoyo a las explicaciones que da a algunos diios de alumnos y en la revision general del
problema, por ejemplo:

¢ Qué punto notable cumple tal condicion?
¢ En qué razon se encuentran determinados segmentos?
¢Nos ayudaria encontrar triangulos semejantes?
EgS, - El entrenador no ofrece ningiin nivel de ayuda
E10S; - Los entrenadores presentan el problema acompariados de hints. Ejemplo:
Problema 1 (hints: semejanza de tridngulos).
Problema 4 (hints: principio de las casillas)
Problema 5 (hints: cambios de paridad).

En este punto se percibié un apego casi total (90%) a la metodologia clasica de la
resolucion de problemas donde se plantea que el estudiante “redescubre” el conocimiento
bajo la guia del profesor. Se debe destacar que la guia del entrenador fundamentalmente
tuvo lugar al momento de la concepciéon del plan para atacar el problema, teniendo su
principal manifestaciéon en las preguntas reflexivas que de forma sistematica formulaba
cuando los estudiantes, después de batallar un tiempo razonable, no lograron avanzar, o
para invitarlos a evaluar el procedimiento que estos proponen. Otra tendencia marcada
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notoriamente en la intencién de enrumbar el planteamiento de los alumnos fue el
acompanar los problemas de determinados hints, indistintamente desde la propuesta del
problema o, al igual que los cuestionamientos reflexivos, después de dejarlos pensar. De
manera particular, ante problemas geométricos cuyo enunciado no se hacia acompafar de
la correspondiente figura, en algunas ocasiones también la ayuda se proyect6 en este
sentido, esbozandole la figura que cumpliera con las relaciones dadas.

i) ¢ Modela como se realizan los problemas?

Al presentar En la revisién de En ambos
teorfa/estrategias los problemas momentos
1 9 3

Tabla 40. Categorias determinadas para el cuestionamiento i).

En este punto se evidencié un total apego a la metodologia tedrica de la resolucion
de problemas que promueve que el profesor resuelva problemas como modelo y discuta las
soluciones con el grupo de alumnos. Esta actividad se vio representada en las 10 sesiones de
entrenamiento observadas, predominando (90%) al momento de la revisién general de los
problemas, en 2 de ellas (E;S, y EgS;) también se introdujo la estrategia clave para la
tipologia de problemas a través de un problema modelo. El tnico entrenamiento (EgS,)
donde el entrenador no condujo la revision general de algunos problemas (los modelos lo
hicieron los alumnos en el pizarrén) también se habia partido de un problema inicial como
modelo para conectarlos con la teoria.

Un ejemplo de estos modelos de pensamiento presentado y discutido con los
estudiantes se detalla en las observaciones generales del EgS; en la siguiente forma:

EgSi- El enfoque para introducir la temdtica de “Coloracion” como estrategia para atacar algunos
problemas de combinatoria se basa en su cardcter sugestivo, ya que la asociacion de colores
(ejemplo: ciclos de 2, 3 o mds colores, filas, columnas, diagonales, etc.) a los elementos del
conjunto propicia una visualizacion del problema que no pocas veces contribuye a
solucionarlo.

Partiendo de esta idea se presentd, de forma parafraseada, la situacion descrita por Engel,

1998, p. 25 relacionada con el tablero de ajedrez y las fichas de domind. La esencia de esta
introduccion fue la siguiente:

Se ha demostrado que un tablero de ajedrez (8 X 8) puede ser cubierto con fichas de dominé
(2 x 1) de: 2* - 9012 = 129888116 formas, ocupando cada ficha en todos los casos la region
de dos casillas contiguas, lo que le hace corresponder a cada una de estas casillas de la ficha
domind colores distintos del tablero.

Sequidamente:

Si se cortan las dos casillas de una misma diagonal, no es posible cubrir el tablero
exactamente, es decir, sin que se sobresalga o se traslape una casilla de la ficha del domino de
ninguna manera. Lo anterior se explica sobre la base de que las “esquinas” cortadas tienen el
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mismo color y, en consecuencia, de las 62 casillas que quedan, a 32 le corresponderia un color
y sélo a 30 el otro, por lo que de cualquier forma quedarian, como minimo, dos casillas
descubiertas, pero de un mismo color.

) ¢ Retoma los razonamientos erroneos expresados por los alumnos en sus explicaciones como
modelo?

Los estudiantes tuvieron en todo momento la libertad de cometer errores que
recomienda Pélya para crear un buen clima en el salon. En el tratamiento al error por parte
del entrenador se realizé de diferentes formas, inclusive ante su detecciéon en los problemas
de una misma sesién, por lo que la cuantificacién que se presenta también tiende a la
generalidad. En este sentido en la tabla 41 se presenta la manifestaciéon de la estrategia
cuestionada con relaciéon a la cantidad de sesiones que incluyeron problemas de cada uno
de los médulos que son objeto de estudio.

Tabla 41.

Categorias determinadas para el cuestionamiento j).

Geometria Teoria de naumero Combinatoria
0/ 6 2/ 4 1/ 4

Como ejemplo de esta accién por parte del entrenador se puede citar el tratamiento

dado a algunos planteamientos parcialmente ineficaces ante el siguiente problema:
E;S;-Sia+ b =1ya®+b? =2, ;cudnto vale a®> + b3?

El entrenador detecta que la primera intencion de los alumnos es la de relacionar las sumas
conocidas a través de un sistema de ecuaciones y desarrolla en el pizarron uno de estos
procedimientos en la siguiente forma:

a’+b*>=2 2(a? + b?) =3 —2ab Explica que, aunque se obtiene una
(a+b)* =17 2:2=3—2ab nueva relacion que puede ser 1itil
a’+b* =2 1=—2ab (ab = —1/2), esta se puede obtener de
a’?+b*>=1-2ab ab=-1/2

forma mds simple, ademds no

2a* + 2b* =3 — 2ab , e
constituye un avance significativo

dado que mno se ha progresado en
cuanto a la obtencion de expresiones
cubicas

Esta accion de tomar las equivocaciones como modelo, es decir, escoger una
estrategia que se sabe que no va a llevar a un término y ver en qué momento se decide que
esa no permite seguir avanzando, es deseable desde la concepciéon de Schoenfeld (1985)
para promover el control en los estudiantes. En este sentido puede decirse que por lo
general el tratamiento al error se realiz6 de forma puntal con cada estudiante o equipo
donde tuvo lugar, principalmente a través de preguntas reflexivas que invitan a evaluar el
procedimiento empleado. La socializacion del error a partir de su modelacién a nivel
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general en el sentido de Schoenfeld tuvo mayor presencia en problemas de Teoria de
nameros y combinatoria, ya que en geometria los equivocos estuvieron mayormente
asociados a la inferencia de relaciones entre elementos sin realizar la correspondiente
demostracion (muchas veces rebatidas a partir de la presentaciéon de contraejemplos o
demostraciones por reducciéon al absurdo) y basicamente a la visualizacién, con la no
ocurrencia de trazos auxiliares que facilitaran el camino.

k) ¢ Se utiliza algtin tipo de material diddictico? ;Quién lo utiliza?
Tabla 42.

Categorias determinadas para el cuestionamiento k).

Si

Profesor Alumno NG

1 0 9

En la tabla 42 se muestra la presencia o ausencia de este recurso didéctico en el
desarrollo de las sesiones observadas. El analisis en esta direccion es limitado dado que
solamente en una ocasion el entrenador hizo gala de este apoyo deseable desde la visién del
INEE en la mediacién entre el contenido a tratar y los alumnos. La practica fue desarrollada
por el entrenador y tuvo la expresién que se seguidamente se presenta:

EyS;-Demostraciones con material concreto (Tridngulos en papel para demostrar propiedades de la
mediana y el baricentro).

Propiedades que se demuestran:
La mediana determina dos tridngulos con la misma drea.
El baricentro como centro de gravedad del tridngulo.

Las hipétesis nuestras para explicar la exigua presencia de esta practica van en la
direccion de la formacién no pedagégica del entrenador y, retomando nuestros
antecedentes, Benavides & Maz-Machado (2012) plantean que estos estudiantes logran
abstraer de una manera significativamente mejor que la media de los otros alumnos, razén
en la que también puede descansar la forma en que el entrenador concibe la instruccion.

1) ; Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?
Tabla 43.

Categorias determinadas para el cuestionamiento I).

Forma Escrita Oral
Examenes selectivos 4 | Muestras de la aplicacion de
Con el entrenador . una buena estrategia 10
Soluciones de problemas )
desarrolladas en el cuaderno | 10 (avances parciales)
En el colectivo Exposicién de soluciones en el pizarréon 2
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El entrenador gestiond evidencias de aprendizaje en el 100% de las sesiones
observadas. El mecanismo mas habitual fue el de pasar por los puestos de trabajo y
constatar avances en el camino a la solucién o una versiéon completa de la misma,
escuchando la explicaciéon de alumnos y pasandole la vista a sus anotaciones en los
cuadernos. También, con principio en la voluntariedad, en 2 de las sesiones los alumnos
presentaron sus estrategias de solucion en plenaria en el pizarrén. Durante el periodo
observado se aplicaron, como estaba previsto, los 4 instrumentos formales para evaluar el
progreso en el aprendizaje, siendo constituidos los mismos por 3 problemas para resolver
en un maximo de 3h. Las principales dificultades y logros manifiestos en estos exdmenes
escritos por lo general se socializaron en el entrenamiento siguiente.

m) ;Gestiona la utilizacion de estrategias heuristicas para la resolucion de los problemas?
¢ Cudl(es)?

Tabla 44.

Estrategias heuristicas gestionadas por el entrenador.

-Prolongar segmentos.
-Trazar perpendiculares o
paralelas.

-Trazar circunferencias.
-Trazar tangentes y cuerdas
comunes.

-Trazar lineas y puntos
notables.

Argumentar por
contradiccion (reduccioén al

absurdo).

Geometria Teoria de nameros Combinatoria
Hacer dibujos: Escoger la notacion efectiva: Hacer una coloraciéon de

-Notaciones especificas:
ejemplo N.° primo >3 = 6k+1

Manipular algebraicamente:
-El uso de los productos
notables.

-Factorizacién de trinomios
cuadrados perfectos.
-Transformacién de potencias.

Perseguir la paridad v
residuos.

Dividir en casos

Generalizar

ajedrez.
-Hacer uso del principio de

Casillas, paridad o invarianza
(algo que no cambia).

Dividir en casos

Considerar casos extremos y
argumentar por contradiccién
-Hacer una coloracién de
acuerdo con el peor de los
casos o intentar de llegar a lo
contrario a lo que pide el
problema (llegar a una
contradiccioén).

Utilizar separadores
(combinaciones con

repeticion).

En este punto se pudo constatar que la soluciones de précticamente todos los
problemas que fueron propuestos en los entrenamientos, con independencia de a qué area
del saber matematico pertenecieran, estuvieron permeadas por la utilizaciéon de las
estrategias generales presentadas en la tabla 44 para allanar el camino a la solucién. En todo
momento los entrenadores evidenciaron que el éxito en el proceso de resolucién por lo
general no depende la aplicacion aislada de una de ellas, sino de su combinacién e
integracion consecuente y juiciosa, con base en la intuicién que desarrolla la practica.
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El comportamiento observado en este tenor va de la mano también con los
principios teéricos metodolégicos que promueven los clasicos de en la investigacion
educativa de la resolucion de problemas quienes abogan por la familiarizacién con estas
operaciones tipicamente utiles para este proceso, sin imponer, sin lacerar la libertad de
pensar por si mismos y de elegir su propio método de resolucion.

n) ;Como?

Se apuesta a la construccion de suficientes analogias para tener un buen desempefio
sobre la base de experiencias propias del alumno resolviendo problemas y de su
observacién del como otros lo hacen, incluyendo a los compafieros y entrenadores. El
detonante para concientizar su razén de uso fue la ganancia implicita: vencer un obstaculo
que no les permite seguir avanzando o proporcionar mayor economia en los

procedimientos.

En la practica los métodos principales utilizados por los entrenadores para
gestionar su utilizacién fueron la ejemplificacion de las estrategias utilizando problemas
analogos y las sugerencias directas a manera de hints. Ejemplos de estas sugerencias del
entrenador asociadas a la estrategia general de hacer un dibujo fueron las siguientes:

E¢S1-Al prolongar ciertos segmentos encuentran algunos detalles que facilitan la solucion del
problema ya que se relacionan nuevos dngulos y se determinan poligonos cuyas propiedades
se usan o demuestran.

Trazar una perpendicular o una paralela a algiin segmento para obtener tridngulos que poseen
propiedades iitiles en la entre solucion del problema.

Trazar circunferencias circunscritas a determinados poligonos conociendo que son ciclicos
para evidenciar relaciones entre estas los dngulos.

Ante dos circunferencias tangentes, ya sea la tangencia interior o exterior, trazar la linea
tangente a las dos circunferencias la cual pasa por el punto comiin de ellas y siempre que se
tengan dos circunferencias tangentes se debe considerar la cuerda comuin.

La construccion de la figura de andlisis en cada problema debe hacerse lo mds correcta posible
con relacion a los datos y del tamario adecuado (mds bien grande), ya que la informacion visual
que se percibe puede proporcionar pistas titiles.

Finalmente, en la figura 57 se presenta un grafico que relaciona las frecuencias
porcentuales (atendiendo a las generalidades descritas) de la mayoria de las acciones
cuestionadas y en cierto grado cuantificables en los datos registrados a lo largo de todo el
proceso de observacion, excluyendo sélo aquellas netamente cualitativas cuyo foco estuvo
en la descripcién o caracterizaciéon de algunas de estas acciones, especificamente los
cuestionamientos b) (ED) y n) (CGE). En dicha grafica también se puede ver, gracias a la
distincién cromatica, los elementos del formato de observacién que de alguna manera se
promueven o caracterizan desde la teoria de la RP expuesta en el epigrafe 2.2 de este
Proyecto.
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Dinamica de los entrenamientos
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Figura 57. Dindmica de los entrenamientos.

Un golpe de vista a este gréafico permite reconocer que de las acciones seleccionadas
del formato original con los elementos del INEE, tuvieron porcentajes de frecuencia mas
elevados en el exitoso contexto de aprendizaje de este proceso de desarrollo estudiado,
aquellos que se incluyen en los lineamientos tedricos clasicos de la RP. Ello nos permite
reafirmar qué acciones son consideradas claves por los entrenadores y, por tanto, pueden
ser dignas de réplica en el marco de la transposiciéon didactica para la ensefianza de la RP
retadores en el contexto escolar, como recurso de atencion a estudiantes con aptitudes
sobresalientes.

4.3 Criterios de un entrenador

Seguidamente se presenta el conjunto de preguntas y las respuestas correspondientes dadas
por el director y entrenador principal de CARMA cuya sede, como se ha referido
anteriormente se encuentra ubicada en el estado de San Luis Potosi y quien también ocupa
la responsabilidad de delegado de la OMM en dicha entidad federativa. La intencién
primordial es la de complementar la informacion recopilada desde los campos observados,
a la vez que permite la triangulacién, comprobando la validez de los datos obtenidos a
partir de la nocién de convergencia.

Estado: _San Luis Potosi Municipio: San Luis Potosi

Nombre del Entrenador(a): Eugenio Daniel Flores Alatorre

Formacion Académica: Lic. Matemadtica Educativa

Experiencia como competidor(a): _ 2 afios.

Experiencia como entrenador(a): _16 afios.
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1I- ¢Qué temas matemadticos (a nivel general) considera indispensables dentro de los
entrenamientos a participantes en Olimpiadas Matematicas de la Educaciéon
Secundaria? Escribalos en el orden en que los abordaria y exponga algunas ideas
acerca del por qué el orden que propone.

Anexo los temarios de los entrenamientos de verano la OMM en San Luis Potosi y el temario de la
OMM en Tamaulipas. (Anexos 12 y 13 respectivamente).
2- ¢Coémo estructura (si lo hace) la planeacion de la sesién de entrenamiento?

Normalmente intento que incluya (1) Calentamiento, (2) Ejercicios de motivacion, (3) Exposicion,
(4) Problemas (5) Puesta en comziin, pensando en sesiones de entrenamiento intensivo de 5 horas, con
un par de recesos. La parte central es la lista de problemas que deberia poder funcionar como material
autodidacta.

Durante el Calentamiento (opcional) vemos acertijos o juegos no necesariamente relacionados con el
tema. La intencion es despertar, empezar en ritmo y posponer el inicio de la sesion hasta que estén
todas las y los participantes. Los Ejercicios de Motivacion se entregan sin mucha descripcion; la idea
es que nos permitan acercarnos a la idea que vamos a trabajar. Alterno entre material impreso y
escribir en el pizarrén pues cada una tiene sus ventajas (ahorrar tiempo vs la lectura previa que
supone la transcripcion), hay tiempo de trabajo individual con pistas, sequido de una puesta en
comn.

La parte de la Exposicion consiste en presentar el tema central de la sesion: una herramienta, un
concepto, una estrategia. Segiin el caso, se pueden incluir anécdotas histéricas, evolucion,
demostracion y ejemplificar su aplicacion con un par de ejercicios, mostrando su alcance y limites.

Finalmente, una lista de Problemas a resolver de manera individual, pero sin limitar la comunicacion
entre participantes. El espacio de trabajo tiende a ser muy abierto y no muy estructurado,
anteponiendo la comodidad colectiva. Este tiempo de trabajo se puede intercalar con pistas, tips,
observaciones o correcciones segiin se crea necesario. Al final, los participantes exponen los
problemas que hayan resuelto. Hay problemas que se pueden dejar sin exponer, otros tienen que
exponerse porque muestran ideas o estrategias que serdn muy importantes mds adelante.

En todo momento se resuelven dudas y al final se hace una recapitulacion. Es posible que la sesion
termine extendiéndose en otros momentos.

3- ;Qué criterios toma en cuenta para la seleccién de los problemas que trabajara
durante la sesién de entrenamiento?

Hay varios problemas clisicos que repito cada vez que imparto la misma sesion por considerar que
son muy representativos y iitiles. En general, los problemas van de la aplicacion directa de la
herramienta o concepto, a problemas en donde es solo un paso en la solucion y ya no el centro.

Sin embargo, es muy importante actualizar la lista de problemas y al menos darle una revision anual
-pensando que en general es un proceso anual ciclico- porque en el corazon de la Olimpiada estd
enfrentarse a problemas nunca vistos, de modo que todo el tiempo se generan problemas nuevos.

4- ;Qué tipo de actividades recomendaria trabajar con los alumnos que se inician
(novatos) en el contexto de las Olimpiadas Matemaéticas dentro de la Educaciéon
Secundaria?

Acertijos, juegos de l6gica como Sudoku, Bridges, Skyscrappers, Numberlink, Slitherlink, etcétera.
Actividades parecidas a las que se hacen en divulgacion de las matemdticas. Finalmente, problemas
introductorios como los que aparecen en exdmenes de primeras etapas.
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5- (Cuél es la dindmica de trabajo que suele emplear en los entrenamientos? Si en ella
distingue momentos (inicio-desarrollo-cierre) realice una breve descripcion de las
acciones que los caracterizan, si no, hagalo a nivel general.

Ver respuesta a prequnta 2.

6- (Coémo motiva (acciones) al grupo de alumnos que participa en los entrenamientos?
Depende. Hay distintos tipos de entrenamiento en distintos momentos. En los entrenamientos mds
largos y estructurados, es en general un grupo que ya tiene una motivacion propia para estar ahi y
trabajar, lo que hay que hacer es “romper el hielo” que les permita ganar confianza para participar y
hacer prequntas. Hay distintas actividades de integracion, ademds de las bdsicas de presentacion,
pero casi todas estin en funcion del juego o el deporte. Nadie que no tenga su propia motivacion
(aprender cosas nuevas, pasar el verano, ganar una competencia) llega muy lejos en la Olimpiada y
es dificil que las y los entrenadores la provean, mds alld de presentar las oportunidades que se pueden
abrir derivadas de la Olimpiada.

7- ¢Coémo promover desde el entrenamiento el empleo de estrategias heuristicas clave,
“de uso recurrente”, en el proceso de solucion de tipologias de problemas
relacionados con temas matematicos especificos? (Sea para el disefio del plan para
atacar un problema, la ejecucién de este o cualquier otra fase del proceso de
solucion). Ejemplifique con un caso.

No respondié.

8- ¢Coémo evalaa el desarrollo del aprendizaje de los alumnos que entrena?

A partir de preguntas directas o los ejercicios que logran resolver; cada sesion es necesario reconocer
si hubo dudas que hay que atender y sobre la marcha es necesario recalibrar las explicaciones, ofrecer
mejores ejemplos o contraejemplos. Los “exdmenes” dentro de la Olimpiada no tienen, por lo general,
una funcion de evaluacion del aprendizaje en el mismo sentido que un partido de fiitbol en un torneo
de eliminacion directa no lo tiene tampoco: evidentemente puedes aprender 1y recibir
retroalimentacion, pero no es la razon por la que tomas el examen.

9- Desde su perspectiva sobre el talento matematico, este jnace o se hace?

Una mezcla. Nadie nace sabiendo matemiticas; las matemdticas se aprenden, no tengo duda. Los
muy complejos resultados y teoremas que se ven en la Olimpiada se aprenden. Sin embargo, si creo
que hay personas con ciertas habilidades especiales que son dificiles de explicar de otra manera: no
tiene que ser un “talento” especial, puede ser simplemente una dedicacion, una capacidad extra para
concentrarse o para dedicar tiempo y trabajar.

10- ;Considera que este tipo de trabajo (RP de Olimpiadas) favorece el desarrollo del
talento matematico? ;Por qué?
Si. Hay mucha gente que llegard a ser matemdtico, ingeniero o cientifico muy exitoso sin haber
conocido la Olimpiada, y muchos que lo son y no le encuentran necesidad. Pero si creo que la
Olimpiada es muy valiosa en su busqueda y captacion de estudiantes jovenes que disfrutan y
destacan en la matemdtica, y en su preparacion, formacion y presentacion de un panorama mds
amplio de éstas —sobre todo si se separa de la parte que es meramente un concurso.
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11- ;Qué diferencias aprecia entre la ensefianza tradicional de matematicas y los
entrenamientos de olimpiada (contestar ya sea desde su experiencia como docente,
o bien, como estudiante)?

Creo que la mayor diferencia va en que en la Olimpiada se trabaja con grupos reducidos de
estudiantes que desean estar ahi para aprender mds. Esta es la principal diferencia con el aula,
ademds de que se trata de un escenario no formal en donde la presion es muy distinta. Fuera de eso,
creo que la Olimpiada tiene grupos muy heterogéneos en nivel, pero tiene una mayor disposicion de
sus participantes de continuar su preparacion de manera individual. Ademds, las y los entrenadores
de Olimpiada suelen ser personas muy preparadas que disfrutan de compartir lo que han aprendido,
y si bien normalmente no reciben una compensacion, tienen muy pocas presiones institucionales
dentro de la Olimpiada.

12- jHa trabajado/trabaja como docente en la ensefianza secundaria? ;Desde su
concepcién cree que sea conveniente trabajar algunos problemas de niveles
introductorios de olimpiadas en las clases de manera regular?

Si. Si, si el tiempo lo permite, como retos adicionales y opcionales.

4.3.1 Criterios del entrenador v, realidad observada

En los documentos que adjunta el entrenador encuestado (Anexos 12 y 13) para referir los
temas matemdticos que considera indispensables dentro de los entrenamientos a
participantes en Olimpiadas Matematicas de la Educacion Secundaria, se pudo constatar
que los mismos son muy amplios y diversos, incluso, més que los abordados en el CEOM y
en los entrenamientos del preselectivo zacatecano. De la misma forma que en estos dos
escenarios, los temas se agrupan por dreas del saber matemaético, pero a diferencia de los
anteriores, en dichos temarios se presenta el area del algebra como un médulo de estudio
independiente a la teoria de ntmeros. Cabe sefialar también que todos los contenidos
abordados por los entrenadores en los dos escenarios observados estan implicitos en los
temarios anexados. Presumiblemente, el mayor alcance en cuanto a contenidos a tratar que
en estos documentos obedece a que son temarios de entrenamiento para la OMM, donde
tienen participacion los alumnos de tercero de secundaria, pero el centro lo constituye los
adolescentes de preparatoria.

Este experimentado entrenador también nos hace ver que la dindmica de un
entrenamiento es muy flexible dado que tienen muy pocas presiones institucionales por ser
un contexto menos formal, y puede ser muy variada atendiendo al momento en que se
desarrolle. En esencia, aunque refiere estructuras didacticas mas ricas, quizas debido a su
formacion pedagégica y experiencia docente, la linea central de los momentos que
considera coincide con la regularidad observada durante el proceso de entrenamientos del
preselectivo zacatecano.

Esta linea central que constituye la columna vertebral del entrenamiento el
entrenador encuestado la ve en tres momentos: exposicion, problemas y puesta en comun.
Con el primero se refiere a la presentacion de la teoria (herramienta, concepto, estrategia) a

186



Capitulo 4. Analisis y Resultados

abordar en el entrenamiento. Esto se hizo evidente también sobre todo en los inicios de la
mayor parte de las sesiones observadas, donde el entrenador a cargo, o bien recordaba
directamente elementos teéricos necesarios (recursos) en la soluciéon de los problemas a
trabajar, o partia del andlisis de un problema modelo para ejemplificar dicha teoria.

El momento de resolver la lista de problemas es reconocido por el entrenador como
el punto medular del entrenamiento, afnadiendo ademaés que los problemas deben poder
funcionar como material autodidacta. En sus concepciones en torno al desarrollo de este
momento también se encuentran convergencias importantes con la realidad observada. Por
ejemplo, ambas fuentes de informacion se hacen eco de no limitar la comunicacién entre los
participantes, imperando un ambiente de trabajo flexible y placentero. Otra coincidencia
radica en la posibilidad de ofrecer niveles de ayuda durante el proceso de resoluciéon de los

problemas, llamense tips, hints, pistas, observaciones, correcciones, etc., segtin se requiera.

La denominada puesta en comun alude a la socializacién de las soluciones y aqui
también se hacen evidentes las intersecciones entre lo tedrico y lo visto a nivel practico.
Desde ambas perspectivas se manifiesta que no necesariamente todos los problemas deben
ser expuestos, el criterio de seleccién que refiere el entrenador encuestado es la medida en
que el problema muestre una idea o estrategia de suma importancia para problemas
posteriores. De la misma forma este entrenador asume la postura de que sean los
estudiantes quienes expongan los problemas que hayan resuelto y en este sentido debe
decirse que esta idea primé en la practica observada a nivel individual, por puestos de
trabajo, pero como generalidad, la exposicion en plenaria de soluciones tuvo el
protagonismo de los entrenadores.

Otros criterios del especialista dan fundamento explicativo del “por qué” la préctica
observada tuvo tales regularidades. Un ejemplo de ellos nos permite entender la
opcionalidad de la implementacién de apartados o estrategias motivacionales dentro de la
configuraciéon de un entrenamiento. En este sentido el entrenador deja ver que tales
acciones por lo general estdn ligadas a algtin juego o deporte y su finalidad es la de integrar
mas al grupo, de tal forma que los integrantes se sientan mas comodos para participar y
hacer preguntas. Por ello, concibe estas acciones como deseables en las primeras instancias,
pero para un grupo de entrenamiento consolidado como fue el caso del observado, no son
del todo imprescindibles porque estos alumnos ya tienen la experiencia y un alto grado de
motivacién para estar alli. Lo anterior explica por qué, a pesar de que como generalidad no
se percibieron estrategias orientadas con este fin, los estudiantes en todo momento hicieron
gala de deseos y consagracion al trabajo.

Con relacién a la obtencién de evidencias de aprendizaje las fuentes manifestaron la
importancia de reconocer y atender las dudas que puedan emerger en cada sesion. En la
préctica estos procesos tuvieron lugar principalmente a través de la constatacién, por
puestos de trabajo, de soluciones o avances a parciales en el proceso. El experto consultado
ahade ademds que para evacuar dichas dudas se deben ofrecer mejores ejemplos y
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contraejemplos, recalibrando las explicaciones en general. De la misma forma esclarece que
la funcién primordial de los exdmenes de olimpiadas no radica en evaluar los aprendizajes,
sino en su cardcter competitivo. Estos exdmenes también se hicieron presente en el marco
de los entrenamientos observados corroborando esta idea, ya que, sobre todas las cosas, el
desempefio de los estudiantes en el mismo era medido con fines eliminatorios, en aras de
conformar la selecciéon zacatecana que tomaria lugar en las instancias nacionales.

Por otra parte, la concepcion del experto preparador para olimpiadas matemaéticas
respecto a la explicacion del talento, no desentona de la postura del MDDT de Gagné
asumida en este Proyecto. En tal sentido reconoce la existencia en los olimpicos de lo que
denomina habilidades especiales, aludiendo al componente de las capacidades naturales
del modelo. Aclara también que desde su perspectiva no tienen que ser dones intelectuales
con un alto grado de expresioén, ya que estos pueden suplirse a golpe de dedicacién, con lo
que se infiere la importancia que le concede a los catalizadores intrapersonales y
especialmente a aquellos que tienen que ver con el manejo de los objetivos para el éxito del
estudiante. Desde su enfoque cualifica las olimpiadas matematicas como muy valiosas en la
identificacién de estudiantes con aptitudes sobresalientes para la disciplina y como contexto
del proceso de desarrollo, aunque también deja ver que se puede desarrollar el talento sin
sentir la necesidad de insertarse en ellas.

En cuanto a su parecer en torno a la utilizacién de los problemas introductorios de
olimpiadas como parte del contenido a tratar en las clases de la ensefianza regular, sefiala la
limitacién en este escenario del factor tiempo, pero lo sugiere como retos adicionales y
opcionales. A partir de su experiencia en ambos contextos, clase regular y entrenamiento de
olimpiadas, reconoce las principales diferencias en la cantidad de alumnos a atender, la
presion institucional sobre el profesor/entrenador, y en el mayor grado de disposicién para
el trabajo que manifiestan los estudiantes que se entrenan. De la misma forma sefiala una
coincidencia cuando refiere que en los entrenamientos también hay grupos con un nivel
muy heterogéneo.
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5.1 Retomando los objetivos

La literatura consultada con relacién a las dindmicas escolares en torno a los alumnos con
aptitudes sobresalientes para la Matematica en el desarrollo de este Proyecto de Desarrollo
Profesional nos permitié constatar que no abundan las propuestas de intervencién con
acciones concretas orientadas hacia la potencializaciéon de sus capacidades naturales. En
este tenor, dado que la mayor parte de los estudios sefialan a la RP retadores como una
opcién viable para tal fin, principio que abraza la SEP como enfoque didactico para la
ensefianza de la disciplina en el nivel secundario de ensefianza y las olimpiadas de
matemadticas constituyen el manantial natural de estos objetos matematicos, con abundante
material de facil acceso; nuestro Proyecto se orienté hacia el objetivo primordial de
“Identificar aspectos de las olimpiadas matematicas como actividad transformadora de las
altas capacidades naturales intelectuales y creativas en talento matematico”.

Entre los aspectos que pudimos identificar pueden mencionarse que las
competiciones matematicas en México para el nivel basico son eventos que gozan de mucha
popularidad. Hoy dia existe una importante cantidad de estos certimenes que movilizan a
miles de estudiantes, profesores, entrenadores, familias e instituciones de todo el pais
durante la mayor parte del afio. Hacia el interior de lo estrictamente competitivo, con cada
uno de estos eventos se persigue estimular el estudio de la Matematica y desarrollar
talentos en esta ciencia, a la vez que ayudan a mejorar la préactica docente, apoyando la
renovacién y la innovacién en la forma de hacer matemaéticas.

La constante renovacién e innovacion en la forma de hacer matematicas es inherente
a las olimpiadas dado que sus tiempos de convocatoria son ciclicos, con etapas que van
filtrando el talento longitudinalmente. Ademds, previendo que buena parte de los
estudiantes con aptitudes sobresalientes que prueban el néctar de estas competiciones
tienen participacion en varios ciclos que consecuentemente se convierten en procesos de
desarrollo del talento matemético y, en razén de que el corazén de la Olimpiada esta
enfrentarse a problemas nunca vistos, todo el tiempo se generan problemas nuevos que
pueden ser reusados en clases y en otras actividades escolares tipo talleres o circulos de
interés como alternativa de enriquecimiento al curriculo de los alumnos con dones
académicos naturales, evitando asi la mecanizacion y la repeticion que conlleva a su
aburrimiento.

Adentrandonos con mayor profundidad, para la identificacion de tales aspectos,
profundizamos en el estudio de las categorias mas importantes que permean la efectividad
de las actividades de aprendizaje y préctica, médula espinal de los procesos de desarrollo
que se definen desde el MDDT: los problemas propuestos en las competiciones matematicas
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de la ensefianza secundaria (Contenido) y el proceso de ensefianza-aprendizaje en el
entrenamiento de los estudiantes olimpicos (Contexto de ensefianza).

5.1.1 Respecto al contenido

La revision del contenido matemaético tradicionalmente exaltado en el marco de las
olimpiadas matemaéticas se centr6, principalmente, en el andlisis de la abundante
informacion compartida desde la segunda edicion del CEOM impartido por CARMA,
puesto que el mismo estuvo concebido para un nivel intermedio, segin el experto
entrenador. El foco de este curso estuvo en el trabajo alrededor de conceptos, herramientas
y estrategias necesarias para la resolucién de problemas de olimpiadas matematicas con un
enfoque tedrico-practico muy propio de la ensefianza de las matematicas.

De esta forma se pudo corroborar que el contenido matemaético en torno a los
problemas olimpicos es muy amplio y variado, pero, incluso mirando mas alld de la
propuesta del curso, se hizo evidente la tendencia a agruparlos en tres categorias, siendo
éstas: la Geometria, la Teoria de Numeros y la Teoria Combinatoria. Cabe sefialar también
que no se excluye la presencia de nociones de Algebra, sin llegar a requerir de
procedimientos rigurosos, sus aplicaciones se manifiestan, principalmente, como colofén de
la implementacion de reglas determinadas desde los tres campos referidos, mas que en sus
propias reglas.

Dentro de cada uno de estos campos o areas del saber matematico se pueden
encontrar problemas que pueden ser muy diversos, pero que se pueden asociar debido a
que giran en torno a un tema, una idea o una estrategia en particular. Sobre los temas o
contenidos especificos en los que descansan estos problemas puede decirse que, de manera
general, por lo menos en los niveles introductorios e intermedios de las olimpiadas, no van
mas alla de lo que se norma desde el curriculo general de la ensefianza para este nivel
educativo, por lo que la teoria vista desde el aula regular construye los recursos necesarios
para atacar estos problemas.

No obstante, dada la naturaleza retadora de estos problemas se pudo experimentar
como, teniendo posesion de estos recursos necesarios, muchas veces resultaron
insuficientes para encontrar caminos de soluciéon. En la medida en que se fue
incrementando la productividad de los andlisis de problemas y soluciones, se fue
enraizando la concepcién de que la capacidad de movilizar estos recursos va de la mano
con el grado de familiarizacién que se tenga con las distintas tipologias de problemas.

El entrenamiento como actividad de aprendizaje y practica proporciona el
complemento a los recursos cuando éstos no son suficientes para resolver los problemas. En
este sentido, hay que distinguir que el contenido tedrico matematico esta presente en el aula
regular, pero con enfoques generalmente estaticos, mas directos y transparentes, con
preponderancia de usos reproductivos y/o aplicativos. Las olimpiadas por su parte
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constituyen el habitat natural de los retos matematicos. En general, los problemas van de la
aplicacion directa de la herramienta o concepto, a problemas en donde es solo un paso en la
solucién y ya no el centro, pero cada uno de ellos supone una auténtica dificultad que
desafia el ingenio, la creatividad y la capacidad de razonamiento.

La clave para el éxito estd en el desarrollo de lo que los entrenadores llaman
intuicién, que no es mas que hacerse de un arsenal voluminoso y concienciado de
experiencias previas propias o ajenas ante problemas analogos. Por ello, nuestro analisis
nos lleva a apreciar la creatividad y el ingenio como algo contextual ya que, si se resuelve
por segunda ocasién algtin problema o, incluso un problema similar, el elemento sorpresa e
impredecible se pierde con la repeticion. También la buena idea creativa se imita vy,
eventualmente, deja de parecer original.

Existe un gran cimulo de estrategias generales ingeniosas que pueden ser ttiles en
el ataque de muchos tipos de problemas que por caminos méas convencionales presuponen
procedimientos engorrosos o no permiten avanzar. Aunque, como se menciond
anteriormente, la construccion de analogias abre el espectro de posibilidades, de variantes
de ataque y “afina los sentidos” que prenden la chispa con relacién al camino a tomar, en
ninguna medida se puede pretender que tales estrategias puedan ser reproducidas como
algoritmos mecanicos y rigidos. Ello estd dado en que los problemas de olimpiadas son
formulados y seleccionados de manera que no sea claro o evidente el camino a seguir para
que el resolutor tenga la necesidad de pensar y explorar, disefiar su propia estrategia de
ataque o readaptar una estrategia conocida para aplicarla a la nueva situacién. Varias de
estas estrategias tipicamente ttiles fueron ejemplificadas asociadas a cada uno de los temas
analizados en el Capitulo 4 de este Proyecto.

En las aulas regulares hay muchos estudiantes que se sienten atraidos por la
matematica, que tienen capacidades naturales para entenderla, para concentrarse y
dedicarse y, sin embargo, por diversas razones no se insertan dentro de las actividades de
las olimpiadas, por lo que se acota su conocimiento a la manera tradicional en que se
interpreta el plan de estudios, con énfasis en las propuestas generalizadas contenidas en los
libros de texto. Para la inclusién efectiva de los sobresalientes en esta disciplina hay que
salirse de ese esquema.

En general, el contenido en los problemas de olimpiada no estd disociado del aula
regular, incluso tiene lugar a partir de una visién menos centralizada y esquemaética dentro
de la propuesta sugerida desde los documentos normativos para la ensefianza secundaria
general, las diferencias mas significativas se manifiestan en el enfoque con el que se
presenta el contenido y, en correspondencia, con la forma de interaccién que presuponen.
Con lo anterior se quiere decir que la préctica sistemdtica de proponer problemas
introductorios e intermedios en la escuela no implica la aceleraciéon en el ritmo de los
contenidos, sino una estrategia para enriquecer y transformar la capacidad en desempefio, a
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la vez esta forma desafiante de hacer matematicas puede dar lugar a que se manifiesten
habilidades naturales en estudiantes no identificados.

Esta linea de trabajo pensada en razén de proporcionar un camino de desarrollo
préactico para el talento matemaético desde la clase, no excluye que la propuesta pueda llegar
a alumnos de rendimiento promedio e inclusive, a aquellos cuyas calificaciones oscilan por
rangos mas bajos, téngase en cuenta que las altas o bajas calificaciones no son directamente
proporcionales al potencial del alumno, pero, en cualquier caso, el contenido de la
olimpiada sirve para atraerlos e intentar enamorarlos hacia la Matematica. En este sentido
cabe senalar que el vehiculo para construir el conocimiento en la olimpiada no es
exclusivamente la lucha productiva del estudiante con un problema formal, ya que también
existe abundante material de juegos y acertijos 16gicos atractivos y motivadores que
desarrollan habilidades importantes de manera autodidacta.

Una de las ideas principales dentro de las que motivaron el desarrollo de este
proyecto y el tipo de estrategia de intervencién educativa que en si se promueve fue su
caracter préactico de implementacion, dada la accesibilidad que tiene el docente a amplias
colecciones de materiales muchas veces ya clasificados u organizados secuencialmente por
nivel de dificultad, temas, estrategias o alguna idea en particular. Teniendo en cuenta que
no hay intervenciones mdgicas y tampoco abundan las propuestas concretas desde la
investigacion educativa para el trabajo desde el aula, pensando ademas en la carga laboral
que tiene el profesor de matemaéticas de la educacion basica en la actualidad, los problemas
de las olimpiadas matematicas se presentan como recursos de oportunidad para
profundizar los conocimientos y potencializar talentos a partir de la atencién diferenciada a
los estudiantes de la Educaciéon Secundaria con aptitudes sobresalientes.

En los datos recopilados en esta investigacion encontramos criterios de personas con
experiencia tanto como entrenadores de olimpiadas, como en la docencia regular, que
manifiestan su alineacioén con la perspectiva enfocada, también afin a la politica educativa
vigente y a los preceptos tedricos asumidos sobre la ensefianza de la Matematica.

5.1.2 Respecto al contexto

Los procesos de desarrollo que transforman las capacidades naturales manifiestas en
estudiantes dentro de los dominios académicos y creativos en talentos mateméticos pueden
tener lugar en diferentes contextos de aprendizaje. Como se mencioné en el apartado
anterior, los problemas y soluciones que se producen en el marco de las olimpiadas
matematicas tienen la regularidad, debido a su naturaleza, de generar aprendizaje de forma
préacticamente autodidacta, pudiendo prescindir de un contexto muy estructurado.

La realidad observada y los criterios dados por entrenadores dan lugar a pensar que
el contexto menos formal y estructurado que permea los entrenamientos para olimpiadas
matematicas respecto a los tradicionales procesos de ensefianza que se desarrollan en la
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escuela, apartando el medular impacto del contenido, constituye una de las diferencias
entre los escenarios con mayor impacto en los respectivos logros de aprendizaje.

Desde la experiencia propia y ajena se conoce la exigencia del sistema de educaciéon
basica general para con los profesores, con un volumen muy notorio de funciones
delegadas a su responsabilidad con estructuras y tiempos inflexibles, tanto en parametros a
cumplir dentro de su clase, como fuera de ella. Por su parte el contexto en que tienen lugar
los entrenamientos es, por mucho, mas placido. La casi total ausencia de presiones
institucionales en este marco proporciona la autonomia necesaria a los entrenadores para la
preparacion, ejecucion y posterior reflexion en torno al desarrollo de la sesiéon. De este
exitoso contexto de aprendizaje se pudieron identificar aspectos y, entre ellos, algunos que
parecen fortalezas que, consecuentemente adaptados, pudieran ser replicables en la escuela.

Respecto a la preparacion de la sesion debe hacerse la distincion en dos sentidos, la
preparacién personal del entrenador y la preparacion de la sesion en si misma. En el &mbito
de la educacién formal, el profesor generalmente se siente dirigido a priorizar lo segundo,
mientras que el contexto olimpico estimula lo primero. Los entrenadores son personas muy
preparadas y, aunque muchos de ellos pueden carecer de formacién pedagoégica, logran
transmitir sus experiencias resolviendo problemas de manera natural. Llama la atencién
que en la forma en que desarrollan su préctica se pueden identificar peculiaridades en cada
uno, pero de manera general se percibe un apego casi literal a lo que se promueve desde la
investigacion en la Matematica Educativa con relacién a la ensefianza de la RP. Mas que a
un formato de planeacién rigido, el tiempo es invertido en favor de elaborar una buena lista
de problemas autodidactas, que sean retadores pero posibles, que ayuden a introducir una
generalizacién, un contraejemplo atil. La evidencia de esta planeacion muchas veces se
limita a una guia personal.

La puesta en practica de lo planeado tiene diferencias mas notorias en ambos
contextos de aprendizaje. La escuela condiciona una inseparable conexién reguladora entre
el tiempo y el plan didactico que por lo general es gravitado sobre el profesor, mientras que,
en la olimpiada, con independencia de la planeacion, el ritmo lo determina, principalmente,
el progreso de los estudiantes en términos de problemas vencidos. En tal sentido, a los
alumnos que son entrenados se les da oportunidad de pensar y de escoger su propio
camino de solucién y, aunque muchas veces son guiados mediante preguntas reflexivas y
sugerencias, no se les proporciona la solucién completa de forma inmediata, no sin antes
dejar que batallen con el problema en cuestién un tiempo razonable.

Ciertamente, en la olimpiada por lo general se trabaja con grupos mas reducidos
cuya membresia, por demas, estd alli porque el manejo de sus objetivos se proyecta en
funcién de aprender mads, pero también hay que sefialar que en este contexto los grupos
también son heterogéneos en todos los aspectos, incluyendo el nivel de desempefio. Por
ello, en la dinamica del proceso se antepone la comodidad del colectivo, creando un clima
de confianza y respeto mutuo entre compaferos y para con el entrenador.
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En este escenario se le da toda la importancia a que los alumnos no tengan miedo a
preguntar, a exponer sus intentos de solucién o a equivocarse enfrente de sus compafieros,
la premisa es que todos tengan la oportunidad de expresarse, de equivocarse, incluido el
entrenador y no pasa nada. Con esta finalidad, los entrenadores estan prestos a intercalar
chistes, anécdotas, juegos colectivos, promueven el trabajo colaborativo y hasta flexibilizan
el control de la disciplina siempre y cuando los estudiantes sean capaces de regresarse al
problema de forma auténoma y no interfiera en la concentracion de otros compafieros. De
la misma forma los entrenadores se proyectan con relaciéon a la anticipacion de dudas y
errores comunes para atacarlos y subsanarlos.

Aunque la propia naturaleza institucional de la escuela prive la posibilidad de calcar
este contexto de ensefianza, por ejemplo, se entiende que no puede validarse el hecho de
que la planeacion fisica sea practicamente inexistente o en extremo informal, si se aprecian
otros elementos que se pueden incorporar a la préctica cotidiana de un profesor mas alla
del propio contenido. Para la transposicion entre escenarios es preciso tener en cuenta las
caracteristicas de la institucion, de los educandos, sus intereses y aspiraciones, partiendo de
la seleccién de los problemas adecuados para ellos y ofreciéndolos indistintamente ya sea
dentro de la propia clase, como tareas extra-clase, retos optativos, talleres, circulos de
interés; en cualquier caso, sin imposiciones, con la naturalidad y flexibilidad que se abordan
desde la olimpiada. La clase de matematicas puede y debe adoptar el ambiente favorable de
la olimpiada que hace que los adolescentes se sientan como que juegan a aprender. Los
puntos claves a imitar y quizds los mayores desafios para el docente por el manejo de
tiempos, es el de darle a los estudiantes la posibilidad de pensar y, el darse a ellos mismos
la oportunidad de escuchar los razonamientos emergidos.

Una sugerencia en esta direccién estd en no recargar la clase con largas listas de
actividades, puede que la lucha productiva con un tinico problema bien pensado un tiempo
prudencial por el estudiante sea mdas aportadora que replicar en el cuaderno de forma
irracional varias soluciones expuestas en el pizarrén, pensadas tnicamente por el profesor.

5.2 Posibles perspectivas de investigacion

Pensando en que las actividades de aprendizaje y practica dentro de las olimpiadas
matemadticas tienen lugar en un contexto extraescolar, se considera conveniente para
viabilizar el trabajo de los profesores en aras de implementar la estrategia de intervencion
educativa por la que se apuesta en este proyecto en la atencién a los estudiantes con
aptitudes sobresalientes para la disciplina, que se puedan realizar propuestas didacticas con
conexiones mas concretas entre las categorias teméticas y tipologias de problemas que
aporta la olimpiada y el curriculo matemaético de la ensefianza secundaria.
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De la misma forma se percibe pertinente que en futuras investigaciones se exploren
otras formas de materializar el enriquecimiento curricular para potencializar el talento
matematico desde el aula regular.

Asimismo, se considera conveniente un andlisis con mayor profundidad sobre las
estrategias implementadas por los entrenadores y la relacion con su conocimiento
especifico. Dada la versatilidad y capacidad de captar y mantener la atencién de los
estudiantes que participan en este tipo de actividades.

Otro tema que pudiera ser de interés, derivado de lo observado en esta practica,
seria la realizaciéon de un taller de matematicas olimpicas en un contexto de educacién
regular, con estudiantes que tengan dificultades en torno al aprendizaje de esta asignatura.

5.3 Reflexién como docente

Como se relata en la introduccion de este Proyecto de Desarrollo Profesional, la acogida de
esta opcién de titulacion estuvo estrechamente ligada a las caracteristicas que tuvo mi
formacion docente, la cual tuvo como escenario principal la practica. Esta formacién sobre
la marcha, casi autodidacta, a partir de la experimentacion propia durante los cinco cursos
del programa formal de la licenciatura como Profesor General Integral de Secundaria
Basica, y luego en la formacién continua bautizada por nueve cursos posteriores en el
ejercicio de la préctica, trajo consigo naturales aciertos y desaciertos que tributaron a mi
experiencia y fueron el objeto contante para la reflexién personal.

El tipo de formacién hizo posible que pudiera desarrollar algunas competencias del
perfil profesional, pero otras quedaron estancadas en la rutina diaria, entre otras razones
por la falta de orientacion y el limitado acceso a la informacién a través de medios digitales
que por entonces reinaba en la escuela cubana. En consecuencia, en ausencia de
experiencias propias o ajenas ante situaciones novedosas, la improvisacién se convirtié en
un método de uso sistematico para salvar los obstaculos que se fueron presentando en el
ejercicio de la practica.

Disfrutaba tanto mi trabajo como profesor de matemaéticas, como el de tutor de estos
grupos de adolescentes, aun con el reto adicional que el cumplimiento de esta otra tarea
supone. Las funciones establecidas para el trabajo como guia de grupo daban lugar a que
pasara una buena parte de la jornada laboral frente al grupo tutorado y, por azar,
generalmente tuve la dicha de contar entre los alumnos de mi salén a varios con mucha
dedicacién hacia el estudio y facilidades para el aprendizaje de la matemaética. La reflexién
sobre mi practica impulsada por el comportamiento no deseado de algunos de estos
alumnos pronto me hizo reconocer que simplemente se aburrian al terminar los ejercicios
propuestos antes que sus compafieros de aula. En la btsqueda de alternativas para
remediar tal situacién, la improvisacion con los recursos que tenia a disposiciéon me llevé a
insertar problemas de las olimpiadas matematicas relacionados con la tematica de estudio,
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dirigidos a estos alumnos. El impacto fue positivo desde lo inmediato y asi se fue
convirtiendo ésta en una practica cada vez més sistematica.

No obstante, sentia que mi estrategia no era consistente puesto que en mis afios de
estudiante no tuve orientacién para la participacién en estas competiciones, ni habia
recibido posteriormente una formacién matemaética profunda, lo que me llevaba a hacer
maromas para la seleccion de los problemas. A grandes rasgos, ésa es la historia detras de
este Proyecto.

A pesar de que desde el inicio estuvo presente la motivacién empirica alrededor de
esta linea de investigacién para el trabajo de titulacion, ya en la arrancada se dudé del
rumbo y de la forma en que se desarrollaria, por un lado, resonaba la idea de las
olimpiadas, por otro la atencién a alumnos con aptitudes sobresalientes y, pujando con los
dos, mi conocimiento como profesor para lidiar con ello. No fue hasta que le inverti horas a
la lectura en estas direcciones que quedé por fin determinado el rumbo a seguir, pero
seguia cojeando la forma. Con posterioridad, el estudio consciente de las teorias asociadas a
los tres componentes ligados a la idea de investigacién proporcioné las herramientas para
estructurar el proyecto.

Primero, y con la vista puesta en los discentes para cuya atencion deseaba
capacitarme con el desarrollo desde el proyecto, se estudiaron varios modelos de
caracterizacién del talento y optamos por el MDDT de Gagné por ser este un modelo
cuidadosamente estructurado que incluye en lo que autodefine como “compleja coreografia
del talento”, como subcomponentes causales dentro de las actividades de aprendizaje y
practica que tienen lugar en los procesos de desarrollo, al contenido y al contexto de
aprendizaje.

Dado que el contenido especifico a implementar esencialmente desde la postura
inicial eran problemas de olimpiada, idea que se fortaleci6 con la revisiéon de antecedentes,
recurrimos a los aportes de los clasicos en la investigacion de la Educacién Matemaética en el
campo de la RP. Las concepciones de autores como Pélya y Schoenfeld afianzaron atn mas
nuestra seguridad como una préctica viable, pertinente y, ademas, influyeron en nuestra
concepcién de la didactica para la ensefianza. Su idea de profesor como guia que orienta y
encamina la lucha productiva, pero que no da adelanta soluciones completas dado que en
su linea de pensamiento el aprendizaje se genera y la habilidad se desarrolla resolviendo
problemas y viendo cémo otros lo resuelven. También es importante sefialar que el
problema se define en funcién del reto que supone para el resolutor. Estas ideas
complementaron la vision de forma del proyecto, entendiendo que para alcanzar el
pretendido desarrollo profesional en el campo la estructura debia considerar una
disposicién productiva a resolver problemas.

De todos es conocido que las olimpiadas de matematicas desde sus primeras
ediciones son el escenario natural de los retos matematicos y buscan estimular el estudio de
la disciplina. Estos eventos en México, en la actualidad, gozan de muy buena salud,
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existiendo una gran cantidad de convocatorias bien estructuradas y organizadas. Por ello,
también se decidié profundizar en el conocimiento general de este exitoso contexto en la
deteccion y desarrollo del talento, con el fin de determinar cuales iban a ser en si nuestras
fuentes de informacién en las observaciones preconcebidas.

En tal sentido, atendiendo los logros relevantes alcanzados y las posibilidades de
acceso al campo en un momento dado, se acogié como principal fuente de informacién para
estudiar el contenido al Curso para Entrenadores de Olimpiadas, auspiciado por el Centro
de Alto Rendimiento en Matematicas de San Luis Potosi, cuyo entrenador principal y
director cuenta con 14 afios de experiencia como entrenador de olimpiada, actualmente
ocupa la responsabilidad de delegado estatal para la OMM y ademads es parte del equipo de
entrenadores que prepara la selecciéon nacional de México del categoria primaria para la
IMC. Por otra parte, la observacién directa del contexto de ensefianza tuvo lugar en las
jornadas de entrenamiento realizadas con motivo de la preparaciéon del preselectivo
zacatecano de secundaria para las olimpiadas nacionales de 2020. La relevancia de este
escenario se justifica en el nivel de organizacion que tiene este proceso en el estado,
contando con un equipo estable de entrenadores que lo han mantenido en los tltimos afios
entre los cinco primeros estados del pais en cuanto a resultados en los niveles de primaria y
secundaria.

Sin lugar a duda, el curso de esta investigacion primero me permitié conocer el
panorama general de las olimpiadas en México y luego, paulatinamente, me ha servido
para encontrar muchos “por qué” para mis experiencias de aula pasadas. Hoy soy un
profesor mucho mds consciente de lo que puede funcionar o no en un aula regular y con
mas recursos matematicos y didacticos para atender dentro y fuera de esta al tipo de
alumno que inspir6 la realizacion de este estudio.

Ambas observaciones fueron muy enriquecedoras para mi crecimiento profesional y
en la direccién de cumplimentar los objetivos propuestos en este Proyecto. E1l CEOM me
sirvio para delimitar los contenidos de la olimpiada, para recopilar material organizado y
sobre todo para nutrirme de muchos de los enfoques ingeniosos propios de esta forma de
hacer mateméticas que me hacen un mejor resolutor de problemas no rutinarios. Hoy me
siento en mejores condiciones para lidiar con estos problemas y para darle el mejor
aprovechamiento en funcion del desarrollo del talento de mis educandos.

El estilo de ensefianza que se enarbola en el contexto de las olimpiadas también
tendra mucha influencia en mi préctica profesoral futura, incluso mas alla de la atencién a
los alumnos sobresalientes. En este tenor, a mis tradicionales cuestionamientos en pos de la
reflexiéon para la mejora continua como: ;qué hice bien?, ;qué pude haber hecho mejor?, ;me
entendieron?, incorporaria otros estrechamente ligados a la forma en que se desarrolla un
entrenamiento exitoso, con sustento ademas en lo deseable desde la teoria de la RP. Entre
estos otros cuestionamientos que asumimos relevantes y necesarios pueden plantearse: ;les
di suficiente tiempo para pensar los problemas?; ;terminé resolviendo yo los problemas?; ;los
problemas fueron muy dificiles o sencillos, demasiados o muy pocos?; ;mis explicaciones fueron
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suficientes, mis ejemplos buenos? Las respuestas a estas interrogantes, miradas desde cémo lo
pudieron percibir cada uno de mis estudiantes, luego de cada clase, me permitiria
autoevaluar mi practica y hacerla mas efectiva en términos de logros de aprendizaje.

En general, es dificil expresar en su exacta dimension a través de este breve recuento
y reflexién en torno al Proyecto de Desarrollo Profesional que se presenta todo lo aportador
y enriquecedor que ha sido. Su alcance se puede ver incluso més alla del plano profesional
para el cual fue pensado, ya que me permitié conocer lugares, recursos materiales y
humanos con los que cuentan las instituciones educativas, socializar con entrenadores,
profesores, alumnos, padres de familias, directivos de instituciones y asociaciones, aspectos
que en mi condicién de extranjero, alcanzan una dimensién de importancia mayor, dado
que me dio la oportunidad de seguir ampliando y refinando mi visién del panorama de la
educacion en México y de su cultura en general.
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Anexo 1. Material para la Sesién 2

A

7 N

CARMA en linea
Curso para Entrenadores de Olimpiada de Matematicas

Sesion 2
Sucesiones, Sumas, Progresiones

Los problemas de sucesiones son complicados. Por lo general, el problema enuncia
Unicamente “escribe el siguiente término de la sucesion”. Sin embargo, como una sucesion
es cualquier lista de nUmeros -o de cosas, para el caso- en realidad cualquier nimero
completa lasucesion. Enrealidad, la preguntaimplicita en todos los casos es algo mas como
“escribe el término que mejor complete la sucesion”.

Es decir, estudiantes y docentes debemos tener en claro que -a menos que nos den la
regla que la genera- no hay una Unica manera de continuar una sucesion. Para
ilustrar esto, considera las siguientes sucesiones y escribe el término que mejor
continua la sucesion:

Ejercicio 1: L, M\, M, J,

Ejercicio 2: E, F, M, A, M,

Ejercicio3: U, D, T, C, C, S, S,

Ejercicio 4: 2, 10, 12, 16, 17, 18, 19,

Ejercicio 5: 3, 3,4, 6, 5, 4,
Ejercicio6:1,4,9,61,52,63,94,46,18,1,121, _

Con lo anterior en mente, resuelve los siguientes problemas: hay muchas maneras de
continuar la sucesion y todas son validas; buscamos la manera que mejor complete la
sucesion.

Problema 1. ;Cual es el término que sigue en la sucesion 2, 3, 6, 15, 42, ...2
Problema 2. ;Cual es el término que ocupa la posicion 8 en la siguiente sucesion:
2,3,59,17,..7

Problema 3. En el cuadrado que observas resulta que cada fila, cada columna y cada
diagonal forman una progresion aritmética. ;Qué niumero es x? (Recuerda: en una
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progresidnaritmética, ladiferenciaentre dostérminosconsecutivosesconstante).

21

16

27

Problema 4. La lista (1, x5, x3, ..., x,,, 1000) es la sucesion mas larga de enteros positivos tal
quecadatérminoapartirdelterceroeslasumadelosanteriores (por ejemplo, x, =1+
x,+x3 ). ;Cuanto vale x,?

Problema5. Considere lalista1, 2,2, 3,3, 3,4,4,4,4,5, ...;Cual esel nUmero escrito
enla posicion 2004?

Problema 6. Definimos una sucesion comot; = 1, t, = 2y t,4; = t, — t,_,paran > 2.
Encuentra el valor de t,;5

Problema 7. Sean a,, a,, ...y by, b,, ... progresiones aritméticas tales que a, = 25, b; =
75Y @100 + b190 = 100. Encuentra la suma de los primeros 100 términos de ambas
progresiones.

Problema 8. Como se ve en la figura se han jugado seis fichas de domind, de acuerdo con
las reglas del juego, se une 4con 4, 1 con 1, y asi sucesivamente. Para el caso de la figura la
suma de los puntitos de cada fichason 4, 5, 6, 7, 8, 9 y estan en progresion aritmética; es
decir, los nUmeros tomados en orden tienen una diferencia comiln, en este caso particular
es1.

:De cuantos modos podemos jugar seis fichas de domind, tomadas de una caja comun
de veintiocho, para que los nUmeros queden en progresion aritmética?

Uno de los mayores problemas con los problemas de sumas -sobre todo con estudiantes
jovenes o de primeras participaciones- es la presencia de puntos suspensivos. Ese esun
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punto que es necesario atender; pero la explicacion es sencilla: en la suma
2+4+6+ -+ 2016 + 2018

escribimos los puntos suspensivos de la mismamaneraen que no es viable para nosotros
escribir todos los nUmeros que queremos que sean sumados, tampoco esperamos que
hagan la suma sumando todos los nimeros uno a uno.

Pararesolver estos ejercicios vamos a apoyarnos de formulas para el calculo de sumas,
sobre todo progresiones aritméticas. Una progresion aritmética es la suma de una sucesion
donde la diferencia entre término y término es constante. La formula mas famosa la
conocemos como “formula de Gauss”, para la suma de los primeros n naturales, pero
también usaremos formulas para la suma de los primeros impares, los primeros pares, los
primeros cuadrados y los primeros cubos.

Problema 1. Para cada uno de los siguientes incisos, (i) calcula cuantos numeros se
estan

sumando vy, (ii) calcula el resultado de la suma.
a)1+2+3+-+2019
b)4+7+10+ -+ 2017

€)3+6+9+-+2016

d)8+ 13+ 18+ -+ 558

e) 123+ 114+ 105+ -+ 9

Problema 2. Yarelileyo unlibro. La lectura le tomo6 exactamente 20 dias. El primer dia leyo
12 paginas y cada dia siguiente leyo 5 paginas mas que el dia anterior. ;Cuantas paginas
tenia el libro?

Problema 2. Calcula el resultado de la suma:

999999999 — 99999999 + 9999999 — .- + 999 - 99 + 9.
Problema 4. Calcula el resultado de la suma:

2016 — 2014 + 2012 - 2010+ -~ +8 -6 +4 - 2.

Problema 5. En una fiesta, todas las personas saludaron de mano a cada una de las
demas.

Si en total fueron 32 personas a la fiesta, jcuantos saludos hubo?

Problema 6. LulG sale a pasear a sus 1024 perritos, que son Dalmatas o San Bernardo, todos
de distinta estatura. Durante el paseo se da cuenta de que el mas pequeiio de los San
Bernardo es mas alto que exactamente 9 de sus Dalmatas, hay otro San Bernardo que es
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mas alto que exactamente 10 de sus Dalmatas, otro San Bernardo que es mas alto que
exactamente 11 de sus Dalmatas y asi sucesivamente hasta llegar al ultimo San
Bernardo, que es mas alto que todos los Dalmatas. ;Cuantos de los perritos de
Lult son Dalmatas?

Problema?7.Losnumeros4,7,10, 13, 16, ...donde cada nimero es tres unidades mayor que
elnimero anterior, estan escritos enorden, en un libro, cien niUmeros por pagina. El primer
grupo de cien nUmeros empieza en la pagina 526. ;En qué pagina esta escrito el niumero
2005?

Problema 8. ;Cual es la suma de los digitos del nimero 102°1° — 2010?

Problema 9. ;Cual es la suma de los digitos de 111 ... 11 x101?

N——————

2019

Problema 10. Juan y Carlos se turnan para tomar dulces de una bolsa. Juan toma 1 dulce,
Carlos 2 dulces, Juan 3 dulces, Carlos 4 dulces y asi sucesivamente. Después de un tiempo,
no quedan suficientes dulces para que sigan con la sucesion de modo que la persona en
turno toma todos los dulces que quedan. Cuando se repartieron todos los dulces, Juan tiene
101 dulces en total. ;Cuantos dulces habia en la bolsa originalmente?

Problema 11. Calcula el resultado de 12 — 22 + 32 — 42 4+ ...+ 20012 — 20022 + 20032

Reto 1. Como se muestra en la figura de abajo, hemos acomodado los enteros
positivos en un arreglo triangular, de manera que los numeros arriba o a la
izquierda deben ser menores que los nimeros abajo o a la derecha, y cada linea
tiene mas numeros que la linea superior. Supongamos que a;; representa el
numero que esta en la i-enésima fila de arriba hacia abajo, y es el j-enésimo
numero de la izquierda a la derecha. (Por ejemplo, a,3 = 9.) Si a;; = 2009, ;cual es
el valor dei +j?

1
2 3
4 5 6
7 8 9 10
. 1+2 | 445 2011+2012 .
Reto 2. Una nifa calcula la suma = + — + -+ —o1s Y un nifo calcula la

1.1 1 ,
suma 1 + 5 + 3 + -+ e ;Cual es la suma de sus resultados?

210



Anexos

Reto 3. ;Para qué entero positivo n se satisface la ecuacion siguiente?
1+34+5+--+@2n—1) 2006

24+44+6+--+2n 2007
Reto 4. ;Cual es el entero mas cercano al valor de x — y si
O L U
1 3 5 99
12 22 32 502
y=?+g+7+ +m

Reto 5. Enunafila hay 2017 galletitas, numeradas del 1al2017. Chocoreta se come las
galletitas de la siguiente manera: se come una, se salta una; se come otra, se salta dos; se
come otra, se salta tres y asi sucesivamente hasta llegar al final de la fila. Regresaalinicioy
repite el proceso con las galletitas que quedaron tantas veces sea necesario hasta que se las
come todas. ;Qué nimero tiene la Gltima que se come?

Reto 6. Observa el siguiente
arreglo: . — .

;Cual es la suma del primer vy

altimo términos de la columna Lo
2008? (Por ejemplo, el primer y # ¥ —K R —
altimo términos de la columna 3 ‘ '

son 13y 24, susuma 13+24=37.)

Reto 7. En una escuela se tienen
2011 grupos, cada uno con 2011
alumnos. Cada grupo tiene una caja
en donde los alumnos en orden
consecutivo  colocan pelotas
siguiendo una progresion
aritmética como se muestra en la
tabla:

Alumno 1

Alumno 2

Alumno 3

Alumno 4

Grupo 1

1

2

4

Grupo 2

2

4

8

Grupo 3

12
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Grupo 4 4 8 12 16

Encuentra los grupos que en algin momento logran acumular exactamente 1265
pelotas dentro de su caja.
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Anexo 2. Entrenamiento 6, sesion 1 (E¢S1)

6to ENTRENAMIENTO FECHA:
> h: 4:03 - 8pm
SESION: 1 14/2/2020
LUGAR: Instituto Miguel Agustin Pro CIUDAD: Guadalupe
ENTRENADOR(A): Entrenador 1 ALUMNOS: 12
MODULO: Geometria TEMA: Cuadrilateros ciclicos
EL entrenador St NO
a) (Tiene una planeacién predeterminada para el entrenamiento?
- Trata el tema segiin la propuesta de Jeronimo (2010) titulada: Geometria en Olimpiadas de X
Matemiticas, pero no tiene completamente definidas la seleccion de problemas y la cantidad a
proponer en el entrenamiento, esto tiltimo queda subordinado al ritmo de trabajo de los
estudiantes.

b) ;Cual es la estructura didactica del entrenamiento?

- Comienza recordando el contenido abordado en entrenamientos precedentes como recursos para el nuevo contenido.

- Presenta la definicion, propiedades y demostracion de los cuadrildteros ciclicos segtin Jerénimo (2010).

- Propone problemas afines a la temdtica entre los que difiere el nivel de dificultad seleccionados de Jeronimo (2010). Los
problemas se van revisando a nivel general luego de transcurrido un tiempo prudencial y de anotados en el pizarron
los nuevos problemas para resolver.

- Concluye retomando las propiedades de los cuadriliteros ciclicos.

c) ¢Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesion de
entrenamiento?

- Solo menciona el tema a tratar, presentado como: “Hoy vamos a trabajar con cuadrildteros
ciclicos”.

d) ;Utiliza estrategias motivacionales? ; Cuél(es)?

- Sepasa una hoja donde los estudiantes anotan su cancion de preferencia para escuchar, en un X
volumen moderado, mientras resuelven los problemas propuestos.

e) (Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

- Angulos entre paralelas; angulos en poligonos; dngulos en circunferencias; semejanza y X
congruencia.

f)  ¢Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje? ; Cémo?
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- Propicia la conformacion de equipos (segiin preferencia de los alumnos) donde se elaboren
planes para atacar y resolver la sequnda mitad de los problemas propuestos en la sesion.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

g) ¢Explica en qué consisten los problemas?

- Por lo general minutos después de haber propuesto el problema haciendo énfasis en la X
comprension de cudl es el punto de partida, que se quiere obtener o a dénde se quiere llegar y
en el como se relacionan.

h) ;Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias inteligentes?

- Proporciona tips cuando se hace evidente la dificultad para resolver el problema a nivel
general, transcurrido un tiempo prudencial desde la propuesta del problema y de manera
particular con los alumnos pasando por sus puestos de trabajo. Por ejemplo, les sugiere que

e  Empleen todos los datos
o Contemplen la posibilidad de realizar construcciones

i)  ¢Modela cémo se realizan los problemas?

- Solo en la revision general del problema, cuando los alumnos han encontrado algunas X
soluciones o entiende que el tiempo transcurrido es el suficiente para haberlo resuelto.

j)  ¢Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus explicaciones
como modelo?

- No, los corrige individualmente conforme los va detectando a partir de cuestionamientos.

k) ¢Se utiliza algtn tipo de material didéctico? ;Quién lo utiliza?

l) ;Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

- Explicaciones orales del procedimiento que los condujo o no a una solucion (individualmente, X
pasa por los equipos conformados).

m) ;Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucién de los problemas?
;Cual(es)?

Hacer dibujos:
Prolongar segmentos.

1.

2. Trazar perpendiculares o paralelas.

3. Trazar circunferencias.

4. Trazar tangentes y cuerdas comunes.
Argumentar por contradiccion (reduccion al absurdo)

n) ;Coémo?

e Ante la dificultad intrinseca del problema que supone un obsticulo para avanzar por caminos “mds convencionales”.
e Por economia de procedimientos.

1. Al prolongar ciertos segmentos encuentran algunos detalles que facilitan la solucion del problema ya que se relacionan
nuevos angulos y se determinan poligonos cuyas propiedades se usan o demuestran.

2. Trazar una perpendicular o una paralela a algiin segmento para obtener tridngulos que poseen propiedades titiles en la
entre solucion del problema.

3. Trazar circunferencias circunscritas a determinados poligonos conociendo que son ciclicos para evidenciar relaciones
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entre estas y los dngulos.

4. Ante dos circunferencias tangentes, ya sea la tangencia interior o exterior, trazar la linea tangente a las dos
circunferencias la cual pasa por el punto comiin de ellas y siempre que se tengan dos circunferencias tangentes se debe
considerar la cuerda comiin.

Observaciones generales y apreciaciones personales

La sesion se desarrolla en un ambiente “relajado”, donde los alumnos conversan entre ellos y con el entrenador. Los
alumnos se motivan con el desafio que presupone cada problema.

Entre los tips que éste proporciona enfatiza en que no es bueno proporcionar la respuesta a los problemas de
manera inmediata o luego de intentos breves por parte de los alumnos porque, a su decir, asi como llega el conocimiento
se va. De la misma forma, sugiere que la construccion de la figura de andlisis en cada problema se haga lo mds correcta
posible con relacion a los datos y del tamario adecuado (mds bien grande), ya que la informacion visual que se percibe
puede proporcionar pistas titiles. Otra recomendacion recurrente fue la de considerar en el andlisis todas las premisas
que se establecen desde el enunciado del problema.

Los problemas propuestos, en la mayoria de los casos desde la memoria y/o celular, fueron extraidos y resueltos
a la manera de Jeronimo (2010):

Problema 1.

Demostrar el Teorema 1.5.1 pp. 28-29.

Teorema 1.5.1 Un cuadrildtero es ciclico si y sélo si la suma de dos dngulos opuestos es igual a 180¢.
Problema 2.

Problema 1.38 p. 34.

En la siquiente figura estan trazadas las bisectrices 6 de los dngulos interiores del cuadrildtero ABCD, las cuales se
intersecan en los puntos E, F, G y H, como se muestra en la figura. Demuestra que el cuadrildtero EFGH es ciclico.

A

D

B o
Problema 3.
Ejemplo resuelto: 1.5.1 p. 28.

Las circunferencias C1 y C2 se intersecan en los puntos A y B. Por el punto A se traza una recta que corta a las
circunferencias C1 y C2 en los puntos C y D, respectivamente. Por los puntos C y D se trazan tangentes a las
circunferencias, las cuales se intersecan en el punto M. Demuestra que el cuadrildtero MCBD es ciclico.

Problema 4.
Problema 1.39 p. 34. (se cambio la denotacion original de la figura)
En un tridngulo AABC sean M, N y P, puntos sobre los lados BC, CA y AB, respectivamente. Se trazan las
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circunferencias circunscritas a los tridngulos AAPN, ABMP y ACNM. Demuestra que las tres circunferencias tienen
un punto en comiin. (Resultado conocido como teorema de Miguel)

Problema 5.
Problema 1.50 p. 36.

Demuestra que, si un cuadrildtero ciclico tiene sus diagonales perpendiculares, entonces la perpendicular trazada hacia
un lado desde el punto de interseccion de las diagonales bisecta el lado opuesto.

Problema 6.
Problema 1.44 p. 35.

Se toma un punto P en el interior de un rectangulo ABCD de tal manera que ZAPD + #BPC = 180¢. Encuentra la
suma de los dngulos ZDAP y #BCP.

Los problemas se fueron proponiendo de tal forma que antes de la revision general de cada uno, el siguiente se
copiaba en el pizarron, asi se impuso un ritmo de trabajo continuo.
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6to ENTRENAMIENTO FECHA:
= h: 8:10 - 11am
SESION: 2 15/2/2020
0 ] . CIUDAD:
LUGAR: Instituto Miguel Agustin Pro Guadalupe
ENTRENADOR(A): Entrenador 1. ALUMNOS: 12

TEMA: Resolucion de problemas con

MODULO: Geometria o -
cuadrilateros ciclicos

EL entrenador SI NO
a) ¢Tiene una planeacion predeterminada para el entrenamiento?
Se resuelven otros problemas seleccionados con cierto nivel de improvisacion de la propuesta de X

Jeronimo (2010) titulada: Geometria en Olimpiadas de Matemdticas, pero, igualmente, sin definir
la cantidad a proponer en la sesion, lo que una vez mds se concreta en funcion del progreso de los
estudiantes.

b) ¢Cudl es la estructura didéctica del entrenamiento?

La sesion se desarrolla como una continuacion de la anterior. En esta se inicia recordando la teoria y sequidamente se
procede a la resolucion de problemas con mayor grado de dificultad que giran en torno a la temdtica. Los problemas se
anotaron en el pizarron por pares y en la misma forma fueron revisados con protagonismo del entrenador.

C) ¢(Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesién de
entrenamiento?

Solo el tema a tratar, presentado en la siguiente forma: “Vamos a resolver problemas con
cuadrildteros ciclicos”

d) ¢ Utiliza estrategias motivacionales? ;Cual(es)?

Solo se proponen sucesivamente los problemas.

e) ¢Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

Retoma definicién y propiedades de los cuadrildteros ciclicos

f) (Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?
:Coémo?

A mitad de la sesion y, ante las dificultades que hacen explicitas los estudiantes para resolver los X
problemas, forma diios de trabajo (de forma dirigida) para que intercambien razonamientos que
conlleven a la solucion.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:
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) ¢Explica en qué consisten los problemas?

Da explicaciones minimas a partir de la lectura del problema anotado en el pizarron

h) ¢(Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias
inteligentes?

Los cuestionamientos los formula para anteceder los pasos que implementa en la via de solucion que
expone en la revision general en el pizarron.

¢Hemos visto un problema con una figura semejante?, ;recuerdan qué fue lo que hicimos ese caso?
¢ Qué necesitamos encontrar?

i) ¢{Modela como se realizan los problemas?

Sélo en la revision general de algunos de los problemas.

i) (Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus
explicaciones como modelo?

Reorienta en el camino a seguir a través de preguntas reflexivas por puestos, en el pizarron se

desarrollan las buenas ideas

k) ¢Se utiliza algtn tipo de material didactico? ;Quién lo utiliza? X
1) (Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

Pasa por los puestos comprobando los avances. La mayoria de los alumnos manifiestan
abiertamente sus dificultades para avanzar en la resolucion de los problemas propuestos, llegando a X
implementar una que otra estrategia, pero sin visionar la combinacion necesaria de estas para llegar
a la solucion. Se aplica un examen formal como colofon de la sexta semana de trabajo.

m) ¢Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucién de los
problemas? ;Cuél(es)?

Aplica las estrategias de manipulacion geométricas introducidas en la sesion anterior (Hacer
dibujos).

n) ¢(Coémo?

- Presenta una combinacion de estrategias al exponer la solucion de los problemas.

Observaciones generales y apreciaciones personales

Al igual que en la sesion anterior se percibe un ambiente comodo en el salon por parte de los alumnos, pero su dindmica estuvo
matizada por constantes entradas y salidas del salon por parte del entrenador y la propuesta de problemas que,
comparativamente a los de la sesion anterior, fueron mds complejos, por lo que la sesién se vio limitada a la resolucion de los
stcesivos problemas que le fueron orientados a los alumnos, en los cuales manifestaron dificultades que les impidieron llegar a
la solucidn, consiguiendo en los mejores casos, avances parciales. De igual forma se pudo apreciar que ante las dificultades los
alumnos manifestaron determinadas tendencias irreflexivas como fue el caso del estudiante que sugeria a sus comparieros: “si
estamos viendo ciclicos, hay que buscar ciclicos”. Lo anterior condiciond que en un final los problemas fueran resueltos con
protagonismo del entrenador.

Los problemas propuestos fueron también seleccionados de las experiencias recogidas en Jeronimo (2010):
Problema 1.

Ejemplo resuelto 1.5.2. pp. 29-30.
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Sea BC el diametro de un semicirculo y sea A el punto medio del semicirculo. Sea M un punto sobre el arco de AC. Sean Py Q
los pies de las perpendiculares desde A y C a la linea BM, respectivamente. Demuestra que BP = PQ + QC.

Problema 2.
Ejemplo resuelto 1.5.3. pp. 30-31.

Sea AABC un tridngulo tal que AB > AC > BC. Sea D un punto sobre el lado AB de tal manera que CD = BC, y sea M el
punto medio del lado AC. Demuestra que BD = AC si y solo si ZBAC = 22ABM.

Problema 3.
Ejemplo resuelto 1.5.4. p. 31.

Sea AABC un tridngulo y sea D el pie de la altura desde A. Sean E y F sobre una linea que pasa por D de tal manera que AE
es perpendicular a BE, AF es perpendicular a CF, E y F son diferentes de D. Sean M y N los puntos medios de BC y EF,
respectivamente. Demuestra que AN es perpendicular a NM.

En la sesion de la tarde se aplica el examen correspondiente para evaluar la comprension del contenido tratado en la
sexta semana de entrenamientos, el cual se aplica con el mismo celo que cualquiera de las etapas formales de la Olimpiada ya
que constituye el tercer examen selectivo.
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Anexo 4. Entrenamiento 7, sesiéon 1 (E;S;)

7mo
ENTRENAMIENTO ;Ezc/%o h: 4:10 - 8pm
SESION: 1
LUGAR: Esc. Sec. Técnica 34. Francisco Tenamaxtle (CIDIDYYDE
Zacatecas
ENTRENADOR(A): Entrenador 1. ALUMNOS: 13

ENTRENAMIENTO RUMBO A LA

OLIMPIADA NACIONAL
DE MATEMATICAS MODULO: Teoria de niimeros TEMA: Algebra y teoria de niimeros

EL entrenador SI NO
a) ¢;Tiene una planeacién predeterminada para el entrenamiento?
- Una seleccion de problemas tomados del cuarto apartado de “Problemas Avanzados”, X

perteneciente a la serie: Cuadernos de Olimpiadas de Matemdticas; y, de exdmenes
aplicados en competiciones de afios anteriores en instancias estatales y nacionales.

b) (Cual es la estructura didactica del entrenamiento?

- Presenta el tema a tratar.

- Comienza recordando contenidos relativos al dlgebra abordada desde el curriculo general a partir del 3ro de
secundaria y enfatiza en que el éxito ante los problemas a resolver durante la sesion dependerd en gran medida
de su dominio.

- Propone problemas afines a la temitica que se entrelazan en el tiempo (antes de dar por resulto los anteriores,
propone un nuevo grupo de problemas). En el nivel de dificultad de los problemas propuestos no se percibe
una tendencia definida, esta es mds bien es oscilatoria.

- Interrumpe la concentracion de los alumnos después de orientar el tercer problema para resolver los evaluados
en los dos tiltimos exdmenes aplicados en los entrenamientos (2 de Principio de las Casillas, 1 cuadrildteros
ciclicos, 1 angulos en la circunferencia).

- Contintia con la propuesta de sucesivos problemas, mismos que se revisan fundamentalmente de forma
particular por los puestos de trabajo.

c) (Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesion de
entrenamiento?

- Presenta el médulo como tema general, enfatizando sequidamente en que “el centro
estd en el trabajo con el binomio al cuadrado y con los binomios conjugados”.

d) ¢ Utiliza estrategias motivacionales? ;Cual(es)?

- Miusica Instrumental en los tiempos dados para resolver problema.

e) ¢Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

- Aliniciar la sesion y al modelar soluciones a problemas
Binomio al cuadrado (a + b)? = a? + 2ab + b2. X
Binomios conjugados (a + b)(a — b) = a? — b?

- Reglas de divisibilidad

- Nimeros primos

f) (Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?
(Como? X
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- Deja a voluntad de los estudiantes el asociarse en parejas para resolver los problemas.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

) ¢Explica en qué consisten los problemas?

- Realiza prequntas a los alumnos acerca de si les queda claro lo que se le solicita en los
enunciados y aclara las dudas puntualmente

h) ¢(Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias
inteligentes?

- De forma individualizada por puestos de trabajo como observaciones a respuestas
parciales de los equipos de trabajo y como sugerencias de caminos a seguir. Por
ejemplo:
¢ Como podemos platear las relaciones dadas en una sola expresion?
¢ Pueden expresarla como producto/suma?

JA qué problema se nos parece?

i) ¢{Modela cémo se realizan los problemas?

- Sdlo en la revision general de los problemas.

i) (Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus
explicaciones como modelo?

- Hace ver en el pizarron que el planteamiento no lleva a ningiin lado.

k) ¢Se utiliza algtn tipo de material didéactico? ;Quién lo utiliza?

1) (Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

- Obtiene explicaciones de alguno de los integrantes de los equipos conformados del
procedimiento seguido por estos para llegar a la solucion.

m) ¢Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucién de los
problemas? ;Cuél(es)?
Escoger la notacion efectiva:
- Manipulacién algebraica.
- El uso de los productos notables: (a + b)? = a® + 2ab + b?; (a + b)(a — b) = a® —
b2 y/o factorizacion de trinomios cuadrados perfectos.

n) (Coémo?

- Explicitamente, utilizando problemas andlogos, luego de la primera revision general de un problema en el

pizarron.

Observaciones generales y apreciaciones personales

En la apreciacion del observador, la ausencia de una planeacion debidamente estructurada que guiara el proceso motivd que
el entrenador, “al ritmo de su memoria”, fuese incorporando apartados en la clase. Ejemplo de ello fue la exposicion de
soluciones que hiciera para evacuar dudas entorno los problemas que les habia presentado en los dos iiltimos exdmenes
sabatinos, exdmenes cuyo contenido evaluado no estaba directamente relacionado con la temdtica de la sesion de
entrenamiento (Principio de Casillas, dngulos en circunferencias y cuadrildteros ciclicos) y, sin embargo, esta revision se
interpuso después de orientado el tercer problema de la sesion. De la misma forma se considera que el grado de
improvisacion fue el promotor de que la demanda cognitiva en las actividades propuestas fuese de “ida y regreso”. No
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obstante, si se hizo explicita su separacion en dos bloques, el primero (1-6), relacionando problemas relacionados con el
binomio al cuadrado y, el sequndo (7-9), ligado a binomios conjugados.

Cabe sefialar que el grupo de alumnos se mantuvo durante toda la sesion trabajando con motivacion, en un
ambiente favorable donde no faltan comentarios, chistes, cantos de estribillos de canciones, etc., sin lacerar su desempeiio, ya
que en la mayoria de los casos lograron llegar a soluciones correctas buscando (también en voz alta) analogias con
problemas que han resuelto anteriormente. Otro aspecto significativo fue que, aunque muchos alumnos tuvieron éxito ante
los problemas utilizando diversos procedimientos, por ejemplo, la induccion, el entrenador fue incisivo con que encontraran
soluciones utilizando estrategias de manipulacion algebraica en la que contemplaran el empleo de los productos notables y/o
la factorizacion.

Los problemas propuestos, por su orden, para la sesion fueron los siguientes:
Problema 1.
Sia+b=1ya%+b? =2, ;cuintovale a® + b3?
Problema 2.
Si(x+3)2 =3, ;scudnto vale x3 + %?

x x

Problema 3.
Tenemos un tridngulo rectingulo de drea y perimetro 5. ; Cudnto mide la hipotenusa?
Problema 4.

Identifiquen trinomios cuadrados perfectos y cuando lo sean factoricen:

a) x*+2x+1 ) n®—-8n+16

b) x®+2x+25 g) n?+4n+8

¢ x?2+10x+5 B mPn?42——
) 2 m2n2

2 2
) AT ) 25-10+1

Problema 5.

El cuadrado de un niimero mds el doble de dicho niimero es 999999, ;qué niimero es?

Problema 6.

La suma, la diferencia positiva, el producto y el cociente de dos niimeros suman 420, ;qué niimeros son?
Problema 8.

Un cuadrado de n X n se parte en 25 cuadrados, 24 cuadraditos de 1 X 1 y otro cuadrado. ; Cudles son los valores posibles
paran?

Problema 9.
Encuentra todos los enteros no negativos a y b tales que:
3:2%41=05b2

Con la revision de las tiltimas tres actividades concluye el entrenamiento.
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Anexo 5. Entrenamiento 7, sesién 2 (E-S,)

7mo
ENTRENAMIENTO
SESION: 2

FECHA:
22/2/2020

h: 8:05 - 11am

LUGAR: Esc. Sec. Técnica 34. Francisco Tenamaxtle CIUDAD: Zacatecas

NAMIENTO RUMBO A LA ENTRENADOR(A): Entrenador 1.
PIADA NACIONAL

ALUMNOS: 13

E MATEMATICAS

MODULO: Teoria de nameros TEMA: Algebra y teoria de niimeros

EL entrenador

<

SI

NO

¢(Tiene una planeacion predeterminada para el entrenamiento?

- Trae aspectos del contenido claramente definidos (propiedades especificas) para ser
expuestas a partir una seleccion de problemas del cuarto apartado de “Problemas
Avanzados”, perteneciente a la serie: Cuadernos de Olimpiadas de Matemiticas; y, de
exdmenes aplicados en competiciones de afios anteriores en instancias estatales y
nacionales.

¢Cuadl es la estructura didéctica del entrenamiento?

- Propone problemas acompariados por ciertas pistas (hints, en el lenguaje utilizado tanto por el entrenador como

por sus estudiantes).
- Refiere analogias con otros problemas anteriores.
- Destaca propiedades implicitas en la situacion dada.
- Generaliza dichas propiedades.
- Demuestra la generalizacion.
- Propone problemas andlogos de los cuales se revisaron solo algunos de ellos.
- Resume aspectos relevantes del tema tratado en esta séptima semana de entrenamientos.

9

entrenamiento?

¢(Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesion de

- Inicialmente presenta solo el modulo en el que se trabajaria, pero en varios momentos del
entrenamiento, en el marco del andlisis de cada problema, orienta hacia las propiedades y
estrategias que constituyen el foco de la sesion.

¢ Utiliza estrategias motivacionales? ; Cuél(es)?

- Sedesarrolla tipo clase tradicional.

(Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

- A manera de hint para algunos problemas:

Propiedades tales como:

Teorema fundamental de la aritmética.

(am)n —gmn

(a— b)l(a" — b™)

(a + b)|(a™ + b™); para n-impar

(a® — b |(a™ — b™); para d|n
a—1
a—1

l+a+a*+a’+--+a"=
(a +b)? = a?+ 2ab + b?
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(a+b)(a—b) = a?— b?

f) ;Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?
;Coémo?

- El entrenador asume el protagonismo en los primeros problemas del entrenamiento y ante
problemas andlogos, los olimpicos trabajan de forma independiente.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

) ¢Explica en qué consisten los problemas?

- No al momento de proponer el problema, deja que los alumnos hagan sus inferencias y
seguidamente profundiza en la compresion del enunciado.

h) (Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias
inteligentes?

- Desde su exposicion explicativa general en el pizarron ante las nuevas situaciones y de
forma particular ante las dudas de los estudiantes para resolver los problemas andlogos
que propone.
¢ Qué sucede si n es par/impar?
¢ Como podemos escribir de forma general un primo mayor que tres?

(A qué caso de divisibilidad se corresponde?

- De la misma forma los niveles de ayuda se manifiestan a través de hints que acomparian

al planteamiento de la mayoria de los problemas. Ejemplos:

Problema 1 (hints: usar paridad y residuos)

Problema 4 (hints: manipulacion de los exponentes y procedimiento de la raiz cuadrada
para verificar niimero primo)

i) ¢(Modela como se realizan los problemas?

- Al presentar las “nuevas” propiedades y en la revision general de algunos problemas.

i) ¢Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus
explicaciones como modelo?

- Realiza cuestionamientos que llaman a la evaluacion del procedimiento empleado de
forma individual (por puestos) y realiza demostraciones en el pizarron de estrategias que
no permiten seguir avanzando

k) ¢Se utiliza algtin tipo de material didactico? ;Quién lo utiliza?

1) ;Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

- Explicaciones del procedimiento sequido por algunos estudiantes para avanzar (avances
parciales) ante problemas andlogos a los explicados por el entrenador.
- Aplica examenes formales escritos al término de la sesion.

m) (Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucion de los
problemas? ;Cuél(es)?

- Escoger la notacion efectiva:
Notaciones especificas: ejemplo N.° primo >3 = 6k+1
Manipulacion algebraica
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- Persequir la paridad y residuos.
- Dividir en casos

- Generalizar

n) (Coémo?
- A partir de la ejemplificacion en problemas andlogos que por lo general demandan probar casos de divisibilidad.

Observaciones generales y apreciaciones personales

El entrenamiento transcurre de manera similar a una clase tradicional del tipo: problema-propiedades-generalizacion-
demostracion-problemas andlogos. Los estudiantes mostraron tener los recursos necesarios para asimilar el nuevo
contenido (“propiedades estratégicas para problemas especificos”) y, con independencia de la referida dindmica que primé
en el entrenamiento, se mostraron motivados y colaboradores con la construccion del saber novedoso.

A diferencia de las sesiones observadas anteriormente, el entrenador impuso un ritmo de trabajo para ir
avanzando y alcanzar a tocar los elementos del contenido preconcebidos para la sesion. Entre las estrategias utilizadas con
fines de agilizar el trinsito entre los focos prioritarios de abordaje para la sesion, algunos de los problemas propuestos en el
pizarron el entrenador los hizo acompariar de ciertas pistas (hints) que de alguna manera acotaban el razonamiento de los
resolutores. Con idéntico propdsito solo se realizo la revision general de algunos problemas tipo seleccionados.

Los problemas propuestos y las pistas dadas se reproducen a continuacion textualmente:
Problema 1.
Prueba que:

a) 2n®*-n

b) 6|n®—-n (hints: usar paridad y residuos)

c) 8|n%—1;paran-impar (A partir de d) introduce primo>3=6k+1)
d) 24|n? — 1; para (n > 3,primo)

Problema 2.
Demuestra que:

a)  2019|20202°2° —1  p) 2019]2020™ — 1 (hints: Caso b) Idem a) (usar estrategias de conteo)

Problema 3.
Prueba que para cualquiern € N > 1

a) n?-1n*-1

b) n—1n3-1

¢ n®—-1n°-1

d) n—2|n3—8 (hints: procedimiento andlogo al de problemas anteriores)

Problema 4.

El mayor factor primo < 100 de 38 — 28 (hints: a® — b® = (a — b)(a + b)(manipulacion de los exponentes)
(procedimiento de la raiz cuadrada para verificar niimero primo)

Problema 5.

¢ Para qué n entero positivo n? — 1 es primo?  (hints: paridad y diferencia de cuadrados)
Problema 6.

¢ Para qué n entero positivo n* + 1 es primo?

Problema 7.

Prueba que si d|n; entonces a® — b%|a™ — b"
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Problema 8.

Encuentra el mayor entero n tal que 3™|(22)2920 — 1

Para concluir, el entrenador resume los aspectos mds importantes analizados en la sesion, pregunta dudas y
procede, luego de un receso de 1h, a la aplicacion de un examen formal para evaluar la comprension del contenido,
contemplado como el cuarto examen selectivo.

226



Anexo 6. Entrenamiento 8, sesion 1 (EgS;)

T i ‘Z v ‘3 ] o~ SVO .
oy ,o ENTRENAMIENTO ra iy
Vs pos iy SESION: 1 e

h: 4:10 - 8:03pm

LUGAR: Esc. “Margarita Maza de Juarez”

CIUDAD: Jerez de
Garcia Salinas

ENTRENADOR(A): Entrenador 1.

28 Y 29 DE FEBRERO DE 2020
ESC. "MARGARITA MAZA DE JUAREZ

ALUMNOS: 14

MODULO: Combinatoria

o - . 3

TEMA: Coloraciones

EL entrenador

<

SI NO

¢Tiene una planeacioén predeterminada para el entrenamiento?

- Una seleccion de problemas cuyo camino de solucion demanda el empleo de diversos tipos
de coloraciones.
(Material bdsico: Engel, 1998, pp. 25-38 y de la serie de cuadernos de olimpiadas:
“Combinatoria” y “Problemas avanzados).

¢Cual es la estructura didéctica del entrenamiento?

- Introduce la temdtica a partir de un ejemplo con el tablero de ajedrez (segiin: Engel, 1998, p. 25).

- Propone sucesivos problemas (dos a la vez).

- Proporciona tips que llaman a la reflexion en torno a la comparacion de sus condiciones (si son andlogos o 10)
con los que anteriormente han venido resolviendo, para introducir la logica de utilidad (pertinencia) de diferentes

coloraciones
- De la misma forma que fueron propuestos (dos a la vez) se revisan los problemas.

)

¢(Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesion de

entrenamiento?

- Unicamente el tema a tratar, al cual hace referencia de modo general como
“Coloraciones”.

d)

¢ Utiliza estrategias motivacionales? ; Cuél(es)?

- Sedesarrolla tipo clase tradicional.

e)

(Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

- Coloracion de ajedrez.

f)

(Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?

:Coémo?

- El entrenador orienta los problemas y los olimpicos trabajan de forma independiente.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

8)

¢Explica en qué consisten los problemas?

- En cada problema propuesto insiste en la comprension de lo que se da, lo que se pide y en
cudl es la condicién.

227



Los Problemas de Olimpiadas de Matemidticas. Un Recurso para Atender las

Sobresalientes desde la Escuela

Aptitudes

)

¢Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias preguntas guias

inteligentes?

Formula cuestionamientos dirigidos al colectivo de alumnos con relacion a la
comprension del problema y, precisiones particulares sobre la estrategia de ataque de
forma individualizada, por puestos, luego de escuchar el razonamiento del alumno.
Ejemplos:

¢ Podemos intentar una coloracion de ajedrez?

¢ Qué tipos de elementos tenemos en el conjunto con tal coloracion?

¢(Modela cémo se realizan los problemas?

A partir del ejemplo inicial y luego en la revision general de los problemas propuestos.

j)

¢Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus

explicaciones como modelo?

Realiza demostraciones en el pizarron de la inutilidad de coloraciones vistas
anteriormente que fueron intentadas por algunos alumnos.

k)

¢;Se utiliza algun tipo de material didactico? ;Quién lo utiliza?

)

;Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

Explicaciones del razonamiento sequido por algunos estudiantes para encontrar
soluciones. Los estudiantes manifiestan la dificultad del contenido con relacion a la
ocurrencia de la coloracion adecuada para determinados problemas.

m)

;Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucion de los

problemas? ;Cuél(es)?

Hacer una coloracion de ajedrez.

Hacer uso del teorema de las Casillas, paridad o invarianza (algo que no cambia).
Considerar casos extremos y argumentar por contradiccion

Hacer una coloracion de acuerdo con el peor de los casos o intentar de llegar a lo
contrario a lo que pide el problema (llegar a una contradiccion).

n)

:Coémo?

A través de su ejemplificacion en problemas de combinatoria que evidencian la utilidad de particionar un
conjunto en subconjuntos disjuntos. Plantea que para que el problema salga se les debe ocurrir o conocer una

coloracion, la cual deberd tener cierto sentido.

Observaciones generales y apreciaciones personales

El entrenamiento transcurre en un ambiente favorable, donde los estudiantes tienen la oportunidad de hacer comentarios,
bromas, etc., a la vez que tratan de resolver los problemas propuestos. El entrenador no impone un ritmo de trabajo,
propone los nuevos problemas a resolver y realiza la revision general una vez que ha transcurrido un promedio de 20min
por problema y varios alumnos han encontrado alguna solucion luego de haber trabajado individualmente. En ese lapso
aclara dudas y proporciona “hints” a los alumnos que asi lo requieren. En sentido general los alumnos encontraron la
motivacion en el desafio que le supuso cada problema.
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contribuye a solucionarlo.

Partiendo de esta idea se presento, de forma parafraseada, la situacion descrita por Engel, 1998, p. 25 relacionada
con el tablero de ajedrez y las fichas de domind. La esencia de esta introduccion fue la siguiente:

Se ha demostrado que un tablero de ajedrez (8 x 8) puede ser cubierto con fichas de dominé (2 X 1) de: 2* -
9012 = 129888116 formas, ocupando cada ficha en todos los casos la region de dos casillas contiguas, lo que le hace
corresponder a cada una de estas casillas de la ficha dominé colores distintos del tablero.

Sequidamente:

Si se cortan las dos casillas de una misma diagonal, no es posible cubrir el tablero exactamente, es decir, sin que
se sobresalga o se traslape una casilla de la ficha del dominé de ninguna manera. Lo anterior se explica sobre la base de que
las “esquinas” cortadas tienen el mismo color y, en consecuencia, de las 62 casillas que quedan, a 32 le corresponderia un
color y solo a 30 el otro, por lo que de cualquier forma quedarian, como minimo, dos casillas descubiertas, pero de un
mismo color.

A partir del andlisis de la situacion anterior se presentaron de manera sucesiva los siguientes problemas:
Problema 1.
A un tablero de ajedrez se le quita una casilla de la esquina y se quiere tapizar con fichas de 1 X 3. ; Serd posible?
Problema 2.

A una cuadricula de 10 X 10 se le recorta la casilla de una de sus esquinas. ;Serd posible tapizarla con un tetraminds en
forma de T?

Problema 3.
Prob. 1, p. 26, (Engel, 1998).

Un suelo rectangular estd cubierto por azulejos de 2 X 2 y 1 X 4. Un azulejo quedo destrozado. Hay un azulejo del otro
tipo disponible. Demuestra que el suelo no puede ser cubierto al cambiar los azulejos.

Problema 4.

Se tiene un tablero de 11 X 11 al que se le ha quitado el cuadradito del medio. ; Cudl es la mayor cantidad de fichas de
3 x 4 que puedo colocar sin que se traslapen o se salgan del tablero?

Problema 5.
Prob. 6 p. 26, ( Engel, 1998).

Considera una cuadricula de n X n a la que se le quitan los cuadrados de las esquinas. ; Para qué valores de n se puede
cubrir la cuadricula con tetraminds en forma de L?

Problema 6.

Se tiene una cuadricula de n X n y se le quita una de las esquinas, se quiere cubrir con fichas de dominé de 2 X 1 de forma
tal que la cantidad de fichas verticales y horizontales sea la misma. ; Para qué valores de n se cumple?

Problema 7.
Muestre que un rectdngulo de m X n se puede llenar con cuadrados de 2 X 2 si y solo si m y n son pares.

No se produce un cierre formal de la sesion.
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Anexo 7. Entrenamiento 8, sesion 2 (EgS,)

A= A 8vo .
)/ ovo. eNTReENAMIENTO ESTATAL | | 8%, | ENTRENAMIENTO : h: 8:10 - 11am
“OLIMPIADA DE MATEMAHCAS‘;] SESION: 2 29/2/2020

ZACATECA

CIUDAD: Jerez
de Garcia Salinas

BIENVENIDOS
=N LUGAR: Esc. “Margarita Maza de Juarez”

] 28Y290¢ FLBR'[HD.?I; :‘a:-: g ENTRENADOR(A): Entrenador 2. ALUMNOS: 14
*ﬂ pozmg 8 MODULO: Combinatoria TEMA: Separadores
EL entrenador si NO

a) ¢Tiene una planeacion predeterminada para el entrenamiento?

- Una seleccion de problemas de combinatoria donde es posible implementar el uso de
separadores como estrategia de conteo. Los problemas son tomados de Cuadernos de
Olimpiadas: “Combinatoria” y “Problemas avanzados”.

b) (Cual es la estructura didactica del entrenamiento?

- Recuerda definiciones.
- Propone problemas.
- Los alumnos exponen las soluciones halladas en el pizarrén a sus comparieros.

c) ¢(Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesioén de
entrenamiento?

- Presenta el tema como: “Uso de separadores en problemas de combinatoria”

d) ¢ Utiliza estrategias motivacionales? ;Cual(es)?

- Fomenta el protagonismo estudiantil en la revision general de los problemas.

e) ¢Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

Recuerda:
- Principio fundamental del conteo X
- La expresion general de separadores que permite repartir N elementos en r
N+r— 1)

subconjuntos ( _1

f) (Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?
;Como?

- Sedeja con cardcter opcional y algunos se integran en equipo de a 3.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

g) ¢Explica en qué consisten los problemas?

- Propone los problemas por parejas y los deja abierto a la comprension de los X
discipulos.

h) ¢Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias

inteligentes?
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- El entrenador no ofrece ningtin nivel de ayuda

i) ¢{Modela como se realizan los problemas?

- Solo para el primer problema propuesto.

)] (Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus
explicaciones como modelo?

- Interviene poco durante la sesion. En este sentido se limita a sefialar los errores X
detectados a su paso por los puestos de trabajo.
k) ¢Se utiliza algtn tipo de material did4ctico? ;Quién lo utiliza? X
1) (Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

- Las producciones escritas en cuadernos de algunos alumnos.

- Explicaciones en plenaria de alumnos voluntarios para exponer su razonamiento en X
el pizarron.

- Aplica examen formal en el cierre de la jornada de entrenamiento.

m) (Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucion de los
problemas? ;Cuél(es)?

- Utilizacion de separadores en problemas de conteo.
- Estrategias de conteo.

n) (Coémo?

- Awpartir de la ejemplificacion de su utilidad para simplificar tiempo y esfuerzo en problemas cuyo andlisis
por casos demanda conteos muy extensos.

Observaciones generales y apreciaciones personales

La sesidn transcurre en un ambiente favorable donde algunos alumnos trabajan de forma individual y otros en equipo
N+r— 1)
r—1
como la expresion general de separadores que permite repartir N elementos en r subconjuntos, visto como una

permutacion con repeticiones, siguiendo lo expuesto en Pérez, 2000, p. 76.

a partir de que el entrenador presentara el tema a tratar y, seguidamente, presentara y ejemplificara (

Luego de esta breve introduccion, el entrenador hizo recaer todo el protagonismo en los estudiantes,
limitando sus intervenciones a nivel general a la propuesta de los nuevos problemas y a checar el trabajo de algunos
alumnos en cada problema de manera particular. La modelacién de una solucion para cada problema propuesto fue
expuesta por los propios alumnos que voluntariamente se brindaron para compartirla desde el pizarron.

Algunos alumnos manifestaron abiertamente tener dificultades para resolver ciertos problemas propuestos,
atin asi, el entrenador los dejo trabajar de forma autonoma. La propuesta en si fue la siguiente:

Problema 1.

Ejemplo 10.1 p. 75 Cuaderno: “Combinatoria”. (Pérez, 2000).

¢ De cudntas formas pueden comprarse 20 galletas de una tienda que vende galletas de 5 sabores?
Problema 2.

Noé quiere subir 30 escalones, pero solo quiere pisar 7 de ellos. Si puede brincar todos los que sean necesarios, ;de
cudntas formas puede hacerlo?
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Problema 3.
Ejemplo 10.4 p. 76 Cuaderno “Combinatoria. (Pérez, 2000).

¢De cudntas formas pueden escogerse 8 enteros a,, a,,..., ag, no necesariamente distintos, tales que 1 < a; < a, <
< ag <87

Problema 4.

Encuentra cudntas ternas (x; y; z) satisfacen: x +y + z = 2020.

Problema 5.

¢ De cudntas maneras se pueden escoger 5 elementos, no consecutivos, del conjunto {1;2;3; ...; 15}?
Problema 6.

Se quieren repartir 35 naranjas en 6 cajas numeradas de tal manera que ninguna caja quede vacia. ;De cudntas
maneras se puede hacer?

Problema 7.
¢ Cudntas niimeros menores a 10000 hay tal que la suma de sus digitos es 92

En el cierre de la sesion, el entrenador explica soluciones para los dos problemas evaluados como colofon de
la semana anterior de entrenamientos.

Posteriormente, luego del receso de 1h, programado después de 3h de entrenamiento, se aplica un examen
formal conformado por dos problemas con la finalidad de evaluar el aprendizaje con relacion al contenido tratado en
esta octava semana de entrenamientos el cual constituye el quinto examen selectivo.
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Anexo 8. Entrenamiento 9, sesion 1 (E9S)

Brunoyy Victor Eduardo 9no FECHA:
é} Gém & ENTRENAMIENTO 6 . h: 4:07- 8pm
> /3/2020
SESION: 1
LUGAR: Instituto Educativo de Zacatecas CIUDAD:
ENTRENAMIENTO Y Gmmzu sELECTNo (IEZ) Guadalupe
OLIMPIADA NACIONAL ENTRENADOR(A): Entrenador 1. ALUMNOS: 13
DE MATEMATICAS )
Zo MODULO: Geometria TEMA: Lineas y puntos notables en
ﬂ m 6 v. 7 de‘ml, “a ‘ un tridngulo

EL entrenador SI NO

a) ;Tiene una planeacion predeterminada para el entrenamiento?

- El tratamiento del contenido se realiza segiin lo propuesto en el Capitulo 2 de Jeronimo X
(2010).

b) ¢Cual es la estructura didactica del entrenamiento?

- Introduce la definicion de mediana.
- Sedemuestran propiedades.

- Define el baricentro.

- Se demuestran propiedades.

- Se realiza el mismo tratamiento respectivamente para mediatriz-circuncentro, bisectriz-incentro y altura-
ortocentro.

- Seproponen y resuelven problemas.

c) (Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesion de
entrenamiento?
- Escribe en el pizarron el tema a tratar como: “Lineas y puntos notables en un X
triangulo”
d) ¢ Utiliza estrategias motivacionales? ;Cual(es)?
- La sesion se desarrolla de forma tradicional pero enriquecida con material diddctico.
e) (Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?
- Algunos de ellos, solo los que tienen que ver con las definiciones y propiedades de las X

lineas y puntos notables.

f) (Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?
(Como?
X
- Trabajo en diios.
Al mediar la interaccién de los alumnos con los contenidos:
) ¢Explica en qué consisten los problemas?
X

- Enfatiza en la comprension de los datos, la condicién y lo que se busca en cada problema
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propuesto.

h)

inteligentes?

¢(Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias

Proporciona ayuda para la construccion de figuras no dadas v,
Preguntas reflexivas como apoyo a las explicaciones que da a algunos diios de alumnos
y en la revision general del problema, por ejemplo:

*  ;Qué punto notable cumple tal condicion?

*  ;En qué razon se encuentran determinados segmentos?

*  ;Nos ayudaria encontrar tridngulos semejantes?

¢{Modela como se realizan los problemas?

Transcurrido el tiempo dado para resolver el problema explica una solucion en el X
pizarron.

j)

explicaciones como modelo?

(Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus

Le pide que realicen la demostracion de su planteamiento de y en el pizarron se
presentan solo ideas correctas.

¢Se utiliza algtn tipo de material didactico? ;Quién lo utiliza?

Demostraciones con material concreto (Tridngulos en papel para demostrar propiedades X
de la mediana y el baricentro).

¢Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

Explicaciones de uno de los alumnos de cada diio de trabajo sobre los razonamientos que X
lo llevaron a la solucion.

m)

problemas? ;Cuél(es)?

Hacer dibujos

¢(Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucion de los

Trazar lineas y puntos notables. X
Prolongar segmentos.

Trazar paralelas y perpendiculares
Argumentar por contradiccion
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(Coémo?

A partir de la ejemplificacion de su utilidad para determinar y relacionar nuevos dngulos, tridngulos
congruentes o semejantes y cuadrildteros ciclicos.

Observaciones generales y apreciaciones personales



Anexos

La sesion se desarrollo en un ambiente favorable donde los alumnos se mostraron visiblemente motivados y colaborativos
con el aprendizaje.

El entrenador, luego de presentar el tema a tratar, abordo las definiciones y propiedades de las rectas y puntos
notables, proponiéndole la demostracion de algunas de estas propiedades a los alumnos, mismas que posteriormente son
analizadas en plenaria. Para la presentacion de estos objetos matemdticos utiliza recursos diddcticos, por ejemplo, la
propiedad que tiene la mediana de determinar dos tridngulos con la misma drea y el baricentro como centro de gravedad
del tridngulo las evidencia a partir de tridngulos construidos en papel. Para el caso de la mediatriz coloca dos puntos en
el pizarron y les pide a algunos alumnos sucesivamente que ubiquen puntos que equidisten de los puntos iniciales, con lo
cual, pasado el tercer alumno, pudieron definirla como el conjunto de puntos que equidistan de los extremos de un
segmento.

Presentada la teoria, esta se resume Yy se procede a formar diios de trabajo para resolver los problemas
siguientes, donde, por lo general, la demanda consiste en la realizacion de demostraciones, mismos que se anotaron en la
pizarra de dos en dos:

Problema 1.

Problema 2.4 p. 73 (Jerénimo, 2010).

Demuestra que si en un tridngulo dos medianas son iguales entonces el tridngulo es isdsceles.
Problema 2.

Problema 2.5 p. 73 (Jeronimo, 2010).

Problema 3.

Sea ABC un tridngulo rectdngulo. Sea <B = 90, M el punto medio de AC y H el pie de altura desde B. Prueba que la
bisectriz de «B bisecta a *MBH.

Problema 4.

Demuestra que la bisectriz corta al lado opuesto en la misma razén de los lados que equidista.
Problema 5.

Adaptacion del ejemplo 2.2.3 p. 77 (Jerénimo, 2010).

Sea I el incentro de ABC, sea | la interseccion de Al con la circunferencia circunscrita de ABC. Prueba que ] es el
circuncentro de BIC.

Problema 6.
Problema 2.51 p. 89 (Jerénimo, 2010).

En un triangulo ABC sean H, O y M, el ortocentro, el circuncentro y el punto medio del lado BC, respectivamente.
Demuestra que AH es el doble de OM.

Anotada cada pareja de problemas en el pizarrén el entrenador pasa por los puestos de trabajo escuchando el
razonamiento seguido por algunos estudiantes y transcurrido un tiempo prudencial conduce su revision a nivel general.
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Anexo 9. Entrenamiento 9, sesion 2 (EqS,)

Brunoy Victor Eduardo 9no CECHA:
| ENTRENAMIENTO y h: 8:15 - 11am
by dn b s = 7/3/2020
' ; m; SESION: 2
o @, LUGAR: Instituto Educativo de Zacatecas CIUDAD:
ggﬁkmmmo Y ﬁmmeu SELECTIVO (IEZ) Guadalupe
OLINiPIADA NACIONAL | ENTRENADOR(A): Entrenador 1. ALUMNOS: 13
DE MATEMATICAS .
it MODULO: Geometria TEMA: Lineas y puntos notables en
NG v 7 de Marz un tridangulo (Continuacion).

EL entrenador

<

SI NO

a) ;Tiene una planeacién predeterminada para el entrenamiento?

- Seleccion de problemas “en el momento”, utilizando como fuente basica los
propuestos en el Capitulo 2 de Jeronimo (2010).

b) ;Cual es la estructura didactica del entrenamiento?

- Recuerda definiciones y propiedades de las rectas y puntos notables.
- Propone problemas ( algunos de ellos acompariados de hints).

- Realiza revisiones individuales sin adelantar estrategias claves

- Realiza la revision general del problema.

c) ¢Presenta al grupo los propésitos (aprendizajes) esperados con la sesién de
entrenamiento?

- Solo el tema con el que se relacionan los problemas de la sesion aludiendo a que la
sesion es una “continuacion de lo visto en la anterior”

d) ¢;Utiliza estrategias motivacionales? ; Cudl(es)?

- La sesion se desarrolla tipo clase tradicional.

e) (Recupera saberes (recursos) de los alumnos sobre los contenidos a estudiar?

- Inicia retomando las definiciones y propiedades de las lineas y puntos notables.

f) (Fomenta el trabajo colaborativo al realizar las actividades de aprendizaje?
(Coémo?

- Trabajo en diios.

Al mediar la interaccion de los alumnos con los contenidos:

) ¢Explica en qué consisten los problemas?

- Los anota en el pizarron a la vez que le da lectura en voz alta haciendo hincapié en
la comprension del enunciado.

h) (Proporciona niveles de ayuda a través de sugerencias o preguntas guias
inteligentes?
- Esboza las figuras que cumplen las condiciones dadas
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Anexos

- Enel marco de las explicaciones que da a algunos diios de alumnos no sin antes
dejar que batallen con el problema y posteriormente en su revision general, por
ejemplo:

*  ;Qué punto notable cumple tal condicion?
*  ¢En qué razon se encuentran determinados segmentos?
*  ;Nos ayudaria encontrar tridngulos semejantes?

i) ¢{Modela como se realizan los problemas?

- Transcurrido el tiempo dado para resolver el problema.

)] ;Retoma los razonamientos erréneos expresados por los alumnos en sus
explicaciones como modelo?

- El tratamiento al error se realiza de forma individual en los diios de trabajo en que
tuvieron lugar y se presentan en el pizarron sélo las buenas ideas

k) ¢Se utiliza algtn tipo de material didéctico? ;Quién lo utiliza?

1) (Obtiene evidencias del aprendizaje de los alumnos?

- Explicaciones de alumnos sobre los razonamientos que lo llevaron a la solucion.
- Producciones escritas que tienen lugar durante la sesion y posteriormente con
motivo de la aplicacion del sexto examen selectivo.

m) (Gestiona la utilizacién de estrategias heuristicas para la resolucion de los
problemas? ;Cuél(es)?

Hacer un dibujo
2 X
- Trazar lineas y puntos notables.

- Prolongar segmentos.
- Trazar paralelas y perpendiculares.

n) ¢Coémo?

- A partir de la ejemplificacion de su utilidad para determinar y relacionar nuevos angulos, tridngulos
congruentes o semejantes y cuadrildteros ciclicos.

Observaciones generales y apreciaciones personales

La sesion se presenta como una continuacion de la desarrollada el dia anterior. Los alumnos se manifiestan motivados y a
gusto, pero desde los inicios dejan ver su preocupacion por las caracteristicas que puedan tener los problemas que
componen el sexto examen selectivo que, relacionados con la temdtica presentada, deberdn realizar al cierre de la jornada.
Al respecto el entrenador refiere que con la teoria vista hasta ese momento es suficiente para resolverlos.

Partiendo de ello, antes de empezar con la propuesta de los problemas a resolver en el entrenamiento, mismos
que fue seleccionando conforme fue avanzando la sesion utilizando como material bdsico nuevamente a Jerénimo (2010),
retoma las definiciones y propiedades de las lineas y puntos notables. Esta introduccion tuvo como colofon la
presentacion del primer problema en el entrenami