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Resumen

Resumen

En este documento se hace un analisis de investigaciones que buscan la transicién del
pensamiento numérico al algebraico, y otras, que clasifican las dificultades que regularmente
tienen los estudiantes para apropiarse de los conceptos del Algebra escolar, a efecto de
identificar recursos matematicos que desarrollan el pensamiento algebraico.

Con el mismo propdsito se disefié una secuencia didactica que toma en consideracion
las conclusiones de estas investigaciones, y se aplicd en una escuela secundaria de Jerez
Zacatecas (México). Los resultados ponen de manifiesto que en la transicion del
pensamiento numérico al algebraico, surgen junto a los aspectos relacionados con la
complejidad de los objetos y de los métodos del Algebra, otros, como las formas de
ensefianza, las situaciones de aprendizaje y el contrato didactico que se desarrollan en las
clases.

Se analiza la propuesta desde el modelo de Competencia Matematica Formal (CMF),
como un modelo fenomenolégico, que permite caracterizar con mejor precision la
introduccion de los estudiantes a la adquisicion del pensamiento algebraico.

Con base en los resultados de la primera aplicaciéon, se hizo un redisefio de la
secuencia que toma en cuenta los aspectos de Enfoque Loégico Semidtico (ELOS) en
conjunto con los considerados en la primera secuencia, con la intencién de caracterizar las
herramientas que son indispensables para que los estudiantes se involucren de una mejor
manera a situaciones problematicas correspondientes al uso de literales bajo un enfoque
algebraico. Concluyendo con la idea de que el redisefio de la secuencia didactica permitira
una mejora en la forma de ver el Algebra escolar.

Palabras clave: Pensamiento numérico, pensamiento algebraico, incégnita especifica,
namero generalizado, relacion funcional.






Introduccioén

Introduccion

El presente documento pone de manifiesto la existencia de una problemética que
regularmente presentan los estudiantes de escuela secundaria® al transitar del pensamiento
numérico al pensamiento algebraico, debido a la complejidad del Algebra; dicha problematica
se detecta mediante la experiencia docente y el andlisis de investigaciones sobre acciones
inadecuadas que suceden cuando los estudiantes comienzan el desarrollo del Algebra
escolar.

En esta investigacion se consideran y definen, los dos tipos de pensamiento y el
Algebra, intentando caracterizar las herramientas necesarias para que los estudiantes
puedan llegar a razonar y comprender la nocién de nameros representados con literales;
para ello, se disefia una secuencia didactica fundamentada en la Teoria de Situaciones
Didacticas (Brousseau, 1986), la Ingenieria Didactica (Artigue, Douady, Moreno y Gémez,
1995), y el modelo 3UV (tres usos de la variable) (Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros,
2005), con la finalidad de que propicie en los alumnos, mediante el desarrollo de ejercicios y
situaciones problematicas pensadas para el trabajo en grupo, el cambio del pensamiento
numeérico al algebraico.

La secuencia se implementa en un grupo de alumnos de primer grado de una escuela
secundaria de Jerez de Garcia Salinas, Zacatecas (México). Se realiza también un analisis
detallado del material utilizado y de los resultados obtenidos, con el fin de reflexionar sobre la
coherencia o no de la investigacioén, con los objetivos planteados previamente en la misma.

El analisis realizado de los resultados de la secuencia se basa fundamentalmente en
dos aspectos del Enfoque Logico Semiotico (ELOS) (Socas, 2001, 2007): la Competencia
Matematica Formal (CMF) y la consideracion de errores, obstaculos y dificultades del inicio
del Algebra escolar, detectando que el contrato didactico que regularmente se da en las
aulas de clase en las que se ensefa de forma tradicional la Matematica, no propicia el
desarrollo de un pensamiento algebraico en los estudiantes.

Los resultados obtenidos y la discusion de los mismos muestran la necesidad de
realizar un analisis mas exhaustivo para determinar otros aspectos de la naturaleza de los
objetos algebraicos y numéricos que faciliten la transicion entre Aritmética y Algebra,
tomando en consideracion los aciertos y errores de los estudiantes, asi como, una mayor
profundizacién en el disefio de la secuencia didactica en la que se contemple con mas
claridad los elementos operacionales, estructurales y procesuales, que puedan intervenir en
la ejecucion y aplicacion de dicha secuencia, facilitando en este sentido una mejora de las
practicas docentes que se dan en la escuela secundaria cotidianamente.

Se realiza un andlisis reflexivo y se redisefia una secuencia considerando los
resultados obtenidos en la experimentacion de la primera mds, investigaciones sobre
Didéactica del Algebra, la caracterizacion de las competencias matematicas que deben estar

! La escuela secundaria en México corresponde a los primeros tres afios de ESO en Espafia, los
alumnos de primer grado generalmente oscilan entre los 11 y los 12 afios.
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incluidas en situaciones problematicas referentes al pensamiento algebraico, el curriculo de
educacion de México para la enseflanza de las Matematicas (Secretaria de Educacion
Pulblica, SEP, 2006) para analizar el nivel de desarrollo del pensamiento algebraico que
poseen los estudiantes, fundamentada en los mismos aspectos que la anterior con la
inclusién de los dos elementos del ELOS que sirvieron para el analisis.

La finalidad de la investigacion es considerar qué elementos de los trabajados,
propuestos en investigaciones en el campo del pensamiento numérico y algebraico, sirven y
se pueden utilizar en un contexto de alumnos de primer grado de secundaria bajo los planes
y programas de estudio de México para promover una buena ensefianza del pensamiento
algebraico, dejando abierta una propuesta para el analisis del tipo de pensamiento que
predomina en los estudiantes después de haber resuelto ecuaciones lineales de una y dos
incégnitas.

Para el desarrollo de esta investigacion se ha segmentado la informacion en capitulos,
cada uno fundamenta, valida o0 muestra lo que es indispensable para lograr los objetivos
propuestos.

En el primer capitulo se presenta la deteccion de una probleméatica en el momento de
cambiar el pensamiento de los estudiantes de numérico a algebraico; se explicita qué se va a
considerar como pensamiento numérico, pensamiento algebraico y Algebra. Se analizan
investigaciones que muestran la existencia de dificultades por parte de estudiantes que
comienzan a trabajar con temas algebraicos, ademas de hacer una reflexién acerca de
éstas, se muestra que nuestro trabajo se realiza con la finalidad de caracterizar las
herramientas que estan en juego cuando se trabajan temas de Algebra con los estudiantes
de la escuela secundaria.

En el segundo capitulo se describen las herramientas conceptuales que se utilizaran
en el desarrollo de la investigacién, pretendiendo encontrar recursos y estrategias para que
los alumnos logren la transicién del pensamiento numérico al algebraico; se consideran
varias teorias que aportan elementos que son complementarios: la teoria de situaciones
didacticas (Brousseau, 1986), la transposicion didactica (Chevallard, citado en De Faria,
2006), el Enfoque Ldgico semidtico (ELOS) (Socas, 2001, 2007), y el Modelo 3UV (Ursini,
Escarefio, Montes y Trigueros, 2005).

En el tercer capitulo se desarrolla una secuencia didactica mediante el disefio de una
ingenieria didactica (Artigue, Douady, Moreno y Gomez, 1995); ademas, se aplica y se
obtienen resultados que permiten caracterizar la entrada al mundo del pensamiento
algebraico en alumnos de primer grado de escuela secundaria.

En el cuarto capitulo se muestran los resultados de un analisis reflexivo con base en
las situaciones problematicas planteadas y los resultados obtenidos de la aplicacion de la
secuencia. Se aportan conclusiones, las cuales propiciaran una nueva estrategia para la
mejora en la ensefianza de las Matematicas, favoreciendo la transicion de la Aritmética al
Algebra.
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En el quinto capitulo se analizaron los resultados y las primeras conclusiones de la
aplicacion de la secuencia didactica bajo dos elementos del ELOS, con la intencién de hacer
un andlisis del contenido que esté en accion al desarrollar nuevas situaciones problematicas;
se plantea una nueva propuesta didactica en la que se afiaden elementos a los considerados
inicialmente, con la finalidad de propiciar una mejora en la adquisicién de herramientas del
pensamiento algebraico.

Finalmente, en las conclusiones, se indica qué puntos se cumplieron y cuéles no de los
propuestos en los objetivos de la investigacion, dando respuesta a la pregunta que se
formulé en el primer capitulo.
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Capitulo 1. Planteamiento del Problema

En el capitulo uno se presenta la deteccién de una problematica en el momento de
cambiar el pensamiento de los estudiantes de numérico a algebraico; se explicita que se va a
considerar como pensamiento numérico, pensamiento algebraico y Algebra. Se analizan
investigaciones que muestran la existencia de dificultades por parte de estudiantes que
comienzan a trabajar con temas algebraicos, ademas de hacer una reflexion de las
investigaciones, se muestra que esta investigacion se realiza con la finalidad de caracterizar
las herramientas que estan en juego cuando se trabajan temas de Algebra con los
estudiantes de la escuela secundaria.

1.1 Motivacion

Basandose en la experiencia docente y en la de estudiante de escuela secundaria del
investigador?, se ha concebido la idea de que para los estudiantes de este nivel no es
sencillo cambiar su forma de pensar; es decir, ingresan acostumbrados a trabajar
numéricamente las situaciones problematicas de Matematicas y, en este mismo nivel deben
ampliar su pensamiento para adquirir nuevas nociones y conceptos matematicos, incluyendo
las algebraicas.

De acuerdo con esta experiencia, se hace referencia de las dificultades a las que se
enfrentd el investigador al aprender Algebra. La primera fue la relacion que existia entre el
namero Yy la literal; es decir, en una situacién problematica mateméatica que involucraba una
ecuacion lineal, la pregunta que le surgia era la siguiente: ¢,como era posible que para llegar
a una solucién tuviera que escribir una letra que a su vez representaria un nimero?, siempre
intentaba llegar a un resultado especifico, debido a que era la manera en que estaba
acostumbrado a resolver una situaciéon problematica matematica, no aceptaba la falta de
clausura®. Pudo lograr el cambio de lo aritmético a lo algebraico; sin embargo, ello no
garantizé que comprendiera los procedimientos que utilizaba, ya que solo los realizaba de
manera mecanizada, para poder realizar las tareas asignadas.

Muchas veces los profesores tienen la idea de que los estudiantes, al saber resolver
ejercicios, estan aprendiendo Matematicas; el mismo pensamiento tienen en torno al
Algebra, considerando que un estudiante puede aprenderla al resolver ejercicios, y en
ocasiones argumentan que son similares a los que ya sabian resolver, sin darle un
significado a lo que se esta resolviendo “el Algebra no se puede considerar Gnicamente
como una simple generalizacion de la Aritmética; aprender Algebra no es meramente hacer
explicito lo que estaba implicito en la Aritmética” (Socas, 2011, p 25).

En la actualidad, la transicion del pensamiento aritmético al algebraico sigue siendo un
problema crucial en las Matematicas escolares, como lo prueban investigaciones en el area

2 El investigador es el autor del documento.

® La clausura es considerar en una igualdad los términos (literales y numéricos) como operables entre
ellos para que en el otro lado de la igualdad se escriba un resultado especifico y producto de la
operacion que se realizo.
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de Did4ctica de la Matematica (Palarea, 1999; Ruano, Socas y Palarea, 2003; Molina, 2009).
Al respecto Papini (2003) menciona que “la entrada en el mundo del Algebra supone para los
alumnos que vienen de practicas aritméticas una ruptura cognitiva esencial” (p. 44)

En concordancia con lo anterior, se mostrara el siguiente ejemplo de una clase de
segundo grado de secundaria, en la cual el investigador era profesor ayudante. El tema que
se trabajo era sistemas de ecuaciones lineales con dos literales; el problema matematico que
se aplico fue el siguiente:

"Diego y Claudia fueron a una tienda de discos compactos. Diego fue al
departamento de discos de musica y vio que todos los discos estaban a un
mismo precio. Claudia fue al departamento de peliculas y vio que todas estaban
al mismo precio. Diego pag6 $270 por 2 discos de musica y una pelicula;
mientras que Claudia pag6 por $255 por un disco de musica y 2 peliculas. ;Cual
es el precio unitario de las peliculas y los discos?"

Para esta situacion problemética, los alumnos sugirieron que el maestro la resolviera y
posteriormente se agregaran otras similares para su solucion, pues este era el tipo de
contrato didactico que ellos seguian. Socas menciona que “el Algebra supone un cambio de
pensamiento del estudiante y la dificultad para muchos principiantes de la transicion desde lo
que puede considerarse modo informal de representacion y resolucion de problemas”
(Socas, 2011, p. 25).

La existencia de una problematica pudo ser detectada en esta situacion porque los
alumnos tenian como referente que una féormula sirve para cualquier problema de la misma
estructura, haciendo algun tipo de cambio; por ejemplo, cuando conocen las férmulas
geométricas de areas y perimetros, una misma férmula funciona para cualquier area o
perimetro del mismo tipo de figura, es un caso particular en el que se le asigna a la literal un
uso como incégnita especifica; Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros (2005) mencionan que
cuando se trabaja una literal como incAgnita especifica, los estudiantes deben tener la
capacidad de representar simbdlicamente una cantidad desconocida que esté relacionada
con los datos del problema; es lo que intentaban hacer los estudiantes pero este uso no lo
llevan a un contexto algebraico, sino que contindan pensando que les servira para cualquier
ejercicio de este tipo. En este caso los estudiantes siguieron teniendo presente la concepcion
de que el mismo proceso o los mismos datos, les iban a “funcionar” para esta serie de
problemas.

La situacion anterior hace visible el hecho de que falta algo para trabajar el Algebra
escolar de una manera efectiva, ya que algunas veces los estudiantes no se interesan en
razonar lo que se esta contestando y algunos profesores no estan dispuestos a cambiar el
pensamiento de los estudiantes, solamente les propone una cantidad excesiva de ejercicios
y ellos los resuelven mecanicamente, sin percibir los conocimientos que estan utilizando para
la solucion de dichos problemas.

La motivacion por este tema de investigacion se debe a que se han detectado
dificultades en los estudiantes en el momento de trabajar temas de Algebra en la escuela
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secundaria; se considera que la incomprension se da al no desarrollar correctamente el
cambio del pensamiento aritmético al algebraico. Indicamos que existe investigacion acerca
de este problema (Socas, 1997, 1999, 2010, 2011; Palarea, 1999; Ursini et al., 2005; Butto y
Rojano, 2010 y Radford, 2010, 2013); sin embargo, no se ha detectado que se utilicen en la
practica docente los resultados de dichas investigaciones, “Algunas de las revistas de
investigacion en educacion matemdtica tienen como meta sus hallazgos cognitivos y
discuten sus implicaciones instruccionales. Sin embargo muchos de los articulos aparecen
escritos para otros investigadores, no para el profesorado” (Socas, 2011, p. 22). Con base en
la informacion anterior, la idea de este trabajo es analizar esas investigaciones para crear
una secuencia de clase e intentar ponerla en practica con un grupo de estudiantes para
apoyar la categorizacion de elementos que intervienen en la transicion de la Aritmética al
Algebra.

1.2 El pensamiento algebraico como un saber a ensefar

Dentro de este trabajo se esta abordando el tema de iniciacibn al pensamiento
algebraico con alumnos de secundaria, pero, ¢qué es el Algebra? y ¢qué es el pensamiento
algebraico? Para intentar dar respuesta a estas preguntas se toma como base el trabajo de
algunos autores que han hecho estudios acerca de la ensefianza del Algebra escolar
(Kieran, 1992; NCTM, 1992; Butto y Rojano, 2004; Sessa, 2005; Ursini, Escarefio, Montes y
Trigueros, 2005; Trujillo, 2008).

Para comenzar a establecer qué es el Algebra se cita su acepcion en la Real Academia
Espafiola (RAE):

Parte de las matematicas en la cual las operaciones aritméticas son
generalizadas empleando numeros, letras y signos. Cada letra o signo
representa simbodlicamente un nimero u otra entidad matematica. Cuando
alguno de los signos representa un valor desconocido se llama incognita
(RAE, 2001).

Por su parte, Sessa (2005) afirma que varios historiadores y matematicos hablan de un
Algebra babilénica (sin simbolos) y que hay “quienes dicen que el &lgebra se caracteriza por
la presencia de un cierto lenguaje simbdlico” y no le otorgan a este trabajo la categoria de
trabajo algebraico.

El tratamiento que hacen los babilénicos: es netamente numérico y las
interpretaciones mas modernas ven alli una resolucién con fuerte apoyatura
geométrica. ¢ En qué sentido podemos hablar de algebra? [...] { Qué es lo que
permite diferenciar a un problema aritmético de uno algebraico o uno
geométrico? ¢ Es el problema mismo que se plantea o es el tratamiento que
se hace para su resolucion lo que determina su ubicacion en el campo del
algebra? [...] los babilénicos resolvian problemas que hoy ubicamos en el
dominio del algebra y lo hacian con métodos geométricos, de “cortar y pegar”
y completar. Sin embargo, el tratamiento algebraico que conocemos
actualmente para esos problemas tiene reminiscencias muy fuertes de estas
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técnicas de cortar, pegar y completar. Eso nos da derecho a colocarlos en la
historia del algebra (Sessa, 2005, pp. 27-28).

Segun Sessa (2005), hay varias maneras de contemplar el Algebra, remitiéndonos a la
historia 0 a como la trabajamos en la actualidad. Asi el Algebra es la manera de sintetizar las
operaciones aritméticas para grandes cantidades de numeros, esta autora se basa en
Pitagoras (580-500 a. C.) expresando que los pitag6éricos buscaban una vision global del
mundo a través del nuamero. Ellos conformaron la Aritmética clasica y formularon la
estructura de los numeros triangulares, cuadrangulares, rectangulares, pentagonales,
piramidales y cubicos. “Cualquier nimero cuadrado n puede pensarse como la suma de
todos los numeros impares desde el 1 hasta el n-ésimo nimero impar. Esto se puede
representar con la férmula: 1 + 3 + 5+...+(2n + 1) = (n + 1)?” (Sessa, 2005, p. 33).

La autora menciona que el Algebra nos permite validar este tipo de férmulas y se
pregunta si seria posible hacerlo con el trabajo geométrico, concluyendo que si se pudiera
visualizar la formulacién de conjeturas y la validacion de las mismas con configuraciones
geomeétricas, seria otra manera de aportar sentido a algunas formulas algebraicas.

1 4 9 16
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Imagen 1. Representacion geométrica de los nUmeros cuadrangulares (Sessa,
2005)

Kieran (1992, citado en Ruiz, 2011) establece que los estudiantes generalmente
recurren a la memorizacion de reglas y procedimientos para satisfacer su falta de
comprension del Algebra, llegando a la nocion de que ese proceso es la esencia del Algebra.
Para detectar dicho problema se hace las siguientes preguntas:

¢ Qué es lo que lleva a los estudiantes a memorizar las reglas del trabajo? ¢Qué
es lo que hace que la comprension del &lgebra escolar sea una tarea muy dificil
para la gran mayoria? ¢ Es el contenido del algebra la fuente de problemas? ¢O es
la forma en que se ensefia lo que causa que los estudiantes no puedan darle
sentido a la asignatura? ¢O es que los estudiantes se aproximan a los problemas
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algebraicos de una manera que es inapropiada para que aprendan la asignatura?
(pp. 15-16).

Kieran (1992, citada en Ruiz, 2011) encuentra una relacion entre las preguntas hechas
anteriormente y la existencia de etapas que se han dado a lo largo de la historia, acerca de
como se ha considerado el Algebra y las clasifica en: retorica (siglo 1l), sincopada (siglo Il —
siglo XVI) y simbdlica (siglo XVI — nuestra época) estableciendo una relacion con la forma
en que las personas aprendemos a transitar de un pensamiento numérico a uno algebraico.

Etapa retérica: En esta etapa el enunciado y la resolucion de un determinado
problema era totalmente verbal, los problemas eran muy particulares y no habia
métodos generales de resolucion. Esta etapa fue caracterizada por una ausencia
total de simbolos o de signos especiales para representar las incégnitas.

Etapa sincopada: En esta etapa también conocida como (lacénica) se sustituye a
los conceptos y operaciones que se usaban mas frecuentemente por abreviaturas,
de esta manera el algebra sincopada era una especie de taquigrafia.

Etapa simbdlica: Representa un algebra en donde todos los términos y la solucién
del problema son escritos por medio de simbolos; hay simbolos para las
constantes, las variables y las operaciones, y esto permite casi por necesidad que
se planteen problemas generales y se les dé la solucion también general (p. 16).

En la actualidad generalmente se empieza con el lenguaje simbdlico y después se
aplica en resolucion de ecuaciones. Al referirnos a la educacion secundaria encontramos que
mas que intentar ensefiar conceptos y procedimientos algebraicos, se aborda un eje
tematico llamado sentido numérico y pensamiento algebraico, cuyo propésito es desarrollar
en los alumnos herramientas para una mejor interpretacién de las literales; nuestro objetivo
gue es ayudar en la introduccién del pensamiento algebraico en estudiantes de primero de
secundaria; a continuacion, se describe lo que se entendera por pensamiento numérico y
pensamiento algebraico.

Se debe mencionar que en esta investigacion el pensamiento numérico sera
equivalente al sentido numérico, por el nombre que tiene el apartado que introduce el
pensamiento algebraico en el curriculo de educacion basica en México, desarrollado por la
Secretaria de Educacion Publica (SEP) y se define como:

La comprensién en general que tiene una persona sobre los numeros y las
operaciones junto con la habilidad y la inclinacion a usar esta comprension en
formas flexibles para hacer juicios matematicos y para desarrollar estrategias
Gtiles al manejar nimeros y operaciones (Mcintosh, Reys y Reys, 1992, p. 2).

Obando y Vasquez (2008) mencionan que el desarrollo del pensamiento numérico
comienza antes de la escolaridad de un nifio, casi siempre viene de la interaccion con
adultos; los nifios desarrollan habilidades relativas a su lenguaje y una serie de intuiciones
sobre lo numérico, ademas mencionan que, después de que tengan esa nocién de los
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nameros, los comenzaran a considerar para distintas tareas: como secuencia verbal, para
etiquetar, para contar, para medir y para ordenar.

En conclusién, el pensamiento numérico permite, a quienes lo hemos desarrollado,
gque observemos las magnitudes, el orden y las caracteristicas que podemos tener acerca de
los ndmeros y las relaciones que pueden tener con la vida cotidiana. En realidad no es
necesaria una escolaridad para tener nociones acerca del pensamiento numeérico, podemos
observar a varias personas que no tienen formacion escolar alguna y la necesidad hace que
comprendan el valor y la relacién que tiene los nUmeros entre si.

En cuanto a pensamiento algebraico, Butto y Rojano (2004) hacen ver que es distinto
decir pensamiento algebraico y Algebra formal, mencionan que el pensamiento algebraico
desarrolla algunas ideas del Algebra y al compararlo con la formalizacion algebraica son
actividades cognitivas distintas.

La formalizacion algebraica requiere, ciertamente, un proceso mas largo y
complejo, pero tener acceso al pensamiento algebraico en edades tempranas
por diversas rutas nos otorga indicios empiricos y teoricos para analizar esta
actividad matemética y didactica con una perspectiva epistemologica y
didactica (pp. 119 - 120).

Como se indica anteriormente, el pensamiento algebraico no es la manera de
contemplar al Algebra formalmente, sino que es una forma en la que los alumnos razonan y
ven la Aritmética un poco “mas alla”; por ello debemos tener bien definidos los propdésitos de
los ejercicios que se les presenten, para lograr que lleguen a la generalizacion deseada;
como mencionan Billings, Tiedt y Slater (2007) los profesores deben disefiar situaciones
problematicas que involucren a los estudiantes de una forma positiva para que puedan

comenzar a tener ideas de generalizacion de patrones y formulacién de conclusiones.

Por otro lado, los libros que rigen la educacion en México llamados “Planes y
Programas de estudios” expresan que al atender el apartado de “Sentido numérico y
pensamiento algebraico’:

Los alumnos profundizan en el estudio del Algebra con los tres usos de las
literales, conceptualmente distintos: como namero general, como incognita y en
relaciéon funcional. Este énfasis en el uso del lenguaje algebraico supone
cambios importantes para ellos en cuanto a la forma de generalizar propiedades
aritméticas y geométricas.

La insistencia en ver lo general en lo particular se concreta, por ejemplo, en la
obtencion de la expresion algebraica para calcular un término de una sucesion
regida por un patrén; en la modelacion y resolucion de problemas por medio de
ecuaciones con una o dos incognitas; en el empleo de expresiones algebraicas
gue representan la relacion entre dos variables, la cual, para este nivel, puede
ser lineal (en la que la proporcionalidad directa es un caso particular),
cuadratica o exponencial. (SEP, 2006, p. 9).
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También se recurre a Ursini et al., (2005) quienes presentan la siguiente idea: “el inicio
del &lgebra escolar se caracteriza por la introduccién de simbolos literales cominmente
llamados variables, para representar numeros” (p. 11). Los autores mencionan que los
alumnos desde la primaria tienen acceso al uso de las letras en Matematicas, ponen de
ejemplo las formulas geométricas y sefialan que en esta representacion “no suele darse a
las letras una representacion algebraica” (p.11); en primaria a las letras se les da una
representacion como de etiquetas que se refieren a cantidades especificas o a la inicial de
una palabra “se suele usar la b para referirse a ‘base’; la A para ‘area’; h para ‘altura’, etc.”

(p. 11).

Cuando los estudiantes inician el trabajo en la escuela secundaria, mencionan estos
autores que las letras surgen con mas frecuencia y en contextos no geométricos, se espera
gue los alumnos ya no las consideren como etiquetas o iniciales de palabras, “sino que
aprendan a interpretarlas como incégnitas o como ndmeros indeterminados, dependiendo
de la expresion o la situacion en la que aparezcan” (p. 11).

En esta investigacion el Algebra es como un proceso de generalizacion de la
Aritmética, “la generalizacién de la aritmética es considerada una componente fundamental
del &lgebra que es utilizada tradicionalmente para la introduccién del algebra en el ambito
escolar” (Trujillo, 2008, p. 12). Con base en lo anterior se comienza a trabajar el Algebra
escolar con alumnos de primer grado de secundaria. La autora indica que el desarrollo de un
pensamiento algebraico ligado con la Aritmética (el proyecto Early — Algebra), ayuda a llegar
de una manera correcta a formalizar el Algebra. Billings et al. (2007) dan las siguientes ideas
referentes al pensamiento algebraico:

“El pensamiento algebraico enfatiza el analisis del cambio, la generalizacion de
las relaciones entre cantidades y que representan estas relaciones matematicas
en diferentes maneras (NCTM, 2000). Para los nifios de primaria es “ir mas alla
del razonamiento numérico a un razonamiento mas general de la relacion, la
cantidad y las formas de notacion y simbolizacion” (Yackel, 2002, p. 201).

En lugar de definir el algebra especifica que debe incluirse en los planes de los
primeros grados, Yackel (2002) y otros (por ejemplo, NCTM y MSEB, 1998; Smith
2003) abogan por que los educadores se centren en actividades que animen a
los nifios a pensar maneras que conducen a un desarrollo del razonamiento
algebraico (p. 302).

En conclusién y de acuerdo con lo mencionado en el texto, el pensamiento algebraico
servird de apoyo para llegar a la formalizacién del Algebra dentro del curriculo escolar,
desarrolla en los alumnos un primer acercamiento al proceso de generalizacion de patrones;
dentro de ese desarrollo tienen que involucrar la escritura de dicha generalizacion para que
puedan trascender al Algebra formal; es indispensable que lo hagan y que se les oriente
para que no caigan en los errores comunes que mencionan los autores Butto y Rojano
(2004), Kieran (1992) y Ursini et al. (2005), sino que se efectlen actividades que
potencialicen las habilidades de los estudiantes (Billings et al., 2007) con la finalidad de que
los aprendices desarrollen su capacidad de generalizaciéon de procesos particulares.
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La Secretaria de Educacion Publica ha establecido en su programa de estudio que su
objetivo es que los alumnos puedan comprender el uso de las literales de tres diferentes
formas: como numero general, como incégnita y en relacion funcional, por ello se tiene que
investigar ampliamente y disefiar una propuesta que involucre caracteristicas de cada uno de
los subcampos en los que se encuentra el uso de las literales.

1.3 Antecedentes

Para establecer la importancia acerca de la dificultad de la transicion del pensamiento
numérico al algebraico, se realiz6 una busqueda de investigaciones en Matematica
Educativa que trataran sobre el tema la transicion entre la Aritmética y el Algebra. Estas
investigaciones dan cuenta de que existe un problema para lograr que los alumnos
generalicen los nimeros, es decir, que puedan tener una nocién algebraica partiendo de una
idea numérica.

En los siguientes parrafos se plasmara la informacién obtenida de estas
investigaciones, asi como una reflexién, a manera de conclusion, que indica un posible
camino a seguir para lograr que los alumnos puedan pensar algebraicamente. Los
antecedentes estan acomodados en orden cronoldgico, con la finalidad de detectar el avance
gue hay en el tema.

En primer lugar se hace referencia a la investigacion de Ruano, Socas y Palarea
(2003) la cual tiene por objetivo analizar y clasificar los errores cometidos por un grupo de
alumnos de secundaria en los procesos de sustitucién formal, generalizacién y modelizacion.
Para lograr tal objetivo idearon un cuestionario en torno a estos tres procesos caracteristicos
del lenguaje algebraico. Los alumnos no habian recibido instruccién del tema previa a la
ejecucion del cuestionario y no se les proporciond ningun tipo de ayuda; el examen lo
resolvieron en dos sesiones de 50 minutos durante su clase de Mateméticas, utilizaron varios
procedimientos para el andlisis de la informacion. Los autores clasificaron los errores
ayudandose de esquemas de andlisis en los que se refleja el tipo de error cometido, los
cbdigos de los alumnos y el item en el cuestionario en el que fallaron y al final el nUmero total
de errores de cada tipo.

Como resultado de esa investigacion detectaron que los errores dependen
generalmente de los contenidos de las tareas presentadas y del proceso, descubrieron que
algunos se repiten independientemente de la tarea y son: la necesidad de clausura, la
particularizacibn de expresiones, el uso incorrecto del paréntesis y la confusién de la
multiplicacién y la potencia. La investigaciéon concluye que, independientemente del origen
del error que muestran los estudiantes, la superacién de éste requiere la participacion activa
del alumno, es importante que el profesor provoque conflicto en la mente de los alumnos y
busque estrategias para que participen activamente en la resolucion del conflicto,
sustituyendo los conceptos falsos por la comprension conceptual adecuada.

Se analiza el trabajo de Ursini et al. (2005), quienes a partir de saber que existen
dificultades en los estudiantes al trabajar Algebra en la escuela secundaria, proponen un
modelo para comenzar a trabajarla de una manera distinta a como regularmente lo hacen los
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docentes; denominan a su modelo 3UV (tres usos de la variable) y es el resultado de
investigaciones que han realizado en esta area (la ensefianza del Algebra elemental).

En el documento redactan y proponen la forma de disefiar las situaciones
problematicas, mediante una metodologia, para que los estudiantes sepan usar las literales
y, ademas, que éstas tengan algun significado para ellos; listan una serie de pasos que se
deben seguir para que el trabajo sea adecuado al nivel de los alumnos y puedan aprender a
considerar la literal como una cantidad desconocida representandola correctamente.

Los usos de las literales (variables) con lo que comunmente se inicia el trabajo
algebraico en la escuela secundaria, dicen los autores, son: la literal como incognita
especifica, la literal como numero generalizado y la literal en relacion funcional,
estableciendo un gran numero de ejercicios propuestos por ellos para la introduccion del
Algebra en le escuela secundaria, pero es preciso sefialar que la propuesta no es definitiva,
invitando a los profesores a que experimenten con sus propias situaciones problematicas
mediante el modelo propuesto, pero desarrollando sus propias estrategias.

Por su parte, Cafladas (2007) describe y caracteriza el razonamiento inductivo
empleado por estudiantes de tercero y cuarto curso de la escuela secundaria obligatoria
(ESO)* al resolver problemas que pueden ser modelados mediante una progresion aritmética
de nimeros naturales cuyo orden sea 1 o 2 (lineales o cuadraticas). Para tal objetivo disefia
una investigacibn que permitiria detectar el razonamiento inductivo con situaciones
probleméaticas de progresiones aritméticas mediante un estudio de caso con 12 estudiantes.
Les propuso dos tareas matematicas en cuya resolucibn se supone harian uso del
razonamiento inductivo. En la primera tarea los estudiantes debian razonar sobre la paridad
del resultado de la suma de dos nimeros pares y en la segunda tarea intentarian determinar
el mayor nimero de regiones que se obtienen al trazar un numero de rectas sobre un plano.
Cabe sefalar que en la investigacion las tareas propuestas fueron realizadas por los
estudiantes en un contexto de entrevistas semiestructuradas y fueron grabadas en audio.

Por medio de su investigacion Cafiadas (2007) llegé a la aproximacién de un modelo
para la descripcion del razonamiento inductivo, el cual considera siete pasos: trabajo con
casos particulares, organizaciéon de la informacién obtenida de los casos particulares,
basqueda y prediccion de patrones; formulacion de conjeturas, prueba de conjeturas;
generalizacion de conjeturas y demostracion de la conjetura. La autora plasma que una vez
gue los estudiantes entienden la propuesta, todos utilizan el razonamiento inductivo para
resolver ambas tareas.

Por otro lado Molina (2009) busca como promover en las aulas la observacion de
patrones, relaciones y propiedades matematicas para llegar a cultivar habitos de
pensamiento que atiendan a la estructura matematica, asi como fomentar un aprendizaje con
comprension de las Matematicas y, en especial, facilitar el aprendizaje del Algebra.

* El tercer y cuarto curso de ESO corresponden al tercer afio de educacion secundaria y el primer afio
de bachillerato en el sistema educativo mexicano.
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Se hace un experimento de ensefianza guiado por el Early-Algebra®, con alumnos de
tercer grado de primaria que consiste en el planteamiento de sentencias huméricas de suma
y resta, basadas en las propiedades aritméticas basicas. Con el término sentencia se refiere
a expresiones aritméticas que contienen el signo igual y constituyen una proposicion o
enunciado declarativo; estos enunciados pueden ser ciertos o falsos, un ejemplo de las
sentencias utilizadas es 24 + 11 = 8 + 27. Estuvieron basadas en las propiedades de la
estructura aditiva como: conmutativa (75 + 23 = 23 + 75), complementaria de la suma y la
resta (100 + 94 — 94 = 100), composicion/descomposicion (24 — 15 = 24 — 10 — 5),
compensacion (53 + 41 = 54 + 40), magnitud (7 + 3 = 10 + 3), elemento neutro de la suma
(0 + 325 = 326), elemento neutro de la resta por la derecha (125 —0 = 125) y elemento
opuesto (24 — 24 = 0).

No es posible concretar la capacidad de uso de pensamiento en cada alumno, pero se
puede observar la capacidad de la mayoria de poner de manifiesto este tipo de pensamiento,
el cual desarrollan a partir de su aprendizaje pese a que no sea promovido en la ensefianza;
Molina también menciona que la “algebrizacién del curriculo matematico escolar’ puede
ayudar a enriquecer la enseflanza de las Matematicas en todos los niveles educativos,
facilitando el desarrollo de un aprendizaje con comprension, pues permite organizar la
ensefianza de la Aritmética y del Algebra formal evitando saltos, rupturas o cortes didacticos
entre ambas.

También se tiene el trabajo de Rojas (2010) cuyo objetivo es responder a las preguntas
;,como pasar de la Aritmética escolar al Algebra escolar?, y ¢cual puede ser una “linea”
tematica para hacerlo?; sin embargo, este estudio no es una investigaciébn sino una
propuesta para explicar cémo los profesores en formacion deben abordar los inicios del
Algebra escolar. Propone una serie de pasos obtenidos con referentes en diversas
investigaciones en Matematica Educativa, en los cuales intenta desarrollar un plan que parta
de la necesidad de la sensibilizacién del profesor respecto a las situaciones del aula.

Los pasos tentativos a seguir para favorecer la intencion de pasar de la Aritmética al
Algebra son: Explicar concepciones acerca de (letra, Algebra y operacion/algoritmo),
contrastar las concepciones aparecidas con evidencias empiricas, organizar, ordenar o
clasificar las concepciones evidenciadas; con base en el uso de instrumentos dispuestos y
seleccionados, discutir las teorias que los sustentan, elaborar hipétesis de trabajo y
finalmente volver al primer punto. El trabajo se realiza por medio de procesos de
generalizacion y simbolizacién con busqueda de patrones.

Para mejorar el transito de la Aritmética al Algebra también se ha recurrido a la
tecnologia, por ejemplo se recabd informacion acerca del uso de un software llamado “Logo”,
en un documento elaborado por Butto y Rojano (2010), con el cual pretende una iniciacién
temprana al pensamiento algebraico a partir de la idea de variaciébn proporcional y
evolucionando hacia procesos de generalizacién. Este estudio tiene por objetivos:
generalizar la factibilidad de una iniciacién temprana al Algebra a partir de dos rutas de

° Early-Algebra es un proyecto iniciado en EUA, tomado de un estilo de ensefianza de la URSS y
pretende llegar a través de la Aritmética a desarrollar el pensamiento algebraico.
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acceso: el razonamiento proporcional y los procesos de generalizacion, y disefiar una
secuencia didactica que tome en consideracion aspectos cognitivos y el uso de distintos
lenguajes (numérico, geométrico y algebraico).

El trabajo lo realizaron con nifios de los ultimos grados de primaria. Parten de la
variacion proporcional, resaltando la nocion de literal en una relacion funcional y se pasa a
tratar con la nocion de nimero general por medio de procesos de generalizacion y expresion
de la generalidad. Se introducen las ideas algebraicas en dos versiones: presimbdlica
(relacionada con la idea de variacion proporcional) y simbdlica (en tareas de encontrar y
expresar una regla general en el lenguaje Logo). Se disefidé una secuencia de ensefianza en
la que los alumnos resolvian problemas relacionados tanto con la variacion proporcional
como con la generalizacién.

Las autoras concluyen que, en las situaciones problematicas con lapiz y papel, la idea
de literal como la de relacién funcional y progresion geométrica resulté facil para los alumnos
y fueron capaces de percibir la progresion geométrica, pero algunos tuvieron la dificultad de
elaborar una regla general. También en el ambiente “Logo” se presentaron algunas
dificultades, porgue algunos estudiantes no consideran un programa como la expresion de
un método ni como una entidad, sino que lo ven como un medio para guardar una lista de
instrucciones y pierden la idea de procedimiento como expresién de un método. En sintesis
concluyeron que fue mas facil trabajar con lapiz y papel que empleando nueva tecnologia
para adentrarlos en el pensamiento algebraico temprano.

Se analiz6 también el trabajo de Socas (2011), en el cual encuentra evidencias a
través de varios trabajos iniciados en los ultimos afios de la década de los 80 hasta el afio
2007 acerca de tres grandes nucleos que son:

1. La transicion del pensamiento numérico al algebraico, analizando los aspectos del
primero que son la base para los conocimientos de la Aritmética generalizada.

2. Los procesos especificos del pensamiento algebraico como la sustitucion formal, la
generalizacién y la modelizacion.

3. La busqueda de propuestas que mejoren la ensefianza y aprendizaje del Algebra
escolar en la educacion secundaria.

El trabajo se realiza en torno a investigaciones en pensamiento algebraico,
aportaciones de la investigacion al desarrollo curricular en Algebra y consideraciones sobre
el pensamiento algebraico. El documento describe que el “Early-Algebra” enriquece la
ensefianza tradicional de las Mateméticas y facilita a los alumnos un desarrollo adecuado del
pensamiento algebraico. En la actividad escolar se propone que se comience a trabajar con
este enfoque y establecen tres puntos basicos que lo permite: Aritmética, razonamiento
cuantitativo y funciones.

Como resultado de su propuesta y su conclusibn acerca de analizar las
investigaciones, Socas (2011) propone que: se necesita buscar modelos apropiados para
observar y analizar las practicas de la ensefianza del Algebra, debemos determinar nuevos
caminos que permitan incorporar el cuerpo de conocimientos sobre aprendizajes en Algebra
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al desarrollo profesional y a la formacion inicial y permanente de los profesores de Algebra,
existe la necesidad de establecer interacciones entre el conocimiento de Algebra de los
profesores (relacion entre la ensefianza y el aprendizaje) y debemos utilizar la tecnologia
como herramienta para el aprendizaje del Algebra. En sintesis, el trabajo desarrolla una
propuesta de transito de la Aritmética al Algebra desde una perspectiva global
comprendiendo el desarrollo del pensamiento operacional, estructural y procesual en
Aritmética y en Algebra.

Es importante mencionar que en este trabajo se hace hincapié en la necesidad de
vincular la investigacion con la practica, asi como resaltar que en este articulo se describen
dos propuestas, una denominada “Early-Algebra”, la cual sugiere un aprendizaje con
comprension de las Matematicas que facilite el aprendizaje del Algebra y la otra nombrada
“Pre-Algebra” que pretende facilitar la transicién de la Aritmética al Algebra, dadas las
dificultades y errores que tienen los alumnos en esta area de las Matematicas.

“Early-Algebra” pretende ser introducida desde la educacion primaria con situaciones
problematicas dirigidas a la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas
para desarrollar competencias propias del Algebra, mientras que “Pre-Algebra” se apoya en
la concepcién del Algebra, esta presente cuando se hace uso del simbolismo algebraico,
pero este simbolismo va mas alla de las escrituras formales de la Aritmética generalizada.

Siguiendo con la informacién obtenida, Godino, Castro, Aké y Wilhelmi (2012) hacen
una investigaciéon con el objetivo de concebir el razonamiento algebraico a partir de los
procesos y objetos matematicos introducidos en el enfoque ontosemidtico®, para ello
mencionan que tienen que intervenir procesos de generalizaciébn y simbolizacién. Los
autores utilizan algunas herramientas teéricas del enfoque ontosemiético considerando que
la generalizacién es un rasgo caracteristico del razonamiento algebraico. La metodologia de
su investigacion consisti6 en analizar la forma en que responden los estudiantes a los
problemas propuestos por los profesores desde distintas perspectivas, tomando en cuenta
las diferentes rutas que siguen los alumnos para la solucién, asi como las que tienen una
nocién algebraica para intentar llegar a una generalizacion. Se apoyan del Early-Algebra
(pensamiento algebraico como producto de la generalizacién de la Aritmética) para llegar a
las conclusiones deseadas.

Como resultado de su investigacion, Godino et al., concluyeron que no se puede llegar
a una respuesta definitiva al problema de caracterizacion del Algebra, es necesario participar
en la reflexion y el debate. También elaboraron un modo para ver la practica algebraica y el
pensamiento que la acompafia, con la finalidad de hacer una distincion entre situaciones de
generalizacién e indeterminacion.

Como conclusion se rescata que se han detectado varias fuentes que ocasionan la
ausencia de sentido al iniciar con el Algebra escolar, las que mas aparecieron son: que el
Algebra no se trabaja en la Matematica escolar de primaria porque no se encuentra

® El enfoque ontosemidtico (EOS) es un marco teérico que ha surgido en el seno de la Didactica de las
Matematicas, con el proposito de articular diferentes puntos de vista y nociones tedricas sobre el
conocimiento matematico, su ensefianza y su aprendizaje.
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establecida en el curriculo de ensefianza, (Molina, 2009; NCTM, 1989 citado en Molina,
2009; Filloy y Rojano, 1995 citados en Butto y Rojano, 2010; Godino, Castro, Aké y Wilhelmi
2012) por lo que en el momento en que se inicia el trabajo en secundaria, a los alumnos les
cuesta trabajo generalizarla como se requiere porque siguen utilizando propiedades
aritméticas basicas y estan intentando darle otro enfoque a la generalizacion del Algebra; por
ejemplo, al comenzar el Algebra los alumnos trabajan con la necesidad de clausura que se
tiene en la Aritmética y los autores mencionados intentan ver mas alla el Algebra escolar; es
decir, buscan hallar la solucién desde la educacién primaria y consideran que es preciso que
se trabaje el pensamiento algebraico desde la educacion primaria.

1.4 Reflexién

En el transito del pensamiento numérico al pensamiento algebraico se ha detectado
que existen obstaculos que no permiten a los estudiantes realizarlo como es debido; las
causas son diversas, una contemplada anteriormente es que en educacion primaria no existe
un enfoque acerca de nociones algebraicas y eso conlleva a que los estudiantes comiencen
a trabajar el Algebra numéricamente en la escuela secundaria. Ruano, Socas y Palarea
(2003) plantean que los alumnos tienden a particularizar alguna regla que tiene que ser una
generalizacion y eso dificulta que lleguen a pensar algebraicamente, buscan casos
particulares que cumplan con las condiciones pedidas para encontrar la solucion.

En el trabajo de Cafiadas (2007) se plantea una estrategia para que los alumnos
comprendan la naturaleza del pensamiento algebraico. A través del andlisis de algunos
casos particulares plantea una serie de situaciones problematicas que permiten a los
alumnos, a través de métodos inductivos, dejar de pensar de manera particular las
situaciones para llegar a una generalizacién. El trabajo es interesante ya que muestra el
proceso que tienen los alumnos para dejar de pensar numéricamente, lleva a través de
sucesiones numeéricas a que los alumnos encuentren una regla que les permita generar
cualquier término de dicha sucesion.

Se detect6 que el uso de nuevas tecnologias para el tratamiento del Algebra no
siempre apoya de la manera esperada y deseada; Butto y Rojano (2010) mencionan que
cuando trabajaron con el software “Logo” los alumnos solamente lo vieron como una
herramienta mas que apoyaba en la construccién del conocimiento, sin detectar que la
situacion problematica que realizaban era la que les iba a permitir llegar a construir nociones
de lenguaje algebraico.

A partir de la informacién recabada (Ruano, Socas y Palarea, 2003; Cafadas, 2007;
Molina, 2009; Butto y Rojano, 2010; Rojas, 2010; Socas, 2011; Godino, Castro, Aké y
Wilhelmi, 2012) podemos darnos cuenta que hay un vacio, el cual no permite el cambio de
pensamiento en los estudiantes en el momento de la transicion entre Aritmética y Algebra; es
decir, se han detectado dificultades que no permiten a los alumnos cambiar las Mateméticas
de un enfoque numérico a un enfoque de generalizacién y modelacion.

Teniendo como referente las investigaciones mencionadas, concebiremos una idea general
de qué hacer al respecto para iniciar el tratamiento algebraico con alumnos desde la
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educacion primaria; en nuestro caso, lo haremos con alumnos de primer grado de educacion
secundaria, la idea es elaborar una secuencia didactica basada en el resultado de las
investigaciones analizadas para trabajarse dentro del aula de clase con los alumnos
pertenecientes a ella. Esto ayudard a los profesores ya que regularmente en la educacién no
se toman los resultados de las investigaciones para mejorar la ensefianza, pues como
menciona Socas (2011) muchos de los articulos que aparecen acerca de este tema
regularmente se hacen para otros investigadores, por otro lado el profesorado tiene muy
poco tiempo para analizar los resultados de las investigaciones y adaptarlos a su entorno,

(...) muchos realizan la ensefianza que esta en el libro de texto, pero es
posiblemente que este vacio acerca de como los profesores interpretan y
deliberan sobre el contenido de las investigaciones, una de las areas con
mayor necesidad de atencién investigadora. (Socas, 2011, p. 22).

La idea de este trabajo de investigacion es buscar una herramienta para que los
alumnos transciendan del pensamiento numérico al algebraico; se observara el trabajo del
grupo para intentar detectar el pensamiento que utilizan en el momento de resolver
problemas matematicos dentro de su entorno escolar, y predecir algunos errores que
pudieran cometer en el inicio del pensamiento algebraico, para contemplarlos dentro de la
secuencia didactica que se propondra.

Las investigaciones analizadas que pretenden erradicar los errores que cometen los
alumnos al trabajar Algebra (Molina, 2009; Butto y Rojano, 2010 y Godino, Castro, Aké y
Wilhelmi, 2012) se sustentan en el proyecto Early-Algebra, que permite tener nociones
algebraicas por medio de la aritmetizacion de las reglas; es decir, se supone que a través de
procesos aritméticos los estudiantes llegaran a tener nociones de particularizacion y
generalizacion de datos y acciones, sumas, restas, multiplicaciones y potencias. Sin
embargo la propuesta de Ursini et al. (2005) coincide con lo que marca el plan y programa de
estudios (SEP, 2006), asignandoles tres usos distintos a la literal.

En particular, se esta de acuerdo con los autores en el sentido de que debemos darle
otro enfoque al razonamiento algebraico y de manera especial, consideramos importante que
al comenzar con su tratamiento podamos hacerlo por medio de sucesiones numéricas y que
puedan llegar a la generalizacion de éstas por medio de métodos inductivos; es preciso
indicar que no estamos convencidos del todo que para erradicar la principal problematica del
Algebra, la utilizacion de expresiones algebraicas como aritméticas, se utilice el Early-
Algebra. En nuestra opinidn es como utilizar el mismo enfoque para el error y la solucién, se
debe buscar otro enfoque para transformar el pensamiento algebraico en Algebra formal.

Se considera necesario que se delimite lo que se quiere lograr para que el alumno
obtenga un razonamiento algebraico deseado; es decir, trabajar el Early-Algebra s6lo como
la iniciacion del pensamiento algebraico, para llegar al lenguaje utilizar otros enfoques que
establezcan expresiones y formulas que permitan a los alumnos diferenciar la escritura
algebraica y aritmética, de inicio no se pretende menospreciar ningin modelo de ensefianza,
simplemente se intentara utilizar el Early-Algebra como medio para llegar a la transicion de la
Aritmética al Algebra.

19



José Alonso del Rio Ramirez

1.5 Planteamiento del problema de investigacion

De acuerdo con la informacién obtenida tenemos referentes acerca de lo que se ha
hecho y propuesto para trabajar con alumnos que comienzan a desarrollar el pensamiento
algebraico. La idea considerada es apoyar en el desarrollo del pensamiento algebraico; es
decir, no se pedira que los alumnos resuelvan ecuaciones algebraicas, de inicio se pretende
que los alumnos de primer grado de secundaria comiencen a trabajar con identificacion de
las letras como incognitas especificas y patrones numéricos, para que lleguen a formular
expresiones algebraicas que modelen dichos patrones.

El trabajar las literales en este enfoque dara cuenta de que los alumnos pueden
generalizar informacién a partir de casos particulares y tendran referentes acerca del cambio
de pensamiento al trabajar con el Algebra escolar, lo que se plantea servird como un medio
de adquisicién del pensamiento algebraico para que tengan buenos fundamentos al trabajar
las expresiones algebraicas y las ecuaciones en segundo grado. Es indispensable que no se
les deje de lado esta forma de razonar, ya que cuando no practican algo nuevo, no obtienen
un aprendizaje.

La pregunta de investigacion de este trabajo es:

¢Coémo la realizacion de disefios basados en resultados de investigaciones pueden
promover la transicion entre el pensamiento numérico y el pensamiento algebraico con
alumnos de primer grado de secundaria?

Teniendo en cuenta que se trabajara con todos los alumnos que existen en un aula
para afectar lo menos posible su forma de trabajar y el contrato didactico que existe en su
salén de clase, incluso sera prudente que quien efectle las situaciones problematicas sea el
mismo profesor que les imparte la materia de Matematicas.

La pregunta de investigacion que se ha planteado podra ser respondida cuando se
haya alcanzado el siguiente:

Objetivo general. Disefiar, aplicar, validar y redisefiar una propuesta didactica que
apoye la transicion entre la Aritmética y el Algebra, basada en los resultados de investigacion
en Matematica Educativa.

Para lograr el objetivo general se han especificado una serie de objetivos particulares,
cada uno de éstos colaboraran en la elaboracion de una propuesta que indique los factores
necesarios para que los alumnos comiencen a pensar algebraicamente.

Objetivos particulares

1. Realizar un estado del arte de la transicion entre Aritmética y Algebra.

Clasificar las investigaciones dependiendo de su aporte didactico.

3. Detectar los factores que, a partir de la investigacion, se han identificado como
importantes para el inicio de un pensamiento algebraico.

N
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4. Describir los elementos tedricos que permitiran plantear la secuencia de

situaciones problematicas.

Disefiar la secuencia de situaciones problematicas.

6. Experimentar la secuencia de situaciones problematicas y validarla, por medio de
una ingenieria didactica.

7. Redisefiar la secuencia con base en el andlisis de los resultados obtenidos de la
primera experimentacion.

o

Hipotesis: “La aplicacion de secuencias didacticas disefiadas con base en las
conclusiones de investigaciones acerca de como iniciar el pensamiento algebraico, ayudan a
la obtencion de herramientas para la transicion del pensamiento numérico al algebraico”

Justificacion: El trabajo pretende integrarse dentro de las actividades cotidianas que
realizan los estudiantes en clases, pensando en una forma de adecuarlo a las necesidades
del curso y que no les genere un esfuerzo mayor, la finalidad es que detecten este tipo de
pensamiento a partir de lo que ellos ya conocen. Se cree que si se logra de la manera
deseada, tendran menor problema en el momento de trabajar con expresiones algebraicas,
tema que trabajan en el tercer bloque del ciclo escolar.

Con la deteccion de la existencia de dificultades en los estudiantes a la entrada del
mundo del Algebra, a través de investigaciones, practicas docentes y las concepciones de
otros profesores; de propuestas para iniciar con el pensamiento algebraico en alumnos de
Matematicas, esperando que se logre el cambio de la forma de pensar, se ha tenido la idea
de realizar una investigacion que caracterice las herramientas que se necesitan para facilitar
dicho cambio en la forma de pensar de los aprendices. En los siguientes capitulos se
desarrollara la propuesta que nos aportara elementos para apoyar la transicion de la
Aritmética al Algebra.

En este capitulo se puede detectar que existen dificultades para iniciar el Algebra con
estudiantes sin importar la generacion en la que se encuentren; es necesario analizar dichas
problematicas desde los razonamientos, las estructuras, los procesos, las operaciones, las
situaciones problematicas y las argumentaciones que se dan por parte de los estudiantes y
los profesores, para delimitar qué competencias (conocimientos matematicos) son propicias
para comenzar a desarrollar el pensamiento algebraico en aprendices que estan
acostumbrados a desarrollar respuestas a las situaciones problematicas en un pensamiento
numeérico. Ademas surge la necesidad de hacer algo al respecto para cambiar el enfoque
con el que regularmente se trabajan temas correspondientes al Algebra Escolar.
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Capitulo 2. Marco conceptual

La intencién de este capitulo es aportar herramientas conceptuales que describan el
marco en el que se desarrollard y analizara esta investigacion, que como se ha indicado
anteriormente, pretende encontrar recursos y estrategias para que los alumnos logren la
transicion del pensamiento numérico al pensamiento algebraico.

Con la finalidad de determinar y clasificar estos recursos se ha elaborado un marco
conceptual que considera varios aspectos tedricos que aportan elementos que son
complementarios. Se han considerado: la teoria de situaciones didacticas (Brousseau, 1986),
la transposicion did4ctica (Chevallard, citado en De Faria, 2006), dos elementos del Enfoque
Légico Semiotico (ELOS) (Socas, 2001, 2007): la Competencia Matematica Formal (CMF), la
consideraciéon de errores, obstaculos y dificultades, y, finalmente, el Modelo 3UV (Ursini et
al., 2005).

La teoria de situaciones did4cticas y la transposicion didactica son teorias vinculadas
mediante la idea de que los alumnos aprenden a través de un medio, aunque ese medio no
esté disefiado para la ensefianza; en lo que pretenden centrarse estas teorias es en adecuar
un medio propicio para la ensefianza de algin conocimiento, en este caso, el pensamiento
algebraico.

El ELOS es una propuesta tedrico-practica (formal-experimental) que pretende aportar
instrumentos para el andlisis, la descripcion y la gestion de las situaciones problematicas o
fendmenos de naturaleza didactica matematica, que ocurren en el Microsistema Educativo
desde una perspectiva centrada en la Semidtica, en la Légica y en los Modelos de
Competencias (Semidsis) (Socas, 2012, p. 2). La CMF pretende hacer un analisis del
contenido que se debe trabajar en cualquier situacién problematica matematica,
considerandola como disciplina cientifica. Los errores, obstaculos y dificultades pretenden
caracterizar los origenes de las problematicas en los alumnos, asi como los que inciden
mayormente en las aulas para que, en conjunto con la CMF y otros aspectos que no se
tomaran en cuenta en esta investigacion, se encuentre una manera de corregir
adecuadamente las concepciones erréneas que pueden tener los estudiantes.

El modelo 3UV es una manera de considerar el trabajo de las literales de distintas
perspectivas, como regularmente se inicia en la escuela secundaria, por lo que este modelo
servird de base para las distintas situaciones problematicas incluidas en la secuencia
didactica.

2.1 Teoria de Situaciones Didacticas

Antes de experimentar alguna propuesta es importante saber qué situaciones problematicas
debemos plantear y de qué manera para lograr lo que pretendemos, para ello nos
basaremos en la teoria de situaciones didacticas desarrollada por Guy Brousseau, la cual
menciona que los alumnos aprenden por adaptacion al medio, “el alumno es capaz de
obtener su propio saber de sus propias experiencias, de sus propias interacciones con su
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medio, incluso si este medio no esta organizado para los fines de aprendizaje” (Brousseau,
1986, p. 13).

Asi, dentro de esta teoria se propone un modelo que intenta explicar el
comportamiento didactico, para ello utiliza conceptos que describen un cierto tipo de
relaciones humanas, de tal modo que éstos aparecen como medios Utiles para la descripcion
de la enseflanza. Ademas, es una teoria amplia que permite considerar que todos los
fendmenos pertinentes puedan ser tomados en consideracion, asi podremos utilizar modelos
adecuados para trabajar en la mayoria de los casos.

Para ser capaces de llevar a cabo lo anterior, se deben plantear situaciones
problematicas bien disefiadas, Brousseau (1986) nos menciona que el profesor debe saber
qué conocimientos ensefiar a sus estudiantes y que esos conocimientos deben ser bastante
proximos al “saber erudito”, aunque el profesor los debe disfrazar en situaciones
problematicas pertinentes para los alumnos; es decir, aislar ciertas nociones y propiedades
de las situaciones probleméticas, como ddénde tuvieron su origen, su sentido y su motivacion,
con la finalidad de que el lenguaje de las situaciones problematicas sea adecuado para el
grado escolar en el que se pretenden insertar, esto se conoce como transposicion didactica.

Aunqgue el alumno aprenda a pesar del profesor y de la naturaleza del conocimiento, es
indispensable gue reconozcamos la transposicion didactica de conocimientos para llegar a
establecer un comun aprendizaje en un grupo de estudiantes, “la transposicion didactica
mueve el saber de una comunidad (cientifica) a otra (escolar); dadas las transformaciones a
las que es sometido el saber, tenemos diversos géneros o modos del saber” (De Faria, 2006,
p. 2). El autor clasifica tres tipos de saberes que se necesitan para llegar del saber sabio al
saber ensefiado.

Saber sabio Saber a Ensenar Saber Ensenado

Imagen 2. Los saberes en la transposicion didactica

De Faria (2006) define cada uno de la siguiente manera:

e Saber sabio: el saber que es generado por un matematico profesional y
desarrollado en institutos de investigacion.

e Saber a ensefiar: el conocimiento cientifico no puede ser ensefiado en la forma
como se encuentra redactado en los textos cientificos, se tiene que transformar
en un saber ligado a una forma did4ctica que sirve para representar el saber al
estudiante.
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e Saber ensefiado: es el saber registrado en el plano de aula del docente, no
coincide necesariamente con la intencién prevista en los objetivos programados
al nivel del saber a ensefiar.

Dentro de este trabajo de investigacion se dejara de lado el saber sabio en una primera
instancia, volviendo a tomarlo en cuenta en el redisefio de situaciones probleméticas;
elaborando asi, la primera secuencia didactica desde la planeacion de un “saber a ensenar”
y concluir con las diferencias que tiene con respecto al “saber ensefiado” considerando que
pueden existir elementos en la clase que desviaran los conocimientos a ensefiar, ya sea por
concepciones de los alumnos, falta de materiales didacticos o algunos otros imprevistos que
puedan existir en las aulas en el momento de la clase. El saber sabio es un saber que se
obtiene de los expertos en el campo de las Matematicas y estd determinado por considerar a
la Matematica como una disciplina cientifica; para su caracterizacion dentro de un contexto
educativo utilizaremos el modelo de Competencia Mateméatica Formal (CMF) desarrollado
por Socas (2001, 2007).

En la transposicién didactica Brousseau (1986) establece que existen fenédmenos
didacticos que no permiten el buen desarrollo de la clase, ya que son fallas del profesor en el
momento de ensefiar un nuevo concepto a los estudiantes, dichos fenébmenos son:

El efecto “Topaze™ en este fendbmeno de la didactica el profesor guia al alumno
mediante “preguntas orientadas al conocimiento pretendido” en que el alumno sélo contesta
a lo que estéa preguntando el profesor, y esas respuestas regularmente requieren solamente
ideas complementarias y evidentes al conocimiento en juego.

El efecto “Jourdain™ el profesor ve conocimiento explicito en la divagacion de un
alumno que no sabe lo que esta diciendo, o reconoce que el alumno posee un conocimiento
gue no tiene; es decir, el profesor no quiere adentrarse en la complejidad de la mente del
alumno e intenta ver un conocimiento que no existe en él, aceptando que tiene la idea
requerida para el conocimiento en accion.

El deslizamiento metacognitivo: cuando una situacién problemética ha fracasado, el
profesor intenta justificarse con explicaciones heuristicas como objetos de estudio en lugar
del verdadero conocimiento matematico.

El uso abusivo de la analogia: este uso puede llegar a causar “efecto topaze” en los
alumnos, consiste en que el profesor intenta darle una nueva oportunidad a los alumnos de
que aprendan un conocimiento con problemas “muy semejantes” a anteriores que han
realizado y los alumnos detectan el procedimiento por el cual tienen que resolverlo, pero no
conocen el “porqué” de la situacion problematica.

El envejecimiento de las situaciones de ensefianza: la reproduccion exacta de lo que
ha dicho o hecho anteriormente no tiene el mismo efecto y ocurre con frecuencia que los
resultados son peores y, en consecuencia, experimenta una cierta reticencia a esta
reproduccion.
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Para realizar una buena ensefianza se tienen que tomar en cuenta cada uno de los
factores que pudieran intervenir en el aula de clase, por lo que es necesario conocer los
fendmenos didacticos para no caer en ellos cuando trabajemos los conceptos a ensefiar con
los alumnos.

Dentro de la transposicion didactica existen dos tipos de situaciones: la situacion
didactica:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un
alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende
eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado
por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un
saber constituido o en vias de constitucion (Brousseau, 1982, citado en Galvez,
2002, p. 4).

y la situacion a-didactica:

(...) es una situacion en la que desaparece la voluntad explicita de ensenar.
Para que esto se logre, en principio, la situacion planteada debera "obligar" a
producir un cierto conocimiento a manera de estrategia de resolucién. Pero,
advierte Brousseau, considerar que el medio es la fuente de la aceptacion de la
responsabilidad es insuficiente; aceptar la interacciéon con la situacion y las
reglas de la interaccién no es posible sino por la mediacién de un contrato
didactico (cf. Brousseau; 1988a; 322) portador de derechos y obligaciones para
maestro y alumnos (Avila, 2001, p. 5).

En esta situacién desaparece la intervencion explicita del profesor, porque pretende
que el alumno adquiera la responsabilidad de llegar a un resultado por él mismo,
otorgandole la obligacién de que sea él, junto con sus compafieros, quienes obtengan la
solucion de un problema por medio de la validacion, asi su rol consiste en orientar y modular
el trabajo de los estudiantes en lugar de brindarles respuestas de manera directa.

Panizza (2003) distingue situaciéon didactica de situacion a-didactica de la siguiente
manera con la finalidad de que no se caiga en una confusién con respecto a los términos
gue maneja la teoria,

(...) es posible al comienzo del descubrimiento de este dominio, confundirse con
la interpretacion de los términos “didactica” y “a-didactica”. La situacion didactica
es una situacién que contiene intrinsecamente la intencion de que alguien
aprenda algo. Esta intencion no desaparece en la situacion o fase a-didactica: la
no intencionalidad contenida en este concepto se refiere a que el alumno debe
relacionarse con el problema respondiendo al mismo en base a sus
conocimientos, motivado por el problema y no por satisfacer un deseo del
docente, y sin que el docente intervenga directamente ayudandolo a encontrar
una solucién (p. 5).
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Es necesario tener caracterizadas cada una de esas situaciones didacticas y a-
didacticas que establece Brousseau como necesarias para que los alumnos puedan ser
capaces de aprender conocimientos y es indispensable conocer lo que el contrato didactico
viene a hacer dentro de esas situaciones de ensefianza.

El contrato didactico segun Brousseau (1986) es la estrategia de la situacion didactica,
son las reglas del juego.

e El profesor se supone que crea las condiciones suficientes para la apropiacion de
conocimientos y debe “reconocer” esta apropiacion cuando se produce.

e Se supone que el alumno puede satisfacer estas condiciones.

¢ La relacion didactica debe “continuar” cueste lo que cueste.

e El profesor asegura asi que las adquisiciones anteriores y las condiciones nuevas
dan al alumno la posibilidad de la adquisicién.

Mientras que Galvez (2002) establece que este contrato tiene componentes explicitos
e implicitos, dentro de éste se definen las reglas de funcionamiento dentro de la situacion:

(...) la distribucion de responsabilidades, asignacion de plazos temporales a
diferentes actividades, permiso o prohibicién del uso de determinados recursos
de accibn, etcétera. La presencia de un contexto escolar no es esencial en la
definicibn de una situacion didactica; lo que si es esencial es su caracter
intencional, el haber sido construida con el proposito explicito de que alguien
aprenda algo (p. 42).

El profesor debe tener bien definido entonces lo que se pretende lograr con los
estudiantes, pero Brousseau (2002) nos hace saber que cuanto mas ocupa el lugar de los
nifios el maestro, mas contraria su proyecto, no puede decirle a los alumnos lo que espera
obtener de ellos porque es lo que haran, pero no sera producto de su pensamiento,
solamente haran lo que les pidié el maestro,

(...) el trabajo del docente consiste, pues, en proponer al alumno una situacién
de aprendizaje para que produzca conocimientos como respuesta personal a
una pregunta, y los haga funcionar o los modifiqgue como respuestas a las
exigencias del medio y no del profesor (p. 3).

El medio es un elemento importante dentro de esta teoria. Segun Fregona y Orus
(2009) la palabra “medio” surge dentro de la teoria de situaciones didacticas en el sentido
utilizado por Piaget al definir la acciébn como una reequilibracion de la conducta ante una
modificacion del entorno del alumno; segun la RAE, medio es “Conjunto de circunstancias o
condiciones exteriores a un ser vivo que influyen en su desarrollo y en sus actividades”
(RAE, 2010), Gélvez (1994) hace referencia al medio como un entorno que comprende
eventualmente instrumentos u objetos y un sistema educativo (representado por el profesor).
Por lo tanto es preciso que el profesor sea quien regule este medio, del cual forma parte,
adecuandolo a las necesidades de las caracteristicas de los alumnos y del aprendizaje que
ellos puedan obtener.
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Fregona y Orus (2009) mencionan que:

Cuando el medio del individuo se modifica y no resulta inmediatamente
interpretable con los esquemas que posee, entra en crisis y busca encontrar
la manera de recuperar su equilibrio. Segin el modelo piagetiano, se
producen modificaciones en los esquemas cognitivos y se incorporan nuevas
experiencias. Analogamente, en el aula se trataria de organizar un medio que
se resista a la interpretacion inmediata del alumno y que lo lleve a actuar,
formular lenguajes y conceptos, cuestionar la validez de lo que se produce,
etc. (p. 6).

Con esta idea, se reafirma que quien debe propiciar el medio para la ensefianza en un
salon de clase es el profesor, porque comentan que el docente es quien debe organizar los
métodos adecuados para que exista un desarrollo personal del individuo.

El medio se logra cuando el profesor propone la dinamica que tienen que seguir los
alumnos para que lleguen al conocimiento esperado; es decir, el profesor va a adecuar los
conocimientos necesarios en funciébn de los que ya conocen los alumnos para que
adquieran el nuevo conocimiento, crea en los estudiantes conflictos conceptuales para que
necesiten adentrarse en el trabajo del aula, en la investigacion, la comunicacién con sus
compafieros y otros recursos que tengan disponibles. Estas acciones permitirdn que los
alumnos puedan llegar a nuevos conocimientos a través de la intencion de las situaciones
problematicas. En el caso del tema que se trabajara en esta investigacion, el profesor debe
detectar qué conceptos poseen los alumnos y rescatarlos para que a partir de ellos se llegue
a la generalizacién de patrones comunes dentro de la iniciacién al pensamiento algebraico,
pasando por una serie de obstaculos y relaciones entre los conocimientos adquiridos.

En la preparacién de los instrumentos o métodos para la clase (variables de control), el
profesor debe tener presente el contrato didactico que ha llevado a cabo con los alumnos a
lo largo del ciclo, porque seria una incongruencia que se cambiaran “las reglas del juego”
para alguna situacion problematica, por lo que el trabajo del profesor es también la
necesidad de transformar el conocimiento de una forma que implique un reto para los
estudiantes, pero a través del mismo contrato didactico que se ha ido marcando a lo largo
de las clases.

Como se habia mencionado, las situaciones didacticas son partes fundamentales del
contrato didactico. A continuacion se mencionaran algunos ejemplos de situaciones
didacticas establecidas por Gélvez (2002):

1. Las situaciones de accién, en las que se genera una interaccion entre los
alumnos y el medio fisico. Los alumnos deben tomar las decisiones que hagan
falta para organizar su actividad de resolucién del problema planteado.

2. Las situaciones de formulacion, cuyo objetivo es la comunicacion de
informaciones, entre alumnos. Para esto deben maodificar el lenguaje que utilizan
habitualmente, precisandolo y adecuandolo a las informaciones que deben
comunicar.
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3. Las situaciones de validacion, en las que se trata de convencer a uno o
varios interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso,
los alumnos deben elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones. No basta la
comprobacion empirica de que lo que dicen es cierto; hay que explicar que,
necesariamente, debe ser asi.

4. Las situaciones de institucionalizacion, destinadas a establecer
convenciones sociales. En estas situaciones se intenta que el conjunto de
alumnos de una clase asuma la significacion socialmente establecida de un saber
que ha sido elaborado por ellos en situaciones de accion, de formulacién y de
validacion (p. 43).

Para explicar las situaciones mencionadas se recurrirA a Brousseau (2007), quien
describe en una situacion problematica de clase cada una de las situaciones didacticas que
intervienen en el proceso ensefianza-aprendizaje. El ejemplo es de una leccion denominada
“La carrera a 207, la cual tiene por objetivo:

Introducir un repaso de la divisiébn con un sentido de la operacién no acorde con
los aprendizajes anteriores y favorecer —en los nifios— el descubrimiento y la
demostracion de una serie de teoremas.

El juego

Se trata de que cada uno de los adversarios que juegan llegue a decir 20
agregando, alternativamente, 1 o 2 al numero dicho por el otro. El jugador que
comienza dice 1 o 2, el que continla agrega 1 o 2 a ese numero, a su vez el
primero agrega 1 o 2 y asi sucesivamente hasta que uno llega a decir 20 y
entonces gana.

La estrategia ganadora consiste en tomar tan pronto como sea posible la sucesion
2,5,8,11, 14, 17, 20. (p. 19).

Para mostrar las situaciones de accion, formulacion y validacion, Brousseau (2007)
propone la siguiente serie de situaciones problematicas.

El profesor explica las reglas del juego y comienza una partida en el pizarréon
contra un nifio, luego cede su lugar a otro alumno.

Primera fase: juego de 1 contra 1

Los nifios juegan varias partidas de a dos y anotan los nimeros que van
eligiendo. Al realizar una serie de partidas, se dan cuenta de que responder al
azar no es la mejor estrategia, algunos descubren rapidamente la ventaja de
decir 17.

Segunda fase: juego de un equipo contra otro
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Los alumnos son agrupados en dos equipos que compiten uno contra otro. El
profesor designha al azar a un alumno de cada equipo para que juegue una
partida en el frente, delante de sus compafieros. Mientras se juega esa partida,
los restantes alumnos no pueden intervenir. El que gana aporta un punto a su
equipo. Los nifios se dan cuenta de la necesidad de discutir y concertar
estrategias.

Tercera fase: descubrir teoremas

El profesor propone que cada equipo enuncie los conocimientos que ha hecho y
que le han permitido ganar. Ahora el juego consiste en demostrar la verdad de
los enunciados propuestos a criticar y eventualmente probar la falsedad de las
declaraciones del equipo contrario (pp. 19-20).

En la primera fase se puede observar una situacién de accion, en la que el profesor es
quien establece lo que tienen que hacer los alumnos y, éstos como respuesta a lo
establecido por el profesor toman decisiones para organizar su situacion problematica, los
alumnos son quienes se dan cuenta de lo que tienen que realizar, el profesor sélo verifica
que en realidad hagan lo pedido. En la segunda fase, se observa una situacion de
formulacién en dos etapas: cuando el representante del equipo esta participando frente a
sus comparieros y cuando el equipo discute, estas discusiones realizadas entre los alumnos
forman parte de sus formulaciones a través de: razonamientos, hipétesis y rechazo del azar.
En la tercera fase se observa una situacion de validacion, ya que cada equipo elabora y
propone un enunciado util para llegar a 20, aqui los alumnos ya descubrieron teorias y
tienen que convencer a los demas que su respuesta es correcta. La fase de
institucionalizacién no esta inmersa dentro de la situacién problematica, pero regularmente
es cuando el profesor tiene que afirmar que la validacién de los alumnos es correcta;
ademas, establece el conocimiento que se ha construido como algo socialmente reconocido,
lo define, da propiedades y mas ocasiones de uso.

De las cuatro situaciones detectadas dentro de una situacién problematica en el aula,
podemos comprobar que existen situaciones didacticas y situaciones a-didacticas; se
considera como situacion didactica cuando el profesor establece lo que van a realizar los
alumnos y cuando comienza a realizar parte de la situacién problematica con uno de ellos, a
partir de alli se tornan en situaciones a-didacticas porque los alumnos trabajan con sus
compafieros, el profesor se ha convertido sélo en un moderador y orientador acerca de las
ideas que surgen en los alumnos, propiciando que ellos solos lleguen a la obtencién de
hipotesis, razonamientos y conjeturas necesarios para realizar la situacion problemética,
finalmente, cuando el profesor vuelve a intervenir en la situacion de validacion, reaparece
una situacion didactica porque ya existe participacion del profesor, quien posee el
conocimiento formal, él valida las hipétesis de los alumnos haciendo que el conocimiento
que tuvieron se convierta en un conocimiento universal.

En estas situaciones se detectan otras nociones que comprende la teoria de
situaciones didacticas y que son indispensables para que funcionen las situaciones
didacticas: variables didacticas y la situacién de devolucion, dichas nociones estan dentro de
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las situaciones didacticas mencionadas anteriormente. Se profundizard en cada una de ellas
para intentar que exista una mayor comprension de lo que se pretende realizar en este
trabajo de investigacion.

Variable didactica: también es conocida como variable de comando, “estas variables
pueden ser manipuladas por el maestro para hacer evolucionar los comportamientos de los
alumnos” (Galvez, 2002, p. 42), la autora menciona que la manipulacién de estas variables
permite modificar las situaciones didacticas bloqueando el uso de algunas estrategias y
generando condiciones para la aparicion y estabilizacion de otras.

La autora también menciona en qué consiste la devolucién, Brousseau (1998, citado
en Panizza, 2003) define a la devolucion como “el acto por el cual el ensefante hace
aceptar al alumno la responsabilidad de una situacion de aprendizaje (a-didactica) o de un
problema y acepta él mismo las consecuencias de esta transferencia” (p. 8). Panizza (2003)
concluye que la institucionalizacion es complementaria a la devolucién y se referencia a
Brousseau (1986) para establecer que en la devolucion el maestro pone al alumno en
situacion a-didactica y en la institucionalizacion se definen las relaciones que pueden tener
los comportamientos o producciones libres de los alumnos.

Brousseau (2002) hace referencia a la situacion de devolucién como una actividad
mediante la cual,

el docente intenta comunicar un problema al alumno para que ese problema se
convierta en su problema y se sienta el Unico responsable de resolverlo [...] el
alumno acepte esa responsabilidad para que el problema que resuelva sea un
problema “universal’, libre de presupuestos subjetivos (p. 3).

En sintesis, la variable didactica puede entenderse como aquella modificacion que
hace el profesor con la finalidad de que la situacion didactica sea en principio llamativa para
los estudiantes (para favorecer la devolucion), pero ademas debe propiciar un reto para
ellos, de manera que cuando el problema se convierta en su problema, la solucién no sea
inmediata, para ello el profesor podra modificar ciertas variables: nimeros, magnitudes,
contextos.

Ademas, en caso de que se detecte un elemento que no fuera acorde a los
conocimientos que poseen los alumnos, por ejemplo que no pudieran llegar a la obtencidn
de la sucesion 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20 por medio de una regla generada por multiplicacion, el
profesor debe modificar las variables didacticas de este problema, para que los alumnos
lleguen a dicha regla, ya sea por sumas u otros conceptos, para que puedan los alumnos
detectar que llegando a esos niumeros ganaran la situacion problematica.
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Imagen 3. Elementos de la teoria de situaciones didacticas
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2.2 Competencia Matematica Formal (CMF)

Los elementos de la Competencia Matematica Formal (CMF) que se utilizaron son seis
categorias: operaciones, estructuras, procesos, situacién problematica, representaciones y
razonamientos (argumentos), que propone Socas (2001, 2007) como parte del Enfoque
Légico Semiotico (ELOS). Se tomaron en cuenta después de la implementacién de la
secuencia de situaciones problematicas con la finalidad de analizar los resultados desde la
fenomenologia, el campo conceptual’ y la funcionalidad de la Matematica, tres aspectos que
para Socas (2012) la caracterizan como disciplina cientifica.

La intencién de integrar estas categorias en cualquier situacion problematica
matematica diseflada para la ensefianza, tiene la finalidad de mejorar la “Matematizacion de
la Cultura”, a la que hace alusion Socas (2010 y 2012) como parte del ELOS y ayuda en la
produccion de situaciones de ensefianza — aprendizaje de las Matematicas, caracterizando
el dominio de la actividad Matematica desde la Competencia Matematica Formal (CMF).

La Competencia Matematica Formal, es un modelo que considera a la Mateméatica
como disciplina cientifica, desde la triple perspectiva del conocimiento matematico:
fenomenologia, epistemologia (campo conceptual) y semidtica (especialmente desde la
funcionalidad de las representaciones de los objetos matematicos), tiene la intencién de
ayudar en la docencia y en la investigacién de la Matematica Educativa. Socas (2010)
menciona que la Competencia Matemética Formal enfatiza la diferencia del objeto
matematico y su forma de representarlo.

Asi mismo por “Matematizaciéon de la Cultura” se entendera el proceso de ensehanza y
aprendizaje de las Matematicas que se genera al situarlas como un conocimiento cultural
para todas las personas. En este trabajo se hara buscando la manera de relacionar el “saber
sabio” con el “saber a ensefar’” a través del anadlisis de las categorias operaciones,
estructuras y procesos que caracterizan el campo conceptual y, situacion problematica,
representacion y razonamiento que contextualizan la actividad matematica.

A continuacién se nombraran las categorias y se definira lo que pretende cada una,
ademas se mostrard cOmo estan conectadas dentro del ELOS para obtener un mejor
andlisis y disefio de las situaciones probleméticas en la practica docente de Matematicas.

Operaciones

En esta etapa se encuentran las operaciones, los algoritmos (reglas) y las técnicas
que se deben utilizar para resolver cualquier situacion probleméatica matematica,
forzosamente debemos realizar operaciones para lograr cambiar de registro y de valores los
elementos que desarrollan una situacion problemética matemética; sin embargo, muchas de

" En este enfoque la Matematica se considera una disciplina multiforme, es decir, se organiza en
diferentes campos (numérico, algebraico, analitico, geométrico...). Se denomina campo conceptual a
la organizacion epistemologica, semittica y fenomenologica de cada una de estas formas,
respectivamente, campo conceptual numérico, campo conceptual algebraico, campo conceptual
analitico, campo conceptual geométrico... Otros autores han utilizado la nocién de campo conceptual
desde otra perspectiva (Vergnaud, 1981).
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las veces no podemos detectar las técnicas o los algoritmos usados en la resolucion, es
importante fijarnos en los procesos de técnicas y algoritmos, porgue de esta manera
tendremos una mejor vision acerca de la forma de pensar de la persona que esta
desarrollando una situacion problematica matematica.

Estructuras

En esta etapa se consideran los conceptos (definiciones), las propiedades y la
estructura que deben estar presentes en cualquier situacion problematica matematica que
desarrollemos, porque para resolverlas debemos conocer qué conceptos estan contenidos
en lo que se trabaja, saber que esos conceptos deben cumplir con ciertas propiedades y que
estaran relacionados mediante una estructura matematica que hace posible su resolucién y
su visualizacion.

Procesos

En esta etapa se consideran la sustitucién formal, la modelizacion y la generalizacion,
su intencion es detectar que los procedimientos que realizamos en cualquier situacion
problematica correspondiente al Algebra, pasan forzosamente por una o mas de estas
fases, por ejemplo, para llegar a generalizar o modelizar alguna situacién problemética
tenemos que utilizar la sustitucién formal para obtener una mejor comprensién de lo que
estamos haciendo y ésta nos permite trabajar en un registro diferente que nos facilita la
ejecucion de operadores.

Situacién problemética

Esta etapa se encuentra mas relacionada con el contexto que se le va a dar a la
situacion problematica matematica, en ella se consideran la identificacién, el planteamiento y
la resolucién de la situacién problematica, se entiende relacionada con el contexto, porque
para lograr una buena identificacion se debe relacionar con algo en concreto; es decir, debe
tener un significado dentro del entorno social que se relacione con la actividad matematica
en accion; después de identificada puede hacerse un planteamiento de ella o simplemente
llegar a una resolucién previendo las caracteristicas de la situacion.

Representaciones

Esta etapa se puede apreciar en todo el proceso de resolucién de la situacion
problematica matematica; existen tres fases dentro de ésta que sirven para lograr el
desarrollo de una buena sustitucién formal de la situacién problemética y nos proporciona
una ayuda para el cambio de registro que necesitamos hacer al resolver la actividad
matematica, las tres fases son: el reconocimiento, la transformacion (conversion) y la
elaboracion (producto).

Razonamientos
Esta etapa estd marcada por el contexto de la Matematica; es decir, se utiliza para

dotar de algun significado lo que se pretende resolver, en ella consideramos la descripcion,
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los argumentos (razonamiento) y la justificacion, buscando una manera de describir los
conocimientos matematicos que se presentan en cierta situacion problematica, dicha
descripcion debe de estar bien argumentada y/o justificada.

Para esta investigacion es muy importante tomar en cuenta la manera en que estan
conectadas dentro de ELOS, porque dicha conexion tiene la finalidad de auxiliar en el
planteamiento, deteccidn y resolucién de cualquier situacion problematica, en este caso
seran correspondientes al campo algebraico.

Socas (2012) relaciona las categorias correspondientes a la CMF, indicando que
existen situaciones problematicas que se centran explicitamente en el campo conceptual de
las Matemdticas, organizandolas de la siguiente manera:

Modelizacidn

Procesos
Sustitucion formal Generalizacion
Tecnicas Estructura
Operaciones Estructuras
Operaciones Algoritmos/  Conceptos/ Propiedades
reglas definiciones

Imagen 4. Relacién de las etapas contenidas en la Competencia Matematica
Formal centradas en el campo conceptual de la Matematica, Socas (2012)

Estableciendo que las operaciones realizadas en cualquier actividad matematica no
estaran aisladas de las otras categorias, Socas (2012) sefiala que se llega a detectar la
estructura del conocimiento matematico a través de operaciones y proceso, por ello es que
los conecta en una triangulacién, estableciendo que al realizar cualquiera de estas
categorias, actuaran sobre ella, de manera directa o indirecta, las demés consideradas
dentro del campo conceptual.

Las otras tres las considera como la contextualizacion del campo conceptual y las
representa de la siguiente manera:
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(conversion)

Imagen 5. Relacion de las etapas contenidas en la Competencia Matematica
Formal centradas en la contextualizacién del campo conceptual de la Matematica, Socas
(2012)

En estas categorias también existe una conexion que permite relacionarlas entre si,
estableciendo que a través de la situacion problematica llegaremos a mostrar distintas
representaciones y podemos utilizar argumentos que sean validos para el resultado
requerido. Ademas de lo anterior, Socas (2012) plantea que cada una de las categorias
tiene tres elementos, los cuales se mencionaron anteriormente, que estan en relacién para
lograr un mayor andlisis de las caracteristicas que debe tener todo conocimiento
matematico.

Regularmente para disefiar y analizar actividades mateméticas se hace una relaciéon
entre las categorias que se centran en el campo conceptual con las que lo contextualizan.
Dicha relacién permite detectar la forma en que se debe de planear una situaciéon
problematica matematica haciendo un mejor analisis a priori, con estas consideraciones
acerca de las categorias y las relaciones que deben de tener, entre ellas y con las otras, se
pretende llegar a la consideracion de herramientas que faciliten el analisis y el disefio de
actividades matematicas referentes al desarrollo del pensamiento algebraico en los
estudiantes.

2.3 Caracterizacion de errores, obstaculos y dificultades en Algebra
escolar

Otro elemento tedrico que estd contenido en ELOS, es la caracterizacion de errores,
obstaculos y dificultades que presentan los aprendices de Algebra. Como se habia

mencionado, para el analisis y el redisefio de la secuencia didactica, se consideraran
algunos errores clasificados por Palarea (1998), Ruano et al. (2003) y Socas (2011) que
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cometen regularmente los estudiantes, ademas se relacionaran con las posibles respuestas
gue pudieran dar los estudiantes en la solucién de esta situacién problematica.

Para comenzar a delimitar errores que son comunes en estudiantes de educacién
secundaria (estudiantes entre 12 y 15 afios), recurrimos a Matz (1980, citado en Palarea
1998) quien trata de dar una explicacion tedrica a los errores que suceden tan comunmente
en el estudio de temas referentes al Algebra,

(...) los procesos que generan las respuestas algebraicas incorrectas no son
resultado de acciones arbitrarias o del azar, sino que son producto de procesos
intelectuales razonables, generados por desafortunadas adaptaciones del
conocimiento adquirido previamente. Muchos de los errores comunes, afirma,
surgen de uno de los siguientes procesos: el uso de una regla conocida en una
situacion para la cual resulta inapropiada, o, la adaptacién incorrecta de una
regla conocida, de tal manera que pueda utilizarse para resolver un problema
nuevo y sefala que “los errores son intentos razonables pero no exitosos de
adaptar un conocimiento adquirido a una nueva situacion" (Matz, 1980, citado
en Palarea, 1998, p. 80).

Palarea (1998) cita a Booth (1994) destacando una clasificaciébn que se hace de los
errores que encuentran comunes en los estudiantes los miembros del grupo de Algebra del
proyecto SESM (Strategies and Errors in Secondary Mathematics) quienes se centraban
mas en analizar la naturaleza de los errores que cometian los estudiantes que en lo que
contestaban correctamente, concluyendo que muchos de estos errores se pueden atribuir a:

- Lanaturaleza y significado de los simbolos y las letras.

- El objetivo de la situaciéon problematica y la naturaleza de las respuestas en
Algebra.

- La comprension de la Aritmética por parte de los estudiantes.

- El uso inapropiado de “férmulas” o “reglas de procedimientos”,

indicando que los tres primeros suceden en la transicion de la Aritmética al Algebra y
el ultimo se debe a falsas generalizaciones sobre operadores de nimeros.

Con respecto a errores que suceden en la transicién Aritmética-Algebra, Brousseau
(1983) dice que el Algebra es como un medio para hablar de la Aritmética, pero que en el
momento de hablar se necesitaria un contrato didactico especial con los alumnos.

Por otro lado Ruano et al., (2003) analizan y clasifican errores cometidos por un grupo
de estudiantes de secundaria en torno a los procesos de sustitucion formal, modelizaciéon y
generalizacion, obteniendo una serie de conclusiones acerca de obstaculos y errores que
presentan los alumnos en la transicién entre Aritmética y Algebra. Los errores los atribuyen
a varios tipos de origen: obstaculos, ausencia de sentido y actitudes afectivas y
emocionales.

El obstaculo lo consideran de manera similar a Brousseau (1983), como un
conocimiento adquirido que ha sido funcional en ciertos contextos, pero cuando el alumno lo
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utiliza fuera de dichos contextos, origina respuestas inadecuadas. Sefialan que existen
errores que han quedado sin resolver en la Aritmética, ocasionando que en Algebra sean
una ausencia de sentido.

Los errores que tienen su origen en una ausencia de sentido se originan en los
distintos estadios de desarrollo (semiotico, estructural y autbnomo) que se dan en los
sistemas de representacion, por lo que podemos diferenciarlos en tres etapas distintas:

a) Errores del Algebra que tienen su origen en la Aritmética. Para entender la
generalizacién de las relaciones y procesos se requiere que éstos antes
hayan sido asimilados en el contexto aritmético.

b) Errores de procedimiento. Los alumnos usan inapropiadamente férmulas o
reglas de procedimiento.

c) Errores del Algebra debidos a las caracteristicas propias del lenguaje
algebraico. Ejemplos de este tipo de error son el sentido del signo « = » en
Algebra y la sustitucién formal (Ruano et al, 2003, p. 313).

Estos autores deducen que los errores que clasifican en su estudio cuyo origen es
ausencia de sentido y actitudes afectivas y emocionales, son: faltas de concentraciéon
(excesiva confianza), bloqueos, olvidos...

Los autores comienzan considerando dichos errores como comunes al inicio del
Algebra escolar; sin embargo, a lo largo de su investigacion llegan a caracterizar otros que
cometen comunmente los estudiantes independientemente del tipo de proceso desarrollado
y son:

La necesidad de clausura.
Los estudiantes no pueden asimilar un enunciado incompleto, no aceptan que una
expresion no pueda cerrarse y no genere un nimero como resultado: 10b + 3 = 13b

La particularizacién de expresiones.
Los estudiantes no encuentran sentido al uso del lenguaje algebraico en determinados
contextos, por lo que necesitan retroceder al pensamiento numérico, buscando la
manera de asignarle un valor a las literales que intervienen en una expresion
algebraica.

e El uso incorrecto de paréntesis.
Los autores sefialan que este mal uso de los paréntesis puede atribuirse a dos
cuestiones: a problemas de la Aritmética no superados, o a la forma de ensefianza del
uso de paréntesis, ocasionando que se bloqueen y no resuelvan el paréntesis del tipo
- (a - 2b) + b, 0 que simplemente omitan la existencia del paréntesis.

La confusion de la multiplicacion con la potencia.
Los estudiantes dan un significado diferente a la definicion de potencia, realizando una
multiplicacion entre los numeros involucrados, esto puede deberse a la forma en la
que se ensefan los temas de potencias, porque se utiliza muchas veces el mismo
nimero para la base y para la potencia: 22 = (2)(2) que es correcto, pero cuando
cambia de base lo consideran de la misma manera 32 = (3)(2).
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Socas (2011) complementa lo anterior estableciendo que aparte de errores, existen
también dificultades por parte de los estudiantes, las cuales son organizadas en cinco
categorias, que permiten describir la procedencia de esta dificultades,

dos asociadas a la propia disciplina, complejidad de los objetos de las
Matematicas y procesos de pensamiento matematico, una tercera relacionada
con los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las
Matematicas, la cuarta esta asociada a los procesos de desarrollo cognitivo de
los alumnos, y la quinta esta asociada a actitudes afectivas y emocionales hacia
las Mateméticas (Socas, 2011, p. 12).

Con base en la clasificacion anterior (Palarea, 1998; Ruano et al., 2003 y Socas, 2011)
se consideraran dichos errores, obstaculos y dificultades en el analisis de la secuencia para
clasificar los existentes y, en caso de que existan, sefialar nuevas problematicas; ademas,
se intentara prever algunos errores que pueden cometer los estudiantes en la aplicacion de
la secuencia didactica que se redisefiara con la finalidad de que se consideren varios
aspectos que nos den indicios de cuando un estudiante puede caer en situacion de
incongruencia y tener anticipacion para trabajarlo con diferentes estrategias.

2.4 El modelo 3UV (tres usos de la variable)

Este modelo (Ursini et al., 2005) intenta llevar a cabo con los alumnos situaciones
problematicas que faciliten la transicién entre el lenguaje aritmético y algebraico, en este
proyecto estan involucrados profesores de distintos niveles educativos, desde los de
secundaria hasta investigadores dedicados a la Educacién Matematica, los cuales se
empefian en encontrar solucion a la ensefianza del Algebra.

Ursini et al. (2005) comienzan estableciendo que muchas de las ocasiones en que se
trabaja el Algebra escolar no suele darse a las letras una etiqueta algebraica, se acostumbra
a que los alumnos las consideren como etiquetas que se refieren a cantidades especificas o
la inicial de una palabra, como en el caso de las férmulas geométricas.

El modelo 3UV propone las maneras en que se le tiene que dar valor a las literales en
el momento de trabajarlas en la escuela secundaria, en primer lugar hacen referencia a que
se tiene que trabajar como una incOgnita especifica, caracterizando problemas que
regularmente muestran los estudiantes al inicio del Algebra escolar es x+ 12 = 26,
pidiéndoles que encuentren el valor de x, no resulta dificil en los estudiantes trabajar este
tipo de ejercicios, la dificultad comienza cuando se pasa a expresiones ax + b = ¢, o del tipo
ax+b=cx+d.

Otro error comun es cuando a los estudiantes se les pide que determinen el valor de
4m, la mayoria de los alumnos se confunden ante este tipo de preguntas ya que no le dan
un valor aislado a m, sino que lo consideran como si el cuatro fuera la unidad de decenas y
el m de unidades.

Otro tipo de problemas es que los estudiantes no aceptan una expresion que
representa una letra como problema, por ejemplo: Andrea tiene 7 manzanas y su hermanita
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tiene x manzanas. ¢ Cudntas manzanas tienen entre las dos? En este tipo de ejercicios los
estudiantes regularmente asignan valores arbitrarios a x intentando llegar a una solucion
especifica.

A partir de dichos errores detectados, los autores elaboran propuestas para encontrar
la manera adecuada de acercarse al Algebra:

a) La generalizacion, en la que se enfatiza el reconocimiento de patrones
(numéricos y geométricos) y de métodos generales, expresando las reglas y
los métodos usando los simbolos literales.

b) Las funciones. Esta propuesta plantea acercarse al algebra a través del
trabajo con cantidades relacionadas, hasta llegar a la expresioén simbdlica de
las relaciones usando las literales y, en consecuencia, explorar las
relaciones.

c) La resolucion de problemas. Este enfoque pone el énfasis en el analisis de
problemas y en la resolucion de ecuaciones.

d) Considerar al algebra como un lenguaje con su propia graméatica. Se trata
aqui de un acercamiento estructural al algebra (Ursini et al., 2005, pp. 20-
21).

A partir de la informacién anterior los autores reconocen que en educacion secundaria
generalmente se le dan tres usos a la literal: para representar incégnitas, como nimeros
generales y en relacion funcional; con la finalidad de que los alumnos sean capaces de:

e Realizar calculos sencillos operando con las variables.

e Comprender por qué es posible operar con las variables y por qué estas
operaciones permiten llegar a un resultado, sea éste numérico o no.

o Darse cuenta de la importancia que tiene lograr la capacidad de usar las
variables para modelar mateméticamente situaciones de distinto tipo.

¢ Distinguir entre los distintos usos que se les da a las variables en algebra.

e Pasar con flexibilidad entre los distintos usos de las variables.

e Integrar los diversos usos para verlos como caras distintas de un mismo
objeto matematico, que se revelan dependiendo de la relacién particular
(Ursini et al., 2005, p. 23).

Es necesario que el profesor tenga una comprensiéon profunda del concepto de
variable (literal) y de sus distintos usos para ensefiar las habilidades mencionadas. Uno de
los propositos de la ensefianza del Algebra escolar en secundaria debe de ser que los
alumnos sean capaces de desarrollar habilidades y capacidades que les permitan resolver
problemas y ejercicios que involucran los distintos usos de la literal ya mencionados.

En el desarrollo del modelo 3UV se proponen capacidades que se requieren para
trabajar con cada uno de los tres usos de la literal. Para trabajar con problemas que
involucran a la literal como incognita especifica es:
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I1 Reconocer e identificar en una situacion problemética, la presencia de algo
desconocido que puede ser determinado considerando las restricciones del
problema.

I2 Interpretar la variable simbodlica que aparece en una ecuacion, como la
representacion de valores especificos.

I3 Sustituir la variable por el valor o valores que hacen de la ecuacion un
enunciado verdadero.

14 Determinar la cantidad desconocida que aparece en ecuaciones o
problemas, realizando operaciones algebraicas, aritméticas o de ambos
tipos.

I5 Simbolizar las cantidades desconocidas identificadas en una situacion
especifica y utilizarlas para plantear ecuaciones [...]

Para trabajar exitosamente con problemas y ejercicios que involucran el nUmero
general es necesario:

G1 Reconocer patrones y percibir reglas y métodos, en secuencias y en familias
de problemas.

G2 Interpretar la variable simbdlica como la representacién de una cantidad
general, indeterminada, que puede asumir cualquier valor.

G3 Deducir reglas y métodos generales, en secuencias y en familias de
problemas.

G4 Manipular (simplificar, desarrollar) la variable simbdlica.

G5 Simbolizar enunciados, reglas o métodos generales.

Para trabajar exitosamente con problemas y ejercicios que involucran variables
en una relacion funcional es necesario:

F1 Reconocer la  correspondencia entre variables  relacionadas,
independientemente de la representacion utilizada (tablas, gréficas,
problemas verbales, expresiones analiticas).

F2 Determinar los valores de la variable dependiente, dados los valores de la
independiente.

F3 Determinar los valores de la variable independiente, dados los valores de la
variable dependiente.

F4 Reconocer la variacion conjunta de las variables involucradas en una
relacion funcional, independientemente de la representacion utilizada
(tablas, graficas, problemas verbales, expresiones analiticas).

F5 Determinar los intervalos de variacion de una de las variables, dado el
intervalo de variacion de la otra.

F6 Simbolizar una relacion funcional, con base en el analisis de los datos de un
problema. (Ursini et al., 2005, pp. 35-37).

Las situaciones problematicas concernientes al Algebra escolar se deben de trabajar
en torno a estos aspectos, en este trabajo se utilizardn para el disefio y el redisefio de
ambas secuencias didacticas. Ursini et al. (2005) comentan que mediante la aplicacion de
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su modelo las situaciones problematicas concernientes al Algebra resultan efectivas,
siempre y cuando el profesor tenga muy en cuenta cada uno de los aspectos que pueden
influir en el aula de clase, tanto didacticos como, mateméticos y sociales.

Los distintos fundamentos tedricos que sustentaran esta investigacion serviran para
desarrollar el disefio, analisis y redisefio de la secuencia did4ctica con los estudiantes de
primer grado de secundaria mediante la metodologia de ingenieria didactica. En el andlisis y
redisefio de la secuencia se realizara un reconocimiento de los factores que intervienen en
situaciones probleméticas algebraicas que utilizan tres usos de la literal: incégnita
especifica, generalizacién y en relacién funcional, definiendo cada uso que se le asigha a la
literal con el apoyo de la propuesta de Ursini et al. (2005), el modelo 3UV; ademas, se
establecerd una caracterizacion de errores gque comunmente cometen los estudiantes al
trabajar con temas relacionados con el Algebra, conjuntamente se realizara un analisis del
contenido mediante la CMF, para prever dichos errores en las situaciones problematicas de
la siguiente secuencia didactica que, al igual que la primera, cumplen con los elementos de
la Teoria de Situaciones Didacticas, intentando que cuando los alumnos caigan en una
incongruencia puedan superarla, con la finalidad de que la secuencia didactica resultante
aporte elementos que ayuden a la transicion entre pensamiento nhumérico y pensamiento
algebraico.
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Capitulo 3. Metodologia

En este capitulo se muestra el desarrollo la secuencia didactica que contiene los
elementos tedricos anteriormente mencionados, mediante el disefio de una ingenieria
didactica; ademas, se aplica y obtienen resultados que permiten caracterizar la entrada al
pensamiento algebraico en alumnos de primer grado de escuela secundaria, el acomodo de
las etapas que tiene la ingenieria permite observar lo que se pretendia y lo que en realidad
paso, haciendo una vinculacion con la transposicion didéctica.

3.1 Laingenieria didactica como metodologia de investigacion

La nocién de ingenieria didactica surgié a inicios de los afios ochenta en la didactica
de las Matematicas. Surge como un medio para responder a dos cuestiones fundamentales
de Chevallard (1982 citado en Artigue, 2002) ¢,cdémo tomar en cuenta la complejidad de la
clase en las metodologias de la investigacion? y ¢cOmo pensar las relaciones entre
investigacion y accion sobre el sistema de ensefianza? Se nombr6é como ingenieria didactica
porque, segun Artigue (1995) es una forma de trabajo comparable con el trabajo de un
ingeniero quien para realizar un proyecto se basa en los conocimientos cientificos de su
dominio y se somete a un control de tipo cientifico.

Como metodologia de investigacion se caracteriza por un esquema experimental
basado en la concepcion, realizacion, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza.
Menciona Artigue (1995) que comparandolo con otros tipos de investigacién basados en la
experimentacion en clase, la ingenieria didactica se caracteriza por el registro en el cual se
ubica y por las formas de validacién a las que esta asociada; la mayoria de investigaciones
en las que hay experimentacion se validan en un enfoque comparativo con validacion
externa, sin embargo, la ingenieria didactica tiene una validacion en esencia interna, basada
en la confrontacién entre el andlisis a priori y el andlisis a posteriori, en el primer analisis se
encuentran un namero de hipétesis y en el segundo se apoya de los datos surgidos de la
realizacion efectiva.

Generalmente se divide en cuatro fases: fase 1 el analisis preliminar; fase 2 de
concepciones y analisis a priori de las situaciones didacticas de la ingenieria; fase 3 la
experimentacion y la fase 4 de analisis a posteriori y evaluacion.

La fase de analisis preliminar consiste en tomar en cuenta no solamente un cuadro
tedrico general y los conocimientos previamente adquiridos en el campo de estudio, sino
también:

e El andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza

e En analisis de la ensefanza tradicional y sus efectos

e EIl andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucion

e EIl andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizaciéon
didactica efectiva
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e Y, por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los
objetivos especificos de la investigacion (Artigue, 1995, p. 38).

Para la fase de concepcion y analisis a priori Artigue (1995) dice que generalmente se
utilizan dos tipos de variables, las macro-didacticas o globales y las micro-didacticas o
locales. Las globales son con respecto a la organizacion de la ingenieria en general y las
locales se enfocan a la organizacién de una secuencia o de una fase de la ingenieria. El
objetivo del andlisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar
los comportamientos de los estudiantes y su significado, este analisis se basa en un
conjunto de hipétesis y la validacion de estas hipotesis se lleva a cabo en la cuarta fase
entre el andlisis a priori y analisis a posteriori.

La fase de experimentacion muestra una diferencia “entre los conocimientos
construidos en las fases a-didacticas, que cuidan el escenario, o en las fases que crean los
alumnos no respetando las consignas dadas, y los saberes a los que apunta la ingenieria, a
menudo introducidos de manera ostensiva” (Artigue, 2002, pp. 14-15). La autora nos
menciona también que en esta fase se muestra la complejidad de los conocimientos en
juego y se confirma la dificultad para identificar lo que les hace ganar, aunque el juego y las
reglas permanezcan estables.

La fase de analisis a posteriori se basa en el conjunto de datos recogidos en la
experimentacion, las observaciones que se hicieron y las producciones de los estudiantes,
asi como en la comparacién con el analisis a priori para llegar a una validacién. La
simbologia utilizada en las transcripciones se tomé de Garcia (1997, citado en Rodriguez,
2013), siendo la siguiente: / / Conductas no verbales o informacién del contexto paralelo al
discurso; () Interpretacion o informacion sobre tono, actitudes, posibles significados dentro de la
observacion; ... Verbal no registrado o que no se recuerda, también verbal que no se transcribe. Por
cuestiones de ética los nombres mencionados no son los reales

Dentro de esta investigacion se elaboraran cada una de esas cuatro fases que se
contemplan para construir una ingenieria didactica y validarla internamente con respecto a
los conocimientos obtenidos por los estudiantes con los que ya se habian detectado.

3.2 Analisis Preliminar

En este apartado se mostraran algunas propuestas acerca de co6mo iniciar el
pensamiento algebraico con alumnos que no han realizado esta transicion entre Aritmética y
Algebra; regularmente las investigaciones se han realizado con nifios pequefios, detectando
gue son capaces de llegar a generalizaciones de los elementos clave para desarrollar un
razonamiento algebraico adecuado.

Se muestran cinco articulos que proponen una manera de abordar el inicio del Algebra
escolar con niflos de educacién primaria, a partir de sus resultados se creara una propuesta
con base en los elementos que se consideren pertinentes, con la finalidad de aplicarla con
alumnos de primer grado de secundaria en una escuela del estado de Zacatecas, México.
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Los articulos que se tomaron en cuenta como complemento de los mencionados en
los antecedentes son: Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest (2006), en la que intentan
introducir el pensamiento algebraico en alumnos pequefios mediante situaciones
problematicas que fueron desarrollando con estudiantes de primaria en E.U.A.; Barallobres
(2000) clasifica el Algebra en dos dimensiones; la util y la dimensién objeto; Pelet y Carraher
(2007) manifiestan que se puede ensefiar la nocibn de numeros con signo mediante la
generalizacién de secuencias y utilizando herramientas que permiten construir estructuras
algebraicas generales; Radford (2010) establece que tengamos cuidado cuando disefiamos
situaciones probleméticas de caracter algebraico porque nos hace ver que no todas las
generalizaciones son algebraicas ayudando a lograr una tipologia de generalizaciones
aritméticas y generalizaciones algebraicas.

3.2.1 Aritmética y Algebra en Educacion Matematica

Se toma como referencia el trabajo de Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest
(2006). Estos autores sugieren que el Algebra tiene que ser parte del curriculo de primaria,
los jévenes de entre 8 y 10 afios son capaces de llegar a conclusiones algebraicas en sus
ejercicios, esto lo afirman los autores, sin embargo mencionan que esta conclusion no
disminuye la necesidad de investigacion, sino que necesita una base solida en las
investigaciones para validar esta idea, la idea de esta propuesta es que se utilice desde
temprana edad la suma, la resta, la multiplicacién y la division como funciones para facilitar
la entrada del pensamiento algebraico y del Algebra formal en los alumnos, cuando se
requiera el cambio de tema en el curriculo.

La propuesta de “Early-Algebra” esta basada en el trabajo de Davydov (1969-1991,
citado en Carraher et al. 2006) quien realiz6 una propuesta de inicio de Algebra temprana en
la que tuvo éxito, él muestra que los nifios rusos que recibieron instruccién en la
representacion algebraica de problemas verbales tuvieron un mejor desempefio que otros
estudiantes a lo largo de ciclos escolares posteriores y mostraron mejores resultados en la
resolucion de problemas del Algebra, en comparacién con otros compafieros que llevan
cinco afios de Aritmética y después Algebra. El trabajo de Davydov se ha considerado como
pionero y el equipo de Davydov tiende a minimizar el potencial de la Aritmética como base
para el conocimiento algebraico.

Se hizo un estudio longitudinal, de 30 meses con 69 alumnos de tercer grado de
primaria (8-10 afios) en Massachusetts, se han trabajado 8 lecciones, regularmente una por
semana, con el objetivo de ejemplificar como nifios de corta edad a medida que aprenden la
suma y la resta pueden integrar conceptos algebraicos y representaciones en su forma de
pensar. El comienzo de representaciones algebraicas lo hacen con funciones lineales,
funciones simples como x+ 8.

En el estudio que hicieron, los llevaron con una serie de situaciones problematicas que
separaban en lecciones que iban aumentando de complejidad, el primer acercamiento que
tuvieron del pensamiento algebraico lo llevaron en la leccion tres en la que tenian que
introducir la nocion de niamero negativo. La actividad los llevé a apoyar discusiones sobre
las relaciones entre las cantidades fisicas y el orden de los nimeros.
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En la leccion 4 los estudiantes definieron lo que era la recta numérica basandose en
un ejercicio en el que contemplaban afios, alguno no podian concebir como retroceder en el
tiempo, por lo tanto definian que no podian irse para atras. En la leccion 6 se introdujo una
“Linea numero variable” como medio de hablar de las operaciones en las incognitas, era
entendido como el desplazamiento de espacios hacia la izquierda desde N, N + 4.

En la leccion 7 hacen una equivalencia entre lo que tienen en sus alcancias Maria y
Juan, sin especificar lo que tienen de dinero, sino que solamente hicieron una equivalencia
de que tenian lo mismo. Con base en esa idea los nifios aprendieron acerca de los cambios
gque producian esas cantidades y al final determinaron la cantidad inicial de Maria y Juan y
las cantidades que tenia en cada dia de la historia, en esta clase los llevan a establecer la
idea de que cuando no conocen una cantidad lo establezcan como N, sin ocasionar
conflictos cognitivos en los estudiantes. Concluyeron que pueden escribir N para representar
cualquier cantidad desconocida.

Maria y Juan tienen cada uno una alcancia, el domingo los dos tenian la misma
cantidad en sus alcancias. El lunes, la abuela viene a visitarlos y ofrece 3
dolares para cada uno de ellos. El martes, van juntos a la libreria. Maria gasta $
3 en el nuevo libro de Harry Potter. John gasta $ 5 en un calendario 2001 con
imégenes del perro en ella. El miércoles, John se lava el coche de su vecino y
gana $ 4. Maria también hizo $ 4 de nifiera. Corren a poner su dinero en sus
alcancias. El jueves Maria abre su alcancia y descubre que ella tiene $ 9.

En la leccion 8 los alumnos con respecto a las alturas de ciertos chicos establecen que
si la altura de uno es N, y sabemos que otra persona mide cuatro pulgadas mas, su altura va
a ser N + 4, estableciendo asi que ya pueden trabajar con cualquier nimero aunque sea
desconocido para ellos.

Tom es 4 pulgadas mas alto que Maria. Maria
es 6 pulgadas méas baja que Leslie. Dibuja la
altura de Tom, la altura de Maria, y la altura de
Leslie. Mostrar a que se refieren los nimeros 4

y 6.

Maria  Altura de Maria

Imagen 6. Actividad 8, el problema de la altura

En las actividades de esta investigacion los estudiantes demostraron que habian
comenzado a manejar los conceptos algebraicos fundamentales. El Algebra es un vasto
dominio de las Mateméaticas, y el progreso mostrado por los estudiantes en esta
investigacion es el inicio de una larga trayectoria.

Las actividades del Early-Algebra no se encuentran en ningun libro de texto en inglés
(en el 2006), se llega a la conclusiobn que tomard muchos afios para la comunidad de
Educacién Matematica desarrollar practicas y estructuras de aprendizaje consistente con
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esta vision. Los autores consideran que la ensefianza del Algebra por medio de la Aritmética
€S una propuesta interesante, pero enfatizan en que sélo puede ser conocido si un nimero
significativo de personas se comprometen a ensefiarla sisteméaticamente mediante
experimentos e investigaciones.

3.2.2 Algunos elementos de la Didéactica del Algebra

Se analiza la propuesta de Barallobres (2000) en la que caracteriza una competencia
del Algebra que denomina como un poco mas que la mera manipulacion de simbolos, lo
hace en dos dimensiones: La dimension til, el Algebra es considerada como adecuada para
resolver problemas que provienen de contextos internos o externos a la Matematica; la
dimensién objeto, es considerada como un conjunto estructurado de objetos como ecuacion,
incégnitas, funcion, literal, parametros, inecuaciones..., dotados de propiedades.

Tiene la idea de que el pensamiento algebraico se construye sobre el pensamiento
aritmético, pero en ruptura con el aritmético, Vergnaud (1987, citado en Barallobres, 2000)
establece una ruptura epistemoldgica entre la Aritmética y el Algebra en doble sentido, por
una parte, la introduccion de un aspecto formal en el tratamiento de problemas
habitualmente tratados intuitivamente y por otra la introduccién de objetos matematicos
nuevos como ecuacion, incognitas, literales, etc.

Dentro de su propuesta caracteriza la resolucion de problemas aritméticos y
algebraicos, en los primeros menciona que es un proceso que parte de lo conocido a lo
desconocido, y en Algebra es al revés, se designa el nimero desconocido por una letra, se
manipula como si fuera conocido. El estatus del signo = plantea un problema esencial de
ruptura, es utilizado en Aritmética como el anuncio de un resultado y puede constituirse un
obstaculo para el aprendizaje del Algebra, en sintesis caracteriza el trabajo aritmético como
hacer procedimientos: las cadenas de niumeros y operaciones no son consideradas como
objetos sino como procedimientos que conducen a producir una respuesta, por el contrario,
en Algebra los simbolos escritos tienen sentidos por si mismos, independientemente de los
procedimientos que ellos representan en la resolucion de problemas.

Los problemas que figuran en los libros de texto de Argentina son similares a este
problema: “Hace tres afos, el triple de la edad de Patricia era exactamente 30. ;Cuantos
anos tiene hoy Patricia?”

El autor opina,

- Si los problemas se pueden resolver mediante métodos aritméticos, los
alumnos privilegian este tipo de resolucién por su familiaridad con este dominio
y pierde el valor de util para el Algebra, en este caso el Algebra se impone mas
como una necesidad de contrato que como una necesidad para resolver una
situacion.
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Regularmente se utilizan este tipo de problemas para la entrada del Algebra
escolar; si se quiere rescatar el valor util del Algebra debemos aumentar el
grado de complejidad en los problemas.

Los problemas de este tipo no son interesantes para los estudiantes, ya que no
cumplen con los requisitos de imponer una condicidon que implique el desarrollo de su
pensamiento algebraico, seguiran observando que con métodos aritméticos pueden resolver
este tipo de problemas y no ocasionara nuevas maneras de contemplar las Mateméticas; es
decir, no llegan a considerarse problemas para los alumnos porque ya dominan la
Aritmética, los alumnos sélo contestaran las situaciones problematicas para seguir
cumpliendo con el contrato didactico (lo que pide el profesor es lo que voy a responder)
aungue utilicen métodos muy conocidos por ellos.

Cortés, Vergnaud y Kavafian (1990, citado en Barallobres, 2000) sefalan que en
situaciones representables por ecuaciones del tipo ax + b = cx + d la resolucion algebraica
aparece mas operatoria que la resolucién aritmética, pero estos problemas presentan
problemas a los alumnos principiantes, el Algebra toma una significacion mas clara en la
resolucion de problemas con dos incognitas, aunque ellos mismos sefialan que serian
problemas complejos para iniciar los alumnos en Algebra.

El autor menciona que el lenguaje algebraico permite memorizar la génesis de una
expresion numérica para deducir sus propiedades, por ejemplo, cuando se resuelve un
problema aritmético, 8 x 5, termina reducido a un resultado numérico, en este caso 40, al
escribir el resultado perdemos “el origen” del mismo, porque 40 puede ser el resultado de
4 x 10,3 + 37, etc. En cambio el Algebra permite “guardar” le génesis de una expresion para
analizar sus propiedades.

Por ejemplo, ¢,como resuelven los alumnos un problema como el siguiente?:

“Un chico multiplica un numero por 5, le suma 12. Luego sustrae el nimero inicial
y divide el resultado por 4. Dice que el resultado obtenido supera en 3 unidades
al nimero inicial. Y piensa que esto pasara cualquiera que sea el nimero inicial.
¢ Tiene razén?”

e Muy pocos alumnos llegan a la expresion (5x + 12-x): 4y luego, después
de un célculo, a x + 3.

e Algunos llegan pero no a través de un célculo algebraico.

¢ Muchos formulan algebraicamente tales problemas pero no utilizan el algebra
para concluir, volviendo sobre el cuadro numérico a través de una prueba
pragmaética (probando con ejemplos).

Tanto en los problemas de generalizacion, como en los problemas ligados a la

construccion de formulas, los alumnos deberdn explorar regularidades, encontrar
estructuras, generalizar procedimientos, etc.
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En el Algebra elemental la dimension objeto se organiza alrededor de la resolucion de
ecuaciones, de inecuaciones y de sistemas lineales. Es posible abordar la dimension
“objeto” a partir de:

1. problemas de status de los nuevos objetos, lo que ha dado lugar a numerosas
busquedas sobre, por ejemplo, el status de las letras o también conduciendo
a analisis en términos de procesos/objetos (Sfard, 1991, citado en Barallobres
2000).

2. la dualidad de las expresiones algebraicas dotadas a la vez de una semantica
y de una sintaxis, dualidad que juega un rol esencial en la manipulacion
formal.

3.2.3 Numeros con signo y pensamiento algebraico

Se utiliza el trabajo de Peled y Carraher (2007) como referencia, los autores tienen la
idea de que al trabajar nimeros con signo en un contexto algebraico facilitara el aprendizaje
de este tema, la idea la obtienen de trabajos revisados, que estan citados en su articulo, que
tratan acerca de que los nifios pequefios pueden aprender Algebra (Blanton y Kaput, 2000;
Brizuela y Earnest, 2007; Carpenter y Franke, 2001; Carraher, Schliemann, y Brizuela, 2001,
Davydov, 1991).

Los profesores utilizan modelos didacticos, materiales manipulativos utilizados para un
fin especifico definido por el docente, en los libros de texto de EUA se utiliza un modelo de
“cacahuates magicos” para la ensefianza de numeros con signo, que segun Ball (1993,
citada en Peled et al. 2007) implica un tipo de magia porque se quitan y afladen niumeros de
una manera aleatoria, algunos profesores creen que a los nifios les resulta mas facil
recordar un conjunto de reglas extrafias.

En general no han sido exitosos los modelos didacticos de nimeros con signo, ya que
al tratarlos en un enfoque aritmético no facilitan el crecimiento conceptual. En el texto se
muestra que los problemas algebraicos son mas adecuados para promover el aprendizaje
de los nimeros con signo. Se cuestioné a 15 profesores en formacion y se les pidié que
plantearan una situaciébn para ejemplificar 2 —7 con contextos apropiados para los
estudiantes, 9 establecieron contextos de dinero (deudas) un problema apropiado pero el
contexto que se esta creando es artificial, 3 profesores utilizaron un contexto alternativo con
temperaturas, un problema que esta elaborado de una manera factible para la ensefianza:
en invierno mi termometro lee que estamos a 2°, durante la noche la temperatura se reduce
7°. ¢ Qué temperatura habia a la mafiana siguiente?

La dificultad de crear problemas de nimeros con signo es que regularmente los que
vienen a la mente pueden ser resueltos sin utilizar nimeros negativos. Mukhopadhyay,
Resnick y Schauble (1990, citados en Peled y Carraher, 2007) encontraron que el tratar los
problemas desde un contexto cotidiano ayuda en el tratamiento de nimeros con signo, es
mas facil visualizar cambio en las cantidades, ya sea de dinero o de temperaturas, que
utilizando ecuaciones formales con notaciones mateméticas.
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Aplicaron algunas situaciones probleméticas con nifios de sexto de primaria acerca de
nameros con signo, en una se pidi6 que encontraran la diferencia de altura entre dos
ciudades, una estaba a —200m sobre el nivel del mar y la otra a +300m, se detect6 que los
nifios en lugar de hacer la resta correspondiente 300 — (—200) = 500 los nifios solamente
afiaden los valores absolutos de las distancias del mar 300 + 200 = 500, entonces tiene que
darse otro enfoque a los nimeros con signo.

En el articulo se establece que los problemas aritméticos establecen un caso
especifico relativamente simple, pero que “Algebrafied curriculum” (término que utilizan los
autores refiriéendose a un curriculo con aspectos algebraicos) puede introducir un reto que
requiere el uso de herramientas matematicas para modelar estructuras algebraicas
generales y muestra dos ejemplos de problemas que pueden introducir estas nociones
algebraicas en los estudiantes.

Ejemplo: Anne condujo 40 km al norte de su hogar hacia una reunién que habia en la
ciudad, después ella tuvo que retroceder 60 km hacia el sur para ir a otra reunion. Después
de las reuniones llamé a su marido, Ben, para que fuera por ella.

e ¢ Cuanto tiene que recorrer Ben y en qué direccion?
e Escribe una expresién para calcular la longitud del viaje de Ben.

home 40 km north
B
<
60 km south

Imagen 7. Recorrido de Anne

En el diagrama se muestra que Anne fue mas al sur que al norte y Ben tendra que
viajar 20km al sur para recoger a su esposa, entonces la expresion simbodlica que
representa la operacion es 60 a40 = 20, es preciso que en el momento de formalizar se
deje el orden de las cantidades para que concluyan que 40 — 60 = —20, no se puede perder
de vista la direccién, porque influye en la construccion de la solucién.

Se establece que se pueden crear problemas que involucren temperaturas usando el
mismo principio que se sigue para las distancias, recalcando que un principiante debe de
buscar patrones, trabajar de arriba a abajo, de derecha a izquierda, organizando la situacion
y haciendo generalizaciones; es decir; detectar una secuencia de los cambios de
temperatura y llegar a reconocer las ventajas de la utilizacion de niumeros con signo para
distinguir la disminucion y aumento de la temperatura.

El contexto del dinero es significativo para los nifios porque es algo que estan
acostumbrados a manejar, pero no es del todo conveniente porque los estudiantes podran
responder los cuestionamientos sin necesidad de recurrir a los nimeros con signo.

El propésito de este articulo es mostrar que existe una relacion entre Aritmética y
Algebra en el tratamiento de nimeros con signo, ya que el Algebra proporciona un contexto
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atil para la introduccion de nimeros con signo y reciprocamente se muestra que las tareas
de nameros con signo pueden ayudar a los estudiantes en las concepciones que tengan de
ciertos procesos matematicos que necesitan generalizaciones para su solucion. Esta
propuesta es teorica, ya que solo una situacion problemética se realizé con estudiantes; sin
embargo, es importante que haya quienes intenten realizar de esta manera el tratamiento de
ndmeros con signo para que se pueda corroborar la relacién entre el aprendizaje de éstos y
el desarrollo del pensamiento algebraico.

3.2.4 Capas de generalidad y tipos de generalizacion en actividades con patrones

Finalmente se sefiala la investigacion de Radford (2010) que también se tom6 como
referencia. El autor hizo un estudio longitudinal desde 1997, en el que trabaja con profesores
para intentar implementar un nuevo plan de estudios, disefiado en 1997 en Ontario, Canadj;
para cumplir con el plan de estudios descubrieron que los profesores deberian trabajar
colectivamente para llevar una misma orientacion hacia los estudiantes, pretendiendo que
los alumnos aprendan los conceptos algebraicos establecidos en el plan de estudios y
profundizar en su comprension acerca de la aparicion y desarrollo del pensamiento
algebraico de los estudiantes, las dificultades que encuentran al dedicarse a la practica del
Algebra y las posibles formas de superarlas.

Relata que existen investigadores que han expuesto que los alumnos tienen bastantes
errores al trabajar con el pensamiento algebraico,

Matz (1980) y Kaput y Sims-Knight (1983) investigaron algunos errores
asociados con el uso de simbolos; Kieran (1981) sefialé diferentes conceptos
asociados con el signo igual. Algunos afios mas tarde, Filloy y Rojano (1989)
ponen en evidencia algunos problemas clave que enfrentan los estudiantes
novatos en la resolucion de ecuaciones. Un poco mas tarde Sfard (1991) y Gray
y Tall (1994) llaman la atenciéon sobre las dificultades de los alumnos para
distinguir entre objetos y procesos, mientras que Bednarz y Janvier (1996)
estudiaron los efectos de la estructura de las palabras en los problemas de
aritmética y razonamiento algebraico. Casi al mismo tiempo, varios
investigadores han demostrado los limites de las tablas numéricas X -Y en la
generalizaciobn de patrones (Castro, 1995; McGregor y Stacey, 1992, 1995)
(Radford, 2010, p. 39).

Establece elementos que hacen el pensamiento algebraico mas significativo; el
primero se refiere a una sensacion de indeterminacion que es propia de objetos algebraicos
como incognitas, literales y pardmetros, en el segundo los objetos indeterminados se
manejan analiticamente y en tercer lugar lo que hace pensar algebraicamente es el modo
simbdlico peculiar que tiene para designar a sus objetos.

Plantea la idea de que generalizacion y modelacion no siempre son de caracter
algebraico, en el uso de situaciones problematicas de modelado los profesores tenemos que
estar buscando las estrategias didacticas necesarias para que los estudiantes contemplen
los patrones en un sentido algebraico.
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Para comenzar con su situacion problematica de patrones algebraicos establece la
imagen 8 que se muestra a continuacion, con estudiantes de Canada de entre 13 y 15 afios,
los forma en equipos de dos a cuatro integrantes y les pide que lleguen a una regla que
genere el incremento de las figuras.

00O 00O, 0000
000 0000 00000

Figure 2.1 Figure 2.2 Figure 2.3

Imagen 8. Figura para comenzar a trabajar con patrones algebraicos

Los estudiantes lo hacen primero por prueba y error, cuando se les pidié que dijeran
cémo lo encontraron ellos contestaron que “lo encontraron por casualidad”. En la segunda
ocasién que lo resolvieron los estudiantes buscan alguna relacion entre las lineas
establecidas; por ejemplo, uno establecié que “la linea superior siempre tiene un circulo mas
qgue el numero de la figura y el fondo siempre tiene dos circulos mas que el nimero de la
figura” Formulando que (n + 1) + (n + 2) = . De este modo podemos darnos cuenta que al
trabajar con situaciones problematicas de generalizaciébn se destaca una distincién entre
induccién y generalizacion. Kieran (1989, citado en Radford, 2010) menciona que la
induccién por si sola no puede ser suficiente para caracterizar la generalizacion algebraica
de los patrones.

Otro estudiante lo asimilé de la siguiente manera:

o]® Q0 Q0O
000 OO% QOO0

Figure 4.1 Figure 4.2 Figure 4.3

Imagen 9. Deteccién del incremento de circulos con respecto a cada figura

Observando que van incrementando dos términos en cada figura, Radford lo llama
“Objetivacion” porque el alumno ya tenia previsto que era la misma figura y que sélo iba
incrementando de dos en dos sefalandolo en diagonal, lo llama “objetivacion” porque
recurre a sus definiciones epistemologicas (Obiectare “tirar algo en el camino, antes de
lanzar” y “tivacion” que viene del verbo facere “hacer”), el alumno visualiz6 la formulacién de
la estructura del concepto en accién, que es la creacion de una sucesion algebraica, lo hizo
mediante gestos y palabras, recurrié a un principio mencionado por Duval (2002, citado en
Radford, 2010) el cual dice que una féormula dice lo mismo que su gréfica, o que una férmula
dice lo mismo que la palabra-problema que “traduce”. Estableciendo asi que la “objetivacion”
del conocimiento es una construccion tebrica para dar cuenta que los estudiantes se
involucran en algo con el fin de observar y darle sentido.
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Las situaciones problematicas se realizaron haciendo interaccion entre sujeto-sujeto y
sujeto-objeto de la siguiente manera: los estudiantes se presentaron con los patrones cuya
complejidad era acorde a las exigencias del plan de estudios, trabajaron en grupos
pequefos y se invitd a que llevaran a cabo:

Una investigacion aritmética.
La expresién de la generalizacion en lenguaje natural.
El uso del simbolismo algebraico estandar para expresar la generalidad.

Se implementd el siguiente patron.

VAVAYVA \/

Figure 5 Figure 5.2 Figure 5

Imagen 10. Patron para detectar el crecimiento proporcional

Para los estudiantes fue facil responder a preguntas sobre las cifras 10, 25 y 100,
detectaron también que ya no se puede ir de dos en dos porque de esa manera seria muy
tardado en llegar a la figura 25,100, etcétera. Un grupo de tres estudiantes trabajando en
equipo, detectaron el patron que era necesario observar para ir de una figura a otra, lo
hicieron de forma verbal y lo comentaron entre ellos, entonces ahora la pregunta que se
hicieron es ¢,como lo llevamos a generalizacién para cualquier término de la sucesion?

El autor menciona que la expresion de generalizacion se ha investigado en el contexto
de “Early-Algebra”, Warren (2006, citado en Radford, 2010) informé que en un estudio con
estudiantes de 10 afios, se pidié que los alumnos escribieran en lenguaje natural una regla
general para algunos patrones y encontré que entre 6 y 10 alumnos de 27 fueron capaces
de escribir una relacién entre la posiciéon del término y su valor numérico, sin llegar a una
expresion matematica que lo establezca.

Después plante6 otro ejercicio en el que se inicié con un circulo y se multiplica por 2
circulos asi constantemente, los alumnos tenian que escribir un mensaje imaginario a un
nifilo de 6° (11 afos) explicando claramente lo que él debe hacer, con el fin de averiguar
cuantos circulos hay en cualquier cifra dada de la secuencia. Algunas respuestas que
tuvieron fueron las siguientes:

Comenzar en uno e ir afiadiendo dos hasta obtener el nimero correcto de circulos en
total.

Ver el nimero de la figura, dibujar el nidmero de circulos y después poniendo un
ndamero menos poner todos juntos.
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Otros alumnos establecieron que se debe poner el nUmero de la figura ademas de tres
y se duplica el namero de la figura, estableciendo:
“el nimero de la figura x 2, 4+3. Da la cantidad de circulos”.

El mensaje es una mezcla de simbolos mateméticos y los términos en lenguaje
natural.

A manera de conclusién el autor menciona que las situaciones problematicas de
generalizacion de patrones se han considerado como una de las rutas méas importantes para
introducir el Algebra con los alumnos; sin embargo, no todas las de modelado llevan a este
tema, por ejemplo el caso de procedimientos inductivos basados en la formacién de ensayo-
error y otras estrategias de adivinanzas; estos procedimientos no conducen al Algebra
porgue el objetivo de ésta no es ciertamente responder adivinanzas.

3.2.5 Elementos a retomar para elaborar una secuencia didactica

Con base en las propuestas mencionadas anteriormente y en los antecedentes se
disefid una secuencia didactica que intente llevar a los alumnos a comprender el
pensamiento algebraico, tomando criterios que ya han sido analizados y validados.

Es importante tener en cuenta que para mostrar a los estudiantes la evolucion que
tiene el Algebra es necesario trabajar situaciones problemaéticas que vayan incrementando
su grado de complejidad; como sugieren Peled y Carraher (2007), llevarlos desde las
nociones de numeros negativos en los que contemplaran el orden que deben tener los
nameros, problemas con cantidades representados geométricamente en planos cartesianos
0 en rectas para que consideren que a partir de algo que ya conocen (Aritmética) pueden
avanzar a pensamiento algebraico mediante generalizaciones. Es preciso que se delimite
muy bien qué es lo que se quiere lograr con los alumnos porque pueden existir nociones
erréneas u obstaculos por parte de los alumnos.

Es importante hacer ver a los estudiantes que el Algebra es util para su desarrollo
académico y cognitivo, como menciona Barallobres (2000) se tiene que idear una estrategia
en la que se les haga ver a los alumnos que es necesario seguir cierto tipo de reglas y
pasos para facilitar la resolucién de ejercicios. Es importante que los ejercicios pensados no
se puedan resolver facilmente por métodos aritméticos, ya que los alumnos preferiran
hacerlo por ese método porque es el que conocen.

Cuando se trabaje con los nimeros negativos es importante llevar los ejercicios a
contextos en los que los problemas tengan una orientacion algebraica; es decir, que no sean
problemas que los alumnos contesten con hechos cotidianos que les ocurren habitualmente,
como deudas, porque lo que haran sera recurrir a su experiencia sin tomar en cuenta la
nocion de nimero negativo o positivo, (Carraher et al., 2006 y Radford, 2010) aconsejan que
es mejor disefiar problemas en los que los estudiantes necesiten alguna herramienta
matematica que pueda usarse dentro del pensamiento algebraico para detectar lo que esta
ocurriendo o para generalizar informacion de una manera algebraica; por ejemplo una recta
numeérica permite considerar el aumento y la disminucion de valores sabiéndolo trabajar en
un enfoque algebraico.
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Siguiendo la sugerencia de los autores, es importante que al trabajar situaciones
problematicas que intenten desarrollar el pensamiento algebraico de los estudiantes, en
realidad sirvan para potenciar los contenidos y que tengan una progresion en sus
secuencias y su complejidad; es decir, que comience en un nivel que dominen los alumnos
intentando hacerlo desde un enfoque aritmético y llevarlos progresivamente a un
pensamiento algebraico en el que tengan que utilizar herramientas “mas alla” del uso de
nameros para encontrar la solucion. Es importante que las situaciones problematicas
cambien de enfoque, porque muchas de las veces consideramos que algunas servirdn para
desarrollar el pensamiento algebraico en los alumnos y no funcionan, ocasionando que los
alumnos las resuelvan a través de métodos aritméticos demasiado largos.

Ursini et al., (2005) mencionan que el Algebra escolar regularmente se trabaja
asignandole tres usos a las literales: para representar incognitas, como nimeros generales y
en relacion funcional, estos usos se intentaran integrar en la secuencia para que los
estudiantes comiencen a detectar como estan consideradas las literales en los distintos
ejercicios dentro del aula escolar.

Para disefiar una secuencia que en realidad provoque el cambio de pensamiento en
los estudiantes, es importante que tengamos bien definido que es lo que se pretende que
logren, para ello se tiene el apoyo de las propuestas analizadas anteriormente. Se trabajara
el proyecto Early-Algebra acompafado de un razonamiento inductivo en los estudiantes,
como lo hicieron Cafiadas (2007), Billings et al. (2007), Molina (2009) y Radford (2010) para
lograr que comiencen a considerar el Algebra como una generalizacion de la Aritmética,
aunque es preciso mencionar que en algin momento existird una ruptura en el tipo de
pensamiento.

La secuencia didactica pretende ayudar a los alumnos a comenzar con el Algebra
escolar, pero es indispensable comentar que no hay una férmula especifica para trabajar el
Algebra con los distintos estudiantes, ya que cada uno de ellos piensa y actia de manera
diferente a sus compaferos y a estudiantes de otras generaciones, cOmo menciona
Brousseau (1986) no es permisible que los profesores trabajen con las mismas situaciones
problematicas que tienen desde hace bastantes afios; en esta investigacion se piensan
disefar algunas que sean distintas a las que estan acostumbrados a trabajar.

Es indispensable que las situaciones probleméaticas estén bien formuladas para que
puedan ser comprendidas por los estudiantes, Fregona y Oras (2009) con respecto a lo
anterior comentan que cuando el medio se modifica y no es interpretable con los esquemas
gue tienen los estudiantes, entran en crisis y buscan encontrar la manera de recuperar su
equilibrio, aunque no siempre sea la correcta.

El grupo con el que se trabajara la secuencia didactica estd4 acostumbrado a contestar
las situaciones problemaéticas por medio de la mecanizacién; es decir, el profesor llega al
grupo y escribe ejercicios en el pizarron para que los estudiantes los contesten en su
cuaderno y al final pasen a exponerlos. La exposicién no es para sus compafieros, sino que
la exposicién solo se la dan al profesor mientras los demas estudiantes siguen sentados en
sus lugares sin atender la situacion problemética.
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En una ocasion se distrajeron tanto los estudiantes que el profesor les pidi6 que
leyeran un texto e hicieran un respectivo reporte que les iba a revisar, argumentando que los
estudiantes deben poseer cierto grado de comprension oral, escrita, asi como realizar
calculos matematicos, pues esas competencias estaban marcadas en el plan.

Por lo que se pudo observar no existen momentos de razonamiento grupal por parte
de los estudiantes, pueden reflexionar cuando estan explicAndole al profesor en el pizarron,
ademas el profesor menciono6 que no le gusta que trabajen en equipo porque pierden tiempo
acomodandose y arrastran mucho las butacas. Para la experimentacion de la secuencia se
tuvieron varias charlas con el profesor acerca de la forma en que se pretendia trabajar y se
revisaron las situaciones probleméticas, ya que el investigador las habia disefiado, para que
existieran las menores situaciones de incongruencia posibles, ademas se le entregd una
hoja en la que estaban contenidas las actividades.

3.2.6 Caracterizacion del grupo y del profesor

Para la aplicacién de la secuencia didactica se selecciond un grupo de primer grado de
secundaria de Jerez de Garcia Salinas Zacatecas, México la secundaria tiene por nombre
Francisco Garcia Salinas, es una escuela con bastante prestigio; mencionan profesores y
padres de familia que cuando abren las inscripciones, en un dia se satura la matricula de
alumnos que quieren ingresar, se solicitdé al director de dicha secundaria permiso para
trabajar con un grupo de primer grado y accedié al igual que el profesor titular de
Matematicas. El profesor es un ingeniero agrbnomo que tiene alrededor de 28 afios
impartiendo la asignatura de matematicas en escuelas secundarias.

Con el grupo de 1.° D se ejecutaron las situaciones problematicas, las cuales estan
preparadas para trabajarse en el transcurso de dos dias; como son tres, se pretende
contestar dos el primer dia y la tercera el segundo, intentando que los estudiantes lleguen a
adquirir ciertos conocimientos sobre nociones de pensamiento algebraico. El objetivo es
observar que por medio de la secuencia didactica los estudiantes muestren elementos de
que comienzan a desarrollar un pensamiento algebraico.

Antes de trabajar con el grupo se observé durante tres sesiones de clase en las que
ellos se desenvolveran regularmente como en cualquier clase de Matematicas, la finalidad
de la observacion es detectar el contrato didactico que existe en el aula y las caracteristicas
que tienen los estudiantes ante la clase, el profesor y sus compafieros.

El grupo esta integrado por 40 estudiantes, se ha detectado que es muy intranquilo, en
la mayor parte de las clases que se observaron muchos estudiantes se la pasan
conversando entre ellos, sin tomar en cuenta al profesor y cuando les llama la atencion para
gue atiendan a la clase, ponen atencién un corto tiempo pero después vuelven a platicar
sobre temas que no se relacionan con la materia.

Dentro del grupo existen algunos estudiantes a los que les gusta llamar la atencion de
forma no propicia para la clase; es decir, bromean, contestan de forma errénea con
resultados que no se relacionan con los problemas que se estan trabajando, aunque es
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preciso mencionar que también existen estudiantes que se destacan por sus participaciones,
ideas y resultados que muestran al profesor, porque estan bien razonados.

En seguida se muestra un fragmento de lo obtenido en la observacion del grupo con la
finalidad de destacar la forma en que regularmente trabaja:

La mayor parte de la clase los estudiantes se la pasan hablando y algunos otros
parados sin responder a la actividad, el profesor detecta esa distraccion y los
sienta pidiéndoles que lean una lectura acerca de un tema distinto a la materia
(bullying), les indica que pongan atencién porque tienen que hacer un reporte de
lectura y les contara en la calificacion.

Eso hace la mayoria mientras dos estudiantes estan resolviendo ejercicios en el
pizarrén... pasé a otro estudiante a resolver el siguiente ejercicio, mientras los
demas continuaban leyendo, cuando terminé de resolver el ejercicio, el profesor
les pidi6 que dejaran de leer para que su compariero les explicara qué es lo que
tienen que hacer para resolver los otros que tienen pendientes, el estudiante
explico como lo resolvié pero sélo al profesor y éste le contesté que estaba bien y
lo pasé a su lugar.

Manuel es un nifio protagonista, quiere quedar bien con sus compafieros y llamar
la atencién haciendo cosas sobresalientes, no en lo académico, sino socialmente
haciendo platica, levantandose de su lugar en repetidas ocasiones sin motivo. El
profesor estaba escribiendo ejercicios en el pizarron y Manuel se la pasé en la
esquina del sal6n sacando punta a su lapiz durante 10 minutos...

El profesor pidi6 que se pusieran a trabajar individualmente y los estudiantes lo
hicieron, excepto Ali, quien seguia platicando y riéndose de lo que comentaba
con dos de sus compaiieros, el profesor les pidié que atendieran a la actividad y
los estudiantes lo hicieron, pero Ali seguia buscando con quien distraerse y
encontré tal distraccion con Manuel, mientras los demdas resolvian las
actividades, estos dos estudiantes charlaban (Informacién obtenida a partir de la
observacién del grupo el 09 de enero del 2014).

Las fechas en que se tiene programada la experimentacion de la secuencia didactica
es para los dias 14 y 15 de Enero del 2014, en los cudles esta considerado observar si los
estudiantes han desarrollado o no formas de pensamiento algebraico para la resolucion de
problemas. La idea es trabajar con dos situaciones problematicas el dia 14 de Enero,
concluir la segunda el dia 15 y continuar con la tercera en el transcurso de esa clase.

Las clases de Matematicas que se imparten el en grupo son los lunes a las 9:10, los
martes y miércoles a las 7:30, los jueves a las 11:10 y los viernes a las 12:00, se decidio
hacerla el martes y el miércoles porque los estudiantes no han recibido ninguna otra
asignatura de esta manera podran estar mas atentos a las clases, ya que no influird alguna
tarea que les hayan dejado, la actitud de otros profesores ante ellos o algin otro
contratiempo que les haya surgido en otra asignatura o a lo largo de la jornada escolar.

En cuanto a los conocimientos previos de los estudiantes de primer afio de
secundaria, se tiene el referente de que ya se encuentran trabajando con ecuaciones
lineales con una incégnita, porque el profesor mencion6 que asi marca el nuevo programa,
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aunque hizo énfasis en que no utilizd algin método o estrategia para hacer que los
estudiantes reflexionaran acerca de lo que estan haciendo, sino que comenzé a trabajar con
las ecuaciones de una manera mecénica, suponiendo que lo que aprendieron es a hacer el
procedimiento para resolverlas, ademas conocen ciertos temas que marca el curriculo de
Mateméaticas en primer grado de secundaria que son necesarios para resolver estas
situaciones problematicas como: numeros con signo, graficacion, tabulacion 'y
representacion de nimeros en una recta numérica.

El contrato didactico a utilizar es que el profesor siga en su papel, pero ahora
intentando dar otro enfoque a su rol, en el que no les dara el conocimiento a los estudiantes
explicitamente, sino que los orientar4 a través de preguntas para generarles conflicto en
lugar de una solucién. Los estudiantes tendran un papel diferente al que tienen regularmente
en las clases, ahora seran ellos quienes lleguen al conocimiento por medio de la reflexién y
el razonamiento, dentro de pequefios equipos, para después entre todos validar esos
conocimientos obtenidos en cada equipo.

El rol del investigador es observar el desarrollo de las situaciones que se den en la
clase, en caso de que el profesor necesite apoyo para lograr su devolucién, el investigador
apoyara.

3.2.7 Conocimientos Previos

Los estudiantes se encuentran trabajando con el tema de solucion de ecuaciones
lineales con una incognita, se supone que ya conocen qué es una expresion algebraica,
ademas se tiene la hipo6tesis de que ya tienen el conocimiento, segun la Secretaria de
Educacion Publica (2011), de: numeros y sistemas de numeracion, problemas aditivos,
problemas multiplicativos, patrones Yy ecuaciones, figuras y cuerpos, medida,
proporcionalidad y funciones, nociones de probabilidad, y andlisis y representacion de datos.

Aunque no todos los contenidos se reflejan como aprendizajes esperados, es
importante estudiarlos todos para garantizar que los alumnos vayan encontrando sentido a
lo que aprenden y puedan emplear diferentes recursos, de lo contrario se corre el riesgo de
que lleguen a utilizar técnicas sin saber por qué o para qué sirven (SEP, 2011, p. 27).

Con base en lo establecido por la Secretaria de Educacion Puablica (2011), los
alumnos ya deben saber:

Primer bloque (septiembre-octubre)

e Convertir fracciones decimales y no decimales a su estructura decimal y viceversa.

e Representar numeros fraccionarios y decimales en la recta numérica a partir de
distintas informaciones.

e Resolver problemas que impliquen mas de una operacion de suma y resta de
fracciones.

e Construccién de sucesiones de numeros o de figuras a partir de una regla dada en
lenguaje comun. Formulacién en lenguaje comun de expresiones generales.
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e Explicar el significado de férmulas geométricas, al considerar las literales como
nameros generales con los que es posible operar.

Segundo bloque (noviembre-diciembre)

e Formulacion de criterios de divisibilidad entre 2, 3y 5.

¢ Resolver problemas que implican el maximo comuan divisor y el minimo comun multiplo.
e Resolver problemas aditivos que combinan numero fraccionarios y decimales.

¢ Resolucion de problemas que implican la multiplicacion de nameros fraccionarios.

Tercer bloque (enero-febrero)

¢ Resolucion de problemas que impliquen la multiplicacion de numeros decimales.

e Resolucion de problemas que impliquen la divisibn de numeros decimales.

¢ Resolucion de problemas que impliguen el planteamiento y la resolucién de ecuaciones
de primer grado de la forma x+a=b; ax =b; ax+b =c, donde a,bycsean
numeros naturales, decimales o fraccionarios.

El profesor del grupo comentd que en lugar de ensefarles a construir sucesiones de
nameros opto por trabajar con los niUmeros con signo y después los introduce de lleno en el
Algebra resolviendo ecuaciones.

Los alumnos estaban aprendiendo a hacer los procesos para resolver ecuaciones
aungue de una forma mecénica, ya que siempre el profesor les establecia cudles
ecuaciones resolver y el método por el que tienen que hacerlo y no por medio de problemas
que los llevaran a establecer una ecuacion.

Se consider6 aplicar las situaciones problematicas porque los estudiantes no habian
trabajado el Algebra de una manera que desarrolle su razonamiento, sino que se habia
hecho mecanicamente. El objetivo de las situaciones probleméaticas es propiciar que los
estudiantes razonen y tengan herramientas para formular expresiones algebraicas, es
preciso sefialar que pueden existir elementos que no nos permita llegar a lo deseado, ya sea
por errores o formas de razonamiento distintas a las esperadas, aunque mencionan Rico y
Castro (1994) que es de mucha ayuda saber que existe un error, porque a partir de sus
errores los estudiantes comprenden propiedades de un concepto de las que no eran
previamente conscientes.

Las situaciones problematicas tienen elementos que los estudiantes ya saben trabajar,
debido a que el profesor s6lo mencion6 que no formularon patrones, sino que se
introdujeron directamente a la resolucion de ecuaciones, entonces los demas temas si los
han visto y, se supone, saben trabajar con nimeros negativos.

58



Capitulo 3. Metodologia

3.3 Concepcidn y analisis a priori

3.3.1 Variables macrodidacticas

Artigue (1995) considera una variable macrodidactica como una variable didactica que
recae en la organizacion global de la ingenieria didactica, como la organizacién del grupo,
los resultados esperados en cuanto a conocimiento adquirido por los alumnos, después de
la aplicacion de la secuencia por medio de la ingenieria didactica, el material didactico que
se va a utilizar para facilitar el trabajo de los estudiantes en sus actividades y otras que
intervengan en el disefio y aplicacion de la ingenieria de un modo general.

La idea que ha surgido es juntar a los estudiantes en equipos dandoles la
responsabilidad de jefes de equipo a las personas que se detecten como lideres, en lo
académico o en lo social, haciéndoles tener la responsabilidad de su equipo, para detectar
la reaccion de unos y de otros, crear un espiritu de competencia con los estudiantes
intentando que se esfuercen por cumplir con las situaciones probleméaticas programadas.

El grupo se organizard en 10 equipos, es importante que quien se nombre jefe
adquiera la responsabilidad de llevarlo con una buena organizacién y orientacion hacia el
trabajo porque en sus actividades cotidianas no estan acostumbrados a trabajar en equipo;
el profesor comenté en una platica informal que siempre opta porque los estudiantes
realicen la solucién de las situaciones problematicas de manera individual para no perder la
organizacion del grupo y no arrastren tanto las butacas.

Ya organizados en equipos se les repartirA a los estudiantes una situacion
problematica para que la resuelvan con sus comparieros de equipo.

Se les daran las siguientes indicaciones:

A continuacion se les va a entregar el siguiente problema, el cual ustedes tienen que
contestarlo con la ayuda de todos los integrantes del equipo (entregar el problema y leerlo
ante todo el grupo), -¢ Tienen dudas? En caso de que los estudiantes tengan dudas intentar
aclararlas, si no tienen, pedirles que contesten la situacién problematica. En seguida dejar
gue los estudiantes lleguen a la solucién de los problemas con orientacion del profesor en
los equipos de trabajo, la intencion es que los estudiantes aporten todas las ideas que les
genera la situacion problematica llegando a un resultado que para ellos sea valido.

Después que los equipos ya tengan un resultado, se le pedir4 a algun equipo que pase
a exponer lo que pensaron y lo que hicieron para llegar a ese resultado de la situacion
problematica, se espera que existan otros equipos que tengan distinto resultado y
confrontarlos, cada uno defendiendo sus respuestas, para llegar a un resultado comun por
parte de los estudiantes. Una vez que ya hayan validado una solucién comudn (correcta o
incorrecta) el profesor sera quien institucionalice esos resultados exponiendo la respuesta
correcta frente a los estudiantes, retomando los principales elementos de la validacién que
ya habra realizado; se realizara la misma dinamica para las otras dos.
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Antes de aplicar las situaciones problematicas con los estudiantes se platico con el
profesor para indicarle la forma de trabajo que se tiene contemplada para llevar a cabo,
primero darle las indicaciones pasadas, en seguida leerles el problema ante todo el grupo,
preguntar si se ha entendido o si es necesario leerlo de nuevo, cuando se haya
comprendido por los estudiantes, ellos se involucrardn con sus equipos para contestarlo y
cuando lleguen a una soluciéon y un comdn acuerdo con el equipo se les pedir4 que algun
equipo pase al pizarron para que los explique ante toda la clase, si es mas de un equipo el
que quiere pasar a resolverlo se decidira el equipo mediante un sorteo y el equipo que gane
serd quien pase a explicar lo que hicieron para resolver ese ejercicio, se les pedira a los
estudiantes que escriban todo lo que estan pensando para saber la forma en que razonaron
al resolver la situacion problematica.

Cuando ya hayan pasado a explicar la situacién problematica y los demas compafieros
estén de acuerdo con la solucion, serd el turno del profesor institucionalizar ese
conocimiento, se pretende que esta institucionalizacién del profesor no sea del tipo
discursivo (como esta habituado a hacerse en esta clase), sino que se detectara a algun
equipo que tenga la respuesta correcta y se utilizard esa respuesta para que por medio de
preguntas se llegue a la validacion del resultado.

En caso de que no exista algun equipo que tenga una respuesta correcta, se haran
preguntas que generen conflicto en los estudiantes con respecto a sus conclusiones de los
ejercicios, para llegar a un resultado verdadero y aceptado por los estudiantes. Como se
habia mencionado anteriormente, la idea es que quien establezca todas las situaciones
problematicas sea el profesor titular de Matematicas.

Se asistira al grupo 10 minutos antes de la clase para acomodar las butacas,
adecuandolas a la forma de trabajo. El primer dia se nombraran los diez estudiantes que se
hayan escogido como jefes de los equipos para que comiencen a sentarse en las sillas
previamente acomodadas, después se irdn repartiendo los demas estudiantes
azarosamente hasta que cada equipo tenga cuatro integrantes. Una vez que ya estén
acomodados se les repartiran hojas de trabajo y se daran las indicaciones mencionadas
anteriormente.

Otra variable considerada como macrodidactica es la organizacién de la secuencia:

Primero los estudiantes requieren trabajar con una representacién en la recta
numérica con la nocion de numeros con signo, en este problema se intenta que los
estudiantes detecten que si existe un nimero desconocido y que este nimero se puede
determinar.

En seguida con la representacion de una tabulacion o graficacion, que permite a los
estudiantes encontrar una expresion algebraica que genera el aumento de cuadros,
intentando que reconozcan un patrén que rige la relacién entre figuras y nimero de cuadros.
Al final con la representacion de una tabulacién en disminucién que representa los metros
gue recorre una tortuga, se intenta que los estudiantes se den cuenta que existe una
correspondencia entre los dos valores involucrados.
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Se consideran de esta manera para que los estudiantes, con estas tres situaciones
problematicas, sean capaces de detectar los distintos usos de la literal que proponen Ursini
et al. (2005), como incognita especifica, como nudmero general y en relacion funcional,
intentado relacionar cada uno de estos problemas con al menos uno de esos aspectos
tomados en cuenta, la finalidad es detectar la manera en que se les facilita el uso de las
literales con un pensamiento algebraico

Las nociones de literal como incégnita especifica, nimero general y en relacion
funcional, Ursini et al. (2005) mencionan que al trabajarla como incognita especifica
tenemos que reconocer que en cierta situacion esta involucrada una cantidad cuyo valor no
conocemos, pero es posible determinarla sabiendo los demés datos del problema, como
namero general los estudiantes tienen que desarrollar la capacidad para reconocer
patrones, hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos, y en relacién funcional los
estudiantes deben reconocer que en ciertas situaciones estan involucradas cantidades
cuyos valores estan relacionados.

Con base en lo dicho por Ursini et al. (2005), para las situaciones problematicas se va
a considerar:

Como incognita especifica la capacidad de representar simbélicamente una cantidad
desconocida relacionandola con los datos del problema.

Como numero general se van a usar simbolos para representar una situacién general,
una regla o un método.

Como una relacién funcional se debe reconocer que existe una correspondencia entre
dos literales y saber que esta correspondencia la tienen de una manera relacionada.

Una variable mas, es tomar en cuenta al profesor para que lea y aclare las dudas de lo
que no queda claro para los estudiantes, se pretende que por medio de la lectura grupal de
las situaciones problematicas, éstas queden claras y haya una buena resolucion, asi como
una buena forma de trabajo en el aula.

Es necesario tomar en cuenta que otra variable didactica sera pedir a cada equipo que
necesitan tener un/a secretario/a para que escriba todo lo que estan pensando y lo que
estan discutiendo, asi como quiénes no trabajan y algunas cuestiones que surgen a través
del desarrollo de la clase.

3.3.2 Situaciones probleméticas

En esta seccidn se muestran las situaciones problematicas que se desarrollaran con el
grupo mencionado, con la finalidad de encontrar herramientas para el desarrollo de
pensamiento algebraico en los estudiantes. Cabe mencionar que éstas fueron disefiadas por
los autores de esta investigacién, con base en las propuestas analizadas anteriormente.
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Situacion problematica 1. Incognita especifica

Situacién de Accién

Como ya se mencion0, ésta tiene contemplado trabajarse en 10 equipos formados por
cuatro estudiantes, la intencion es que el profesor lea la situacion problemética ante los
estudiantes para que comprendan lo que tienen qué hacer, en caso de que tengan dudas,
se les leerd nuevamente para que comprendan la informacion que les permite resolverla. En
caso de que sigan sin comprender lo que tienen qué hacer, se les haran preguntas, todo
esto para lograr la devolucion en los estudiantes de su responsabilidad como aprendices.

La situacion problemética es la siguiente,

Mary viajé desde su casa al norte de la ciudad para ir a una fiesta a la casa de
Ale, cuando Mary estaba ya en la fiesta le habla por teléfono su papa y le dice
gue necesita que vaya a recogerlo porque se le ha descompuesto el carro,
entonces Mary le pregunta que a donde. El papa le dice que si est4 en casa de
Ale recorra 61 km. hacia el sur, quedando a 17 km. al sur de su casa.

e (A qué distancia esta la casa de Ale de la casa de Mary?

e ;COmo podemos expresar este problema con términos matematicos?
Exprésenlo

e Establece otra manera matematica de representar el recorrido de Mary.

e (Si el papa estuviera en otro punto de la ciudad, més al sur o al norte,
podriamos establecerlo matematicamente sin saber su distancia?

e ¢ Existird alguna forma general mateméatica que represente la distancia que
recorrid6 Mary para ir a casa de Ale? ¢ Como podrias establecerla? ¢ por qué
lo consideran asi?

Si después de leer la segunda vez la situacidn problematica, los estudiantes siguen sin
entender lo que tienen que hacer se les plantearan preguntas que involucren lo que tienen
que hacer para comprender el problema.

e (;Qué tienen que hacer? Esperando que los estudiantes respondan que la consigna
es encontrar la distancia entre la casa de Mary y la casa de Ale.

e (;COmMo podran encontrar tal distancia? Algunos estudiantes que son muy
responsables y tienen muy buena reflexion de las Matematicas contestaran que
depende de la distancia del coche del papa a la casa de Ale.

e ¢Necesitamos saber el tiempo que estuvo Mary en la fiesta? Es una pregunta para
gue los estudiantes detecten cuales datos en realidad son necesarios y cuales son
parte del escrito solamente.

Con estos cuestionamientos se espera que los estudiantes ya hayan comprendido lo
gue les pide el ejercicio y contesten las preguntas.

Las variables didacticas utilizadas en este ejercicio son:
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Considerar numeros que regularmente les cuesta un poco restar, para que no sea tan
facil observar la solucion a simple vista, la resta de 61 — 17 ocasionara que los estudiantes
hagan una resta en su cuaderno porque las unidades del sustraendo son mayores a las del
minuendo.

Se menciona como Norte y Sur el trayecto que hace Mary para ir a la fiesta y a recoger
a su papa porque de esa manera los estudiantes podran representarlo en una recta
numeérica, o tendran alguna nocién de que si representan el norte hacia cierta direccion, el
sur lo hardn en un sentido contrario, como cuando lo hacian para trabajar nimeros
negativos y detectaran que se puede resolver mediante una resta. Esto les facilitara la
solucién del ejercicio.

En seguida que los estudiantes hayan comprendido lo que tienen que hacer, se espera
gue haya una devolucion, porque ya tendran contemplado todo lo que tienen que hacer, lo
que les puede causar conflicto es encontrar una forma general para representar lo que
acaba de ocurrir, como es la primer situacion problematica no se espera que la representen
con alguna incognita sino que lo hagan de manera aritmética, con una resta.

Situaciéon de Formulacion

Con la primer situacion problematica se pretende que los estudiantes lleguen a
establecer que para conocer la distancia entre la casa de Mary y la casa de Ale es necesario
conocer la distancia del coche del papa y la casa de Mary; es decir, que establezcan que
existe una relacion entre la distancia del papa con la casa de Ale y la de Mary, detectando
que si no conocemos la distancia del papa, no sabremos la distancia que existe entre la
casa de Mary y la de Ale.

En esta situacion el profesor estara pasando frente a los equipos para resolver dudas
gue surjan en la resolucién de las situaciones problematicas, con la intencién de no dar
respuestas directas, sino propiciar que ellos se comuniquen y tomen acuerdos.

Asi, una forma de resolver este problema seria representar por medio de una recta las
distancias que recorri6 Mary para llegar a casa de Ale y después utilizar otra para
representar la distancia que recorri6 para llegar con su papa.

ta)
A
M: Casa de Mary

é? A: Casa de Ale

61km P: Coche del papa de Mary

Imagen 11. Recorrido de Mary
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Considerando que los estudiantes obtengan este gréfico, la solucién ser4 mediante
una resta. Puesto que ya han trabajado con la solucion de ecuaciones lineales, se espera
que en lugar de signo de interrogacion algunos estudiantes representen con una letra el
valor desconocido en el grafico.

Para otra solucion, se espera que se detecte de manera directa que la primera
pregunta se puede responder al realizar una simple resta y entonces el resultado seria
61 — 17 = 44, y esa seria la manera matemética de representar la distancia entre la casa de
Mary y la casa de Ale. Para que los estudiantes lleguen a este resultado tienen que
considerar el grafico de la Imagen 11 aunque sea mentalmente, ya que eso les indica la
nocién de resta, de una distancia mas grande menos una distancia menor.

Situacién de validacion

La situacion de validacién se hard cuando todos los equipos ya hayan llegado a una
conclusion. El profesor estard pendiente para dar comienzo con esta situacion, asi, cuando
se haya llegado a la solucion por parte de todos los equipos se le pedir4 a alguno que pase
a la pizarra para exponer a sus compafieros sus respuestas, en seguida por parte del
profesor se cuestionara: ¢ Todos concuerdan con ese resultado?, ¢ por qué consideran asi el
resultado?, si tienen uno diferente, expliquen por qué el suyo es correcto, ¢cudl de los dos
creen que sea verdadero?, ¢,por qué?

En esta situacion a través de las intervenciones del profesor se esta dejando en
conflicto a los estudiantes, porque ellos son los que van a debatir los resultados. El papel del
profesor en esta situacién serd sélo la de poner en conflicto a los estudiantes que difieran
del resultado, en caso de que los estudiantes concuerden todos con el mismo resultado,
s6lo se les preguntard: ¢ por qué ese resultado es correcto? Esperando que a partir de la
explicacién del primer equipo los estudiantes incrementen sus ideas para saber que la
situacion puede resolverse por mas de un método.

Situacidn de institucionalizacion

En esta situacién ya los estudiantes estan en comun acuerdo con los resultados, ahora
toca el turno del profesor; por ejemplo, después de que haya pasado un equipo a exponer
frente a los demas compafieros, como se menciond, ya todos los estudiantes estaran en
comun acuerdo con las respuestas, entonces ahora el profesor cuestionara. ¢En verdad
creen que esa sea la solucion? ¢Si la distancia entre Mary y el papa es de 61km. cuanta
sera la distancia entre la casa de Mary y la Casa de Ale? Se menciona Mary y el papa
porque Mary esté en la casa de Ale, los estudiantes deben de ubicar que esa es la distancia
que existe entre la casa de Ale y el coche del papa.

Los estudiantes ya tienen una representacibn matematica para ese ejercicio,
esperando que sea 61— 17 =44, el trabajo del profesor es establecer que ése es el
resultado correcto pero conjuntandolo con el que se representd graficamente. En caso de
gue ningun equipo haya hecho la representacion gréfica es indispensable que el profesor lo
haga en el pizarrén para que los estudiantes detecten que entre mas se aleje el coche del
papa mas distancia habra entre la casa de Ale y él, y entre mas se acerque llegara el
momento en que se tenga que hacer una suma para resolver el ejercicio.

64



Capitulo 3. Metodologia

Se necesita dejar esa idea clara en los estudiantes para que comiencen a ver la idea
de variacion, es decir, la idea de que un nimero puede tomar distintos valores dependiendo
de la informacién que se proporciona, de esta manera los alumnos comenzardn a ver la
nocién de literal como incégnita especifica, mencionada por Ursini et al. (2005).

Conocimientos esperados

Con esta respuesta se espera que los estudiantes vayan comprendiendo la nocién de
literal como incégnita, como nimero general y en relacion funcional; es decir, que existen
nameros que se pueden representar por diferentes valores dependiendo de las
caracteristicas de los ejercicios, en este caso saber que la distancia entre la casa de Mary y
de Ale va a depender de la distancia a la que esté situado el carro del papa.

Al resolver este ejercicio los estudiantes tendran nocién de un numero que puede
variar, porgue se les va a hacer énfasis en que dependiendo del lugar en el que esté situado
el coche, es lo que vamos a restar (incluso sumar) para saber la distancia entre las casas,
por medio de este ejercicio los aprendices van teniendo nocién que un ndmero no siempre
se queda fijo, que el nUmero puede variar positiva y negativamente, ocasionando un cambio
en la operacién aritmética que tienen que realizar para su solucién. En palabras concisas se
pretende que los estudiantes vayan teniendo ideas acerca de que algunos numeros varian
con relacion a las caracteristicas de los problemas.

Situacion problematica 2. Numero generalizado

Situacién de accién

Esta pretende que los estudiantes detecten una relacion entre figuras y expresiones
numeéricas, la intencion es que por medio de la basqueda de las figuras que piden las
preguntas, los estudiantes lleguen a expresar una forma general de representar el
incremento de dichas figuras; es decir, que detecten qué es lo que se requiere para generar
la siguiente figura en la sucesion y asi lleguen a establecer que la sucesién debe de ser
2n — 1, expresada de forma general. La respuesta sera una generalizacion de la sucesion de
figuras.

En esta situacion problematica la literal tiene la intencién de representar un nimero
general, segun Ursini et al. (2005) al considerar la literal como nimero general regularmente
se usan simbolos que representan una situacién general, una regla o un método. Al hacer
uso de la literal de esta manera se busca desarrollar la capacidad para reconocer patrones,
hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos.

La situacion problemética es la siguiente:

Observen las siguientes figuras y contesten lo que se pide a continuacion.
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Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Dibujen la Fig. 4

Describan cada figura, relacionandolas entre si.
¢,Cuantos cuadros tendra la figura 10?
¢,Cuantos cuadros tendra la figura 25?

¢ Cuantos cuadros tendr la figura 73?

¢ Cémo hicieron para encontrar la figura 73?

¢,Cémo pueden indicar y expresar matematicamente lo que esta sucediendo con
ellas?

¢ Existird alguna regla o férmula que indique el crecimiento de las figuras?, si es
asi intenten establecerla. Si no es posible, expliquen por qué no lo es.

En el caso de esta situacion problematica, no se va a leer frente al grupo, solamente
se repartira y se les pedird a los estudiantes que observen las figuras, después de observar
se les indicara que platiquen acerca de qué es lo que pasa con las figuras y después de ello
contesten las preguntas que tiene.

Se espera que los estudiantes detecten que conforme avanza el nimero de figura,
aumenta dos el nimero de cuadros; es decir, que detecten que una sucesion va a ir
formando las figuras “1,3,5,7,9, ...,2n — 1”, no se espera que los estudiantes lo detecten en
términos de sucesion, sino que solamente contemplen el incremento que van teniendo las
figuras, se considera que con esa deteccién sera mas facil que lleguen a una forma general
para representar dicho incremento.

Las variables didacticas incluidas en este ejercicio son:
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El acomodo de los cuadros en cada figura, dicho acomodo hace més facil detectar que
van incrementando las figuras de dos en dos, se le agrega una de un lado y otra arriba para
gque se aprecie el incremento de las figuras.

La cantidad de cuadros que va teniendo cada figura, la primera tiene 1, la segunda 3,
la tercera 5, para que detecten que el incremento es de dos en dos.

La finalidad es que los estudiantes detecten las caracteristicas que van haciendo las
siguientes figuras, porque ya sabiendo qué es lo que cambia en cada una, se veran
interesados en dar una devolucion de la situacién problematica porque ya sabran lo que
sucede con cada figura.

Situacion de Formulacion

Se pregunta cuantos cuadros tendrd la figura 10, porque es un namero que se puede
contemplar aumentando las figuras de dos en dos, si lo contestan de esta manera tardaran
mas tiempo; la intencién es que los estudiantes lleguen a saber los cuadros que tiene dicha
figura, por medio de la construccion de las figuras consecuentes en la sucesion.

La pregunta de cuantos cuadros tendrd la figura 25 tiene la intencion de que los
estudiantes busquen una forma de llegar a saber la cantidad de cuadros que tendra la figura
25 sin hacer 25 figuras que vayan incrementando de dos en dos, se espera que al trabajar
con las figuras de la sucesion los estudiantes detecten el incremento que tiene cada una y a
partir de ese incremento detecten una relacién para que lleguen a establecerlo por medio de
la forma general (2n — 1), o dando formulaciones que sean equivalentes a esta forma, por
ejemplo, “tomar el numero de figura, multiplicarlo por dos y restarle uno”.

En caso que aun no la detecten, puede que haya quienes hagan una modelacion de
numeros, representados en una tabla sin necesidad de hacer las figuras como se muestra
en la tabla 1, ya que se tardardn mas si hacen las figuras y suman los cuadros de dos en
dos, aunque no se descarta la idea de que existan estudiantes que lo resuelvan haciendo
las figuras.

Figura |1 2 13|14 |.../10 |11 |... |20]|...|25
cuadros | 1 35 |7 |...]19 |21 |... |39]...]49

Tabla 1. Posible respuesta de los estudiantes

Se pregunta en seguida el nimero de cuadros que tendra la figura 73 para que los
estudiantes intenten buscar otro método para encontrar el nimero de cuadros, en caso de
gue los otros los hayan encontrado haciendo las figuras o una relacion de figura con nimero
de cuadros que tiene cada figura, ya que si siguen con la idea de que tienen que hacer la
tabla o seguir dibujando las figuras sera més lento para llegar a encontrar el nimero de
cuadros que tiene la figura 73. Esta pregunta tiene el objetivo que los estudiantes estén
buscando una forma de simplificar la forma de hacerlo para ahorrarse el escribir demasiado.
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Después se les pide que establezcan la forma en que encontraron el nimero de
cuadros que tiene la figura 73, para saber qué es lo que estan haciendo y razonando con
respecto al problema.

Las dos ultimas preguntas se hacen esperando que los estudiantes detecten que
conforme incrementa la figura, el numero de cuadros también lo hace y asi encuentren la
expresion algebraica que genera la sucesion de las figuras con respecto a los cuadros.

Como ya han visto algunos temas correspondientes al apartado sentido numérico y
pensamiento algebraico, se espera que los estudiantes formulen una expresién algebraica
para representar la forma general.

Situacion de Validacion

La situacién de validacion se hara cuando todos los equipos ya hayan llegado a una
conclusion. El profesor estard pendiente para dar comienzo con esta situacion, asi, cuando
se haya llegado a la solucion por parte de todos los equipos se le pedira a alguno que pase
a exponer a sus comparferos sus respuestas, en seguida por parte del profesor se
cuestionara: ¢Todos estan de acuerdo con ese resultado?, ¢por qué consideran asi el
resultado?, si tienen uno diferente, expliquen por qué el suyo es correcto, ¢cual de los dos
creen que sea verdadero? ¢ por qué?, con la intencion de causar conflicto en las respuestas
de los estudiantes, que se espera sean de varios tipos.

En esta situacion a través de las intervenciones del profesor se esta dejando en
conflicto a los estudiantes, porque ellos son los que van a debatir los resultados. El papel del
profesor en esta situacion sera solo la de poner en conflicto a los estudiantes que difieran
del resultado, en caso de que los estudiantes estén de acuerdo todos con el mismo
resultado, sélo se les preguntara: ¢por qué ese resultado es correcto? Esperando que a
partir de la explicacién del primer equipo los estudiantes incrementen sus ideas para saber
que la situacién puede resolverse por mas de un método.

Situacién de institucionalizacion

En esta situacion los estudiantes estaran en comuin acuerdo con los resultados, ahora
toca el turno del profesor; por ejemplo, después de que haya pasado un equipo a exponer
frente a los demas comparieros y todos tengan una misma solucién, es indispensable que
los resultados se amplien unos con otros, considerando que quien lo haya hecho por medio
de figuras lo contraste con quien lo haya elaborado por medio de una tabla o una relacion
numeérica de las figuras con el nimero de cuadros de cada figura, asi tendran una manera
mas analitica de observar el resultado y esos resultados complementarlos con quienes
hayan llegado a la formulacion general de la situacion (expresion algebraica).

De esta manera, se estara adentrando a los estudiantes a determinar las Mateméticas
no solo de una manera numeérica, sino haciéndoles ver que existen nimeros que no siempre
vamos a conocer y se pueden representar por medio de una letra o una incognita (literal).

Con esta respuesta se espera que los estudiantes vayan comprendiendo la nocién de
literal como namero general detectando que existen nimeros que se pueden representar por
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diferentes valores dependiendo de las caracteristicas de los ejercicios. Se menciona que
encuentren una regla o formula general porque regularmente los alumnos que tienen un
enfoque aritmético de las Matematicas al escuchar la palabra férmula buscan establecer una
serie de letras que representa lo que queremos conocer.

En este caso la forma de interpretar la literal o incognita ser& como numero general
porque segun Ursini et al. (2005) los estudiantes tienen que desarrollar la capacidad de
reconocer patrones, hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos; usando
simbolos para representar una situacion general, una regla o un método.

Conocimientos esperados

Con la situacibn problematica se pretende que los estudiantes continlden
enrigueciendo su nivel de abstraccién de los nimeros; es decir, las preguntas tienen un
orden en el grado de dificultad, con ese aumento de complejidad se espera que los
estudiantes sepan desde detectar cuanto va creciendo cada figura, hasta expresarlo en su
forma general (una expresién algebraica), el objetivo en ésta es que los estudiantes
detecten que tienen que establecer el incremento de las figuras en un sentido distinto al que
estan acostumbrados, al detectar que aumenta de dos en dos tendran la idea de qué hacer
con respecto a las siguientes figuras, pero cuando lleguen a la figura 73 los estudiantes
deben saber que tienen que encontrar una herramienta que les ayude a generar el nUmero
de cuadros de esta figura. Con las dos Ultimas preguntas se pretende que establezcan la
forma en que hicieron el calculo para sacar sus figuras, y al final que intenten llegar al
establecimiento de una expresién algebraica que las genere, en caso de que algin equipo
no lo logre, se espera que haya quienes si lo lleguen a detectar y hacer énfasis en ello en la
validacion. Si por algin motivo ningin equipo lograra encontrar una forma general se tendra
que preguntar directamente a los estudiantes en la situacién de institucionalizacion.

¢, Como detectaron que la figura 10 iba a tener ese nimero de cuadros?

Si le vamos sumando dos a cada figura, ¢ podemos establecer el nimero de figura +2
para representarlo de una forma general? Esperando que haya algunos que digan que siy
otros que no, porque se habran dado cuenta que el nimero de figura es menor que el
numero de cuadros que tienen la figura, excepto en la figura 1.

¢, Como podriamos representarlo de una manera general?

Las preguntas anteriores seran acompafnadas por representaciones en el pizarrén por
parte del profesor en caso de que los estudiantes no detecten qué es lo que tienen que
hacer.

Situacion problematica 3. Relacion funcional

Situacién de Accién

Al igual que en las otras dos, en ésta se trabajara en los mismos equipos de cuatro
personas. El objetivo es que los estudiantes lleguen a conocer, por medio de problemas de
relacion funcional en situaciones de la vida cotidiana, una forma general de expresar
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matematicamente el camino de ciertos objetos que recorren una distancia constante en
cierto tiempo.

Al trabajar una literal en relacion funcional, mencionan Ursini et al. (2005) que se
detecta una correspondencia entre los valores de las literales involucradas, la determinacion
de una de las literales cuando se conoce el valor de la otra, identificando asi la relacion
entre cantidades y la variacion de una cantidad que afecta a la otra independientemente de
la representacion que tenga (verbal, tabular o gréfica). Es necesario que el estudiante pueda
representar una relaciéon funcional de distintas maneras y que pueda pasar de una a otra.

La situaciéon problematica esté disefiada para que los estudiantes se den cuenta que
va disminuyendo 2 metros cada 15 minutos y lleguen a establecerlo de una forma
matematica, ya sea tabular o una expresion algebraica. Si los estudiantes concluyen con
una forma tabular sera permitido que asi lo dejen, porque ya habran detectado que va
disminuyendo constantemente el recorrido de la tortuga. En seguida que lleguen a esa
representacion, se continda pidiéndoles que escriban una forma general matematica que
exprese el recorrido de la tortuga, para detectar si los estudiantes pueden abstraer
informacion.

La situacion problemética es la siguiente:

En la playa nos encontramos con una tortuga que llevaba bastante tiempo
caminado y decidimos tomarle el tiempo que tarda en caminar, detectamos que
recorre 10 metros en 15 minutos, en los siguientes 15 minutos recorrié 8, los
siguientes 15 minutos sélo recorrié 6 metros.

e ¢ Sila tortuga continua caminando durante 30 minutos, cuantos metros creen
gue recorrera en los préximos minutos?

o (Creen que Illegue un momento en que la tortuga se detenga
completamente? ¢por qué?, si se detiene completamente ¢qué pasara
después?

e Considerando que la tortuga llevaba 60 minutos caminando, ¢ Cuantos metros
creen que recorria cuando comenzé a caminar?

e Como se podria representar matematicamente el trayecto de la tortuga?

e (Existe alguna regla o forma general que represente el movimiento de la
tortuga? Exprésenla.

Una vez que estén organizados los equipos en esta nueva clase, se les repartira la
hoja en la que viene la situacion problemética y se leeréd en voz alta por parte del profesor
ante todos los equipos, cuestionando qué tienen que hacer para resolverla, en caso de que
los estudiantes no sepan qué hacer, se leer4d nuevamente haciendo énfasis en que la
tortuga ya llevaba tiempo caminando, que decidimos tomarle el tiempo que tardaba en
caminar y establecer lo que recorria en el transcurso de 15 minutos, en seguida se podria
preguntar:

e Qué distancia esta recorriendo la tortuga cuando empezamos a medir el tiempo?
Esperando que los estudiantes contesten que 10 metros en 15 minutos.
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e Después de quince minutos, ¢qué distancia va a recorrer la tortuga? Esperando que
los estudiantes respondan que 8 metros los préximos 15 minutos para que con esa
respuesta vayan detectando que cada 15 minutos disminuye dos metros la distancia
gue recorre, no se les preguntara de manera directa, esperando que los estudiantes lo
vayan teniendo en cuenta para la solucion de las preguntas de la situacion
problematica.

e ¢ Por qué creen que cada quince minutos recorre menor distancia? Esperando que los
estudiantes contesten: que porque se cansa un poco al recorrer, que digan que tiene
flojera, que se para a tomar el sol, en fin que contesten alguna cosa pero que detecten
gque cada cierto tiempo la distancia recorrida va a ir disminuyendo.

Las variables didacticas en este ejercicio son:

Reducir cada lapso de 15 minutos el recorrido de la tortuga en 2 metros, para que los
estudiantes detecten que va disminuyendo cada vez la distancia que recorre la tortuga.

Considerar cada 15 minutos como una unidad de medida de tiempo; es decir,
establecer que cada 15 minutos cambia la distancia que recorre la tortuga hace que sea un
poco mas complicada la situacion problematica, ya que no se puede representar facilmente
de manera algebraica, aunque si grafica. Con estas preguntas se pretende que los
estudiantes detecten las caracteristicas del recorrido de la tortuga con respecto al tiempo, es
importante que observen que tienen que considerar los metros que disminuye cada 15
minutos y no tanto los que recorre en total la tortuga, al comprender que si va disminuyendo
la velocidad, disminuira la distancia recorrida en el lapso de 15 minutos, de esa manera los
estudiantes se sentiran capaces de resolver el ejercicio, logrando asi la devolucién del
ejercicio.

Situaciéon de Formulacion

En la tercera situacion problematica se espera que los estudiantes ya tengan nociones
de lo que deben de construir; las anteriores ya estan validadas e institucionalizadas,
considerando que los estudiantes ya tienen un referente de pensamiento algebraico.

Lo que deben conocer los estudiantes es, como ya se menciond anteriormente, que va
disminuyendo la velocidad constantemente cada 15 minutos, para que puedan contemplarla
dentro de una tabulacién, una grafica o una expresién algebraica; la intencién es que los
estudiantes detecten que esa constante puede representarse de una manera general.

En esta situacion el profesor estara pasando frente a los equipos para resolver dudas
gue surjan en la resolucion de las preguntas, con la intenciéon de no dar respuestas directas,
sino propiciar que ellos se comuniquen y tomen acuerdos.

Una solucién para este ejercicio es comenzar a considerar el trayecto de la tortuga
como una linea recta y dibujarlo en un gréfico como lo marca la Imagen 12.
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Imagen 12. Recorrido de la tortuga

Detectando que cada vez que transcurre el tiempo la distancia que recorre disminuye,
entonces si quieren saber cudl es la distancia que recorre en total en 30 minutos, después
de los establecidos en el problema, tendran que sumar 4 metros mas 2 metros para que
establezcan la distancia recorrida en los proximos 30 minutos que indica el problema. El
cuestionamiento se refiere a los metros que se recorreran después de esos 30 minutos; los
estudiantes probablemente contesten que 0 metros, porque va disminuyendo de dos en dos
y como los pasados 15 minutos redujo a 2 metros, los siguientes seran 0 metros.

Otra posible respuesta es que los estudiantes la contemplen en una tabla, detectando
sélo los datos del problema y no tanto el recorrido de la tortuga.

Minutos | ... 15 15 15 15 15 15
Metros . 10 8 6 4 2 0
gue

recorre

Tabla 2. Posible respuesta de los estudiantes

Se considera de esta forma la tabla porque va disminuyendo 2 metros de recorrido
cada quince minutos, pero otra representacion de la tabla a partir de los datos del problema
puede ser.

Minutos | ... 15 30 45 60 75 90
Metros 10 8 6 4 2 0
Tabla 3. Posible respuesta de los estudiantes

Detectando que después de 90 minutos ya no va a variar la distancia de los metros
gue recorre, porque ya se detuvo la tortuga, la pregunta para los estudiantes ahora sera
¢qué sucede después de que la tortuga se haya detenido? Esperando que contesten que se
guedara alli, que se acabd la playa, se cans6 completamente o alguna otra respuesta en la
gue indiquen que se queda inmovil.

En seguida se les pide que indiquen de una forma matematica el recorrido de la
tortuga, es aceptable que lo hagan de la manera anterior, pues soélo se les esta pidiendo una
forma matematica, el objetivo es que detecten que va disminuyendo constantemente la
distancia que recorre y conforme el tiempo va aumentando; es decir, que consideren la
relacion que tiene la distancia con respecto al tiempo.
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Situacién de validacion

La situaciéon de validacién se hard cuando todos los equipos ya hayan llegado a una
conclusion. El profesor estara pendiente para dar comienzo con esta situacion, asi, cuando
se haya llegado a la solucion por parte de todos los equipos se le pedird a alguno que pase
a exponer a sus compaferos sus respuestas, en seguida por parte del profesor se
cuestionara: ¢Todos estdn de acuerdo con ese resultado?, ¢por qué consideran asi el
resultado?, si tienen uno diferente, expliquen por qué el suyo es correcto, ¢cual de los dos
creen que sea verdadero? ¢por qué?, con la intencion de causar conflicto en las respuestas
de los estudiantes, que se espera sean de varios tipos.

En esta situacion a través de las intervenciones del profesor se esta dejando en
conflicto a los estudiantes, porque ellos son los que van a debatir los resultados. El papel del
profesor en esta situacién serd sélo la de poner en conflicto a los estudiantes que difieran
del resultado, en caso de que los estudiantes estén de acuerdo todos con el mismo
resultado, sélo se les preguntard: ¢por qué ese resultado es correcto? Esperando que a
partir de la explicacién del primer equipo los estudiantes incrementen sus ideas para saber
que la situacion puede resolverse por mas de un método.

La finalidad es que los estudiantes estén conscientes de que las literales estan en
relacion; es decir, que cuando se modifica el tiempo, se modifica la distancia que recorre la
tortuga. Es importante que los estudiantes lo puedan representar mediante una tabulacion,
asi se apreciara mas facilmente que un valor depende del otro.

Situacion de institucionalizacién

En esta situacion ya los estudiantes estan en comun acuerdo con los resultados, ahora
toca el turno del profesor, después de que haya pasado un equipo a exponer frente a los
demas compafieros en la situacion de validacion.

Se espera que los estudiantes por lo menos hayan llegado a la representacion tabular
del problema porque sus caracteristicas si son un poco complejas, entonces a partir de alli
se les orientara para llegar a la solucion algebraica, estableciendo que debemos tomar 15
minutos como un lapso de tiempo; es decir, como una unidad, para que los estudiantes
vayan detectando que existen caracteristicas que hacen las Mateméaticas mas complicadas.

Con esta respuesta se espera que los estudiantes vayan comprendiendo la nocion de
literal como incOgnita, como numero general y en relacién funcional; es decir, que
dependiendo de ciertos valores, va a ir cambiando el valor de los otros nimeros.

Conocimientos esperados

Por medio de este problema se espera que los estudiantes obtengan la nocion de
relacion funcional, es decir, que detecten que conforme pasa el tiempo disminuye la
distancia recorrida por la tortuga, los estudiantes tendrén la idea que cada 15 minutos
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disminuye 2 metros la distancia que recorre la tortuga, llegando asi a algdn momento en que
sea cero la distancia que recorre.

Los estudiantes que detecten esa relacion lo podran representar mediante una gréafica
0 una tabla, en el momento en que puedan hacer eso ya tendran un poco mas de nociones
de una literal como relacién funcional, es decir dependiendo de la cantidad que digamos el
resultado va a variar conforme lo requiera la situacion.

3.4 Experimentacion

La experimentacion, segun De Faria (2006) es la fase en la que se da la realizaciéon de
la ingenieria con una cierta poblacion de estudiantes y comienza cuando se da el contacto
entre investigador/profesor/observador con la poblacion de los estudiantes objeto de la
Investigacién. En este caso el investigador y el observador son la misma persona.

La experimentacion supone:

e La explicitacion de los objetivos y condiciones de realizacion de la
investigacion a los estudiantes que participaran a continuacion;

e El establecimiento del contrato didactico;

e La aplicacion de los instrumentos de investigacion;

e El registro de las observaciones realizadas durante la experimentaciéon (De
Faria, 2006, p. 5).

Para la presente experimentacién se consideraran las caracteristicas del grupo y se
realizara un andlisis a posteriori de los resultados, para compararlos con las hipétesis
formuladas en el andlisis a priori, las situaciones problematicas duraran dos dias, “durante la
experimentacion se busca respetar las selecciones y deliberaciones hechas en los analisis a
priori” (De Faria, 2006, p. 5).

3.5 Analisis a posteriori

Este analisis se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la
experimentacion. Artigue (1995) expresa que de las observaciones realizadas de las
secuencias de ensefianza, de las producciones de los estudiantes, en seguida de esta
obtencion de datos se hara una confrontacion del analisis a posteriori con el andlisis a priori.

Este analisis se realizara de la misma manera que el andlisis a priori, segmentandolo
por situacion problemética para facilitar la confrontacion.

3.5.1 Situaciones problematicas

Situacion problematica 1. Incognita especifica

Situacion de Accion
El primer dia se inici6 formando los equipos organizando a los 10 estudiantes que se
tenian considerados como jefes de equipo: Jorge, Itzel, Tofio, Arantza, Ricardo, Manuel, Ali,
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Karla, Paulina y Andrea, que daban nombre y eran representantes del mismo. Se les fue
llamando uno por uno para que fueran ocupando butacas de los diferentes equipos, las
butacas ya estaban acomodadas desde antes que comenzara la clase para que los
estudiantes solamente se sentaran a trabajar.

El profesor fue nombrandolos después de que ya estaban acomodados en sus
butacas se les hizo el comentario de que iban a ser ellos encargados de los equipos porque
se habia detectado que eran quienes tenian el potencial de guiar a sus comparieros para la
buena resolucion de las situaciones problematicas, que era indispensable que no se
distrajeran haciendo otras actividades distintas a las propuestas, porque como ellos iban a
ser los responsables de la calificacion (buena o mala) iba a considerarse en mayor grado a
ellos, se les dijo que si sacaban todo bien ellos iban a tener un punto extra, pero que si
solamente estaban jugando se les iba a bajar un punto a todos pero a ellos como
responsables se les iba a bajar dos.

En seguida se paso a los demas estudiantes del grupo acomodandolos en los distintos
equipos, este dia faltaron 3 estudiantes, por lo tanto 3 equipos tenian sélo 3 integrantes. El
profesor les dijo:

Profesor: Tengan buen dia, de lo que se trata (hablan varios alumnos, al
mismo tiempo) en equipo como estan distribuidos ya, fijense bien, se les va a
dar un papelito a cada equipo y queremos que todo el equipo se integre a
resolver el problema, uno de ustedes de cada equipo nombran a un
secretario, para que el secretario en una hoja, ya sea de libreta o una hoja
blanca anoten los calculos y los resultados de sus problemas, van a leer
perfectamente una o dos veces jovenes y contestan, con este conocimiento
van a poner en practica lo que han aprendido aqui, se les va a distribuir a
cada equipo su problema, disponen de quince minutos.

/El profesor pasé delante del grupo y ley0 la situacién problemética pidiendo a los
estudiantes que atendieran a lo que él estaba leyendo, los alumnos escucharon,
y les pregunté si sabian lo que tenian que hacer y ellos contestaron que si,
encontrar la distancia entre las casas de Mary y de Ale.

Comienza a repartir los problemas y en cuanto se callé el profesor los alumnos
comenzaron a hablar y uno a levantarse a bailar para que lo viera la camara, no
se distingue lo que hablan los alumnos porque es la mayoria/ (Fragmento de
videograbacién de clase del dia 14 de Enero de 2014).

(El alumno que comenz6 a bailar es Manuel, quien ya se habia detectado que es muy
inquieto. Asi, el investigador tuvo que intervenir pidiéndole que se sentara. Al pasar por los
equipos se detecta que, a pesar del ruido, los estudiantes estan tratando de comprender la
situacion problematica para contestarla). En un equipo el encargado es Tofio, se encuentra
solamente él leyendo para decirle a sus comparferos qué es lo que tienen que hacer. El
Investigador le comenta:
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Investigador: Toflo, todos tienen que participar (Fragmento de
videograbacién de clase del dia 14 de Enero de 2014).

/Contintia pasando por los equipos cuando esta frente al de Manuel, un estudiante les
dice que saquen sus cuadernos para que comiencen a contestar, se detecta que no habia
devolucién de la situacion de accion por parte de estos estudiantes, ya que se encontraban
platicando de otro tema/. En el momento que el profesor pasd por ese equipo los
estudiantes comenzaron a contestar la situacion problemética.

Algunos equipos comenzaron a platicar acerca de lo que pedia el problema desde el
momento en que se les pidié que lo contestaran, sélo el de Manuel y el de Tofio tardaron un
poco mas...

En otro equipo (el de Ali) pregunta una estudiante al Investigador,

Alumna: ¢ cuanto va a ser, 782,

Investigador: Si van a contestar 78, digan por qué 78, pero los cuatro tienen que
estar de acuerdo con ese resultado, discitanlo, cada quien de sus ideas y nada
mas que alguien anote para saber qué es lo que penso cada uno. (Fragmento de
videograbacién de clase del dia 14 de Enero de 2014).

Otros estudiantes se encontraban leyendo el problema nuevamente y algunos otros
intentando contestar ¢a qué distancia esta la casa de Ale de la casa de Mary?, detectando
que se estaban involucrando en la solucion de la situacién problemética, ya sabian qué es lo
que tenian que hacer...

Las preguntas que hacen los estudiantes, asi como sus comentarios son evidencia
para decir que ocho equipos aceptaron la devolucién del problema.

Situacién de Formulacién

Los estudiantes ya estan comentando sus ideas y compartiendo formas de resolver la
situacion problematica que se les plante6 al inicio de la clase, pero (aun tienen dudas) y
hacen preguntas al profesor y al investigador para que les digan qué tienen que hacer.

Tanto el profesor como el investigador pasaban por los equipos para darse cuenta de
las formulaciones que se estaban haciendo en cada uno de ellos. El investigador observaba
los procesos de los equipos y el profesor ademas de observarlos les sugeria métodos para
resolverla, por ejemplo:

(Un estudiante pregunté al profesor la forma en que iban a encontrar la distancia
entre las casas de Mary y de Ale, el profesor respondio):

Profesor: Pues ustedes tienen que buscar una forma de encontrarla tomando
en cuenta la distancia del carro del papa de Mary, pueden hacerlo
estableciendo una ecuacioén, por ejemplo, sélo busquen como establecerla y
lo pueden resolver. (Fragmento de la videograbacién de clase del 14 de
Enero de 2014).
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Ante tal situacion, el investigador opté por modificar el rol que tenia planeado y asi,
comenzo a hacer algunas preguntas a los equipos, de manera que reflexionaran acerca de
Sus respuestas.

En otro equipo, el de Paulina, habian hecho el siguiente gréfico:

AW Ale

0T

1 Km

[ o

Imagen 13: posible respuesta del equipo de Paulina

Y se encontraban comentando en el equipo

Samantha: Entonces son 17 mas... mas.

Paulina: jMas 61!

Investigador: Espérense, ¢, dénde esta el carro?

Alumnas: ¢ El carro?

Investigador: El carro descompuesto ¢ dénde esta?

Alumnas. A ver, si aqui esta... (Observan el grafico que habian hecho, dibuja otra
vez el carro y la casa de Ale debajo del carro) el carro y aqui la casa de Ale
(sefialandola en el dibujo).

Investigador: ¢ Al sur o al norte?

Samantha. Al sur.

Paulina: No estaba...

Samantha: Que diga al norte, y luego, éste se fue a la casa de Ale y recorri6 61
km hacia el sur. Y luego dice que en el sur, quedando 17 km al sur de su casa,
este, aqui estén los 61 km y baja 17 para llegar a su casa (contemplando el
mismo grafico), sumando éste.

Investigador: A ver fijese, primero... comprenda el problema, ¢ segura que asi?
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Samantha: jSi!

Investigador: ¢Ddénde quedd? Sefalando en la situacion problematica la
distancia.

Samantha: 17 km.

Investigador: ¢ Al sur o al norte?

Samantha: Al sur.

Investigador: Aja, al sur de su casa, si esta ella 17 km al sur de su casa ¢para
donde va a estar su casa?

Samantha: Para el sur.

Investigador: ¢ Para el sur?

Samantha: Este... si porque, si su casa esta al sur y que recorriera 61 km hacia
elsury...

Investigador: Bueno pues ya usted, pero quiero que las tres se convenzan de que
la respuesta es correcta, si alguna dice que no, concliyanlo y digan qué es lo que
pasé y por qué no quedaron en concordancia las tres, ¢si? por favor (Fragmento
de videograbacion de clase del 14 de Enero del 2014).

Varios estudiantes tenian la idea de que la casa estaba mas al sur que el carro,
obteniendo por respuesta que la distancia entre las casas iba a ser 78 km., al continuar
pasando por los equipos para detectar el razonamiento que tenian los estudiantes se pudo
apreciar que habia quienes consideraban también que la respuesta de la distancia de las
casas iba a ser 44 km, aunque solamente eran dos equipos y uno de ellos tenia mal la resta.

Imagen 14. Resta que hicieron en el equipo de Karla
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Imagen 15. Respuesta del equipo de Andrea
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Imagen 16. Nocion de respuesta de los demas equipos

A continuacién se presenta lo sucedido en el equipo de Andrea (Imagen 15), la

solucién que esperaba

Andrea: ¢ Son 447

el investigador.

Investigador: Eso, muy bien, son los Unicos que la tienen bien. Oigan pero, quiero
gue los tres trabajen juntos, que los tres estén bien de acuerdo ¢por qué las
respuestas son asi, eh? por favor.

Roberto: ¢Aqui si esta

bien 44?

Investigador: Yo creo que si, pero discutelo con tus comparieros
(Fragmento de videograbacion de clase del 14 de Enero del 2014).
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Los integrantes del equipo de Andrea habian leido bien la situacion problematica y
habian comprendido que la casa de Mary estaba al norte del carro de su papd, pero sélo
tenian la respuesta sin mostrar evidencia matematica de lo que estaban haciendo.

Este grupo de estudiantes estan acostumbrados a que el profesor valide sus
resultados, o esté en constante verificacion de lo que estan haciendo; por ejemplo, en la
situacion anterior un estudiante preguntaba si iba bien cuando aln estaban contestando esa
situacion problemética, el investigador, como habia asumido el rol de profesor, les validé lo
que estaban contestando; sin embargo, posteriormente el investigador intenta retomar el
contrato did4ctico que se habia disefiado, en las que no da respuestas, sino devoluciones.

Investigador: Yo creo que si, pero discutelo con tus compafieros (se dirige hacia
el equipo de Manuel), oigan miren, ahorita ustedes contesten todo, si estan bien
0 estan mal no importa, todos nos equivocamos, todos estamos aprendiendo, les
voy a pedir que lo contesten, ahorita en 15 minutos en el pizarrén lo vamos a ver
entre todos para ver cudl es el correcto (Fragmento de videograbacion de clase
del 14 de Enero del 2014).

Después de haber pasado al equipo de Paulina habian detectado que la distancia se
iba a obtener haciendo una resta, al pasar nuevamente por su equipo se pudo apreciar que
tenian escrito en su cuaderno 61 —17 =54 como se muestra en la Imagen 14, el
investigador comentd, -esta bien, pero como lo piense sélo les voy a pedir que hagan bien
las restas. Volvio a recaer en su costumbre como profesor en la que tiene que estar
validando las respuestas en todo momento.

Los estudiantes ya se encontraban involucrados en la situacion problemética e
intentaban resolverla comentando en los equipos la forma en que seria correcta la respuesta
llegando a conclusiones locales por parte de cada equipo. Aunque no fueran respuestas
correctas, los estudiantes estaban obteniendo conclusiones en cada equipo.

Es preciso mencionar que al equipo de Arantza, donde el profesor titular les dijo que
buscaran la forma de establecerlo con una ecuacion, lo hizo de la siguiente manera:

Imagen 17. Ecuacion que formuld el equipo de Arantza para resolver la actividad
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Arantza: Mire, establecimos que 61x igual a 61 veces x y 17p igual 17 veces p y

sale 78... 61x + 17p = 78 (Como lo marca la Figura 14).

Investigador: Pero ¢ qué significa x y que significa p?

Arantza: Un numero.

Investigador: Pero ¢qué nimero? o ¢ por qué quiero esos nimeros?

Arantza: este...

Investigador: ¢ Para qué necesito esos numeros?

Arantza: para... Pues, el desarrollo de los nimeros.

Investigador: Espéreme poquito... le dice a otro alumno.

Melisa: pero ¢ Qué numero es?

Investigador: ¢ Para qué necesito esos himeros?, ustedes estan indicando que x

y p son nimeros que no conozco, ¢si? numeros desconocidos que pueden tomar

cualquier valor, ¢0 qué tipo de nimeros son x y p?

Arantza: Mire por ejemplo, en 61x el x es... jno!, jno!, jno!... por ejemplo 50

mas... x son 11 igual a 61 mas 17p, no mas 10p y la p es 7 igual a 78

escribiendo 50x + 10p = 78.

Investigador: Pero si aqui tienen 61, sefialando su expresion 61x + 17p = 78, ¢ya

no ocupan la x o si?

Arantza: No.

Investigador: Y si ya tengo 17 ¢,no ocupo la p o si?

Arantza: No.

Melisa: 61 + 17 pon, pero ¢.esa no es una forma matematica de resolverlo o si?

Investigador: Si yo digo que 2 + 2 = 4 es una forma matematica.

Melisa: Pues ya esta, bueno y dice que otra forma matemdtica, ¢hay mas

formas?

Investigador: Bueno si no son numeros, hay gréficas, hay tablas.

Melisa: oh, oh. (Fragmento de la videograbacion de clase del 14 de Enero de

2014).

El profesor titular intentd decirles a los estudiantes que tenian que representarlo por
medio de una ecuacién y es lo que hicieron, pero cOmo no supieron razonar bien el
problema, buscaron una solucién numérica y lo intentaron hacer de modo algebraico, se
detectd que la influencia del profesor es establecer lo que tienen que hacer los estudiantes,
que tienen necesidad de dar la respuesta que el profesor requiere, en este caso, no basta
con dar una respuesta al problema, hay que darla en términos de una ecuacién, aunque no
se le pueda dar un significado a ésta®. Las respuestas de los estudiantes se muestran a
continuacién para observar la manera en que repercutié o no la sugerencia del profesor, asi
como para detectar los resultados que en general pensaron los estudiantes.

8Muchas respuestas estan influenciadas por el contexto escolar (contrato didactico), a pesar de no tener coherencia para los
alumnos, ellos intentan contestar situaciones problematicas paraddjicas utilizando operaciones en la resoluciéon de problemas
verbales con un sentido no coherente, un ejemplo clasico de este tipo de situaciones problematicas es el de “la edad del
capitan” (IREM de Grenoble, 1980), en donde se establece Unicamente que en un barco hay 26 corderos y 10 cabras, el
cuestionamiento siguiente es ¢ cudl es la edad del capitan?.
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Situacién problemética 1

Equipo
Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3 Pregunta 4 Pregunta 5
Jorge 461 _61 61 17
17 17 —_———=
78 44 11
Itzel No, porque
necesitamos
medidas o
At distancia para
‘L solucionarlo
|| @ 61—-17 =44 61—-x=44-61—-61—x =44
o]
\/m ? iy
Toino NO. DOrue Nno Si, sumando o
» POrg dividiendo las
tiene las . .
78 614+17 =78 100-22=78 . . distancias. Son
distancias L .
) faciles de
necesarias
comprender
Arantza No, porque
+61 necesitamos
17 | 44 km 61—-17 =44 614+x=178 medidas para
78 saber la
distancia
Ricardo 61 N .
+ - . 0, porque no Si, sumando que
78 km ;Z; Sumar lo indicado Croquis sabemos con es lo MAS correcto
precisiéon su
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distancia
Manuel 61x +17x =61 x 1000+ 17 coemnee N
61 x x 1000 — No, porgue no
17 28 km X ol sabemos cudl es
—= = 78000 i la distancia
78 T correcta
x = 1000 3
Al 78000 m Sabemos razonar 61+x=78-78—61=17 No. no hay
matematicamente ndmeros
Karla Restamos 61 — 17 lo cual nos Mary viaj6é 61 km. hacia el sur, No, porque no Si, haciendo
44 km dios de resultado 44 para ver la | después quedd 17 km al sur de su | podemos llegar a operaciones
distancias que es de la casa de casa, esos 2 numeros se restan y un lugar sin porque asi es de
Ale a la casa de Mary asi podemos sacar el resultado. medidas manera mas facil
Paulina e ) _
e No, porque Si, por ecuaciones,
i 61 17 44 '
: 44 km —_———=—= 61 —17km = 44 necesitas las porquunesg?ur?gicon
1 1 1 medidas , g
ndameros
Andrea Si, fraccion
teniendo los datos
necesarios para
obtener los
61 No, porque
- 61 17 44
17 61—-17 =44 — ——=— =44 no tenemos los treSL,JLt_ados ;
a4 1 1 1 datos matematicamente
61 17 44
1 1 1
=44

Tabla 4. Respuestas de la situaciéon problematica 1 hechas por los estudiantes.
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Con base en los resultados que se muestran en la Tabla 4 podemos detectar la forma
en gue contestaron los equipos. Se hace una primera interpretacion de las respuestas de los
alumnos, y se considera si influy6 el comentario del profesor en el que les indica que
busquen una expresion algebraica que responda a la situacién problemaética.

o En larespuesta de la pregunta 1, tres equipos tienen por respuesta 44 km, resultado
correcto segun el problema planteado, seis equipos contestaron que 78, detectando
gue en lugar de hacer una resta hicieron una suma, resultando algo inadecuado, un
equipo tiene los 2 resultados, en un lado tienen que es 44 y en otro que 78,
suponiendo que su resultado era 78 pero en el momento de la Validacion —
Institucionalizacién cambiaron su respuesta.

e En la respuesta de la pregunta 2, dos equipos lo expresaron en términos de resta
como se esperaba, otro redactd que hicieron una resta de 61-17 estableciendo el
resultado correcto y otro utilizo fracciones con denominador uno para no alterar el
valor, de esa manera lo establecieron matematicamente. Quedaron cuatro equipos
con la respuesta correcta. De los otros equipos dos sélo comentaron que pueden
razonar matematicamente y que sumando lo indicado, uno intenté establecer una
ecuacion 61x + 17x = 78000,x = 1000, intentando darle sentido a la expresion
algebraica que obtuvieron pero no sabiendo justificarla, un equipo escribid la suma
directamente, otro no contesto y otro escribid las dos respuestas nuevamente.

e En la respuesta de la pregunta 3, de los cuatro equipos que tienen bien la respuesta
2, dos se intercambiaron las respuestas (el que habia escrito la resta ahora lo puso
en fraccién y el que habia puesto una fraccion ahora escribié una resta), el equipo
gue habia redactado la resta ahora lo redacté de otra manera, el equipo que acerto
en la respuesta 2 intenté establecer una ecuacion, pero no pudo darle sentido lo que
escribieron estableciendo que 61 —x =44 - 61—61—x =44, un equipo MAas
establece la respuesta correcta en forma de resta, ahora son 5 equipos los que
tienen bien la respuesta. De los otros equipos, el que habia expuesto que sumar lo
indicado, ahora escribi6 que haciendo el croquis, dos establecieron la ecuacion
61 + x = 78, uno si resolvié que 78 — 61 = 17, otro equipo contestd con un gréfico en
el que se observa que la casa de Mary esta mas al sur que el coche del papa de
Mary, siguiendo con la idea de 78km y un equipo establecié una resta distinta pero
gue el resultado de ésta es 78.

e En la respuesta de la pregunta 4, nueve equipos concluyen que no se puede
establecer solucion matematica porque no conocen las medidas. Otro equipo
establece una resta de fracciones como lo habian hecho otros equipos en respuestas
pasadas.

o En larespuesta de la pregunta 5, cinco equipos no contestaron la pregunta, los otros
cinco establecieron que si aunque el argumento de cada uno fue diferente: uno
establecié que sumando o dividiendo las distancias son faciles de comprender, otro
gue sumando es lo mas correcto, otro que haciendo operaciones que es la manera
mas facil, otro que por medio de ecuaciones porque puede con un signo 0 nUmeros y
el ultimo equipo establecié que por medio de una fraccion, pero que necesitan los
datos necesarios para obtener los resultados matematicamente.
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Se puede observar que algunos alumnos tienen clara la idea de lo que pide el
problema, aunque al formalizar algo sin que se les den datos especificos, no saben qué
hacer; existen otros que no comprendieron bien la situacion desde la redaccion del problema
y se fueron con la idea de que tenian que hacer una suma, también puede apreciarse que la
institucionalizacién, que se mencionard mas adelante, influyd para que los estudiantes
cambiaran sus respuestas aunque no cambiaron la idea que tenian de los resultados, sino
que sélo cambiaron la respuesta porque asi lo establecio el profesor, que en este caso era
el investigador.

Situacion de Validacion
Cuando se detectdé que la mayoria habia terminado el profesor pidi6 que pasara
alguien a explicarla a sus compafieros diciendo lo siguiente:

Maestro: No tengan temor a equivocarse, dado que el hecho de que hayan
estado en la blusqueda de las respuestas, eso ya tiene mucho valor, si las
aciertan que bueno, si hubo fallas no se preocupen que de ahi también se
aprende, bien, ¢qué equipo quiere participar?, o sea, darnos sus resultados, a
ver, levanten la mano quiénes quieren. Bien, bueno, tenemos tres equipos (el de
Tofio, el de Arantza y el de Andrea) ¢no hay mas?, (nadie hace comentario
alguno, sélo tienen las manos levantadas), bueno qué les parece que un
representante de cada equipo venga con una moneda para un disparejo para ver
quién expone (Fragmento de la videograbacién de clase del 14 de Enero del
2014).

Los equipos ya habian contestado, paso el equipo de Tofio a exponer frente a sus
compafieros las respuestas que habian obtenido.

Aunque el profesor ya habia dado indicaciones los estudiantes seguian teniendo la
idea de que trabajaban igual que en las otras clases; cémo en la observacién del grupo se
habia detectado que cuando pasaban al pizarron exponian para el profesor, el investigador
sintié6 la necesidad de decir que tenian que exponer para sus compafieros y que la
respuesta que diera Tofio no iba a ser la correcta, por eso antes de que hablaran algo
acerca de sus respuestas el Investigador comento:

Investigador: Miren, ahora la idea es, va a pasar el equipo a contestar la actividad que
ya contestd y a explicar a sus comparfieros, pero fijense, nadie ha
revisado su actividad, puede estar bien o puede estar mal. Ustedes
mismos van a decirle, estds mal, estas bien, porque ustedes también
tienen su respuesta, entonces cada quien va a considerar segun lo que
pensd. Si ya cada uno tiene una respuesta manténganse firmes en esa
respuesta, porque es la suya y ya la razonaron, si es diferente a la que
esta en el pizarron ustedes defiéndanla para llegar a un comun acuerdo.
Ya cuando todos estemos de acuerdo de que es correcta o es incorrecta
esa respuesta pues ya vamos a intervenir el profe Ernesto y yo para
asegurar que sea la correcta. Por favor quiero que pongan atencion y
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ustedes argumenten si esta bien o estd mal (Fragmento de la
videograbacién de clase del 14 de Enero del 2014).

Los miembros del equipo de Tofio, al exponer propusieron que con una suma (61 +
17 = 78) iban a encontrar la distancia entre las casas. El investigador les dice que pregunte
si todos estan de acuerdo, eso hace el equipo y la mayoria dice que si esta de acuerdo y
comenta

Tofio: Levanten la mano los que estan de acuerdo,

(Levanta la mano la mayoria)

Tofio: la mayoria, Orale ya.

(El investigador pidi6 que levantaran la mano los que no estaban de acuerdo y
s6lo dos equipos no estaban de acuerdo, se les pregunté el porqué de su
desacuerdo y Andrea coment6 que porque se tiene que hacer una resta ya que el
problema nos dice que el carro estd a 17 km al sur de la casa de Mary y a 61km
al sur de la casa de Ale, entonces la casa de Mary esta antes que el carro)
(Fragmento de la videograbacién de clase del 14 de Enero del 2014).

Se les pregunté a los estudiantes cual respuesta los convencia, pero la mayoria ya
tenian que iba a ser 78km., después de una breve discusion Ivan se ofreci6 a pasar al
pizarrén a establecer el grafico que representa la solucién e hizo lo siguiente:

¢ g 0,
i +

61

{8

i

Imagen 18: representacion de la solucion de la actividad de lvan

El investigador pregunté ¢donde iba a estar el carro entonces?, y un miembro del
equipo de Ivan le dice que hasta el final del dibujo (Imagen 18). Itzel no estaba poniendo
atencion y el Investigador se le ocurre preguntarle a ella — ¢,si el carro esta en donde esta el
punto negro, estaria a 17 km al sur de la casa?

Itzel no supo qué contestar y Arantza (encargada del equipo de Ivan) dice: -es que ya
habiamos quedado nosotros que iba a ser 61+ 17 = 78, el Investigador no comentod si
estaban bien o estaban mal, le pidi6 a Andrea que pasara a exponer su respuesta para que
vieran sus comparferos como lo habian pensado en otros equipos. En el momento que
estaba Andrea en el pizarrén se terminé la clase y se les pidi6 a los estudiantes que
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pensaran bien la respuesta y mafiana continuarian con eso, en seguida salieron del grupo y
se quedod la discusion pendiente.

En esta situacibn problematica se quedd la validacion pendiente porque los
estudiantes no pudieron llegar a un comun acuerdo, algunos estaban convencidos que era
78 km y otros que eran 44 km asi que la siguiente clase se optd por intentar conjuntar la
validacién con la institucionalizacién, en la que el profesor guio a los estudiantes hacia el
resultado correcto.

Situacion de Validacion - Institucionalizacion

Para comenzar con esta situacion el investigador pregunt6 cual es la distancia entre
las dos casas, pensando que los estudiantes ya habian estudiado bien el ejercicio en su
casa, pero contestaron algunos que 44 km y otros que 78 km, asi que se fueron orientado a
gue con base en la situacion problematica detectaran a qué distancia estaba el papa de la
casa de Mary y en qué direccién concluyendo que 17 km al sur de la casa. Los estudiantes
ya tenian la idea de que el carro estaba mas al sur que la casa de Mary. Tofo, en esta
ocasion estaba muy distraido y no pudo cambiar su vision de que la distancia entre las
casas era 78 km, por medio de preguntas hechas a los estudiantes para que Tofo detectara
las distancias se llegd a la conclusion de que el carro estaba mas abajo que la casa de
Mary, representando el norte para arriba y el sur para abajo, dibujando el siguiente gréfico
en el pizarrén para que Tofio lo lograra observar.

ﬁ"

17K

Imagen 19: forma gréfica de la solucion de la primera actividad

El investigador decidié preguntar en general que quién sabia la respuesta, para
intentar que a Toflo le quedara mas claro el resultado y observar que los estudiantes
tuvieran una idea correcta del resultado.

Investigador: ¢ Qué voy a sumar?

Paulina: Yo le digo profe.

Investigador: Esta bien, guarden silencio por favor y entiendan lo que va a decir
su compafiera.

Paulina: Porque si de la casa de Ale al carro son 61 y de la casa de Mary al carro
son 17 serestan 17 a 61 y queda 44.

Investigador: Entonces ¢, cudndo va Mary por su papé pasa por su casa?
Alumnos: Si.
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Investigador: Ahora, si tienen la idea de donde estan ubicadas las casas y el
carro, ¢quién pasa a establecerlo de manera matemética?

Ningun alumno se ofrece porque no habian entendido lo que tenian que hacer.
Investigador: Usted pase (le indico el profesor a Miriam)... ustedes van a decir si

esta bien establecido de manera matematica o si no esta bien establecido.
17

Miriam escribio: 6—11 -5 = % = 44.

Investigador: Nifios, ¢ ustedes creen que esta bien establecido?

Itzel: ¢ Yo puedo hacer el mio?

Investigador: Espérese, primero digame si esta bien o no esta bien, ltzel ¢esta
bien?

Itzel: Si.

Investigador: ¢ Por qué si?

Itzel: Que diga no.

Investigador: ¢Por qué no?

Se tapo6 la cara con una hoja y dijo, -es que con fracciones no sé profe.
Investigador: ¢ Por qué no sabe con fracciones?

Itzel: Pues no sé.

Ivan: Yo digo que esta mal el resultado.

Investigador: ¢ Por qué esta mal el resultado?

Ivan: porque El resultado debe ser también en forma de fraccion.

Investigador: Pero si esta con forma de fraccion.

Ivan: Si es cierto, me confundi, perdon.

Investigador: ¢ Por qué creen que sus comparieras usaron fracciones?

Karla: Porque es una forma de representarlo mateméticamente.

Investigador: Exacto, yo solamente dije: -represéntenlo matematicamente, no
especifique alguna forma o alguna manera. ¢ Esta bien eso?

lvan y Karla: jSi!

Investigador: ¢ Todos estan seguros?

Alumnos: jSi!

Investigador: ¢Quién no esta seguro?, Manuel ¢ es cierto o no es cierto?

Manuel: Si.

Investigador: Dime por qué.

Manuel: Es forma matematica porque tiene nimeros.

Investigador: Esta bien, pero ya no te estés distrayendo. ¢ Quién lo representa de
una manera diferente?, ah primero Miriam si estda bien esa manera, si es
Matematica, siéntese, gracias... va a pasar ahora su compafiera Karla.

61

Karla escribi6: — ﬁ = 44km.

Investigador: Ella lo representd en forma de resta, ¢ una resta sera una manera
matematica?
Alumnos: Si!
Investigador: Entonces también estd bien, gracias. La pregunta que sigue dice
¢Si el papa estuviera mas al sur o mas al norte lo podemos expresar de manera
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matematica? (Fragmento de la videograbacion de clase del 15 de enero de

2014).

Con este registro se puede notar que Paulina e Itzel ya habian comprendido que la
distancia era 44 km, siendo 4 equipos los que tenian o por lo menos decian ese resultado,
Ivdn comienza a detectar que esa manera es la correcta aunque no esta del todo
convencido, porque asegura que estd mal una respuesta aunque solo lo dice porque no la
vio establecida en forma de fraccion.

A pesar de haber dicho las caracteristicas del problema, establecer los valores y hacer
énfasis en las distancias, cuando se le pregunt6 a Tofio la distancia entre las casas My A de
la figura 16, se guio solamente por el dibujo que habia realizado el investigador. El
respondié que la distancia iba a ser 17 porque estaba como a la mitad la M del carro P y la
casa A. Se le pidié que viera bien la situacion y contesto:

Tofio: Ya me la puso dificil profe.
Ivan tomo la palabra y dijo:
Ivan: Son 44 profe.

(Dejandolo como resultado valido, porque la mayoria de los estudiantes ya lo habia
contestado de esa manera) (Fragmento de la videograbacion de clase del 15 de enero
de 2014).

Los estudiantes siguieron pasando a exponer las demas respuestas sin contratiempos
porgque se habia consumido bastante tiempo de las dos clases que accedieron a trabajar con
el grupo. La forma matematica todos la consideraron de una manera aritmética...

Al intentar establecer una forma general para representar el recorrido que hizo Mary,
los estudiantes contestaron que con ecuaciones lo podian representar. El investigador les
pidié que alguien pasara a establecer la ecuacion que representara el recorrido de Mary,
Brenda se ofrecid a pasar e hizo lo siguiente:

17(k)

17

El investigador le pregunt6 que si estaba bien haciendo una multiplicacién y Brenda le
contestd que si porque tenia que ser asi para que cumpliera la balanza, aqui se pudo
detectar que habia influencia de lo que estaban trabajando en clases anteriores,
concluyendo que la situacion problemética fue mas dificil de lo que pretendia, ya sea por
nociones erréneas de los alumnos acerca del establecimiento de ecuaciones, por no saber
cOmo representar expresiones algebraicas de cualquier tipo de problemas, por influencia de
haber trabajado el Algebra de un modo mecénico.

Al finalizar esta situacion problematica se detectd que la mayoria de los estudiantes no
respondieron de la manera en que se tenia prevista; consideraron nociones erréneas en la
interpretacion de los datos.
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Situacion problematica 2. NUumero generalizado

Situacién de Accion.
Esta se tenia contemplada para realizarse dentro de la primera clase, sin embargo, el
tiempo se extendid y tuvo que iniciarse en el segundo médulo de los dos pedidos al profesor.

Se les repartio la situacion problematica a los estudiantes, ya que no tenia un
problema redactado igual que la anterior, tenian que observar una serie de figuras que iban
creciendo con una regularidad y encontrar esa relacion. Cuando se estaba repartiendo la
hoja de trabajo, hubo una estudiante que preguntaba si tenia que dibujar una figura y el
investigador contestaba que si, que detectara la correspondiente. Terminé de repartir las
hojas de trabajo y comenz6 a pasar por los equipos para asegurar una buena devolucion.

(Continud repartiendo las hojas de trabajo a los equipos, cuando termind se
detuvo en uno para detectar lo que estaban comentando los alumnos).

América: pues van aumentando dos cada vez, porque aqui tiene uno y aumenta
dos y acé también (sefalando las figuras 2 y 3 de la situacion problematica).
Ricardo: entonces aqui va a ser cuatro (sefialando la cuarta figura).

(América se puso a pensar). (Fragmento de la videograbacién de clase dell5 de
enero de 2014)

Los equipos tenian idea de qué era lo que tenian que hacer con respecto a la primera
pregunta de la situacién problematica, aunque no todos estaban decididos si el resultado era
siete u ocho cuadritos, pero lo importante es que los estudiantes dieron una devolucion al
problema propuesto por el investigador, ya que tenian la idea de lo que se tenia qué hacer e
interesados en buscar las respuestas.

Situaciéon de Formulacion

A partir de detectar que los estudiantes tenian clara la idea de qué hacer para resolver
la situacion problematica, el investigador siguid pasando por los equipos de trabajo
detectando las distintas formas de razonar que tenian conforme avanzaban en las
preguntas.

En estd ocasion el investigador tomé el papel del profesor desde el inicio de la
aplicacion de la situacion problematica para cuestionar a los estudiantes, intentando obtener
una devolucién por parte de ellos, accién que si se pudo observar en el fragmento de la
videograbacién porgue algunos equipos ya sabian que era siete cuadritos la respuesta y
otros aun estaban indecisos; en esta ocasion no les sugirié algun resultado, sino que, les
pidi6 que pensaran y reflexionaran para que llegaran a un comudn acuerdo con su respectivo
equipo.

Investigador: A ver, ¢qué llevan?
Agarran la hoja de una butaca y comienzan a verla y ensefian su hoja dibujada
con la cuarta figura con siete cuadros, como se muestra en la Imagen 20.

90



Capitulo 3. Metodologia

Observen las siguientes figuras y contesten lo que se pide a continuacién.
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Imagen 20. Hoja de trabajo del equipo de Manuel

Manuel: Mire tiene que ser mas que el 3 y menos que el 5.

Investigador: ¢ Por qué?

Manuel: Porque empieza de uno y va aumentando dos.
Investigador: ¢Juan, qué dices?

Juan: Que es una sucesion.
Investigador: Y ¢qué es una sucesion?
Juan: Es como una serie...
Investigador: Pues si, entonces contesten eso, va a estar bien facil pues
(Fragmento de la videograbacién de clase del 15 de Enero del 2014).

Las variables didacticas contempladas dentro de esta situacion problematica
funcionaron, ya que los estudiantes seguian la secuencia guiandose por el nimero de
cuadros que tenia cada figura, aunque resolvian bien la forma gréafica de la pregunta no
estaban del todo convencidos que fuera a ser en la forma numérica que contestaban, los
estudiantes no relacionaban del todo lo que escribian con lo que dibujaban, porque su figura
tenia siete cuadritos, pero pensaban gue tenia ocho.

Investigador: Ese periodico ahorita no lo revise, ahorita dediquese a contestar,

Jqué llevan?

Alumnas: Pues estamos pensando que cuantos cuadros debe de tener la figura

4.

Investigador: ¢ Cuantos tiene que tener?

Alumnas: Ocho.

Investigador: Entonces ¢por qué aqui lo dibujé con siete? (sefialando el dibujo

gue habian hecho en el equipo, Imagen 21).
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fqa

Imagen 21. Dibujo que habia elaborado el equipo

Alumnas: Ah de verdad, si es cierto... después de que contaron los cuadros que
dibujaron.

Investigador: Entonces ¢ cuantos cuadros tiene que tener?

Alumna: Ocho.

Investigador: ¢ Ocho?

Alumna: No, siete.

Investigador: ¢ Siete?

Alumnas: No, no, a ver, a ver...

Investigador: Si, mejor piénsenle.

Alumna: Siete.

Investigador: ¢ Segura?

Alumna: No.

Investigador: Bueno, haganlo como piensen, pero que todos estén de acuerdo.

Como se mencion6 anteriormente los estudiantes estaban envueltos en la situacion
problematica buscando las estrategias necesarias para contestarla correctamente, segun su
razonamiento, aunque no fuera del todo correcto; La situaciéon de devolucién se habia
detectado en esta situacion problematica.

Los estudiantes mostraban que estaban pensando en cédmo contestar aunque no fuera
la forma correcta, pero era razonamiento que ellos estaban generando y para ellos era
valido; el trabajo del investigador en ese momento era pasar a los equipos para seguir
poniéndolos en conflicto acerca de sus razonamientos, no brindaba respuestas concisas,
sino que a partir de lo que tenian los estudiantes como solucién, les planteaba preguntas
gue los hacian dudar si esa respuesta era vélida o no, intentando involucrar a todos los
miembros de los equipos en la solucion.

Alumna: Pues ya lo acabamos, pero es que no estamos seguras.
Investigador: pues ustedes que creen, ¢,si sera asi o no sera asi?
Alumna: Pues pensamos que si porque mire, van en proporcion de 2, en el
primero tenemos 1, se le aumentan 2 (sefiala la figura 2) y después se le
aumentan otros 2 y ya esta (sefiala la figura 3) y se le aumentan otros 2 (sefiala

92



Capitulo 3. Metodologia

el cuadro vacio) y después otros dos y tenemos 9 (sefialando la quinta figura) y

asi.

Investigador: Pues puede ser, pero tienen que la figura 10 va a tener 20 cuadros,
épor qué?

Alumnas: Porque si de 5 son 10 y la figura... [observan las figuras y se quedan
serias].

Investigador: ¢ Seguras?

Alumnas: No...

Arantza: Si mira, si de 5 son 10 y de otros 5 son 10, entonces de 10 van a ser 20
Nohemi: No, es que... ;podemos hacer las figuras?

Investigador: Pues haganlas, en su cuaderno (se dirige a otro equipo). -¢,cOmMo
van?

Andrea: Bien.

Roberto: Pues ellas estan haciendo eso y yo ya la saqué mas rapido.
Investigador: Espérense, si ustedes estan haciendo eso y él dice que ya la sacé
mas rapido, ¢por qué no le preguntan que como la sac6? Es que tienen que
aportar las ideas todos ¢,si?... a ver ¢cuantos va a tener la figura 4?

Andrea: Siete.

Investigador: ¢ Por qué siete?

Andrea: Porgue van de dos en dos.

Investigador: Si van de dos en dos, entonces la figura cuatro deberia de tener 8.
Andrea: No, pero van de 2 en 2 a partir de este niUmero (sefalando la figura 1).
Investigador: Ah, esta bien, entonces contesten lo demas pero con ideas de
todos por favor y escribanlo para ver todo lo que pensaron y todo lo que hicieron
(Fragmento de la videograbacion de clase del 15 de Enero del 2014).

La primera pregunta de detectar cuantos cuadritos tenia la figura 4, tenia un poco de
complicacién para los alumnos, se pudo notar porque no estaban seguros de qué contestar
en la respuesta y conforme pasaba el investigador por los equipos se notaba que los
estudiantes lo cuestionaban acerca de si iban bien o no. Es la forma de trabajo que estan
acostumbrados a hacer, preguntar al profesor si su procedimiento es el correcto o no,
esperando una respuesta del profesor que indique como lo tienen que hacer, se puede
observar tal accién en la situacion problematica 1; El profesor les sugiere que hagan una
ecuacion que determine la distancia entre las casas de Mary y de Ale y el coche del papa de
Mary.

Alumna: ¢ Le podemos preguntar algo?

Investigador: Si, si pueden.

Alumna: Es que estamos en una complicacion porque yo digo que se cuentan asi
mire, (sefiala la figura 5) cuenta 5 en vertical y después 5 en horizontal repitiendo
un cuadro que tienen en comun las de posicion vertical y las de horizontal. ¢ Pero
si sOlo lo cuento una vez son 9? ¢Se puede quedar sin que se vuelva a sumar
ése?

Investigador: Pues, ¢ ése esta dos veces?

Mirna: Es lo que yo les digo porque ¢ para qué lo tenemos que contar dos veces?
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Investigador: entonces asi como esta diciendo usted, ¢aqui son dos? (sefialando
la figura 1).

Alumna: No, es uno.

Investigador: Entonces lo vamos a contar s6lo una vez, ¢para qué lo quiere
sumar dos veces?

Borran el dibujo que tenian, que si era el correcto, y el investigador les pregunta.
Investigador: ¢ Por qué lo borra?

Mirna: Porque esta mal, porque son ocho y tienen que ser siete.

Investigador: ¢ Son ocho? Mirna cuenta los cuadros que tenia dibujados y dice.
Mirna: Ah no, si son siete... (Fragmento de la videograbacion de clase del 15 de
Enero del 2014).

A pesar de que no se les daban respuestas concisas que esperaban los estudiantes
del profesor seguian contestando las preguntas de la manera en que ellos creian que era
correcta, algunas no pensadas en el disefio de las situaciones problematicas porque los
estudiantes tuvieron otras ideas que no estaban contempladas en el andlisis a priori, pero la
intencidn era guiar a los estudiantes para que contestaran correctamente.

En el siguiente fragmento de videograbacién podemos detectar distintas formas que
pensaban los estudiantes para contestar las situaciones problematicas; en este caso se
distingue que soélo un equipo tiene bien la respuesta general para todas las figuras, porque
el equipo de Manuel multiplicé el nimero de cuadros de la figura 5 (9 cuadros) por 10, para
tener el valor de cuadros de la figura 50 que segun ellos era 90 cuadros y después lo
dividieron entre 2 para decir que la figura 25 tendra 45 cuadros. Su razonamiento era valido;
sin embargo, no era correcto, pero a partir de una légica que tienen acerca del incremento y
de contemplar que crece dos el nimero de cuadros en cada figura, pensaron que
incrementaba el doble y que era valido multiplicarlo; es decir, simplificaron lo que hacian
otros, ellos no sumaron cuadro por cuadro, sino que multiplicaron para llegar mas rapido al
resultado y después lo dividieron.

Investigador: ¢ Como van nifios?, ¢.en cual van?

Alumnos: Enla 7.

Investigador: ¢ Qué les pregunta la 7?

Alumno: ¢Como pueden expresar matematicamente lo que esta sucediendo con
ellas?

Investigador: Ah, y ¢,como pueden?

Alumna: Multiplicando (nadie le hizo caso).

Investigador: a ver, usted digales que esta haciendo, ¢ multiplicando o sumando?
Alumna: Multiplicando.

Investigador: Pues lo que esta haciendo, expréselo asi. Primero tienen que ver
gué necesitaron para saber el nimero de cuadritos que ocupaba cada figura.
Felipe: Contar éstas (sefialando las figuras en la hoja de trabajo).

Investigador: Si, pero ¢para contar esas que tuvieron que hacer sumar,
multiplicar, dividir o qué? ¢ Raices cuadradas?

iProfel... gritan los integrantes de otro equipo.
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Investigador: Voy, piénsenle que van a poner eh.

Le hablaba el equipo de Manuel para decirle que ya habia acabado.

Investigador: A ver enséfienme sus respuestas.

Manuel: A ver, la uno aqui esté (ensefio la figura 4 con siete cuadros) dice dibuja
la figura 4 y la hicimos asi porque tiene que ser mayor que éste (sefialando la
tercera figura) y menor que éste (sefialando la quinta figura), luego... la 2, va a
aumentar siguiendo su secuencia cada vez mas.

Investigador: ¢ Cuanto va aumentando?

Alumnos: Dos.

Investigador: Pues escriba eso.

Manuel: Si de dos en dos (se pone a escribirlo en el cuaderno), luego la tres, le
pusimos pues como nada mas lo sumabamos le pusimos que 18.

Investigador: ¢ Seguro que 187

Manuel: Si

Investigador: A ver ¢ por qué?

Manuel: No, estamos mal, es que aqui tiene que ir lo doble ¢no? Lo que hicimos
en la 5 (le dice a sus compaferos).

Investigador: ¢ Qué hicieron en la 5?

Manuel: Hicimos una suma 90 + 23.

Investigador: ¢ Ese 90 que significa?

Manuel: Es que era 90 porque multiplicamos la del 10, es que como la del 10
eran 45 de 25y lo multiplicamos.

Investigador: Pues... a mi no me convencen Como que la del 10 y luego la del
25 alli mismo? Sea mas especifico en sus respuestas, escriban por qué 18.
Manuel: Pues ya le dije.

Investigador: Pero escribanlo, y ya vemos si es valido o no es valido el resultado,
lo que ustedes contesten y lo que ustedes crean eso escriban (Fragmento de
videograbacién de clase del 15 de enero del 2014).
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Obser\.fen las s:gwentes figuras y contesten lo que se pide a continuacién.
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Imagen 22. Respuestas del equipo de Manuel

En otro equipo se detect6 que hicieron algo similar a lo que hizo Manuel, sélo que ellos
sumaron el nimero de cuadros de las figuras, pensaban que el nimero de cuadros de la
figura 10 iba a ser igual al nUmero de cuadros de la figura 5 sumado dos veces. Aunque una
jovencita no estaba del todo convencida, y eso, junto con las preguntas realizadas por el
investigador, dio pauta a que buscaran un mejor razonamiento para buscar una solucién
valida.

Investigador: ¢ Cémo van?

Alumnos: Pues ya lo tenemos.

Investigador: ¢ Cuantos cuadritos tendra la figura 10?

Alumnos: 18.

Investigador: ¢ Seguros?

Nohemi: No, 19.

Investigador: ¢ Segura?

Nohemi: No, si es 18 porque la figura 5 tiene 9 cuadros y si se multiplica por 2
entonces la figura 10 serian 18.

Investigador: Entonces si son 18, la figura 9 ¢ cuantas tendra pues?
Nohemi: 16.

Investigador: ¢,Por qué 16?
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Nohemi: Porque si de 10 son 18, se le restan 2

Investigador: Bueno, entonces ¢ la figura 8?

Nohemi: Serian 14.

Investigador: Si tiene 14, ¢ cuantos tiene que tener la figura 4?

Nohemi: Pues 7.

Investigador: ¢ Segura?

Nohemi: Cuenta los cuadros en la figura y dice, Si.

Investigador: ¢ Cuantos debe de tener la figura 6?

Nohemi: 11.

Investigador: si tiene 11 ¢ cuantos tiene que tener la figura 3?

Nohemi: ¢5?

Investigador: Pues ya no queda, piense bien cuantos tiene que tener la figura 3 y
de alli parta para saber cuantos tiene que tener la figura 10, se dirige a otro
equipo y pregunta. -¢,cuantos tiene las figura 10?

Geraldi: La figura 10, tiene 19 porgue es NP por 2 menos 1, NP es el nimero de
posicion.

Investigador: ¢ Con eso sacaron todo?

Geraldi: Si, con eso contestamos todo... (Fragmento de la videograbaciéon de
clase del 15 de Enero del 2014).

(Podemos percatarnos que los integrantes del tercer equipo ya tienen una forma
general de sacar el niumero de cuadros para cualquier figura que nos pida la situacién
problemética. Lo que result6 mas importante es que ya habian llegado a formular una
expresion algebraica en su lenguaje que les permitia resolver el valor de cuadros de
cualquier figura).

Imagen 23. Respuestas de Geraldi (equipo de Andrea)

Se detectd que la mayoria de los estudiantes ya tenian sus respuestas orientadas a
algun resultado, (correcto o incorrecto), pero ya habian concluido por lo que se decidi6 a
continuar con la situacion de validacion, aunque es preciso sefialar que cuando era
momento de comenzar la validacion se terming la clase y el investigador dijo que se llevaran
de tarea la conclusion de la situacion problemética, que en su casa lo pensaran y mafana lo
revisaban.

Las respuestas de los estudiantes se han organizado en la siguiente tabla:
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Equipo Situacién problemética 2
Pregunta | Pregunta | Pregunta 3 Pregunta 4 Pregunta 5 Pregunta 6 Pregunta 7 Pregunta 8
1 2
Jorge - Vade2en?2
= consecutivam 19 49 145 2n—1=145 1+24+2+2..
11 ente
Itzel Si, porque va
aumentando 2
: Cada vez una Multiplicamos los 14+2=3+2 cuadritos cada
figura cuadritos de la fig. 10 :
- y 19 48 139 & =5+2=7+2 figura.
aumenta 2 y le sumamos los de —942
L1l cuadros la figura 3 - 73a—1 = 145
_73a 145
73 73
Tofo - A cada figura Sumando 3 veces la S voraue se le van
i, u v
- se le suman 2 19 49 139 figura 25 y restandole pora
. sumando 2
11 cuadritos 2
m Multipli | Si,
Arantza = Cada figura u P |que. o8 1+2=3+2 » porqueva
cuadritos que tiene la aumentando 2
- aumenta 2 19 48 139 i i =54+42=7+2
figura 10 y sumé los cuadros en cada
111 cuadros . =9.. .
de la figura 3 figura
Ricardo Son
= cuadrados,
B ti | Cad t Si, 2 x
- enene 19 49 145 Multiplicando 73 x 2 | o or aumenta her
mismo angulo mds y mas cualquier numero
L1 yvande 2 en

2
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Manuel Fig.25 = 45
Vaa '
= aumentar Fig5 + Fig5 ]:l%S Xli)o
B siguiendo su =18 =9X Apoyandonos de las Si, siguiendo la
- = fig50 = 90 146
secuencia figuras anteriores secuencia
111 cada vez mas, Fig5=9
de2en2
fig 50 90
2 2
=45 = fig 25
Ali ]
B Si, van de dos Si porque
m 18 45 146 p 'q Multiplicamos
en dos multiplicamos
L1
Karla Cada figura va
aumentando
de2eny . Si, es sacando los
m . Hicimos una tabla con .
— cada figura va | iltilos de 2 | do de 2 multiplos de 2 en 2,
os multiplos de r sumando de 2 en
- aumentando 19 49 145 |2n-1 P ] podemos ir sacando
. hasta llegar al nimero 2 i
IT1 de cuadritos o los nimeros que se
indicado
depende el nos piden
numero de
figura que sea
Paulina m Cada vez que era otro
B nimero se le iba 45x 2 23 x
m 19 49 145 J Resolver todas 5 ) 3 %90
aumentando segun el 90 0
L1 numero que iba
Andrea _ Al 25 le falta 48 para 73 | Otro procedimiento
- luego se multiplica por | es el 2 porque va de
- Vande2en?2 19 49 145 la sucesividad =2,se | 2 en2 — 1, porque npx2-1
T multiplican y el parte 2 X 73 =
resultado del nim. 25 146 — 1 = 145
=49y se suma por el
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+96

48x2 49
——vyqueda—=
% V4 145

Tabla 5. Respuestas de los estudiantes de la situacion problematica 2
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Con base en los resultados que se muestran en la Tabla 5, podemos darnos cuenta que:

En la primera pregunta todos los equipos tenian buenas nociones de cémo tiene que
ser la figura 4. Ninguno tuvo error ya que so6lo pedia dibujarla.

En la segunda pregunta se puede apreciar que los equipos tienen nociones de que
las figuras aumentan dos cuadros cada una, sélo un equipo no respondié esa
pregunta.

En la tercera pregunta comienza a haber disparidades en los resultados, ocho
equipos contestaron bien y 2 contestaron que 18, s6lo conocemos la forma en que lo
efectuo 1.

En la cuarta pregunta comienza a haber mas discrepancia de los resultados, ya
existen 3 diferentes, 6 equipos contestaron que 49, lo cual es correcto, 2 contestaron
que 48 y otros 2 que 45.

En la quinta pregunta 5 equipos contestaron que 145, respuesta correcta; 3 equipos
que 139y 2 equipos que 146.

En la sexta pregunta de los 5 equipos que contestaron correctamente la pregunta
anterior, s6lo uno recurri6 a la forma general 2n — 1; otro menciona que multiplicando
2 X 73, aunque al hacer esa multiplicacion el resultado no es el correcto; otro equipo
gue menciond la forma general en la pregunta anterior en ésta establece que hizo
una tabla con los multiplos del 2 hasta llegar al nimero indicado, como lo muestra la
Figura 21; otro equipo le aumentaba 2 cada vez que aumentaba la figura; otro equipo
consider6 el numero de cuadros de la figura 25, que es 49, argumentando que la
falta el nimero 48 por 2 porque es la sucesividad que lleva, después sumando
49 + 96 = 145 obteniendo el resultado correcto. Los equipos que tenian 139 de
resultado siguieron la estrategia de sumar los cuadros que tenian las figuras
anteriores y restarle el nimero de cuadros que tienen las figuras que se exceden,
aunque haciendo eso esta mal el resultado de la suma; y los equipos que tienen que
146 s6lo mencionan que se apoyaron de las figuras anteriores y que multiplicaron.

En la séptima pregunta se distingue que 5 equipos tienen una idea acerca de la
forma en que crece la sucesion, aunque la expresan en sus términos con series
numeéricas haciendo mal uso del nimero igual, 2 equipos no contestaron y los otros 3
equipos siguen hablando de manera general.

En la octava respuesta sélo un equipo tiene la nocién de qué hacer especificamente
para cada caso de la regla, estableciendo que np x 2 —1 es la forma general para
saber cualquier figura, tres equipos no contestaron, 5 equipos siguen diciendo
solamente que aumentando de 2 en 2 y otro establece que siguiendo la secuencia.
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Imagen 24. Tabla con los multiplos del 2 hecha por el equipo de Karla

A pesar de que la mayoria tenian la nocién de cédmo incrementaba la sucesién, adn se
pueden detectar trabajos en la Tabla 5, en la que los estudiantes dejaron la solucion que
tenian al principio, como el de Melisa que estableci6 que la figura 73 tenia 139 cuadritos. Al
dejarlo de esa manera nos queda el cuestionamiento ¢comprendieron la nocién de
incremento, o sélo lo estaban contestando porque asi lo indicaba la situacién problematica?,
porque al final de la institucionalizaciébn, como se mostrara en seguida, la mayoria de los
estudiantes estaban convencidos de que la regla que genera la sucesién es 2n — 1, aunque
con los resultados anteriores puede observarse que los estudiantes aun no han desarrollado
un pensamiento algebraico a pesar de que ya estén resolviendo ecuaciones de primer grado
con una y dos incognitas.
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Situacioén de Validacion - Institucionalizacion

En la situacién de formulacién se detecté que los estudiantes llegaron por diversos
métodos a una solucion aungue no son comunes los resultados de los equipos, se realizé
una validacién para llegar a un mismo resultado por parte de todos los estudiantes.

Se optd por considerar conjuntamente la validacion junto con la institucionalizacion
porque el tiempo que habiamos destinado para trabajar con el grupo habia terminado,
entonces se decidié por hacer lo mas rapido posible la situacién problematica para no
retrasar al profesor titular de la programacién de su clase.

El investigador comenzo6 pidiéndole a Melissa que pase a mostrarle a sus comparieros
los resultados que obtuvo, ella tenia los resultados que se muestran en la Imagen 25.
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Imagen 25. Resultado del equipo de Arantza

Comienza diciendo que la primera tenia siete cuadritos como se muestra en el nUmero
1 de la Imagen 26 y argumenta.

Melisa: ésa es la 1, dibuj6 la figura correcta, de la respuesta de la primera me
sali6 7 porgue vimos que en la primera figura esta un cuadrito, luego en la
segunda figura estan 3, luego nos dimos cuenta de que, este... se iban sumando
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dos cuadritos a cada figura, entonces como en la segunda eran 3, en la tercera
eran 5y en la cuarta eran 7.

Imagen 26. Resultado de la pregunta 1 expuesto por Melisa

Investigador: ¢ Alguien no estad de acuerdo con ella? ¢Todos tienen o mismo?,
los alumnos asienten con la cabeza. ¢ Si les dijera que todos estan mal?

Manuel: No, porque si esta bien, porque cada una va de 2 en 2 y si quedan 7
porque son, 1y luego 3y luego 5y luego 7.

Itzel: Yo digo que si esta bien porque como cada figura aumenta un cuadrito de
cada lado, pues si hacemos eso en la figura 4 va a tener 7.

Investigador: esta bien, son 7, ahora digan la numero 2 (Fragmento de
videograbacion de clase del 15 de enero del 2014).

Los estudiantes aseguraban que la respuesta era una figura de 7 cuadros, porque
habian detectado que iba incrementando cada figura de dos en dos. Estaban bien
convencidos que el resultado era la respuesta 1 de la Figura 23 y estaban seguros que ese
resultado era correcto porque lo habian reflexionado en los equipos y ademas el
investigador habia estado pasando a los equipos a revisar la situacién problemética y como
nunca les dijo que estaban mal, ellos tuvieron la nocion de que su respuesta era correcta, a
diferencia de la primer situacion problemética los estudiantes se apoyaron con una
respuesta en la que todos estaban de acuerdo.

En la segunda respuesta Melisa establece que el resultado es “19 cuadritos”.

Imagen 27. Resultado de la pregunta 2 expuesto por Melisa

En seguida de escribir lo que se muestra en la Imagen 27 sucedi6 lo siguiente.
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Investigador: Su compariera dice que son 19, ¢ustedes que creen? ¢si son 19?7 o
que ¢,no son 19?

Tofio: Son 20.

Investigador: ¢ Por qué son 20?

Tofio: Porque se van sumando de dos en dos. Itzel interrumpe.

Itzel. Si, son 20

Investigador: ¢ Por qué 20?

Itzel: No, van a ser 19.

Investigador: ¢Por qué 19?

Itzel: Hay profe, pues ya diga usted.

Investigador: Pues mira, dice Tofio que 20 y Melisa que 19, ¢ cuél creemos?
Alumnos: 19 porque mira asi la tenemos todos.

Tofio: Si profe son 19, porque ya lo dibujé y los conté y me salen 19.
Investigador: Bueno, entonces son 19 (Fragmento de la videograbacion de clase
del 16 de Enero del 2014).

El resultado se hizo valido so6lo por el comentario del investigador, ya que
ninguno de los estudiantes confirm6 con algo bien razonado de porque eran 19,
entonces los alumnos se dejaron llevar por el contrato didactico, el profesor es quien
tiene el conocimiento verdadero.

Ahora se le pide a Melisa que escriba la respuesta de la pregunta 3 y ella escribe

lo siguiente.
Q oot

Imagen 28. Resultado de la pregunta 3 expuesto por Melisa

Argumenta que le sali6 ese resultado porque ellos lo hicieron de uno por uno sumando
los nimeros y que el lugar nimero 25 salia que iba a tener 48 cuadritos. El investigador
pregunta que si estan de acuerdo con 48, los alumnos no estuvieron de acuerdo con Melisa.

Alumnos: No, algunos decian que tenian 50 y otros que 49.

Investigador: Karla, ¢ por qué 49?

Karla: Porque lo fuimos sacando de uno en uno y nos dieron 49.

Investigador: ¢ Melisa por qué le salieron 48?

Alondra le intenta explicar porque 49: - mira Melisa, tiene que ser numero impar,
porque la primera figura es impar y se le suma un nimero par, entonces siempre
va a ser numero impar el resultado.
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Melisa: No profe yo ya no quiero pasar, la tengo mal.

Investigador: Qué importa que estés mal, es el fin de venir a la escuela,
equivocarnos para darnos cuenta de nuestros errores. Se dirige a los demas,
aungue tengan una idea que es errénea sostengan esa idea porque es suya.
Melisa ya estd4 oyendo a sus compafieros pues hay varias opciones, la suya de
48, 49 y 50, ¢cual le convence méas?

Melisa: 49.

Investigador: ¢Por qué?

Melisa: Porque es cierto lo que dice Alondra, en cada figura salen cuadritos
impares.

(Corrige su respuesta del pizarron y escribe 49) (Fragmento de la videograbacion
de clase del 16 de Enero del 2014).

La mayoria estaba de acuerdo que eran 49, excepto uno que era integrante del equipo
de Melisa, decia que podian ser 47 porque si sumaban los cuadritos de la figura 10 dos
veces y los cuadros de la figura 5, el resultado iba a ser 47. El investigador preguntd que por
qué no lo habia discutido con el equipo, pero el nifio contesté que apenas le habia surgido
esa idea. Se cuestioné ante todo el grupo, porque el objetivo de la validacién es convencer a
todos los estudiantes de que un resultado es valido para todos. Pero la respuesta que le dio
una compafiera le fue suficiente para captar que no tenia que ser 47.

Investigador: Nifios pongan atencién, Leo nos dice que sumando el total de
cuadros que tiene cada figura se puede hacer, por ejemplo la figura 10 tiene 19, y

la figura 5 tiene 9, entonces es 19 + 19 + 9 = 47 ¢ sera cierto eso?

Alumnos: No.

Investigador: ¢,Por qué no?

Alondra: Porgue no se pueden sumar las figuras, la figura 5 no tiene la mitad de

la figura 10, entonces no se puede hacer esa suma, porque si sumamos dos
veces la figura 5 que tiene 9, nos va a dar 18 y la figura 10 tiene 19.

Investigador: ¢ Entonces quien esta bien?

Alumnos: Melisa (Fragmento de la videograbacién de clase del 16 de Enero del 2014).

Ahora estaban de acuerdo que el resultado era 49, se detecta que Alondra tiene
potencial para explicar a sus comparnieros y convencerlos de que los resultados que ella dice
son los correctos, en esta ocasién los argumentos de Alondra fueron suficientes para validar
gue el resultado tenia que ser 49, les hace ver cuales caracteristicas puede cumplir y cuéles
no. Alondra ha aceptado la devolucién del contrato que se les ha propuesto, y se da cuenta
que para validar el conocimiento necesita hacerlo con argumentos solidos.

En la pregunta cuatro Melisa contest6 que la figura 73 tendra 139 cuadritos.
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Imagen 29. Resultado de la pregunta 4 expuesto por Melisa

El investigador pregunta a los estudiantes que si ese sera el resultado que tienen todos.

Algunos Alumnos: Dicen que 145, pero Melisa escribe en el pizarron 139.
Investigador: ¢Por qué 139?

Melisa: Porque fuimos haciendo los nimeros de todas la figuras, mientras mis
comparieros buscaban otra forma, yo hice eso y me salié 139.

Investigador: ¢ Cémo podemos saber si es correcto o incorrecto?

Melisa: Pues comparando con mis compafieros.

Investigador: Pues entonces preguntales.

Melisa: ¢ Esta correcto o esta incorrecto?

Jaime: Est4 mal.

Investigador: ¢ Por qué esta mal?

Jaime: Porque son 145.

Estefania: Yo digo que esta mal, porque a mi también me dieron 145.
Investigador: ¢ Como lo sacaron ustedes?

Estefania: Hicimos una tabla.

Investigador: ¢Lo pueden poner en el pizarron? (Pasa Alondra de ese equipo a
hacer la tabla).

25

26 27 28 29 30 31 32

49

51 53 55 57 59 61 63

Imagen 30. Tabla hecha por Alondra del equipo de Karla
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Investigador: A ver vean, ¢si detectan que va poniendo el nimero de figura?
¢Asi le vas a poner hasta el 73?

Alondra: Si.

Investigador: Espérate, bueno esta bien... filense todos su comparfera esta
escribiendo de un nimero en un nimero y va a llegar hasta el 73, ¢quién tiene
una forma mas fécil de hacerlo?

Andrea: jYo!

Investigador: A ver pésele, ¢Alondra y asi lo hiciste hasta el 73? (muestra una
hoja donde si lo hizo asi), bueno ésa me la van a dar.

Mientras Andrea esta escribiendo su proceso, el investigador interrumpe a
Alondra y le dice: - fijense su compafiera estia escribiendo de uno en uno y
sumando los valores de 2 en 2, si es valido, pero si yo les preguntara ¢cuantos
cuadros tendrd la figura 183? ¢ Qué harian?, ¢ Todo hasta la 183?

Karla: Pues si, porque es una forma de saberlo.

Investigador: Es una forma, pero seria muy tardado ¢no? Si les preguntara el
namero de cuadros de la figura 1000.

Karla: Eh, se multiplica por 2y se resta 1.

Investigador: jCorrecto!, a ver, fijense su compafiera Andrea les va a explicar lo
que hizo.

Andrea: Mi equipo y yo multiplicamos el nimero de posicion por dos y le
restamos uno porque asi el resultado nos da un numero impar, y nos dio de
resultado 145. como lo muestra la Imagen 31 (fragmento de la videograbacion de
clase del 16 de Enero de 2014).

NV Y J :
- 2 }\f )'
”~ ‘ /
Imagen 31. Resultado de la pregunta 4 expuesto por Andrea

Escribiendo lo anterior en el pizarron, estableciendo que N.P. x 2 —1 = 145 seria la
forma de llegar al resultado. El investigador cuestiona acerca de si todos tienen claro lo que
se tiene que hacer.

Ivan: Pues si esta bien, pero ¢por qué le resta 1?

Investigador: Usted piense, ¢ por qué serd menos 1? (Ilvan se queda pensando).
Miren si utilizamos lo que escribié Andrea, la figura 1. ¢ Cuantos cuadritos tendra?
Alumnos: 1.

Investigador: ¢ Cual va a ser el nUmero de posicion?
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Arantza: Uno.

Investigador: ¢Y que se tiene que hacer?

Leo: Se multiplica por 2y se le resta 1.

Investigador: ¢ La figura 5 cuantos tendra?

Ivan: Pues 5 por 2 menos uno es 9.

Investigador: Bien, ¢la figura 10 cuantos tendra?

Karla: 10 por 2, 20, menos uno 19.

Investigador: ¢ Si cumple?

Alumnos: Si.

Investigador: ¢ Como haremos la figura 73?

Karla: 73 por 2 menos 1 es 145.

Investigador: Entonces ahora diganme cuantos tendra la figura 1000
Arantza: 1000 por 2 menos uno es 1999 (Fragmento de la videograbacion de
clase del 16 de Enero de 2014).

El investigador sinti6 la necesidad de tomar el papel de profesor y terminé explicando
el proceso que Karla aun no concluia, dando por vélido el resultado y proponiendo ejemplos
para figuras con mayor nimero de cuadros, finalmente pregunta que si entonces se va a
hacer como dice Andrea y ella los establecié como dice en la figura 28. ¢Siempre va a ser
igual a 1457, enseguida de esa pregunta les dice que ellos ya han trabajado con
ecuaciones, que lo intenten establecer con una ecuacién, Alondra se ofrece a pasar al
pizarrén.

Alondra: Yo sé como.

Investigador: A ver, pasele y establézcala en el pizarron.

Alondra escribe: n x 2 — 1 = 145.

Investigador: ¢ Siempre va a ser igual a 145?

Alondra: Si, porque vale 73.

Karla: No, porque el profe nos ha dicho que en lugar del signo X pongamos un
paréntesis, entonces va a quedar asi, (pasa y escribe en la pizarra n(x)2 — 1 = 145).

Imagen 32. Expresion general para saber el nimero de cuadros de cada
figura

Investigador: ¢ Siempre va a ser igual a 145?

Karla: No, pero ya sabiendo el numero de figura sabremos a qué es igual. Pero
mientras asi lo podemos dejar.

Investigador: A ver, vamos a situarnos, ¢tienen dudas acerca de la situacion
problematica anterior?
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Alumnos: No, ya supimos que la forma general va a ser n(x)2 — 1 = 145.
Investigador: Pero por comodidad lo podemos escribir asi: escribe en el Pizarron
2n — 1. Sin dejarlo igual a algo, porque no siempre va a ser 145, sino como dice
Karla sabiendo el nimero de figura sabremos a que es igual.

(Fragmento de la videograbacién de clase del 16 de Enero de 2014).

o
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Imagen 33. Forma general de representar la sucesion

Los estudiantes comprendieron la procedencia de esa forma general de representar el
namero de cuadros de cada figura, al menos fue lo que se pensé cuando todos ponian
atencion a lo que se realizaba en el pizarron.

Situacién problematica 3. Relacién Funcional
Situacion de Accion

La tercera situacion problematica estaba pensada para que durara un moddulo
completo, debido a su dificultad, se intentdé hacerlo un poco complejo porque sefiala
Barallobres (2000) que cuando se trabaja con una sola incognita el problema sera
compatible con métodos meramente aritméticos y sugiere como necesario complicar los
problemas, sin embargo las otras situaciones problematicas se tardaron més de lo previsto,
asi que el tiempo que quedaba de esta sesion se comenzo a trabajar en la tercera situacion
problematica.

El investigador comenz6 repartiendo las hojas de trabajo a los distintos equipos,
cuando terminé leyo la situacion problemética ante todo el grupo y pregunto: ¢alguien tiene
dudas acerca de lo que tienen que hacer?, esperando que si alguien tenia dudas pudiera
aclararlas; los estudiantes contestaron que tenian que sefialar los metros que recorre la
tortuga en cierto tiempo.

El investigador les pide que contesten la situacion problematica y se dispone a recoger
las anteriores que han resuelto los estudiantes, pero lo interrumpen diciendo:

Alumnos: Es que ésa esta mas dificil.

Investigador: Bueno miren, en la playa estdbamos tomando el sol, pero como nos
aburrimos pues se nos ocurri6 tomarle el tiempo que tardaba una tortuga
caminando y comenzamos a contar que en 15 minutos recorrié 10 metros, y los
préximos 15 minutos recorrié 8 metros y a los otros 15 recorrié 6 y después de
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ese tiempo nos comenzamos a hacer preguntas para predecir la distancia o el
trayecto de la tortuga, ¢,si continua caminando durante los préximos 30 minutos,
cuantos metros recorrera los proximos minutos?

Tofio: Pues yo creo que 18 minutos.

Arantza: No tienen que ser minutos, tienen que ser los metros.

Investigador: ¢ Cémo cuantos metros?

Algunos Alumnos gritan que 2 y otros que 4.

Arantza: Yo pienso que 6 porque en 15 va a recorrer 4 y en los otros 15 recorre
2, en total van a ser 6.

Investigador: Tofio usted ¢ por qué piensa que van a ser 18 minutos?

Tofio: Porque si tomamos el tiempo, pues el resultado va a ser algun tiempo.
Arantza: No Tofio mira, la pregunta estd muy clara, dice cuantos metros ¢no?
Tofo: Si.

Arantza: Pues ahi esta, ¢cuantos metros recorre en 30 minutos? Y ahi te dice
gue tiene que ser en metros.

Los Alumnos comienzan a aplaudir en forma de burla.

Investigador: Espérense, cuando ven una obra de teatro no se aplaude hasta que
se acaba. Entonces respeten y ya cuando tengamos el problema resuelto
aplaudimos, respeten por favor. Bueno ya tienen la idea de que es lo que pide.
¢,Creen que llegue un momento en que la tortuga se detenga completamente?
Alumnos: Si.

Investigador: Bueno ya lo contestaran. ¢ Por qué creen que llegue un momento
en gue la tortuga se detenga completamente?

América: Porque se cansa

(Fragmento de la videograbacién de clase del 16 de Enero de 2014).

Situacién de Formulacién

Se detecté que los estudiantes no tenian bien definida la manera de contestar el
problema, por lo que se optd por llevarlos juntos a la resolucion de la situacién problemética,
preguntando lo que cada cuestién pedia para resolverla. En esta ocasién la devoluciéon no
fue la deseada y por tal motivo se decidio llevar juntos la formulacion para aportar ideas de
todos los equipos esperando que entre todos se facilitara la resolucion de dicha situacion
problematica.

Mientras algunos estudiantes observaban la hoja de trabajo otros continuaron con la
idea de que la tortuga se cansaba y se iba a detener completamente; el investigador para
intentar crear una devolucién de la situacion problematica en los estudiantes pregunta que
cuando se detendra completamente la tortuga y los estudiantes contestaron:

Itzel: Cuando disminuye de metros a centimetros.

Investigador: ¢ Y cuando sera eso?

Ivdn: Pues cada 15 minutos disminuye 2 metros, entonces si va a llegar el
momento en que se detenga.
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Arantza: Es que es como un juego de azar, no sabemos cuando se va a detener
la tortuga y no sabemos qué va a pasar a lo mejor se regresa y se vuelve a
repetir toda la historia.

Andrea: No es como un juego de azar porque en los datos dice que va
disminuyendo entonces no puede ser al azar, bueno dice que disminuye,
entonces se cansay ya.

Arantza: Pero no sabes si después de que descansa se regresa o se va para otro
lado.

Investigador: Entonces veamos, los datos no son de azar porque va
disminuyendo de 2 en 2, pero tiene razén Arantza después de que se detenga no
sabemos qué va a pasar.

Los estudiantes sabian que tenian que detectar cuando se detenia totalmente la
tortuga, pero no estaban muy convencidos de las caracteristicas del problema; es decir, no
tenian idea de qué iba a suceder después y se notaba que no tenian bien definido qué hacer
después de que se detuviera completamente, aunque eso no era importante, sino detectar el
recorrido que hizo la tortuga para representarlo de una forma tabular.

Un estudiante interrumpié la clase diciendo que dejara salir a acomodar sus puestos
de vendimia a los de la cooperativa, el investigador lo consulté con el profesor titular, el cual
comento:

Maestro: Es que a los alumnos esta semana les toca la cooperativa y tienen que
salir para acomodar los puestos para que estén listos cuando comience el

receso.

Investigador: pues usted digame profe, si me dice que se vayan pues que se
vayan.

Maestro: Si, siempre los dejo salir 25 minutos antes para que acomoden todo
bien.

Investigador: bueno, los que venden en la cooperativa vayan a acomodar sus
puestos, los demas aqui nos quedamos trabajando (salen aproximadamente 20
alumnos); ahora, ya tenemos nocion de las primeras 2, la tercera nos dice,
considerando que la tortuga llevaba 60 minutos caminando ¢cuantos metros
creen que recorria cuando comenz6 a caminar? (Fragmento de la videograbacion
de clase del 16 de enero de 2014).

Se fue del saldon alrededor de la mitad de los integrantes del grupo, pero se continué
trabajando con los 19 estudiantes que se habian quedado. Al principio hubo un poco de
alboroto porque querian que el investigador dejara salir a todo el grupo. Pero les pidié que
contestaran esta situacion problematica y después ya se iban porque aun no llevaban nada
de lo pedido para este problema.

Se continud con la pregunta que se habia formulado anteriormente ¢cuantos metros
creen que recorria cuando comenz6 a caminar?, los estudiantes se propusieron contestar e
hicieron lo siguiente:
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Itzel: 28

Investigador: ¢ Por qué 28?
Itzel: Pues esos creo.
Investigador: Bueno, pues justifiquen sus respuestas como ustedes puedan,
contéstenlo.

(Tofo pasa al pizarron a hacer una tabla)

Minutos 15 15 15 15 15 15

Metros 10 8 6 4 2 0

Imagen 34. Tabla hecha por Tofio

Tofo: ¢Asi puede quedar o no?

Investigador: Si, puede ser.

Maestro: Como que si captan la idea, pero no pueden formalizar. (le dijo en voz
baja al investigador)

Investigador: Pues esperemos que comprendan y puedan establecer la relacion
de que disminuye dos metros cada 15 minutos todos y que si es tiempo antes
detecten que se puede sumar.

Arantza: Ya encontré como, mire podemos poner como X, que es cualquier
ndamero menos 2, como el 10 menos 2, luego ya sea el 8 menos 2y el 6 y asi.
Investigador: ¢No influira en nada el tiempo?

Arantza: De verdad, ah ya sé como... se va a su lugar.

Investigador: Piensen cémo representarlo matematicamente. ¢ Toflo lo representé
matematicamente?

Arantza: Pues matematicamente se tiene que representar con una ecuaciéon. Una
forma que dé mucha informacion y se pueda escribir més facil.

Investigador: ¢ Y lo que hizo Tofio no es mateméatico?

Arantza: Si, pero...

Tofo: Si es porque tiene niUmeros y se van restando 2.
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Investigador: Bueno si tiene niumeros y se le van restando 2, pero si Arantza dice
gue con una ecuacion, ¢,se podra representar con una ecuacion o algo parecido?
Maestro: (Dice en voz baja al investigador) profe considero que es mejor que les
demos oportunidad de salir porque la mitad del grupo no va a saber qué hicieron,
podemos continuar mafiana, que al cabo ya sélo faltan 10 minutos.

Investigador: Pues usted diga, es su grupo.

Maestro: Si estd mejor, jévenes pueden salir a receso, contesten esto en su casa
y mafiana continuamos.

Al dia siguiente no pudo darse la clase porque hubo reunion de padres de familia para
la firma de boletas de calificaciones bimestrales, la situacién problemética quedé inconclusa,
aunque se pidio lo que llevaran de las respuestas y sélo se pudo rescatar lo siguiente:
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Equipo Situacion problematica 3
Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3 Pregunta 4 Pregunta 5
Jorge 6 metros en 30 minutos
Itzel 10-15
B3
=3
[
_21_0 i
+4 3
Haciendo énfasis en <4 ‘35
Tofio
Si. porue se cansaria v se Si, haciendo una tabla con
18 minutos P q . y 28 metros los minutos y metros que
guedaria en el mismo lugar g
caminan
Arantza 6
Ricardo
Manuel
Ali
Karla
Paulina
Andrea

Tabla 6. Respuestas de los estudiantes de la situacion problematica 3
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Con base en la Tabla 6 podemos percatarnos que so6lo pocos alumnos comenzaron
a contestar la situacidén problematica, no se tenian contemplados los distractores externos
de las clases y no se consider6 que los estudiantes se tardaran tanto en resolver las
anteriores, pero con lo que se tiene, puede rescatarse que:

e La respuesta de la pregunta 1 solo la tienen cuatro equipos, tres de ellos
contestaron que 6 metros en 30 minutos, otro contesté que 18 minutos.

e La respuesta de la pregunta 2 so6lo un equipo la contesté y establecié que si,
porgue se cansaria y se quedaria en el mismo lugar.

e Larespuesta de la pregunta 3 s6lo un equipo la tiene y contestoé que 28 metros.

e Larespuesta de la pregunta 4 un equipo tiene una tabla que en una columna esta
15 repetidas veces porque era el tiempo que tardaba en variar y del otro lado tiene
los ndmeros disminuyendo de 2 en 2 a partir del 10, los demas no tienen
respuesta.

e La respuesta de la pregunta 5 igual que las anteriores s6lo un equipo la hizo,
estableciendo que si se puede haciendo una tabla con los minutos y los metros
gue caminan.

Con las respuestas que dieron algunos estudiantes se puede observar que no
quedé del todo claro o que no le prestaron importancia a la situacién problemética porque
ya era tiempo de que salieran a receso, sin embargo se pudo rescatar informacion por lo
menos de un equipo.

Situacién de Validacion - Institucionalizacion

En esta ocasion no hubo situacién de validacion ni de institucionalizacion porque al
llegar al dia siguiente a la escuela, estan llegando los padres de familia ya que se tenia
contemplada para ese dia la junta bimestral de firma de boletas de calificaciones, por lo
tanto no hubo clase el viernes, el investigador lleg6 al grupo y le comentaron que no iba a
haber clase, entonces lo que decidi6 hacer fue pedir las situaciones problematicas
restantes agradecerle al profesor y al grupo por haberle permitido trabajar con ellos y
disponer de su tiempo.

Solamente un equipo entregd las respuestas de la situacién problematica 3,
algunos otros comenzaban a contestarla como continuacion de la 2 y otros no mostraban
evidencia de que la hubieran comenzado a contestar, se tiene en cuenta que la sesion
del 16 de enero se les dijo que la concluirian al dia siguiente, pero como no hubo clase,
quedd incompleta.

3.6 Fase de validacion de laingenieria didactica
En esta fase se hace la confrontacidon entre lo que se esperaba que pasara contra

lo que en realidad sucedié (del andlisis a priori contra el andlisis a posteriori), con la
finalidad de obtener informacién real de cémo la secuencia afecta la formacion de los
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estudiantes en un nuevo estilo de trabajo, qué fallos y aciertos hubo, y otras
caracteristicas que permitan enriquecer el analisis de las situaciones probleméticas.

3.6.1 Situaciones problematicas

Situacion problematica 1. Incognita especifica

Situacién de accion

En esta situacion primeramente se tenia que organizar al grupo en 10 equipos de
trabajo, se hizo cuando comenzo la primera clase, se leyé la situacion problemética ante
todo el grupo por parte del profesor y comenzaron a contestarla, sélo dos equipos
tardaron un poco en atender, después todos tuvieron la idea de lo que tenian qué hacer
para resolverla, la devolucion esperada de que los equipos se involucraran en contestarla
funciono.

Las variables didacticas consideradas para esta situacion problematicas no
funcionaron del todo, pero si influyeron en la respuesta de algunos equipos; por ejemplo,
causaron confusién con un equipo como se muestra en el andlisis a posteriori, al restar
61 — 17 el resultado que obtuvieron fue igual a 54, sin embargo es necesario comentar
gue el investigador, quien habia tomado el papel del profesor, sacé de ese error casi de
inmediato a aquel equipo, no dando oportunidad a que lo detectaran por su cuenta. La de
considerar el norte y el sur en una recta numérica funcion6 completamente, los
estudiantes que representaban graficamente lo hacian de tal manera, mientras que los
que lo representaban numéricamente, también contemplaban una recta numérica para
poder efectuar la operaciéon correspondiente.

El profesor titular fue quien repartié las situaciones problematicas y dio las
indicaciones como se tenia esperado que se hicieran en la planeacion de la secuencia.

Situacién de Formulacién

En la situacion de formulacion ya los estudiantes se encontraban adentrados en los
cuestionamientos planteados en la situacién problemética, pensando y desarrollando
métodos para contestarla, que para ellos eran vélidos. La idea que tenian era la de
conocer la distancia entre la casa de Ale y la casa de Mary considerando la distancia del
carro del papa de Mary.

El papel del profesor se vio afectado por el contrato didactico cotidiano que se da
en la secundaria, porque al estar pasando por los equipos para comprobar que estuvieran
contestando la situacién problematica, sugeria métodos o formas de contestarla, y los
alumnos atendiendo a ese contrato, intentaban hacer lo que les sugerian aunque para
ellos no tuviera significado.

El investigador al detectar que el profesor estaba haciendo tal accién, decidié tomar
el papel del profesor para él no darles las respuestas como sugerencias de que hicieran,
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sino intentar plantearles preguntas que les causaran reflexionar acerca de lo que estaban
haciendo. Aqui se percibe otra modificacion que tuvo el analisis a priori, aunque cabe
destacar que al principio el investigador también influia en las respuestas de los
estudiantes diciéndoles que estaba bien o que estaban mal.

La forma en que se tenia pensada la dinamica de la clase en el analisis a priori se
modific6 completamente, ayudando a los estudiantes en el momento de la formulacién,
aungue es preciso decir que la ayuda no era de forma directa como suele hacerse; sino
que, como se muestra en el andlisis a posteriori, fue lanzando preguntas que causaban
confusion a los estudiantes en sus respuestas para que razonaran si era cierta o falsa.

Otra cosa que no se tenia prevista en el analisis a priori fue la respuesta que
tuvieron la mayoria de los estudiantes, concluian que para conocer las distancias entre
las casas tenian que sumar la distancia del carro del papa de Mary a la casa de Ale con
la distancia de la casa de Mary al carro de su papa, considerando que la casa de Mary se
encontraba mas al sur que el carro del papa. Solamente dos equipos tuvieron nociones
de la respuesta correcta, uno lo leyé correctamente y otro tuvo ayuda del investigador
cuando les cuestion6 que porqué era una suma y comprendieron que tenia que ser una
resta; de las respuestas esperadas sélo un equipo fue capaz de plantearla, otro tuvo
ayuda del investigador y ocho equipos siguieron una estrategia errénea.

Es preciso sefialar que las respuestas que tuvieron la mayoria de los estudiantes no
se consideraron en la situacién de formulacibn como una posible respuesta, indicando
que para ésta falté también un andlisis mas profundo, delimitando especificamente qué
era lo gue se pretendia que conocieran los estudiantes.

Situacién de Validacion

Al comenzar con esta situacién el profesor les comentd que no tuvieran temor a
equivocarse, con el hecho de haberlo intentado ya tenia mucho valor, accion que animé a
los estudiantes a pasar a exponer sus respuesta ante sus compaferos, fueron tres
equipos los que decidieron pasar y se optd por aventar al aire una moneda para que uno
pasara a exponer las respuestas. Ya tenian contestado lo que se pedia en las hojas, al
exponerlo de la forma en que se habia previsto, expresaron que con una suma se iba a
resolver tal situacion problematica.

Se pudo identificar que los estudiantes estaban explicando so6lo al profesor, como lo
hacen regularmente en las clases, el investigador pidié que explicara para todo el grupo y
en seguida que validara sus respuestas porque no era suficiente con sélo exponerla. La
forma de justificarla para el estudiante fue preguntar quién la tenia como él, al ver que era
la mayoria, para ellos fue valido el conocimiento que habian generado. El investigador no
se quedd6 conforme, pidié a un equipo que tenia bien la respuesta que la expusiera, pero
termind la clase; rompié con el contrato didactico que tiene el grupo donde se
experimento la secuencia didactica, pidiendo que validaran su respuesta ante todos y se
detecto resistencia por parte de los estudiantes al intentar validar con las opiniones de los
demés estudiantes y no con procedimientos que elaboraron.
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Situacién de Validacion - Institucionalizacion

El investigador comenz6 a exponer la situacion problematica para intentar cambiar
la idea que se habia generado en los estudiantes, al responder algunos ya habian
cambiado su nocién de que era una resta. Por medio de esta situacién problematica, que
no resultd como se tenia prevista, se consideré que las situaciones de validacién e
institucionalizacion se diseflaron de manera superficial, sin contemplar preguntas
concisas para hacerles a los estudiantes en caso de que sus respuestas no fueran las
indicadas.

Por medio de los andlisis a priori y a posteriori se puede detectar que la situacion
probleméatica de salié un poco de control, debido a que hubo un analisis muy escueto, ya
gue solo se consideraron algunas respuestas correctas que pudieran desarrollar los
estudiantes en distintos campos conceptuales, pensando que no habria quienes
contestarian de manera errénea; es preciso al considerar una situacion problematica
prever la mayor cantidad de formulaciones que pudieran suceder y otros aspectos que
puedan afectar a su comprensiéon y solucion como: la interpretacion de la lectura y el
contrato didactico que utilizan en la resolucién de situaciones probleméticas.

La intencion de considerar en esta situacion problematica la literal como incégnita
especifica, no pudo apreciarse debido a que la situaciéon problemética disefiada no iba
mas alla de la Aritmética, faltaron algunas caracteristicas que hubieran hecho al nimero
desconocido variar y representarlo con una literal; el tiempo considerado para resolverla
se extendié porque se dejé a los estudiantes trabajar a un ritmo lento esperando que
obtuvieran mejores formulaciones en sus respuestas, pero se detectdé que seguian
trabajando en el mismo enfoque con el que comenzaron a razonatr.

Situacion problematica 2. Numero generalizado
Situacién de Accién

La situacién problematica comenz6 bastante tiempo después del que se tenia
considerado para su ejecucion, enseguida se repartieron las hojas de trabajo a los
estudiantes, en esta ocasion no se les ley6, pero asi se tenia considerado desde el
analisis a priori; esta accién fue adecuada, porque se anticipd que los estudiantes se
involucrarian en la situacion problematica sin leerles la actividad y fue lo que sucedio.

El investigador siguié con su dinamica de hacer el papel del profesor, indicando las
instrucciones de lo que tenian que hacer. El profesor del grupo ayudaba al investigador
verificando que los equipos de trabajo mantuvieran la atencibn en la situacion
problemética.

Aungue no se marca en el andlisis a priori, el investigador cuestionaba a los
estudiantes con la intenciébn de que ellos aceptaran la devolucién de la situacion
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problematica, se logré lo esperado. En esta ocasion se detectd que las preguntas
fomentaban el razonamiento y el trabajo en equipo por parte de los estudiantes.

Las variables didacticas en esta situacion problematica resultaron adecuadas
porque permitieron que los estudiantes generaran ideas adecuadas para la resolucién de
ésta; el acomodo de los cuadros permiti6 que detectaran el incremento de una manera
rapida y que tuvieran la nocion de que aumentaba dos cuadros en cada figura con
respecto a la anterior.

Situacién de Formulacion

En la situacién problematica los estudiantes se involucraron de una manera positiva
para su resolucion, el investigador y el profesor pasaban a los equipos de trabajo para
detectar qué formulaciones hacian los estudiantes, en algunos equipos estaban todos de
acuerdo y en otros discutian acerca de la solucion que ellos creian la indicada.

Se pudo observar que las variables didacticas consideradas para esta situacion
probleméatica crearon confusion en algunos equipos, tenian claro el dibujo que iba a tener
la figura cuatro debido a que la forma de hacer la figura era simple, pero cuando tenian
que escribir el nimero de cuadros se preguntaban si era 7 u 8.

Las preguntas propiciaron que los estudiantes fueran de lo basico a lo abstracto; es
decir, comenzaban dibujando la figura 4 y estableciendo el nimero de cuadros que tiene,
algunos discrepaban en su respuesta como se mencioné en el parrafo anterior, en
seguida se pregunta la relacién entre las figuras. Los estudiantes concluyeron que
incrementaba el numero de cuadros de dos en dos, en seguida, cuando ya sabian la
relacién de la figuras, intentaban saber el nUmero de cuadros de la figura 10. Como ya
tenian la nocion de que incrementaban de dos en dos, algunos equipos multiplicaron el
namero de figura por dos, otros sumaron la figura 5 dos veces porque consideraban que
asi era, ya que el incremento era el mismo en cada figura, otros dibujaron una tabla que
incrementaba de dos en dos el nimero de cuadros y otro equipo mas buscé la manera de
hacerlo mediante una operacion.

Se podia observar que los estudiantes utilizaban diferentes caminos para llegar a
su solucion, los contemplados en el analisis a priori si se pudieron detectar en seis
equipos; sin embargo, los cuatro restantes no eran del todo correctos, aunque en su
l6gica y su razonamiento era valido para concluir la situacion probleméatica. Es necesario
al hacer un analisis de alguna secuencia didactica considerar todos los aspectos que
puedan surgir o pensar los estudiantes, no sélo las ideas correctas; es decir, buscar
formas en que se pueden equivocar los estudiantes en la resolucion de las situaciones
problematicas.

Situacién de Validacion-Institucionalizacion

Para esta situacion se pas6 a una alumna a que explicara sus respuestas y dijera
porqué la habia considerado asi, la idea era que ella sola comenzara a explicar lo que
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habia contestado, accion que no realizé porque en su contrato didactico no explican a los
compafieros, sino al profesor, asi que el investigador tomé el papel de monitor y estuvo
preguntando una por una las preguntas que consideraba la situacién problematica y
fomentando que se crearan desacuerdos, ya que no todos tenian los mismos resultados.

Cuando los estudiantes contestaban y establecian sus ideas el investigador
validaba el resultado final que quedaba por parte de los estudiantes estableciendo una
especie de institucionalizacién en la que el resultado concluido era el conocimiento
establecido por el profesor. Aunque es preciso decir que el investigador suponia que
estaban comprendiendo todos los estudiantes y en sus respuestas se pudieron observar
algunas incongruencias en sus resultados porque finalizaban con el generado con el
apoyo de todos pero dejaron el que tenian como resultado de su equipo. Es necesario
hacer un analisis mas a fondo de la forma de razonar de los estudiantes, para saber por
qué no borraron la idea original que tuvieron, si en realidad comprendieron la situacion
probleméatica o so6lo contestaron el resultado indicado porque ese es el que se concluyé
entre todos.

La situacion problematica funcion6 parcialmente, porque los estudiantes tenian la
idea del incremento que habia en cada figura y pudieron llegar a la nocién del incremento
constante que existia conforme avanzaban las figuras; es decir, detectaron la secuencia y
el patrén con el que iba aumentando, pero sélo 3 equipos llegaron a la representacién de
esa secuencia en otro registro. Con estas soluciones de los estudiantes, surge la idea de
buscar la manera de hacer un andlisis para detectar dénde estan sus fallos.

Situacion problematica 3. Relacion Funcional
Situacién de Accién

El tiempo se consumié en las otras situaciones problematicas y queddé muy poco
para la tercera, se tenia contemplada para que durara un médulo completo porque era un
poco mas compleja que las anteriores. Comenzd con la reparticion de las hojas de trabajo
y leyendo el texto a los estudiantes como se previo en el analisis a priori, al preguntar si
habian entendido, los estudiantes dijeron que si y continuaron con el contrato que se
habia establecido.

La devoluciéon de la situaciéon probleméatica no se dio como se tenia contemplada
por parte de los estudiantes porque al dejarlos trabajar no supieron qué hacer
argumentando que estaba mas dificil ésta.

Las variables didacticas en esta situacion problematica no fueron adecuadas
porque dificultaron a los estudiantes la visién que pudieran haber hecho del problema, es
decir, detectaron que la distancia aumentaba conforme el tiempo transcurria; pero cada
vez iba aumentando en menor proporcién, por ello no supieron como representarlo de
una manera distinta al lenguaje comun.
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Situacién de Formulacion

En el andlisis a posteriori nos percatamos de que los estudiantes tenian la idea de
lo que iban a hacer, conocer cuando se iba a detener la tortuga, no sabian cémo hacerlo.

Como se detect6 que los estudiantes no supieron contestar la situacion
problematica el investigador opté por cambiar de contrato didactico y trabajarla en
plenaria, primero lanzaba una pregunta acerca de que era lo que se pedia, el investigador
no daba las respuestas, sino que hacia las preguntas intentando que los estudiantes
razonaran para que ellos mismos validaran si el resultado iba a ser como lo habian
contemplado o no.

Al estar trabajando con esas preguntas y llevar un poco avanzado el desarrollo de
la situacion problematica, se interrumpi6 la clase saliendo la mitad del grupo, rompiendo
con la rutina de trabajo porque quedaron pocos estudiantes dentro del grupo de clase.

El investigador aun estaba haciendo preguntas acerca de como realizar la situaciéon
problematica y el profesor sugirié suspender la clase con la intencion que quienes
salieron no se quedaran atras. La dinAmica de esta clase no resulté ser la pretendida en
el analisis a priori, el investigador decidié cambiarla por el motivo de que ya estaba fuera
del tiempo previsto y porque no habian comprendido qué es lo que tenian que hacer, lo
decidié para no tardar tanto en llegar a una institucionalizacién del conocimiento.

Al responder preguntas ante todo el grupo, algunos estudiantes tenian ideas
confusas de qué hacer con respecto a la informacion que requeria la situacion
problematica para concluir con buenos resultados, en el andlisis a posteriori se puede
observar que una pregunta pedia los metros que recorrid la tortuga y un equipo dio los
resultados en minutos, no hubo devolucion de la situacion.

Situacién de Validacién - Institucionalizacion

En esta situacion probleméatica no existi6 situacion de validacibn ni de
institucionalizacion, la clase termind dejandola inconclusa con la intencién de retomarla la
siguiente sesion, no hubo clase de Matematicas al siguiente dia debido a que tenian
prevista una reunion de padres de familia.

No pudieron aplicarse las situaciones de validacién e institucionalizacién porque ya
no hubo oportunidad de trabajar con los estudiantes de ese grupo, incluso queddé
inconclusa la situacion de formulacion, rescatando muy poco del resultado de esta
situacion problematica.

La aplicacion de esta secuencia didactica da cuenta que los estudiantes siguen
pensando numéricamente, a pesar de que estén trabajando con ecuaciones de una y dos
incognitas, ademas, las situaciones problematicas no propiciaban la visualizacion de
elementos algebraicos porque se detectd que contestaron aritméticamente lo que se ideé
como algebraico, hizo falta un analisis del contenido para potenciar mas el empleo del
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pensamiento algebraico, es necesario hacer este analisis del contenido para la
conclusion de elementos necesarios en la adquisicion de este pensamiento e incluirlos en
las clases de Mateméticas que pretenden introducir el pensamiento algebraico en los
estudiantes.

Se ha detectado que no funcioné lo que se habia considerado en el analisis a priori,
debido a la complejidad de la situacion problemética y a que la mitad del grupo se habia
salido y cambié el contrato didactico en ese momento; ademas, era tan complejo el
problema que sélo se podia representar en relacion funcional en un registro gréfico y no
podia llevarse a otra representacion. Por medio de estas acciones se llega a la
conclusién de elaborar un analisis mas exhaustivo para trabajar la nocién de literal en
relacion funcional, para desarrollar situaciones probleméticas que en realidad lleven a los
estudiantes a la hocién de dos valores que estan en correspondencia.

En este capitulo se disefio y se aplic6 la secuencia didactica, obteniendo resultados
distintos a los que se tenian pensados en el andlisis a priori de las situaciones
problematicas, gracias a las soluciones desarrolladas por los estudiantes surge la
inquietud de cédmo disefiar una secuencia, para que en realidad aporte conocimientos a
quienes la resuelvan; para ello se llega a la nocién de considerar mas aspectos en el
redisefio de una secuencia, esperando obtener resultados mas cercanos a la realidad. El
disefio de una nueva secuencia se establece en los siguientes capitulos.
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Capitulo 4. Resultados y discusion

Para continuar trabajando en este tema, objetivo de nuestra investigacion, se ha
realizado un andlisis reflexivo con base en las situaciones probleméticas planteadas y los
resultados obtenidos. Se aportan las conclusiones de este estudio, las cuales propiciaran
una nueva estrategia para la mejora en la ensefianza de las Matematicas, favoreciendo la
transicion de la Aritmética al Algebra.

El manejo de la literal se consideré de las tres maneras mencionadas en el analisis
a priori como incégnita especifica, como numero general y en relacion funcional; sin
embargo, no resulté del todo adecuado, porque los estudiantes pasaron de una forma a
otra sin comprender lo que hicieron.

Con respecto a la primera situacion problemética se puede mencionar que falté un
mejor seguimiento de las preguntas en la situacion de validacion, la intencién era que las
preguntas “llevaran” a los estudiantes a considerar la literal como incognita especifica,
pero no se logré debido a que falté informacion que se consider6 como trivial a causa de
que ya se encontraban trabajando con ecuaciones lineales; se pensd que como los
estudiantes ya trabajaban con literales no era necesario que variara la distancia del coche
del papa y s6lo con la pregunta que indica que el coche varia pudieran llegar a la
formulacién de una expresion algebraica.

Los estudiantes tenian una nocién distinta a lo que la situacion probleméatica
proponia, ocasionando dos posibles formas de pensar acerca de su disefio: que estaba
mal planteada, o que seguian la respuesta de algun equipo que pensé de esa manera la
solucion, copiando el procedimiento debido a que no pudieron darle significado a la
situacion problematica.

Se llega a la idea anterior porque sélo tres equipos tenian la solucion correcta, una
resta de las distancias para conocer la que hay entre las casas, los otros 7 equipos
llegaron a expresar dicha distancia mediante una suma, porque el razonamiento que
hicieron fue que, al hacer la suma, daba un buen resultado de la distancia entre las
casas. A pesar de que las respuestas fueran erréneas o acertadas, no se lleg6 a lo que
pretendia la situacion problematica, que los estudiantes tuvieran idea de un numero
desconocido que se puede representar con una letra, o si lo detectaron no pudieron
considerarlo como una literal dentro de una expresiéon algebraica, sino que esperaban a
gue se les dieran los datos para resolver la situacion problematica, esta accién la
podemos vincular a lo que establecen Ruano et al. (2003), los estudiantes que aldn no
desarrollan un pensamiento algebraico, necesitan usar la propiedad de cerradura de la
suma Yy el producto (necesidad de clausura) para poder estar conformes con una
respuesta, en este caso: necesitaban conocer todos los datos para poder establecer
alguna operacién que marcara las distintas distancias a las que podria estar el coche, por
lo tanto no tuvo significado para ellos la idea de niumero desconocido.

Otra deteccion fue, que para los estudiantes no tiene un significado la letra, pues
intentaron buscar una manera de establecer una ecuacion porque el profesor les habia
dicho que de esa manera podian encontrar la solucién, los alumnos en su intento de
expresarla, obtuvieron un resultado incongruente con la situacion problematica, que para
ellos era vélido. Se reafirma que desarrollar el pensamiento algebraico en los estudiantes
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no es facil y menos si estan acostumbrados a trabajar con un contrato didactico en el que
el profesor deja ejercicios y los alumnos sdélo los resuelven.

Muchas veces los estudiantes trabajan las Matematicas sin conocer el
razonamiento que hay detras del conocimiento; es decir, contestan Matematicas sin darle
el significado requerido y a causa de ello aparecen las dificultades, Palarea (1998) hace
énfasis en que las dificultades pueden ser causadas por varias caracteristicas, pueden
estar asociadas a: la complejidad de los objetos en Algebra, los procesos de pensamiento
en Algebra, a los procesos de ensefianza, a los procesos del desarrollo cognitivo de los
estudiantes y, a actitudes afectivas y emocionales de los estudiantes. En esta situacion
problematica podemos relacionar directamente los procesos de ensefianza y el desarrollo
cognitivo, porque el profesor ensefia de una forma mecanica y el estudiante aprende sélo
a operar el Algebra sin tener un significado de lo que esta haciendo.

Para que la idea de un nimero desconocido representado por una literal exista en
la mente de los alumnos, la situacién problematica debe analizarse detenidamente desde
su elaboracion, esperando un mejor andlisis se hace desde su disefio, es oportuno
elaborarlo desde el campo de la CMF tomando en cuenta que hace falta detectar la
epistemologia y la funcionalidad de éstas al considerar la transformacion del “saber
sabio” al “saber a ensefar” mediante la “Matematizacion de la Cultura”.

Los estudiantes pudieron contestar la segunda situacién problematica casi de la
manera en que se consideré en el andlisis a priori, gracias al cambio de contrato
didactico. Era necesario que existiera un moderador, porque los alumnos por si solos no
desarrollan tales reflexiones, como se menciond anteriormente; el contrato didactico que
tienen para la resolucién de situaciones problematicas es que el profesor propone
ejercicios y ellos los resuelven de manera mecénica, sin significar lo que estan haciendo,
es una metodologia en la cual los estudiantes sélo contestan como respuesta al contrato
didactico que se crea en la clase.

En el analisis a priori falté considerar las preguntas que fueron surgiendo conforme
los estudiantes avanzaban en sus respuestas, esas preguntas que el investigador
improvis6 cuando asumio el papel del profesor. Con la dinamica que sucedi6 en la clase
surge una inquietud, ¢qué hubiera pasado si el profesor continuaba con el papel
designado y los estudiantes no llegaban a razonar la situacion problematica, les sugeriria
algun procedimiento o los habria hecho razonar? Es preciso establecer que el analisis
realizado, fue insuficiente; porque, a pesar de que la situacion problematica funcioné se
debieron considerar algunas preguntas que se iban a hacer a los estudiantes cuando
tuvieran razonamientos no del todo adecuados para la resolucion de la secuencia
didactica.

A pesar de que los estudiantes mostraran nociones correctas acerca de lo que iban
a contestar, es necesario sefialar que tuvieron dificultad en representar una literal que
pudiera valer un nimero; algunos equipos llegaron a la formulacién de una expresion
algebraica; no de manera formal, hicieron una expresion en la que una letra representaba
el nUmero que variaba o por lo menos un simbolo representaba un nimero desconocido,
la mayoria lo hicieron de manera numérica, estableciendo que iba a ir aumentando de
dos en dos cada término, afirmando lo que dicen las investigaciones (Ruano, Socas y
Palarea, 2003; Sessa, 2005, Butto y Rojano, 2010; Radford, 2010; Socas, 2011; Godino,
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Castro, Aké y Wilhemi, 2012), que a los estudiantes se les dificulta el cambio de
pensamiento.

Haciendo uso de la teoria que muestra la existencia de dificultades, errores y
obstaculos, pueden relacionarse algunos pensamientos inadecuados de los estudiantes
en esta secuencia, con las que marcan como generales al iniciar el trabajo con el Algebra
escolar; por ejemplo, no pueden cambiar la idea de que una letra puede representar
cualquier numero, Palarea (1998) menciona que regularmente cuando iniciamos el
tratamiento del Algebra escolar no significamos el uso de la letra, sino que utilizamos
simbolos para representar un valor desconocido, obteniendo por resultado que los
estudiantes terminen haciendo “una ‘no interpretacion’ de la letra... y en este proceso los
estudiantes ignoran la letra, o la reconocen pero no tiene significado” (p. 62).

Los estudiantes tienden a la necesidad de clausura, esto se observé cuando un
equipo supo establecer una “férmula” que satisfacia lo pedido, al plasmarla en el pizarrén
tenian que igualarla con algin término, haciendo notar que les hacia falta la necesidad de
que esa “férmula” fuera igual a un numero especifico, para dar un valor indicado, Ruano
et al., (2003) atribuyen a este tipo de procesos como un error comun que tienen los
alumnos al comenzar a trabajar con el pensamiento algebraico, denominandolo
necesidad de clausura estableciendo que los estudiantes no pueden asimilar un
enunciado incompleto, porque no aceptan que una expresion no pueda cerrarse y no
genere un nimero como resultado, si lo estan obteniendo al considerar varios resultados.

También hubo casos en que los estudiantes utilizaban de manera errénea el signo
igual, en el que establecian un signo de igualdad para separar cada término de la
secuencia, en realidad al hacer esta accion el resultado es incorrecto, porque al separar
con signos que denotan una igualdad, expresiones no equivalentes se aceptan como

tales, 1 =3 =5=7 = -+, caso que no es cierto, podemos atribuir a ello que los
alumnos siguen buscando una forma de darle sentido a la expresion que tienen que
encontrar que cumpla para cada término y lo hacen a través de signos incorrectos,
detectando que estan haciendo una cerradura de las operaciones a través de errores en
la Aritmética, Socas (2011) establece que los errores en la Aritmética que se basan en la
limitada interpretacion del signo igual, ya han sido estudiados y caracterizados como un
error frecuente en los alumnos al trabajar con el Algebra escolar.

Finalmente se encuentra que existen errores en los que los estudiantes muestran
una ausencia de sentido, término que caracterizan Matz (1980), Palarea (1998), Ruano et
al., (2003) y Socas (2011), a lo que se les pregunta; contestando solamente que saben
razonar matematicamente sin poder llegar a la expresiéon de algin resultado ni siquiera
en términos aritméticos.

El grado de complejidad fue aumentando en las situaciones probleméticas como
menciona Barallobres, (2000), Carraher et al. (2006) y Radford (2010), pero no se
consider6 un limite en el aumento de la complejidad de las situaciones problematicas, al
final los estudiantes no supieron qué hacer con respecto a la tercera situacion
problematica, como se menciona en el analisis a posteriori, los estudiantes tenian la idea
de lo que pedia, pero no sabian de qué manera desarrollarla en su cuaderno; a pesar de
que tenia elementos que podian representarse en una tabla, resultd dificil para los
estudiantes ya que no supieron concretamente lo que tenian que resolver.
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En la programacion de la secuencia didactica, se considerd que la tercera situacion
probleméatica corresponderia a trabajar la literal en relacién funcional, al hacerla de tal
manera no generard los resultados deseados, sino que su representacion grafica seria
una curva, indicando que la expresién algebraica tiene que ser de grado mayor que la
ecuacion lineal, por lo tanto debe de pensarse una manera correcta que pueda estar
enfocada a trabajarse considerando la literal en relacion funcional.

A parte de lo establecido anteriormente surge la conclusién de que hace falta
buscar una estrategia para comprobar que el pensamiento algebraico en realidad se
adquirié por parte de los estudiantes, en los temas que han trabajado de Algebra. En esta
ocasion se pensé que todos habian aceptado el resultado concluido en la validacién, pero
al revisar las hojas de trabajo se detectd que existian algunos que sélo habian contestado
por costumbre o porque se dijo que esa era la respuesta correcta.

Los andlisis que se hicieron de la secuencia didactica empleada anteriormente, dan
cuenta que hace falta uno mas exhaustivo al disefiar las situaciones problematicas que
debe contener una secuencia, porque el conocimiento que deben adquirir los estudiantes
debe de ser bien aprendido para que puedan usarlo en cursos posteriores de
Matematicas. Para tales acciones se tiene pensada la elaboracién de un redisefio de la
secuencia de actividades fundamentada bajo el ELOS, porque esta teoria complementa
las herramientas tedricas utilizadas inicialmente, proporcionando un mayor namero de
herramientas para detectar las competencias matematicas de los estudiantes.

Asi, esta secuencia didactica proporciona elementos que debemos tomar en cuenta
para una mejora de las situaciones problematicas, en las que deben de considerarse los
puntos anteriores para prever los conocimientos que estan en juego al resolverla. En un
préximo documento deben tomarse en cuenta las deficiencias detectadas, el andlisis y las
competencias que deben tener los estudiantes; es indispensable detectar el tipo de
pensamiento que han desarrollado, porque el curriculo de secundaria ha cambiado y en
primer grado ya resuelven ecuaciones lineales de una y dos incdgnitas, para tal accion la
nueva secuencia didactica estara enfocada a la deteccion del tipo de pensamiento que
prevalece en los estudiantes, apoyando al mismo tiempo el pensamiento algebraico que
deben mostrar.
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Capitulo 5: Redisefiando la secuencia didactica

Los resultados y las primeras conclusiones de la aplicacion de la secuencia se
analizaron bajo dos elementos del Enfoque Légico Semidtico (ELOS) de Socas (2001,
2007) con la intencion de hacer un andlisis del contenido que esté en accion al desarrollar
las nuevas situaciones problematicas y, tomar elementos que nos permitan elaborar una
nueva secuencia didactica producto de investigaciones en este campo, el analisis de:
resultados, contenido y la existencia de errores, obstaculos y dificultades.

El nuevo disefio que se hara de la secuencia no se deja de lado los elementos que
se consideraron para la anterior, sino que, se afiaden elementos que ayudan al analisis
de conocimientos necesarios para la transicion entre el pensamiento numérico y el
pensamiento algebraico. Esta secuencia tendra delimitados la fenomenologia, la
epistemologia (campo conceptual) y la semidtica (especialmente de la funcionalidad de
las representaciones de los objetos matematicos) en el andlisis de contenido que debe de
considerar cada situacion problemética, para ello se elaborar4 desde la CMF en los
distintos usos de la literal, la intenciéon de esta secuencia es detectar la forma de
pensamiento que prevalece en los alumnos de secundaria una vez que ya han trabajado
con temas referentes a Algebra (sucesiones numéricas y resolucion de ecuaciones
lineales); asi como detectar los errores, los aciertos y las acciones que sucedan en el
transcurso de la aplicacion de la secuencia y causen controversia en las formas de
pensamiento de los estudiantes.

5.1 Analisis preliminar

Para comenzar a organizar los conocimientos que estan en juego al desarrollar las
distintas situaciones problematicas se les dara un acomodo similar al que han llevado
durante el documento. Se hace a manera de analisis preliminar considerando los distintos
conocimientos que deben estar activos en los estudiantes en el momento de aplicar la
secuencia.

5.1.1 Literal como incognita especifica

Para definir el uso que se les asignara a las variables (literales) se recurre a la RAE;
la cual, establece que variable es una “Magnitud que puede tener un valor cualquiera de
los comprendidos en un conjunto” (RAE, 2001), e incognita como “Cantidad desconocida
que es preciso determinar en una ecuacién o en un problema para resolverlos” (RAE,
2001). Con las definiciones anteriores, se comenzara a considerar que una literal como
incognita especifica es una magnitud o un nimero que puede tener un valor de los
existentes en un conjunto, pero ese valor sera representado por una magnitud
desconocida y se expresara en términos de una ecuacién o una expresion algebraica
para resolverlo; es decir, uno debe reconocer que en cierta situacion existe una cantidad
cuyo valor no conocemaos, pero es posible determinar.
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Palarea (1998) propone un ejemplo “Si a + 5 = 8, ¢ Cudl es el valor de a?” (p. 61), y
menciona con respecto a considerar la literal como incégnita especifica que la letra tiene
un valor especifico, al principio es desconocida, pero evaluable. La autora menciona que
regularmente este tipo de trabajo con letras es el primero que conocen los alumnos,
como consecuencia de la Aritmética que suelen trabajar en las Matematicas escolares,
pues lo efectian desde los primeros afios de escolaridad

...bajo la forma: 0+ 5 = 8, donde el numero que falta debe ser colocado
dentro del marco. El mismo marco no tiene valor y simplemente indica que
existe un numero desconocido. Si la cuestion se plantea asi: “Si [+ 5 = 8,
entonces [0 =7?", es conceptualmente diferente a poner el numero
desconocido dentro del marco. El marco [J es fabricado como un indicador de
un simbolo matematico con valor numérico que puede combinarse con
nameros y con otros simbolos como el “+”. En algunas situaciones, los
simbolos como 0 pueden reemplazarse por letras del alfabeto, tales como n o
x. (p. 62)

Lo anterior presenta un conflicto para los estudiantes, ya que trabajandolo desde
esta perspectiva no toman en cuenta a la letra, sino que es un tipo de rechazo al uso de
la letra, porque estan haciendo “una ‘no interpretacién’ de la letra... y en este proceso los
estudiantes ignoran la letra, o la reconocen pero no tiene significado” (Palarea, 1998, p.
62).

Es preciso que a los estudiantes les quede clara la existencia de las letras para que
puedan usarlas como incégnitas especificas. Se tomaran en cuenta cinco pasos que
proponen Ursini et al. (2005) para que el trabajo se enfoque al buen uso de la literal como
incognita especifica. Se consideraran los pasos con el ejemplo propuesto por Palarea
(1998).

1. Reconocer la existencia de algo desconocido y que se puede determinar:
N

2. Simbolizar la incognita, por ejemplod = a

Relacionar la incognita con los datos del problema, a + 5 =8

4. Realizar las operaciones aritméticas necesarias para determinar el valor de la
incognita.

w

a+5=8 2 a=8-5 2 a=3
5. Sustituir en la ecuacion el valor encontrado para comprobar que es correcto.
3)+5=8

Los estudiantes deben desarrollar la capacidad de representar simbdlicamente una
cantidad desconocida relacionada con los datos del problema. Para las situaciones
problematicas propuestas en este documento se utilizaran estos cinco pasos para facilitar
la aplicacion de la situacion problematica dentro de la secuencia did4ctica, porque ya se
tendra considerada con un andlisis mas exhaustivo.
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Se pretende la modificacién de la situacion problematica para que tenga mejores
resultados, y pueda detectarse qué es lo “no comprensible por los estudiantes”, para ello
se debe definir paso por paso y asi tener un desglosamiento de lo que se espera que
hagan los estudiantes.

En la primera situacion problemética se deben considerar distancias que se puedan
representar mediante una expresion algebraica porque de la manera en que se aplico
anteriormente se pretendia que los estudiantes llegaran a la nocion de alguna literal
considerando hipoétesis en las cudles tendrian que dar un gran salto en los conocimientos
matematicos que poseen; es decir, se consideraron algunas variables didacticas que
pudieran promover el uso de literales, pero la situacion problemética no llevaba
coherencia con lo que se pretendia que contestaran, asi que decidieron contestarlo por
métodos aritméticos. Para el disefio de la nueva secuencia didactica se tomaran en
cuenta, al igual que la secuencia anterior, autores que proponen acciones o herramientas
para potencializar un buen desarrollo del pensamiento algebraico. Barallobres (2000),
menciona que después de establecer que existen varias opciones en las que el nimero
se puede determinar por una suma o0 una resta, mediante expresiones generales que
representan las distancias, pueden ser algebraicas o en un primer momento pueden ser
“expresiones para encontrar una cantidad” sin darle uso ni significado a la letra. En
seguida que detecten que las distancias incluidas en la situacién probleméatica pueden
representarse mediante expresiones en las que se utiliza la letra, se intentara llegar a la
formulacion de expresiones algebraicas.

El objetivo que tendré la situacion problematica sera que los estudiantes sepan de
la existencia de numeros desconocidos y sepan cOmo representarlos a través de un
lenguaje que ellos conocen, el aritmético. Con base en esa situacion comenzara a
definirseles que cuando no se conoce un valor es necesario prestar atencion a los demas
datos del problema para utilizarlos en la basqueda de aquel valor, se puede contestar el
problema relacionando el valor con una letra como incégnita especifica. Ademas se
establecera en funcion de las categorias mencionadas por Socas (2012) para obtener
mas informacion acerca de lo que se tiene que hacer para llegar a una buena solucion de
la situacién problemética. Las seis categorias de la CMF se utilizaran para considerar los
conocimientos matematicos que estan implicados en la situacién problematica.

Operaciones Estructura Proceso

eUso de la letra como # Cambio de representacion

e Tratamiento en un mismo
registro para encontrar el
valor (Operar para
conocer el valor faltante)

e Sumar, restar, dividir...

® Realizar operaciones
aritméticas de manera
formal

e Eliminar los valores de un

incognita especifica

e Conocer los conceptos que
se utilizan: suma, resta,
reglas sintacticas de la
representacion, incoégnita,
producto, valor posicional,
figuras geométricas, formulas
e Conmutativa, asociativa, uso

e Significar un valor faltante

e Representar con un simbolo
el valor faltante

eHacer una interpretacion
(ecuacion) de la lectura en
un lenguaje distinto

eUna vez conocido el
resultado trasladarlo a otro
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lado (despejar, restar, | del elemento opuesto, | registro para comprobarlo
dividir) para encontrar la | cerradura
solucién

Situacién Problemética Representacion Razonamiento (argumentos)

e Leer un texto y detectar | e Sumar y/o restar en el | e Conocer la incégnita

que faltan datos para mismo registro mentalmente (una

conocer todos los valores | e Saber que el nlmero nocion)

gue pretende describir desconocido ser4d una | e Relacionar el valor
e Representacion  mental literal desconocido  con la

del texto leido con la | e Representar los representacion de una

finalidad de detectar que operadores aritméticos y | letra

tenemos que realizar un detectar la coherencia e Saber que lo desconocido

proceso para conocer | e Una vez leida, definir la se puede determinar

todos los valores que | sijtuacién y establecer lo | mediante operaciones
involucra que pretende aritméticas

e Saber que es necesario
cambiar el lenguaje
comun por una
representacion diferente

e Saber las condiciones
que debe cumplir la
respuesta

La propuesta de la nueva situacion problematica de la literal como incégnita
especifica se basara en los aspectos anteriores y el objetivo es que tenga una mejor
vision de lo que se espera que hagan los estudiantes, por ello, debe tener un muy buen
sustento (andlisis preliminar) y un andlisis a priori adecuado, esperando aportar mas
herramientas para la transicion entre el pensamiento numérico y el pensamiento
algebraico.

5.1.2 Literal como nimero generalizado

Utilizando la definiciobn de generalizar se comienza a describir o que es utilizar la
literal como numero generalizado “Abstraer lo que es comun y esencial a muchas cosas,
para formar un concepto general que las comprenda todas” (RAE, 2001). Conjuntando
esta definicion con la de variable se obtiene que es una magnitud que puede tener un
valor cualquiera, que sea resultado de la abstraccion de lo comdn en un conjunto, en este
caso del conjunto numérico, para formar un concepto general que comprenda a todos los
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términos y a uno en especifico a la vez; es decir, se usaran simbolos (letras) para
representar una situacién general, una regla o un método.

Por medio de la consideracion de la literal como niumero generalizado Ursini et al.
(2005) establecen que la pretensién es que los estudiantes desarrollen la capacidad para
reconocer patrones, hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos. Por ejemplo
en la situacion problematica que se propuso en la secuencia didactica acerca de literal
como numero generalizado se pedia que, a partir de observar el incremento de cuadros
en ciertas figuras, se llegara a establecer una regla que cumpliera para todos los casos y
para cualquiera en particular, se hizo a través de preguntas que pretendian que los
estudiantes observaran como aumentaba la secuencia. Ursini et al (2005) sugieren una
serie de pasos que deben hacer los estudiantes para llegar a la generalizacion de un
patrén.

1. Reconocer el patrén que rige la relacion entre figura y namero de cuadros.

[
L]

L]
!h Ex L] L]
O L] O0Om O00O0Om 0OoonO

Imagen 35. Sucesion numérica representada de forma gréafica

1.

2. Interpretar la letra n como la representacion de un nimero general.

3. Deducir la regla distinguiendo entre lo que varia y lo que permanece invariante.
Las figuras aumentan 2 cuadros con respecto a la posicion anterior.
El incremento de 2 en cada figura permanece constante.

4. Simbolizar la regla utilizando el simbolo dado para representar el nimero general.
Buscar la forma de satisfacer la regla con respecto a la primera figura dada.

O

Considerar que tiene valor 1 y aumentar de 2 en 2, 2n — 1

El objetivo es llegar a una expresion algebraica que produzca los valores pedidos
para cada figura y que a la vez sirva para todas en general, haciendo una especie de
“Aritmética generalizada”. Segun Palarea (1998) este tipo de tratamiento que se le da al
Algebra favorece los aspectos de incognita especifica y del punto de vista funcional.
Aunque no debemos dejarla en ese aspecto, sino que tenemos que llegar a que en
realidad se pueda considerar algebraica.

Radford (2013) establece criterios que debe cumplir una generalizacion para que
sea algebraica, porque regularmente llegamos a conocer las generalizaciones de una
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forma aritmética. Para poder generalizar una secuencia, los alumnos deben hacer una
serie de determinaciones sensibles y notar similitudes y diferencias, ademas menciona,
gue los objetos de la secuencia no deben ser claros para los alumnos, si fueran claros
para ellos, no habria nada que aprender, y deben tener una idea clara del objeto de la
situacion problemética que propicia la secuencia; ya que, menciona que, a falta de tener
una idea clara del objeto de la situacion problematica cuando prolongan la secuencia, los
alumnos proceden a determinaciones que no son necesariamente propicias para la
produccion de una generalizacion algebraica.

La generalizacién algebraica de secuencias figurales o numéricas, sugiero,
esta basada en los siguientes puntos: (a) la toma de conciencia de una
propiedad comun que se nota a partir de un trabajo en el terreno
fenomenoldgico de observacidon sobre ciertos términos particulares (por
ejemplo, p;, p2, s, ---, Pi), (D) la generalizacion de dicha propiedad a todos los
términos subsecuentes de la secuencia (Py41,Pr+2: Pr+3» ---) Y (C) la
capacidad de usar esa propiedad comun a fin de deducir una expresion
directa que permite calcular el valor de cualquier término de la secuencia
(Radford, 2013, p. 6).

El autor hace referencia a (Pierce, 1931-1958, CP 2.270) para establecer que los
alumnos pueden llegar a encontrar la generalizacion de la “caracteristica comun”
mediante un proceso que llaman Abduccién (abduction), la cual es solamente utilizada
para pasar de un término al otro (como cuando los alumnos dicen que hay que afadir 2
cuadros), llegando a una generalizacién aritmética. La abduccion permite generar un
procedimiento pero no una expresion directa (una férmula). A través de este proceso los
alumnos a partir de la abduccién proponen una férmula y la someten a un numero finito
de pruebas (un tipo de proceso de induccién), pero aln no es algebraica. Para que sea
algebraica se necesita que la abduccién que se hace de la caracteristica comin sea
utilizada de manera analitica, utilizandola ya no como simple posibilidad, sino como
principio asumido para deducir convincentemente una férmula que proporciona el valor
de cualquier término.

La situacion problematica trabajada anteriormente en este documento logré su
objetivo parcialmente; gracias a la ayuda de estudiantes que tenian bien su razonamiento
fue como pudieron llegar a la generalizacion del resultado; sin embargo, so6lo algunos
comprendieron en realidad lo que estaban haciendo, porque al revisar las hojas de
trabajo, varios equipos tenian resultados incorrectos. Por tal motivo es necesario un
mejor disefio de la situacién problematica, con la finalidad de detectar qué dificultades
presentan los estudiantes en torno a los pasos de la generalizacion que se pide que
hagan. Se seguiran las sugerencias que hace Radford (2013) para comprobar que en
realidad se llegue a generalizar algebraicamente y se elaboraran los conocimientos
matematicos en accion dentro de este tipo de situaciones problematicas a través de las
etapas de la CMF esperando que con la ayuda de estas herramientas didacticas los
estudiantes detecten una relacion entre figuras y expresiones numéricas, con la finalidad
de que expresen una forma general de representar el incremento de las figuras.
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Operaciones

Estructura

Proceso

e A través de operaciones
conocer el patrén que rige
la secuencia

e Operar  aritméticamente
para cumplir la secuencia

¢ Representacion formal de
las operaciones

¢ Manipulacion de
elementos mediante el
cambio de registro para
ayudar a visualizar el
crecimiento de las figuras

e Literal como numero
generalizado

o Definir las reglas de la

sucesion en  cualquier
registro

e EI aumento proporcional
de elementos en los
términos generales de
una sucesion

o Distributiva, asociativa,

conmutativa, factor comin

e Cambiar la representacion

de registro comun -
grafico a registro
aritmético

e Encontrar el patron
mediante el tratamiento
en el registro aritmético

e Llegar a una

representacion algebraica

Situacion Problematica

Representacion

Razonamiento (argumentos)

o Leer una situacion
problematica y detectar
que prosiguiendo con lo
que indica se puede
encontrar una secuencia
numérica que aumenta
constantemente (la
progresion que debe
llevar la situacion
problematica)

e Llegar al cambio de
representacion mediante
el razonamiento de un
tratamiento de valores

e Descripcion de la regla en
cada representacion
(registro)

e Construccion de
sucesiones de ndimeros o
de figuras a partir de una
regla deducida

¢ Representacion mental

¢ Representacion aritmética
y algebraica

e Saber que se necesita
cambiar el registro para
resolver la  situacion
problematica

e Saber considerar la literal
como numero general con
el que es posible operar

e EI aumento proporcional
de una sucesion puede
ser representado por una
regla

Para distinguir una mejora en esta situacion problematica es importante que se

describan las preguntas que se efectuaran a lo largo de la resolucién de ésta y llevaran a
los estudiantes a la formulacién de la expresion algebraica que genera la secuencia de
figuras.
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5.1.3 Literal en Relacién Funcional

Dos términos estan en relacién funcional cuando al comparar dos cantidades nos
damos cuenta que una estad en funcién de la otra; es decir, que los valores de una
dependen de los valores que va adquiriendo la otra, al incluir el concepto de variable en
esta relacion llegamos a establecer que existen dos magnitudes que pueden tomar
distintos valores en un conjunto de puntos, una puede tomar un valor cualquiera y la otra
va a estar en funcién de la primera. En otras palabras, Ursini et al. (2005), nos mencionan
que cuando trabajamos con un término en relacidon funcional debemos reconocer que
existe una correspondencia entre dos literales y que éstas varian de una manera
relacionada.

Por ejemplo en el problema de la tortuga que se pretendié llevar a cabo
anteriormente y no se pudo por razones de organizacion y del planteamiento de la
situacion problematica, se necesita un reajuste desde su disefio para que pueda
apreciarse que las literales estan en relacién funcional y que se puede expresar mediante
una ecuacion lineal.

Ursini et al. (2005) sugieren que se debe seguir una serie de pasos al realizar un
ejercicio en forma de relaciéon funcional, con la finalidad de que se pueda apreciar una
evolucion en la comprension de ésta.

1. Reconocer que existe una correspondencia entre las dos literales involucradas.
Observar que un valor (la distancia) aumenta en funcion al otro (tiempo).
Simbolizar la relacién funcional de correspondencia.

Llegar a la obtencion de una, tabla, grafica o ecuacién en términos algebraicos,
gue den como resultado la distancia cuando se conozca el tiempo.

2. Determinar el valor de una de las literales cuando se conoce el valor de la otra.

Con la expresion propuesta en el paso anterior se pondra a prueba asignandoles
distintos valores a una literal y obteniendo el resultado de la otra, comparandolo
con la representacién que se habia hecho de forma aritmética o geométrica y con
los datos que proporciona la situacion problematica.

Se espera que estos pasos sirvan como herramientas para la buena comprension
de los estudiantes con respecto al Algebra, ademas es indispensable que sepan c6mo
trabajar de esta manera porque es necesario su USO para otras ciencias o situaciones
cotidianas, Palarea (1998) argumenta que “El aspecto funcional del Algebra es esencial
en la actualidad para el uso de los lenguajes informaticos y hay que tener en cuenta que
existe una diferencia sustancial en el empleo en dichos lenguajes” (p. 7). Ademas la
autora describe los tres usos de la literal que se trabajan en Algebra, e indica que no
puede trabajarse enfocandose sélo en uno, que es necesario combinarlos y no limitarse
exclusivamente a considerar el Algebra como Aritmética generalizada, ni como
ecuaciones ni en su aspecto funcional.
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El redisefio de esta situacion probleméatica se realizé con la finalidad de que los
estudiantes detecten que existe una relacién entre dos cantidades desconocidas que
varian y una lo hace en funcién de la otra. En la resolucion de la secuencia didactica
experimentada anteriormente, cuando se registra lo que hicieron los estudiantes con la
situacion problematica enfocada a trabajarse mediante el uso de la literal en relacion
funcional, se rescata que pudieron detectar la relacién que tenian las cantidades, pero no
pudieron establecerlo con alguna expresidn matematica, excepto un equipo que lo
representdé de forma tabular. Para esta ocasion es indispensable que los estudiantes
detecten la forma en que varia la relacién y la forma en que lo tienen que representar,
para ello se debe hacer un mejor analisis desde el disefio de la situacién problemética.

Asi pues, el propésito de redisefiar la situacion problemética es que los estudiantes
reconozcan que en ciertas situaciones estan involucradas cantidades cuyos valores estan
relacionados, y tengan presente que la variacién de una cantidad afecta a la variacion de
la otra. Para ello se tomaran en cuenta los pasos que sugieren Ursini et al. (2005) para la
ayuda en la deteccién de las literales. Pero antes, tiene que modificarse para que sea
mas sencillo establecer la relacion que hay por parte de los estudiantes.

La nueva situacion problematica debe de considerar que ambas literales aumentan
y que ese aumento puede representarse mediante una ecuacion lineal, porque el caso
anterior era dificil que los estudiantes llegaran a considerarlo como ecuacion porque uno
aumentaba y otro disminuia, en esta ocasién la pretensién serd que en la nueva situacion
problematica la variacién sea directa, y no una variacion inversa, la inversa se modeliza
generalmente con funciones de grado distinto a uno. Después se les pedira a los
estudiantes que lo representen del modo que quieran para que sepamos que ya estan
dando la devolucién y que estan interesados, en seguida se intentara que lo cambien al
registro algebraico. Es indispensable que los estudiantes puedan representar esta
relacion de correspondencia de diferentes maneras y que puedan pasar de una a otra.

Operaciones Estructura Proceso
e Saber a qué se refiere
e Cambiar el numero de literal en relacién |® Realizar un cambio de
una literal en el mismo funcional representacion (registro)
registro 'y comprender | o Conocer una forma para significar un
que la otra también se | general de representar problema en el que
mueve valores existan dos literales

o Operaciones aditivas
¢ Operaciones
multiplicativas

e Saber lo que es literal
independiente y literal
dependiente

Llegar a la obtencion de
una regla (ecuacion) que
determine la variacién
de valores
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Situacién Problemética Representacion Razonamiento (argumentos)
e Escribir las operaciones, | ¢ Considerar que existe
e Leer una  situacion el  seguimiento  de una relacién entre los
problematica 'y concluir manera formal elementos de la
con la nocion de que| o Expresar el cambio de situacion problematica
existen dos literales que valores que adquieren | ¢ Organizar los distintos
tienen alguna relacion las literales valores en un registro
e Realizar una serie de para observar su
operaciones, variacion
razonamientos y procesos e Saber como operar con
para detectar e interpretar los valores para conocer
el cambio de las literales la situacion problematica

5.2 Analisis a priori

Las variables macrodidacticas marcaran la organizacion de los estudiantes y de las
situaciones probleméticas en el aula de clase, la primera variable es considerar tres
maneras distintas de trabajar la literal: como incégnita especifica, como nuamero
generalizado y en relacién funcional, otra variable macrodidactica es disefiar las
situaciones problematicas en el mismo entorno, con la finalidad de que los estudiantes no
cambien su manera de percibir las distintas situaciones; la siguiente variable sera que los
estudiantes desarrollen la situacion problemética en equipo, porque se detectd que
situaciones probleméticas guiadas en las que se formulan preguntas adecuadas, facilitan
la discusion entre iguales y complementan sus pensamientos matematicos, obteniendo
mejores resultados; finalmente se consider6 que las situaciones problematicas
propuestas permitan detectar el pensamiento matematico (numérico o algebraico) que
tienen desarrollado los estudiantes.

Las situaciones problematicas consideradas en esta secuencia didactica de
analisis, tienen el propésito de detectar el nivel de pensamiento algebraico desarrollado
por los estudiantes después de haber trabajado, durante un curso escolar con temas
referentes al Algebra, porque como ya se menciond anteriormente, el curriculo de
Matematicas en la secundaria en México cambié y en la actualidad se resuelven
ecuaciones lineales desde primer grado de secundaria. La intencidén, en consecuencia,
del disefio de esta investigacion es, entre otras cuestiones, determinar qué competencias
algebraicas permanecen en el pensamiento matematico en los estudiantes de escuela
secundaria, después de cursar partes del Algebra escolar.

Situacién de Acciéon

Se pretende que los estudiantes trabajen en equipos, este modo de trabajo entre
iguales les permite compartir sus ideas y sus puntos de vista; apoyados con preguntas
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dirigidas para potenciar un contenido, podran conocer lo que requieren las situaciones
problematicas y se podra delimitar el pensamiento que tienen desarrollado.

5.2.1 Situaciones problematicas
Situacion problematica 1. Incégnita Especifica

Un terreno en venta le interesa a una constructora para edificar un rascacielos, el
terreno mide 280m? de superficie y sus dimensiones son: 16m de fondo, de frente no
sabemos porque el cartel en el que se anuncia es el siguiente:

[ 1. Representen la situacion problematica de otra manera.
L\r.zaamomvsm& 2. Establezcan mateméaticamente una representacion del problema.
rficie - 280 m . .
e 3. ¢Cuanto mide el frente del terreno?
4 4. Expliguen el procedimiento que utilizaron para encontrar el valor

del frente del terreno.

5. El duefio del terreno le dice a la gente de la constructora que
pueden representar y, en consecuencia, saber cuanto mide el frente del
terreno de la siguiente manera

.

= 16b=280
¢Sera una manera correcta o incorrecta? ¢Por qué?
6. ¢Qué representa la letra b?

Situacién problematica 2. Numero generalizado

Una vez adquirido el terreno, la compafiia comienza a construir el edificio, en los
planos se dan cuenta que se ve muy simple, por lo que deciden trazarle una serie de
dibujos a las ventanas para que llame la atencion de las personas que lo vean, los
dibujos van incrementando con respecto a los anteriores y son los siguientes:

@ o0 00 00 0O

o0 (000 | 0000 000000

@ o0 00 00000
Ventanal] Ventana2 Ventana 3 Ventana 4 Ventana 5

Contestar los siguientes apartados.

1. Dibujen los puntos que deben ir en la cuarta ventana y expliquen porqué consideran
esa figura.

¢ Pueden ubicarse los puntos en cualquier orden? ¢ por qué?

Establezcan la relacion y las diferencias que hay entre cada ventana.

¢ Cuéntos puntos tendra la ventana 10?

¢ Cuantos puntos tendra las ventana 25?

akown
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6. ¢Cuantos puntos tendrda la ventana 67?

7. ¢De qué forma podemos comprobar que cada ventana tiene en realidad esos
puntos?

8. Expresen alguna regla que funcione para conocer el nimero de puntos que debe de
haber en cada ventana.

9. Si el rascacielos se va a prolongar hasta un piso que ain no se sabe, pero se tiene
pensado que puede llegar a ser el mas alto del mundo, ¢cémo podriamos saber la
cantidad de puntos que va a tener la ventana 1367?

10. ¢ Como podriamos saber el nUmero de puntos que corresponde a cada ventana?

Situacion problematica 3. Incégnita Especifica

La constructora piensa construir mas edificios, la persona que les vendio el terreno
en el que estan edificando el rascacielos les coment6 que tiene otro terreno con la misma
longitud de fondo, pero que tiene una superficie de 296m?>.

1. ¢Cbémo podemos saber la medida del frente de este terreno?
2. ¢Cuanto medira el frente de este terreno?

Situacién problematica 4. Relacion Funcional

El edificio ya se encuentra en construccion y lo estan distribuyendo por pisos, pero
aun no tienen la seguridad de cuantos pisos llevan construidos; deciden ir a otro edificio
similar construido por la misma empresa a buscar alguna manera de contar los pisos; un
trabajador se da cuenta que para llegar a cada piso tienen que subir 13 escalones; en la
estructura que se esta edificando comienzan a subir escalones para saber cuantos pisos
llevan.

1. Llegando al edificio un trabajador sube 39 escalones y pregunta, ¢llevo 39 escalones,
cuantos pisos son?

2. A otro trabajador le surge la duda -¢cuantos pisos habré subido si subi 104

escalones?

¢, Como se puede expresar matematicamente lo anterior?, exprésenlo.

Otro trabajador penso, -si subo 910 escalones, ¢.en cual piso estaré?

¢,De qué depende que conozcamos el nimero de pisos?

¢, Como pueden establecer una relacion entre los pisos y los escalones?

Expresen esa relacion de forma matematica.

Si conocemos el nimero de pisos, ¢ podremos saber cuantos escalones hay?

Establezcan una manera de representar la relaciébn entre escalones y pisos, para

saber rapidamente cuantos pisos debe de haber si nos dicen el nimero de escalones.

©oNOR®

Situacién problematica 5. ; Pensamiento numérico o algebraico?

Una persona tiene un terreno rectangular de dimensiones 12 metros de frente y 8
metros de fondo. Después, esa misma persona, compra un terreno contiguo de 64 metros
cuadrados. Una segunda persona le propone cambiar su terreno completo por otro
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rectangular, en la misma calle, con la misma area y el mismo fondo, pero en mejor sitio:
¢,Cuanto debe medir el frente del nuevo terreno para que el trato sea justo?

Situacién de formulacién

A continuacion se denotan las categorias del conocimiento matematico que se
utilizan para describir la forma de pensamiento de los estudiantes competentes en la
resolucion de las situaciones problematicas, se marca el posible camino que deben hacer
para llegar a la solucion de cada pregunta, sefialando las competencias del conocimiento
matematico que deben activar los estudiantes para tener una respuesta bien orientada al
conocimiento pretendido. Ademas se indicaran qué competencias del conocimiento
matematico deben estar presentes para cada uso de la literal (incognita especifica,
namero generalizado y relacién funcional).

Incégnita especifica

Al considerar la literal como incdgnita especifica se espera que un estudiante active
las siguientes competencias matematicas para dar solucién a la situacién problemética.

Literal como incognita especifica

P Razonamiento
. Modelizacion,/

Argumentos
Procesos

Descripcién .
Sustitucion formal Generalizacidn Justi ICGCIcirJ
(argumentacién)
Resolucion Elaboracidn

(producto)

Operaciones Estructuras  |sjtyacion problematica Representaciones
Operaciones Algoritmos/ /”Conceptos/ Propiedades _ Planteanfiento ..
reglas definiciones Identificacidf { Reconccimiento

Imagen 36. Competencias que deben estar presentes en un estudiante para resolver
eficazmente la situacién problematica de literal como incégnita especifica

Transformacion
(conversion)

En la imagen 36 se sefiala mediante ovoides las competencias matematicas que
deben de activar los estudiantes para resolver la situacion problematica, a continuacion
se da una descripcion de la manera en que se espera que deben de estar presentes.

La primera pregunta (Representen la situacion problematica de otra manera) espera
gue los estudiantes hagan una identificacion y un planteamiento de la situacion; para que
existan dichas competencias tienen que haber comprendido previamente la linglistica de
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la situacion problematica, que con apoyo de la semantica, la dotara de significado,
concluyendo con la representacién de una estructura global en cualquier registro (coman,
aritmético, geométrico o algebraico); lo anterior servira para llegar al proceso de
sustitucion formal logrando cambiar de registro:

frente=h="?

A=280 |16

280 _ frente
a) 16 b)

c) Delaideade A = b = h, se espera que consideren que 280m? = (16m)(h)
d) Se tiene que multiplicar el frente (nimero desconocido) por el 16m (fondo) y de
resultado obtendremos 280m?°.

La segunda pregunta (Establezcan matematicamente una representacién del
problema) los estudiantes podrian llegar a establecer un modelo, haciendo otra
interpretacion de la situacion problemética; al establecerlo en otro registro estaran
haciendo un reconocimiento y una transformacién para lograr otra diferente; pueden
cambiar entre estas representaciones o seguir con la misma; el objetivo es que se den
cuenta que existe un numero desconocido que tienen que encontrar mediante
operaciones matematicas.

La tercera pregunta (¢Cuanto mide el frente del terreno?) espera que los
estudiantes utilicen operaciones y técnicas para lograr un resultado que sea convincente
para ellos, es decir, que transformen alguna de las representaciones que hicieron
(anal6gicas o digitales) y descubran la dimensién del frente del terreno, por medio de
operaciones aritméticas.

La cuarta pregunta (Expliquen el procedimiento que utilizaron para encontrar el
valor del frente del terreno) pretende que los estudiantes al dar su explicacion
argumenten las técnicas de las operaciones que efectuaron y la descripcién de lo que
hicieron, con el proposito de analizar la informacion desde la CMF, para detectar qué tipo
de pensamiento predomina en los estudiantes una vez que resolvieron la ecuacion.

La quinta y la sexta pregunta (El duefio del terreno le dice a la gente de la
constructora que pueden representar y, en consecuencia, saber cuanto mide el frente del
terreno de la siguiente manera: 16b=280, ¢ Sera una manera correcta o incorrecta? ¢ Por
qué? Y ¢Qué representa la letra b?) tienen la finalidad de que los estudiantes obtengan
un razonamiento de lo que estan contestando; en la sexta, se pregunta especificamente
lo que significa la letra b para que detecten los conceptos y la estructura que debe tener
esa letra; de esa manera, los estudiantes recurrirdn a los procesos, representaciones,
operaciones y argumentos que acaban de realizar para formalizar una expresion que
contenga letras y nimeros o, simplemente, tengan en la mente la nociéon de que un valor
desconocido se puede expresar con una letra; en la siguiente situacion problematica
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referente a incégnita especifica se detectara el tipo de pensamiento que prevalece en los
estudiantes después de haber trabajado una situacion similar.

La tercera situacion problematica también trabaja la literal como incAgnita
especifica y tiene la finalidad que los estudiantes caractericen los conceptos de lo que
estan trabajando, hagan una reflexion para utilizar una estructura similar a la de la
primera situacion problematica y utilicen algunos pasos de los utilizados para responder
cuando se tiene un &rea diferente, la idea es establecer una nueva situacion problematica
organizada después de la de nimero generalizado, para detectar si continlan con las
ideas que proporciona el haber contestado el primer problema o recurren a métodos
aritméticos.

Tiene la finalidad de utilizar las competencias del conocimiento matematico en otro
problema de incégnita especifica, para detectar la forma de considerar una situacion
probleméatica semejante a la hecha anteriormente; para que no recurran a la
mecanizacion de un problema casi idéntico al anterior, se establecera en la secuencia a
manera de un tercer problema, aqui se analizaran la justificacion que den y las
estructuras que utilicen en la solucién de la nueva situacién problematica, también se
buscaran las competencias del conocimiento matematico que utilicen los estudiantes
como apoyo para la solucién.

Numero generalizado

En la segunda situacion problemética la literal se considera como un numero
generalizado, las competencias del conocimiento matematico que debe activar un
estudiante para que realice una buena resolucion de la situacién problematica son las
siguientes:

Literal como numero generalizado

Modelizacién

Procesos

Sustitucion forma)

Operaciones

Algoritmos/
reglas

Conceptos/
definiciones

Generalizacidn

Estructuras

Propiedades

Razonamiento

Argumentos

Descripcion

Justificacion

(argumentacion

Resolucidn

Situacion problematica

Elaboracisn
[producto

Representaciones

T, Planteamiento o >
Identificacion Reconocimiento Transformacio

(conversidn

Imagen 37 Competencias que deben estar presentes en un estudiante para resolver
eficazmente la situacion problematica de literal como nimero generalizado
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En la imagen 37 se sefiala mediante ovoides las competencias que se deben de
activar al contestar estd situacion problematica, a continuacién se describe la manera en
que se espera que estaran presentes.

Para dibujar correctamente los puntos que debe de tener la cuarta ventana y
puedan dar una explicacién los estudiantes deben de haber identificado la situacion
problematica desde la linglistica, para que comprendan la estructura que tendran las
respuestas y puedan reconocer la representaciéon de puntos, en seguida mediante la
semantica sepan cémo resolver y transformar su idea en una sustitucion formal en
registro grafico, dando por respuesta lo siguiente.

La segunda pregunta (¢ Pueden ubicarse los puntos en cualquier orden?) espera
que los estudiantes hagan un razonamiento y den una justificacién de porqué tienen que
seguir ese orden las figuras.

La tercera pregunta (Establezcan las semejanzas y las diferencias que hay entre
cada ventana) pretende que los estudiantes detecten que cada ventana aumenta uno el
numero de filas, pero que las columnas siempre son tres, ademas deberan identificar que
un punto siempre estara aparte de las filas y las columnas, para ello es necesario que
sepan razonar el incremento de los puntos conforme mas ventanas consideremos, con la
finalidad de que puedan argumentar una justificaciéon del crecimiento detectando lo que
cambia y lo que permanece constante.

La cuarta, quinta y sexta pregunta (¢Cuantos puntos tendra la ventana 10?,
¢Cuantos puntos tendra las ventana 257, ¢Cuantos puntos tendra la ventana 677?)
consideran que los estudiantes serdn capaces de realizar operaciones de manera
geométrica o aritmética dependiendo del razonamiento que hayan utilizado; después
encontraran una técnica que les permita facilitar las operaciones llegando a un algoritmo
(regla) que les permita satisfacer la respuesta de la pregunta siete a través de una
generalizacion aritmética o geométrica, mediante sustituciones formales en diferentes
registros.

La octava pregunta (Expresen alguna regla que funcione para conocer el nUmero
de puntos que debe de haber en cada ventana) prevé que los estudiantes retomen las
técnicas y las operaciones que hicieron con los valores ya conocidos; puede ser que haya
quienes consideren mas valores para poder visualizar la regla que genera el numero de
puntos dependiendo de la ventana; lo que se espera es que los estudiantes contesten
gue 3n+1 es la regla que indica el nUmero de puntos que debe llevar cada ventana,
siendo n el nimero de ventana.
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La novena pregunta (¢, Como podriamos saber la cantidad de puntos que va a tener
la ventana 1367?) espera que los estudiantes hagan un reconocimiento, una elaboracion y
una transformacién de la informacién de la pregunta y detecten que sustituyendo el 136
en la respuesta anterior, puedan encontrar el valor de puntos, mediante una sustitucion
formal de una expresion que indica generalizacion; lo demés serd efectuar técnicas y
operaciones.

La décima pregunta (¢,COmo podriamos saber el numero de puntos que
corresponde a cada ventana?) se considera que los estudiantes utilicen los argumentos
(razonamiento y justificacion) de las respuestas anteriores concluyendo con un proceso
de generalizacion de la informacién representado mediante una sustitucién formal. No se
ha delimitado que la generalizacion sea algebraica porque es un primer acercamiento de
una situacioén probleméatica de generalizacion, con que tengan la idea de que existe un
simbolo (literal) que representa cualquier nimero es suficiente para que la contesten y
concluyan con una expresion algebraica.

Relacién Funcional
Las competencias que debe recorrer un estudiante en la situacion problematica del
manejo de la literal en relacion funcional; deben ser:

Literal en relacion funcional
e .

(. Modelizacidn '

Argumentos
Procesos

Sustitucién forma Justificacién
(argumentacion
Elaboracidn
(producto)

Operaciones Estructuras | sityacién problemética Representaciones

(/Algoritmos,"\ Conceptos/ Propiedades [dentificacis Planteaniento
‘.. reglas __-" definiciones entificacion Reconocimiento ransformacion

- (conversion)

Imagen 38. Competencias que deben estar presentes en un estudiante para resolver
eficazmente la situacién problematica de la literal en relacion funcional

144



Capitulo 5. Redisefando la secuencia didactica

En la imagen 38 se sefiala mediante ovoides las competencias que deben activarse
al contestar una situacién problematica tratando una literal en relacion funcional, a
continuacién se describe la manera en que se espera que estaran presentes.

La primera pregunta (¢Llevo 39 escalones, cuantos pisos son?) espera que los
estudiantes hagan una identificacién de la linglistica y concluyan que cada 13 escalones
son un piso, mediante cambios en la semantica que deduzcan que 39 escalones serén 3
pisos, de esta manera tendran una primera idea de la estructura que debe de tener la
solucién, con apoyo de un planteamiento y una resolucion de la situacion problemética, a
través de sustituciones formales.

La segunda pregunta (¢Cuantos pisos habré subido si subi 104 escalones?)
considera que los estudiantes utilicen técnicas y operaciones para obtener un buen
razonamiento, para dar una respuesta coherente y sean capaces de determinar los
valores de la literal dependiente dados los de la literal independiente y viceversa. Pueden
existir alumnos que hayan creado un algoritmo (regla) mentalmente.

La tercera pregunta (¢,COmo se puede expresar matematicamente lo anterior?)
prevé que los estudiantes elaboren una idea de generalizaciébn en cualquier registro
(verbal, geométrico, aritmético o algebraico) y la expresen mediante una sustitucion
formal.

La cuarta pregunta (Si subo 910 escalones, ¢en cual piso estaré?) espera que a
partir de la idea de generalizacion de la respuesta de la tercera pregunta, busquen una
estructura y propiedades que permitan llevarlos a dividir 910 entre 13 para obtener el
namero de pisos.

La quinta pregunta (¢;,De qué depende que conozcamos el nimero de pisos?)
considera que los estudiantes tengan en cuenta una descripcion de lo que hicieron en la
respuesta anterior y en seguida hagan un razonamiento y una justificacion para delimitar
que el nimero de pisos depende de cuantos escalones haya que subir, esto lo puede
representar en cualquier registro.

La sexta pregunta (¢Coémo pueden establecer una relacién entre los pisos y los
escalones?) pide que los estudiantes representen una relacion para ello tienen que hacer
un reconocimiento, una elaboracion y una transformacion de lo contestado anteriormente
para llevarlo a otro registro mediante una sustitucién formal.

La séptima pregunta (Expresen esa relacion de forma matematica) pretende que la
idea de generalizacion les quede mas clara y puedan representarla mediante una
sustitucién formal, incluso pueden dejarla de la manera en que la contestaron en la
pregunta anterior.

La octava pregunta (Si conocemos el nimero de pisos, ¢podremos saber cuantos
escalones hay?) tiene la intenciébn que los estudiantes hagan un razonamiento y
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concluyan justificando mediante una sustitucion formal que, para saber el niumero de
escalones se multiplican los pisos por 13, entonces para los pisos se tendran que dividir
los escalones entre 13.

La novena pregunta (Establezcan una manera de representar la relacion entre
escalones y pisos) espera que los estudiantes sepan rdpidamente lo que tienen que
contestar porque es lo mismo que las preguntas anteriores. Simplemente se espera que
realicen una sustitucién formal (en cualquier registro) y establezcan una expresion que
indique una generalizacion.

(Pensamiento numérico o algebraico?

La situacion problematica cinco, esta tomada de Ruano (2003), originalmente tenia
la intencién de que los estudiantes la contestaran considerandola como una incognita
especifica; sin embargo, al aplicarla en un grupo de ESO obtuvieron resultados muy
distintos; hubo diferentes soluciones, algunos consideraron la situacion problematica
como incognita especifica, otros de manera numérica y algunos otros encontraron
literales que se adaptaban a desarrollar respuestas en relacién funcional o como nimero
generalizado.

La intenciébn de aplicar esta situacion problematica es detectar el tipo de
pensamiento que predomina en los estudiantes: numeérico o algebraico; en caso de que la
respuesta sea mediante un razonamiento algebraico, se clasificard en un procedimiento
de incognita especifica, nUmero generalizado o en relacién funcional.

Los estudiantes tienen que identificar primeramente la situacién problematica para
poder resolverla, después buscar una manera de expresarla en lenguaje numérico (o
algebraico) y plantear una solucién de las cuatro que se mencionaran (incluso alguna
otra), el planteamiento de la solucién requiere una sustitucion formal para que quede
expresada la situacion problematica (en términos numéricos o considerando literales), en
seguida se debe de hacer una modelizacion de los valores que se operaran, después se
hacen la operaciones mediante distintas técnicas siguiendo la estructura de la situacién
problematica, dotando de coherencia a los conceptos trabajados.

Para resolver las operaciones tiene que haber un reconocimiento de lo que pide la
situacion problematica, con dicho reconocimiento se podra elaborar una regla (aritmética
o0 algebraica) que, mediante una transformacion, llegue al resultado esperado; cuando se
tenga una respuesta se tiene que razonar y justificar para que estén de acuerdo que en
realidad es el resultado que pide la situacidn problematica, si convence a los estudiantes
ellos habran terminado y tocara el turno del investigador, analizar si la solucion es
correcta y detectar qué pensamiento utilizaron en esta situacion problematica.

En este ejercicio no se establecera un mapa de las competencias en el que se
indiquen las posibles rutas a seguir, porque al considerar minimamente cuatro rutas para
la solucion de la situacion problematica, los caminos a seguir son bastantes, lo que se
pretende en esta situacién es caracterizar los conocimientos que deben utilizar los
estudiantes para una solucion adecuada en cualquier representacion, después se hara un
andlisis de la rutas que utilicen, con la intenciéon de caracterizar el tipo de pensamiento
gue muestran en la solucion; los mapas de las competencias se elaboraran una vez que
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se tenga la informacion de lo que realizan los estudiantes. Es preciso tener en cuenta las
distintas maneras por las que pueden resolver la situacion problematica los estudiantes
de una manera general, para tener una idea de las posibles respuestas que pueden
ocurrir. En los siguientes esquemas se marcan los conocimientos que deben intervenir al
resolver la situacion problematica, tanto para el contexto como para el campo conceptual.

CONTEXTO

RAZONAMIENTOS

Qué operar para conocer el
valor desconocido

*  Relaciéon con férmulas
geométricas

* Partes—Todo

*  Deduccion

SITUACION _ REPRESENTACIONES

* Comprender el texto para cambiar de

representacion los datos (hacerlos *  Escritura numerica

manipulables). *  Representacion verbal
* Nocién de cantidad desconocida *  Representacion geométrica
* Situaciones Partes — Todo *  Representacion algebraica
« Situaciones de deduccién *  Representacién analdgica (dreas,
* Situaciones de induccién . : :
* Situaciones de medida

Imagen 39. Caracterizacion de los conocimientos correspondientes al contexto que
deben estar presentes en un estudiante competente para resolver la quinta actividad en
cualquier registro
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CAMPO CONCEPTUAL

CONTENIDOS PROCESUALES

Sustitucién Formal
*  Cambio de representacian comun a otro
registro (numérico o algebraico)
*  Representacion numeérica
Generalizacion
*  Representar todos los terrenos
rectangulares que tengan 64 m? de drea
Maode lizacion
*  Sustitucion de los distintos valores de los
terrenoshasta encontrar uno que cumpla
las condiciones

CONTENIDOS OPERACIONALES CONTENIDOS
* Adiciones CONCEPTUALES

* Multiplicaciones
* Divisiones

* Conocimiento de dreas de poligonos
= Conocimientos de los nimeros

" Restas .. racicnales en su representacion
Tecnicas decimal
* Manipular las distintas medidas posibles mediante « Saber como simbolizar nUmeros
operaciones, para encontrar las que cumplen con elérea desconocidos
Algoritmos

* Propiedades de las figuras

* Encontrar una regla que funcione para cualquier medida geométricas

Imagen 40. Caracterizacion de los conocimientos correspondientes al campo
conceptual que deben estar presentes en un estudiantes competente para resolver la
quinta actividad en cualquier registro

En las imagenes 39 y 40 se mencionan los conocimientos que estaran presentes al
contestar en cualquier representacion la situacion problematica. A continuacion se
determinaran cuatro posibles caminos a seguir en la resolucion de esta situacién
problematica.

Con respecto a pensamiento numérico los estudiantes deben detectar que hace
falta un valor para conocer todos los que menciona la situacién problematica. Es
necesario determinar ese valor, no es necesario mencionarlo como desconocido en la
respuesta, simplemente deben tenerlo en la mente y encontrarlo mediante una division
(64/8) porque los datos de la situacidon problemética indican que un terreno mide la
misma area (96 + 64) que el anterior, sabemos que 96 resulta de multiplicar (12)(8) y el
terreno contiguo mide 64m? de area y tiene el mismo fondo (8) asi que al dividir 64/8
daré el resultado de la medida del frente.

Para resolverlo a manera de incognita especifica, los estudiantes tienen que
determinar que hace falta un valor, y que ese valor se puede representar mediante algun
simbolo que indique un nimero desconocido estableciéndolo de alguna de las siguientes
maneras:

8)(12+ x) = 64 + 96 u 8h=064
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Dependiendo si consideran todo el terreno o solamente el terreno contiguo que falta
saber la medida del frente.

Para resolverlo en relacién funcional los estudiantes haran una tabulacién con los
distintos valores que puede tomar el terreno contiguo que tiene la persona al inicio de la
situacion problematica, teniendo en cuenta que siempre tiene que cumplir 64, porque eso
mide el &rea.

Fondo Frente

1 64

32

21.33

16

12.8

10.6

9.14

O NGO BAWIN

8

Considerando que siempre habra una relacion entre el fondo y el frente, porque
tiene que cumplir al multiplicar dichos valores el area tiene que ser igual a 64m?.

Para resolverlo como ndmero generalizado, se ha considerado que es mas por
ensayo y error, formas de resolucibn que muchas veces practican los estudiantes, por
ejemplo, saben que el fondo del terreno es igual a 8m, deciden buscar un nimero que al
multiplicarlo por 8 dé 64, porque asi lo indica la situacién problematica, entonces los
estudiantes comienzan a asignarle valores a una expresion que puede establecerse de la
siguiente manera: (8x) en la que x es el valor desconocido que se va a intentar buscar
uno que al multiplicarlo por 8 dé 64, de esta manera los estudiantes estan trabajando con
las nociones de niumero generalizado.

Situacién de Validacion

La situacién de validacion se hara cuando todos los equipos ya hayan llegado a una
solucidn, se le pedira a alguno que pase a la pizarra a exponer sus respuestas ante los
comparieros, en seguida por parte del profesor se cuestionard: ¢ Todos estan de acuerdo
con ese resultado?, ¢por qué consideran asi el resultado?, si tienen uno diferente,
expliquen porqué el suyo es correcto, ¢ cuél de los dos creen que sea verdadero?, ¢por
qué? La intencion de esta validacion es rescatar los conocimientos utilizados por los
estudiantes en la solucién a los problemas, porque puede que hayan desarrollado una
solucion esperada, pero siguiendo otra ruta del mapa de conocimientos, o que se hayan
quedado a medio camino.

En esta situacion, a través de las intervenciones del profesor, se dejara en conflicto
a los estudiantes, porque ellos son los que van a debatir los resultados (en caso de
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existan diferentes resultados). El papel del profesor en esta situacion sera sélo la de
poner en controversia a los estudiantes que difieran del resultado; en caso de que los
estudiantes concuerden todos con el mismo resultado, se les preguntard: ¢ por qué ese
resultado es correcto?, también es indispensable preguntar ¢quiénes lo resolvieron por
otros métodos? aunque tengan el mismo resultado, asi se detectara la forma en que
piensan los distintos estudiantes y preguntar también a quienes no hayan terminado de
contestar (en caso de que existan), esperando que a partir de las explicaciones se
puedan caracterizar los conocimientos que utilizaron para resolver el problema y detectar
la existencia de dificultades, errores y obstaculos, las distintas formas de razonar y los
métodos que utilizan los diferentes equipos. Es importante que quien pase a exponer
tenga una idea clara de lo que acaba de resolver, para ello es necesario observarlos en la
resolucion de las situaciones probleméticas.

Situacién de Institucionalizacion

En esta situacion ya los estudiantes estan en comun acuerdo con los resultados,
ahora toca el turno del profesor; por ejemplo, después de que haya pasado un equipo a
exponer frente a los demas compafieros, como se menciond, ya todos los estudiantes
estaran en comun acuerdo con las respuestas. Ahora el profesor se apoyara de alguna
respuesta de los estudiantes propiciando que lleguen a vincular la nocién de literal y la
puedan percibir como un numero que varia y su valor es desconocido hasta que
realizamos ciertos procedimientos; es preciso también afirmarles que de esa manera es
como se trabajan los numeros que no conocemos y que pueden tener distintos valores.

Consideraciones finales

Las ultimas dos situaciones (validacion e institucionalizacion) se formalizaran
cuando se tenga una caracterizacion del grupo, de esa manera se podran considerar las
preguntas que se deben de efectuar en un nivel que los estudiantes tengan desarrollado,
y adecuandolas al contexto y la forma de trabajo en que estén acostumbrados.

La idea de la secuencia es analizar cuanto han desarrollado los estudiantes la
nocion de literal, y verificar si la pueden relacionar con situaciones problematicas que
pueden ser contestadas mediante otros procedimientos. El andlisis que se realizara de la
resolucion de las situaciones problematicas, pretende caracterizar mas elementos que
hacen falta para la buena inclusién del pensamiento algebraico.

En el analisis a priori se bosquejan algunas posibles maneras de que los alumnos
contesten las situaciones problematicas, pero se prevé que haya quienes utilicen otras
rutas de conocimientos, o que no puedan llegar a concluir con un problema, en ese
momento es cuando se utilizaran los elementos de errores, obstaculos y dificultades
desarrollados en ELOS (Socas, 2001, 2007) para buscar el origen de esos errores y
delimitar qué es plausible ensefiar a los estudiantes y qué necesita una mejora o la
consideracién de distintos elementos para el inicio del pensamiento algebraico,
encontrando herramientas que nos permitan llegar a lograr la transicion entre el
pensamiento numeérico y el algebraico.
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Para detectar el nivel de abstraccion de un ndmero que pueden lograr los
estudiantes se determinara que quienes puedan resolver las actividades de incognita
especifica tienen un nivel basico del manejo de la literal, porque saben representarla y
manipularla para conocer el valor que va a tomar después de ciertos procedimientos,
aungue es preciso sefialar, como menciona Palarea (1998), que muchas ocasiones los
estudiantes contestan ese tipo de actividades sin darle una representacion a la letra, sino
que sélo consideran un valor faltante. Por ello se tiene que seguir detalladamente las
rutas que estan utilizando los estudiantes el resolver las situaciones problematicas.

Si algun grupo de estudiantes logra resolver las situaciones problematicas de
incognita especifica y de niumero generalizado de forma como se prevé en el analisis a
priori, se considerara que tiene un nivel medio de utilizar la literal; es decir, tiene una
capacidad que le permite considerar al menos dos rutas de las competencias de
conocimiento matematico, para la resolucion de las situaciones problematicas y sabe
trabajar con la idea de numero desconocido que tiene que tomar un valor para la primer
situacion problematica, y varios valores para la segunda.

Quienes sepan resolver las tres situaciones problematicas de la forma que se tiene
prevista, o de una similar, se considerara que su nivel para considerar la literal como un
numero es el adecuado para continuar con situaciones algebraicas mas complejas; quien
llegue a considerar los tres usos de la literal de una manera algebraica, es decir,
simbolizando los numeros desconocidos con literales y sabiendo que el valor que
tomaran no siempre sera el mismo, podra efectuar sin dificultad la Ultima situacion
problematica, lo importante es observar que enfoque le dan a ésta, clasificar si continua
con un pensamiento numérico o ha logrado tomar nociones del pensamiento algebraico.

Las situaciones problematicas de esta nueva secuencia siguen estando
consideradas para trabajarse dentro de los planes y programas de la SEP, porque se
utilizan los tres usos de la literal, como propone que se trabaje los temas de Algebra, o
que difiere a los planes es que no se trabaja en el orden que propone el curriculo de la
SEP (2006), sino que se les estan conjuntando los tres usos de la literal en una serie de
situaciones problematicas consecutivas; los estudiantes ya han trabajado con
generalizaciones y solucion de ecuaciones de primer grado.

El analisis a posteriori caracterizara mas herramientas que hacen falta para que los
estudiantes aprendan a pensar algebraicamente; se tiene el referente que los estudiantes
saben resolver ecuaciones lineales de una y dos incOgnitas, pero no saben atribuirle un
significado cuando contextualizan un problema, considerando que no estan aprendiendo
Algebra, sino que estan aprendiendo a resolver problemas dentro del &mbito matematico.
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Conclusiones

En este capitulo se indica qué puntos se cumplieron y cuéles no de los propuestos
en los objetivos de la investigacion; ademas, se intentara dar una respuesta a la pregunta
que se formul6 en el primer capitulo, describiendo la manera de comenzar a desarrollar el
pensamiento algebraico con alumnos de primer grado de secundaria, intentando obtener
un buen desempefio al trabajar con temas referentes al Algebra.

Se establecid la diferencia entre lo que es tener un pensamiento numeérico y un
pensamiento algebraico, propiciando que el pensamiento algebraico apoye a los
estudiantes en la introduccion al Algebra en el momento que comienzan a trabajarla en la
escuela secundaria, con la intencién de obtener elementos que apoyen al desarrollo del
pensamiento algebraico.

Las investigaciones analizadas y la experiencia docente dieron la idea de una
problemética que tienen muchos estudiantes cuando dejan de trabajar un enfoque
numeérico en las Matematicas escolares. Gracias a esa problemética surgié la necesidad
de buscar un cambio en la estructura matematica que tienen los planes y programas de
educacién en México, porque proponen una distinta manera de desarrollar Matematicas
pero no se lleva a cabo de la forma en que esta propuesto. El trabajo que se sigue
realizando en las aulas generalmente requiere de mecanizacioén sin razonamiento por
parte de los estudiantes, por ello se pensé en cambiar la forma de considerar las
situaciones problematicas que tienen que resolver en las clases comunes de Algebra.

Para la realizacién de este trabajo se lleg6é a disefiar, aplicar, validar y redisefiar
una secuencia didactica buscando herramientas en la caracterizacién de competencias
para la transicion entre la Aritmética y el Algebra. El primer disefio de la secuencia
buscaba que los estudiantes conocieran elementos que deben tener en cuenta al
momento de comenzar a trabajar con el pensamiento algebraico; sin embargo, hizo falta
un analisis de los conocimientos que poseen, ya que existen dificultades que no les
permiten llegar a trabajar temas algebraicos desde un enfoque por competencias, sino
que lo hacen de una manera mecanica, porque regularmente el contrato didactico que se
crea en su aula hace que el trabajo en clase sea de esa manera.

La aplicacion de la secuencia permiti6 detectar que los estudiantes no poseen los
conocimientos necesarios para trabajar situaciones probleméticas que pretenden cambiar
la forma de considerar las Matematicas; es decir, no es preciso cambiar drasticamente
las formas de trabajo que tienen, porque no llegaran a algo mas que dudas de lo que
estan haciendo. Se considera que el ambiente de trabajo debe de ser mas confortable
para que los estudiantes se sientan comodos y trabajen libremente; para delimitarlo, tiene
que hacerse una caracterizacion del grupo en el que se aplicard la nueva secuencia
didactica.
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El disefio de la segunda secuencia tiene por objetivo detectar cuanto han
desarrollado los estudiantes el pensamiento algebraico desde la fenomenologia,
funcionalidad y epistemologia de las Matematicas; al mismo tiempo, pretende que
quiénes tengan un desarrollo de dicho pensamiento lo utilicen para resolver mas facil las
situaciones problematicas que estan contenidas en esta secuencia. Se toman los
conocimientos matematicos que poseen los estudiantes a través de la caracterizacion de
las competencias de la CMF, para esperar resultados de los estudiantes competentes y
analizar desde el origen, causas y efectos de los errores, obstaculos y dificultades de los
otros que no lleguen a los resultados esperados.

Este nuevo disefio es una nueva propuesta que pretende trabajarse en una
investigacion posterior; para lograrlo hace falta delimitar mas elementos como: el grupo
de préctica con el que se efectuara, el nimero de estudiantes que es conveniente tener,
un nuevo estado del arte para tener mas elementos en cuenta al considerar las
respuestas de los estudiantes y otras caracteristicas que se mostrardn en una nueva
investigacion.

Contestando a la pregunta de investigacion se ha llegado a comprender que para
comenzar a desarrollar el pensamiento algebraico con estudiantes de primero de
secundaria, debe de analizarse el nivel que tienen para pensar algebraicamente y qué tan
dificil les es pasar del pensamiento numérico al algebraico, de esa manera se
caracterizaran las competencias que les hacen falta desarrollar para tener buenos
fundamentos y comenzar a trabajar con un enfoque algebraico; existen mas elementos
que influyen en la forma de pensar de los estudiantes, como: el contrato didactico que
tienen en clase, la formas de ensefianza que utilizan los profesores comunmente, las
investigaciones que se han realizado con respecto a este tema y varios factores que se
tomaran en cuenta en una nueva investigacion.

No se han encontrado las herramientas necesarias para cambiar de un
pensamiento numérico a un pensamiento algebraico, pero la aplicacion de la secuencia
didactica, el analisis y el redisefio, proporcionan elementos que debemos tomar en
cuenta para la aplicacion de situaciones problemaéticas referentes a Algebra; sin embargo,
antes de considerar los elementos es necesario hacer un analisis basado en las
competencias matematicas de la CMF que poseen los estudiantes, y con base en dicho
analisis desarrollar situaciones problematicas que estén al nivel cognitivo de los
estudiantes. Ademas se elaboran actividades considerando los tres usos de la literal,
para que les sea mas facil considerar nimeros desconocidos como letras; al hacer esta
accion, los estudiantes estaran preparados para adentrarse en el mundo del Algebra, y si
es necesario, deberia de establecerse una tabla que intente categorizar el nivel de
abstraccion que poseen los estudiantes.

La hipétesis planteada permitié disefiar secuencias didacticas que promueven la
obtencién de elementos que favorecen el desarrollo del pensamiento algebraico en
alumnos de primero de secundaria; al analizar el disefio, la aplicacion y los resultados,
mediante investigaciones de Matematica Educativa, se pudieron obtener mas
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herramientas para el disefio de nuevas; mismas que es preciso disefiar en una primera
instancia para detectar el nivel de conocimientos algebraicos que poseen los estudiantes,
después de conocer la capacidad que tienen se planearan para promover el desarrollo
del pensamiento algebraico, apoyando en la introduccion al Algebra. Una recomendacion
para futuras experimentaciones es que la comprobacion ayuda a evaluar la claridad de
las 6rdenes al someter a revision la sintaxis por otras personas, por ello se pretende al
realizar nuevos disefios y experimentaciones considerar mejor el tiempo para realizarlas y
tener una estimacion del tiempo necesario para la aplicacion definitiva.

Al categorizar los niveles de pensamiento algebraico que poseen los estudiantes no
se pretende estandarizar algo comun para todos; se pretende detectar qué tanto les hace
falta el desarrollo de competencias para lograr un cambio de enfoque de las Matematicas
de numérico a algebraico. Una vez que se tenga delimitado el desarrollo del pensamiento
de los estudiantes, se disefiardn situaciones didacticas correspondientes al nivel que
muestran buscando que las comprendan y razonen para propiciar que piensen
algebraicamente.

En esta investigacion se pudieron detectar limitaciones creadas por las
organizacion de la escuela en que se aplicé la secuencia didactica, para erradicar dichos
inconvenientes, se tiene la idea de aplicar la nueva secuencia bajo un ambiente mas
controlado y considerar el apoyo de entrevistas a los alumnos con quienes se aplique,
para delimitar mejor la forma de pensar que tienen con respecto al Algebra.

Derivado de esta investigacion, se publico en la revista “Formacion del Profesorado
e Investigacion en Educacion Matematica” de la Universidad de Las Palmas de Gran
Canaria (Espafia), un reporte de investigacion que narra la situacién problemética de
literal como numero generalizado, considerando algunos de los elementos que contiene
este documento; ademas se ha mandado a revision otro reporte a la revista Niumeros de
la Sociedad Canaria de profesores de Matematicas “Isaac Newton”, en las Islas Canarias
(Espafia).

Al realizar una estancia en la Universidad de La Laguna, en la ciudad de San
Cristébal de La Laguna, Tenerife, Espafa, fue muy benéfica para esta investigacion.
Gracias a la ayuda y la amabilidad de los Dres. Martin M. Socas Robayna y Ma. de las
Mercedes Palarea Medina se pudo concretar el proyecto con un redisefio de la secuencia
basado en ELOS, dotando de herramientas que permiten caracterizar elementos que
pueden ayudar a los estudiantes en la entrada del mundo del Algebra, dichos elementos
pueden estar contenidos en distintas teorias de la Mateméatica Educativa; sin embargo, no
discrepan con los obtenidos en ésta.

El haber estudiado la Maestria profesionalizante en Matematica Educativa ha
propiciado que mis clases sean mas reflexivas y analiticas, intentando analizar las
probleméticas que presentan los estudiantes con la finalidad de que ellos realmente
aprendan. Ademéas me ha hecho reflexionar sobre las nociones matematicas que tienen
los estudiantes, buscando formas de trabajo que estén acordes a ellas; todo esto con la
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finalidad de que los alumnos vean las Matematicas como una materia recreativa en la
que pueden desarrollar variadas formas de pensar y no soélo las propuestas por el
profesor para resolver situaciones probleméaticas, generando un razonamiento propicio en
los estudiantes para el conocimiento de las Matematicas.
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Anexo A

Anexo A. Hojas de trabajo de la primera aplicacion

Situacion problematica 1. Incégnita especifica

Mary viajo desde su casa al norte de la ciudad para ir a una fiesta a la casa de
Ale, cuando Mary estaba ya en la fiesta le habla por teléfono su papay le dice
que necesita que vaya a recogerlo porque se le ha descompuesto el carro,
entonces Mary le pregunta que a dénde. El papé le dice que si estad en casa
de Ale recorra 61 km. hacia el sur, quedando a 17 km. al sur de su casa.

¢A qué distancia esté la casa de Ale de la casa de Mary?

e Cbmo podemos expresar este problema con términos matematicos?

Exprésenlo

e Establece otra manera matematica de representar el recorrido de Mary.

e (Si el papé estuviera en otro punto de la ciudad, méas al sur o al norte,
podriamos establecerlo matematicamente sin saber su distancia?

o ¢ Existird alguna forma general matemética que represente la distancia
gue recorrid Mary para ir a casa de Ale? ¢(Cbémo podrias establecerla?

¢por qué lo consideran asi?

Situacion problemética 2. Numero generalizado

Observen las siguientes figuras y contesten lo que se pide a continuacion.

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Fig. 4

Dibujen la Fig. 4

Describan cada figura, relacionandolas entre si.

¢,Cuantos cuadros tendra la figura 10?
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¢, Cuantos cuadros tendra la figura 25?

¢ Cuantos cuadros tendra la figura 73?

¢, Cémo hicieron para encontrar la figura 73?

¢,Como pueden indicar y expresar matematicamente lo que esta sucediendo
con ellas?

¢ Existird alguna regla o formula que indique el crecimiento de las figuras?, si es
asi intenten establecerla. Si no es posible, expliquen por qué no lo es.

Situacion problematica 3. Relacion funcional

En la playa nos encontramos con una tortuga que llevaba bastante tiempo
caminado y decidimos tomarle el tiempo que tarda en caminar, detectamos
gue recorre 10 metros en 15 minutos, en los siguientes 15 minutos recorrio 8,
los siguientes 15 minutos sélo recorrié 6 metros.

¢ Si la tortuga continua caminando durante 30 minutos, cuantos metros
creen que recorrera en los préximos minutos?

¢,Creen que llegue un momento en que la tortuga se detenga
completamente? ¢por qué?, si se detiene completamente ¢qué pasara
después?

Considerando que la tortuga llevaba 60 minutos caminando, ¢Cuantos
metros creen que recorria cuando comenz6 a caminar?

¢, Como se podria representar matematicamente el trayecto de la tortuga?

¢ Existe alguna regla o forma general que represente el movimiento de la
tortuga? Exprésenla.
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Anexo B. Hojas de trabajo modificadas

Situacién problematica 1. Incégnita Especifica

Un terreno en venta le interesa a una constructora para edificar un rascacielos, el
terreno mide 280m? de superficie y sus dimensiones son: 16m de fondo, de frente no
sabemos porque el cartel en el que se anuncia es el siguiente:

| 7. Representen la situacion problemética de otra manera.
Tiznnmo EN VENTA 8. Establezcan mateméticamente una representacion del problema.
=g el 9. ¢Cuénto mide el frente del terreno?
. 10. Expliquen el procedimiento que utilizaron para encontrar el valor
del frente del terreno.

11. El duefio del terreno le dice a la gente de la constructora que
pueden representar y, en consecuencia, saber cuanto mide el frente del
terreno de la siguiente manera

16b=280
¢Sera una manera correcta o incorrecta? ¢ Por qué?
12. ¢Qué representa la letra b?

Situacion problemética 2. Numero generalizado

Una vez adquirido el terreno, la compafiia comienza a construir el edificio, en los
planos se dan cuenta que se ve muy simple, por lo que deciden trazarle una serie de
dibujos a las ventanas para que llame la atencién de las personas que lo vean, los
dibujos van incrementando con respecto a los anteriores y son los siguientes:

@ o0 00 0000

o0 |000 | 0000 000000

@ (T X X ] 00000
Ventanal] Ventana2 Ventana 3 Ventana 4 Ventana 5

Contestar los siguientes apartados.

11. Dibujen los puntos que deben ir en la cuarta ventana y expliquen porqué consideran
esa figura.

12. ¢ Pueden ubicarse los puntos en cualquier orden? ¢por qué?

13. Establezcan la relacion y las diferencias que hay entre cada ventana.

14. ¢ Cuantos puntos tendra la ventana 10?

15. ¢ Cuantos puntos tendra las ventana 25?
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16. ¢ Cuantos puntos tendra la ventana 67?

17. ¢De qué forma podemos comprobar que cada ventana tiene en realidad esos
puntos?

18. Expresen alguna regla que funcione para conocer el nimero de puntos que debe de
haber en cada ventana.

19. Si el rascacielos se va a prolongar hasta un piso que ain no se sabe, pero se tiene
pensado que puede llegar a ser el mas alto del mundo, ¢cémo podriamos saber la
cantidad de puntos que va a tener la ventana 1367?

20. ¢, Como podriamos saber el nimero de puntos que corresponde a cada ventana?

Situacién problematica 3. Incégnita Especifica

La constructora piensa construir mas edificios, la persona que les vendio el terreno
en el que estan edificando el rascacielos les coment6 que tiene otro terreno con la misma
longitud de fondo, pero que tiene una superficie de 296m?.

3. ¢Como podemos saber la medida del frente de este terreno?
4. ¢Cuanto medira el frente de este terreno?

Situacion problematica 4. Relacion Funcional

El edificio ya se encuentra en construccion y lo estan distribuyendo por pisos, pero
aun no tienen la seguridad de cuantos pisos llevan construidos; deciden ir a otro edificio
similar construido por la misma empresa a buscar alguna manera de contar los pisos; un
trabajador se da cuenta que para llegar a cada piso tienen que subir 13 escalones; en la
estructura que se esta edificando comienzan a subir escalones para saber cuantos pisos
llevan.

10. Llegando al edificio un trabajador sube 39 escalones y pregunta, ¢llevo 39 escalones,
cuantos pisos son?

11. A otro trabajador le surge la duda -¢cuantos pisos habré subido si subi 104
escalones?

12. ;Como se puede expresar matematicamente lo anterior?, exprésenlo.

13. Otro trabajador penso, -si subo 910 escalones, ¢.en cual piso estaré?

14. ¢ De qué depende que conozcamos el nimero de pisos?

15. ¢, Como pueden establecer una relaciéon entre los pisos y los escalones?

16. Expresen esa relacion de forma matemética.

17. Si conocemos el numero de pisos, ¢ podremos saber cuantos escalones hay?

18. Establezcan una manera de representar la relacion entre escalones y pisos, para
saber rapidamente cuantos pisos debe de haber si nos dicen el numero de escalones.
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Situacion problematica 5. ¢ Pensamiento numérico o algebraico?

Una persona tiene un terreno rectangular de dimensiones 12 metros de frente y 8
metros de fondo. Después, esa misma persona, compra un terreno contiguo de 64 metros
cuadrados. Una segunda persona le propone cambiar su terreno completo por otro
rectangular, en la misma calle, con la misma &rea y el mismo fondo, pero en mejor sitio:
¢Cuanto debe medir el frente del nuevo terreno para que el trato sea justo?
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Anexo C. Hojas de trabajo de los estudiantes
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Anexo D. Transcripciones de las clases

Transcripcion de clases de en la secundaria Francisco Garcia Salinas, Jerez Zacatecas.
Actividad 1

Profesor- bien, tengan buen dia, de lo que se trata (hablan varios Alumnos, al mismo tiempo) en
equipo como estan distribuidos ya, fijense bien , se les va a dar un papelito a cada equipo y
gueremos que todo el equipo se integre a resolver el problema, uno de ustedes de cada
equipo nombran a un secretario, para que el secretario en una hoja, ya sea de libreta o0 una
hoja blanca anoten los célculos y los resultados de sus problemas, van a leer perfectamente
una o dos veces jovenes y contestan... conocimiento van a poner en practica lo que han
aprendido aqui, se les va a distribuir a cada equipo su problema, disponen de quince
minutos.

El profesor pasé al frente del grupo y leyé la actividad pidiendo a los estudiantes que atendieran a
lo que él estaba leyendo, los alumnos escucharon y les pregunté si sabian lo que tenian que
hacer y ellos contestaron que si, encontrar la distancia entre las casas de Mary y de Ale.
Comienza a repartir los problemas y en cuanto se call6 el profesor los alumnos comenzaron
a hablar y uno a levantarse a bailar para que lo viera la cadmara. (no se distingue lo que
hablan los alumnos y estan hablando la mayoria).

Investigador: jEquipos!, sssshhht.

Los estudiantes trabajan en equipos y se escucha bastante ruido.

Un equipo vuelve a leer el problema, otro equipo esta esperando a que el encargado del equipo les
diga que hacer y él esta observando la actividad.

Investigador. Pero todos Tofio.

Tofo: si estamos hablando acerca de eso.

El profesor pasa a otro equipo, cuando llega con los alumnos se escucha.

Alumnol. Saquen su cuaderno.

INVESTIGADOR. Si saquen sus cuadernos

Manuel: ¢ los cuadernos?

Investigador. Si 0 ¢DAnde van a contestar?

Alumno2: ;me da un problema?

Investigador. ¢ en el aire? los alumnos de ese equipo se rien.

Se dirige el profesor a otro equipo

Investigador: ¢ alguna duda nifios?

Leo: ahorita no.

El profesor se dirige a otro equipo.

Investigador. A mi me dijeron que si eres bien listillo y que si sabes eh.

Lupita: ¢cuanto va a ser?, 78, voltea a ver al profesor y sonrie.

Investigador. A ver espérense, si contestas 78, digan porque 78. Que queden los cuatro bien
convencidos que sea 78 el resultado, cada quien de sus ideas, entonces nada mas que
alguien anote por favor qué es lo que pensaron y qué es lo que dijeron.

Ali tiene en su cuaderno una suma de 61 + 17

Profe, Profe... se escucha la voz de un alumno.

En otro equipo los alumnos se encuentran leyendo el problema nuevamente.
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En otro equipo comenta Nallely: Luego lo dices, pero 17 km de su... de su casa entonces son 61
mas 17. Sefialando en un grafico que habia construido.

Ale I s

1 Km

[ o

=17

Representacion gréfica del equipo de Nallely

Discuten en su equipo, una compafiera le dice 17 mas, mas...

Nallely: jmés 61!

Investigador. A ver espérate, ¢ Donde esta el carro?

Alumnas: ¢ el carro?

Investigador: el carro descompuesto ¢ donde esta?

Alumnas. A ver, si aqui esta... (Observan el grafico que habian hecho, dibuja otra vez el carro y la
casa de Ale debajo del carro) el carro y aqui la casa de Ale (sefialandola en el dibujo).

Investigador: ¢ al sur o al Norte?

Mary. Al sur

Nallely: no estaba...

Mary: que diga al norte, y luego, este se fue a la casa de Ale y recorrié 61 km. hacia el sur. Y luego
dice que en el sur, guedando 17 km al sur de su casa, este aqui estan los 61 km y baja 17
para llegar a su casa (contemplando el mismo gréafico), sumando este.

Investigador. A ver fijese, primero... comprenda el problema, ¢segura que asi?

Mary: iSil

INVESTIGADOR: ¢Dénde quedd? Sefialando en la actividad la distancia.

Mary: 17 km.

Investigador: ¢ al sur o al norte?

Mary: al sur

Investigador: aja, al sur de su casa, si esta ella 17 km al sur de su casa ¢ para donde va a estar su
casa?

Mary: para el sur.

Investigador: ¢ para el sur?

Mary: este si porque, si su casa esta al sur y que recorriera 61 km hacia el sur y...

Investigador: bueno pues ya usted, pero quiero que los tres se convenzan de que la respuesta es
correcta, si alguno dice que no concliyanlo y digan que es lo que pas6é y porque no
quedaron en concordancia los tres ¢,si? Por favor.

El profesor se dirige a otro equipo,

Andrea: ¢son 44?
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Investigador: eso muy bien, son los Unicos que la tienen bien. Oigan pero, quiero que los tres
trabajen juntos, que los tres estén bien de acuerdo ¢ por qué las respuestas son asi he? Por
favor.

Alumnol: saqui si esta bien 44?

Investigador: yo creo que si, pero disclitelo con tus compaferos (se dirige hacia el equipo de
Manuel), oigan miren, ahorita ustedes contesten todo, si estdn bien o estan mal no importa,
todos nos equivocamos, todos estamos aprendiendo, les voy a pedir que lo contesten,
ahorita en 15 minutos en el pizarron lo vamos a ver entre todos para ver cual es el correcto.

Manuel: si.

El profesor se dirige a otro equipo.

Investigador: ¢como van nifios?

Arantza, leo: bien.

Leo: profe ¢le vamos a ponerlos nimeros a las preguntas, 1,2,3,4 y asi sucesivamente?

Investigador: como quieran, nada mas ténganlas bien en cuenta... a ver entonces lo que quiero es
que todos aporten ideas para que el resultado que tengan, sea avalado por todos.

Leo: disculpe ¢si no lo sacamos bien, nos van a bajar calificacion o puntos?

Investigador: no a ella nada mas (sefialando a la encargada del equipo)

Alumna: profe tengo una gran pregunta

Investigador: digame

Alumna: es que con el equipo que estoy no hace nada y no me gusta estar con ellos, puedo
cambiarme al de Andrea.

Investigador: si, trabaje con ellas... acuérdense que eran puntos negativos y positivos ¢ verdad?

Alondra: profe ¢ el papa de Mary esta en su casa?

Investigador: no, estd 17 km al sur de su casa o0 a 61 km al sur de la casa de Ale. (Detectdé que
tenian 60 — 17 = 54) nada mas les digo que no ocupan calculadora, pero hagan bien las
restas. 61 menos 17 ¢cuanto es?

Alondra: 54

Investigador: ¢ segura?

Alondra: (agarro su hoja de respuesta y la escondié debajo de su pupitre), jsi!

Nallely: no, es 44.

Investigador: ah pues vean bien.

Nallely: gracias.

Manuel: (est4 parado frente al bote de la basura) profe nadie de mi equipo quiere trabajar, vea yo
vine a sacar punta y todos vinieron conmigo.

Investigador: son quince minutos para todas las preguntas.

Alumnol: llevamos 15 minutos en una sola.

Itzel: es que Javier no hace nada.

Investigador: contemplen eso, Javier no hizo nada, ustedes tienen una encargada.

Itzel: profe ¢también podemos ponerle a esta hoja que es lo que hicimos y se la entregamos?

Investigador: pero especifiqueme que es lo que hicieron.

Itzel: ¢, COmo hacemos la operacion?

Investigador: como puedan, como quieran, pero que yo le entienda, mira alli tiene una suma, que
es lo que me quiere decir.

Itzel: es lo que resolvimos para contestar.
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Investigador: esta bien nada mas escriban, nosotros creemos que la respuesta es tal porque se
van a sumar las distancias o por algo asi y contestan todas las preguntas de esa manera.

El profesor se dirige al equipo de Tofio

Investigador: ¢,como van nifios?

Tofo: ya “nomas” nos falta una, este la Ultima, ¢por qué lo consideran asi?

Investigador: escriban y expliquen muy bien he.

Tofo: profe y ¢si nos sacamos 10 en el equipo yo que voy a tener?

Investigador: un punto extra.

Xochitl: nomas por eso profe, ¢ por qué Tofio es el encargado del equipo?

Tofo: si sacamos menos, yo voy a tener menos.

En otro equipo

Cristina: ¢,como lo expresamos de manera matematica?

Investigador: como puedan.

Cristina: ¢ en fracciones?

Investigador: cédmo puedan, piensen ustedes cuatro, ¢coémo se podria expresar de manera
matematica?... primero piensen, ¢qué es matematica? O ¢qué utilizan para expresar cosas
de manera matematica?, piénsenle y que no les de vergilienza y platiguen ustedes cuatro,
¢ qué utilizan para expresar cosas de manera matematica?... (se quedan callados un tiempo),
no se les viene la idea, miren ¢estan expresados los ejercicios de qué forma?

Jorge: De ecuacion.

Investigador: Una ecuacion es manera matematica, una grafica, una suma, una resta... si no fuera
manera matematica este ejercicio diria 70 veces ese numero es igual a 280, eso seria
manera verbal. ¢si?

Tofio se dirige al profesor y le pregunta, ¢si ya terminamos que hacemos profe?

Investigador: revise en el equipo que esté todo correcto

El investigador: se dirige a un equipo que tenia dificultad para contestar y les dice.

Investigador: no mire la dos, ¢como podemos expresar el problema con términos matematicos?

Lupita: ah ¢con sumas y eso?

Investigador: si, usted exprésenla con términos matematicos

Lupita voltea a ver a un compafero de su equipo y les dice. Hay no, tu ni estas haciendo nada.

Investigador: pues exprésenlo asi.

Se dirige a otro equipo el profesor.

Aratnza: ¢,61 tiene raiz cuadrada?

Investigador: ¢ mande?

Arantza: ¢,61 tiene raiz cuadrada?

Investigador: pues ustedes véanlo.

Aratnza: no, es que para sacarla es bien mucho procedimiento

Leo: ¢ se vale usar calculadora?

Investigador: no, no ocupan

Arantza: es que lo que yo digo es, por ejemplo, vamos a expresar una suma... vamos a hacer una
ecuacion, un por ejemplo una ecuacion y ya esta.

Investigador: ¢ por qué piensa que una ecuacion?
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Arantza: porque, es que deciamos que era una forma y por ejemplo queremos hacer otra forma de
representar. Nosotros deciamos que esta podia ser una 61 + 17 = 78, pero queremos hacer
otra que por ejemplo ya sea 50 y asi mas 10 y asi que de 61, ya lo podemos sumar por...

Investigador: ustedes dicen que ¢ una forma de representarlo es esta?

Arantza: si

Investigador: y ¢ esta no sera otra? (sefialando la representacion gréfica que habian hecho)

Ale

61

Arantza: ¢ Cémo?

Investigador: ¢ no es otra forma de representarlo?

Arantza: ¢ pero?

Investigador: ¢ es mateméatica o no es matematica?

Arantza: no, porque es como un ejemplo, necesitariamos utilizar puros nimeros y nosotros
queremos hacer una ecuacion.

Investigador: no ecuacion, sino como un equilibrio, detectando que los Alumnos. Querian
establecer otras sumas y restas para suplira 61y 17.

Arantza: si supongamos que aqui fuera 4, entonces la raiz cuadrada de 4 es 2 y pondriamos 2 y
luego si aqui fuera 10, no si aqui fuera 25 (sefialando en el 17), no a ver... asi al cuadrado
mas...

Investigador: bueno preguntale a tus comparieros y entre todos ponganse de acuerdo

El profesor se dirige con el profesor titular del grupo.

Investigador: ¢ esta causando un poco mas de conflicto de lo esperado verdad?

Profesor: si

Investigador: porque si estan pensando todos bien y ahorita lo que veo es que no concluye ningin
equipo. Los equipos van como en el segundo.

Profesor: exactamente, si la mayoria

Investigador: es que es como usted dice, el tiempo se contempla pero...

Profesor: estd mejor darles de mas.

Investigador: pues ya hay alumnos que los acabaron.

Profesor: como tu consideres.

Investigador: ¢ cuanto falta para que se acabe la clase?

Profesor: 15 minutos.

Investigador: bueno, ahorita, (se dirige hacia el equipo de Andrea) a ver enséfieme sus respuestas,

tenian un #10 en su cuaderno

Investigador: ¢ya sacaron un 10?

Andrea: no es el nimero 10 del equipo.

Investigador: ah, a ver entonces la primera es, ¢a que distancia de casa de Mary esta la casa de
Ale? 44 km, bien, la segunda ¢como lo van a expresar matematicamente? Las alumnas lo
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.. . . 61 17 44 z Iy -
hicieron de la siguiente manera -t =7 ¢por que les surgio la necesidad de ponerlo

sobre 17? ¢ estan trabajando fracciones con el profe?
Equipo de Andrea: a veces si trabajamos.
Investigador: pero ¢ayer?, ¢el viernes trabajaron fracciones?

Andrea: no, ecuaciones.
17 _ 44

Investigador: bueno entonces si pongo % T =7

Andrea: si pero estamos representdndolos de otra forma matemética.

Investigador: oh esa es su otra forma matemética.

Alumnas: si

Investigador: esta bien, entonces ¢si el papa estuviera en otro punto mas al sur o al norte,
podriamos establecerlo matematicamente sin saber su distancia?

Alumnas: no porgue, no tenemos (vamos a entregarle la hoja)

Investigador: todavia no.

Alumnas. Los datos para saber la distancia.

Investigador: ¢ existird una forma general mateméatica que represente la distancia que recorrié Mary
para llegar a casa de Ale?

Alumnas. Si, bueno, si en fraccion.

Investigador: si aqui en fraccion, y esa ¢ representa sin importar la distancia?

Andrea: ¢cémo?

Investigador: ¢ se puede representar sin importar la distancia?

Alumnas: no, porgue si no tenemos una distancia no podemos tener la fraccién sin los datos.

Investigador: entonces a ver, ahora si, ¢ existira alguna forma general... general quiere decir para
cualquier distancia... matematica que represente la distancia que recorrié Mary para ir a
casa de Ale?

Alumnas: no

Investigador: ¢seguras?, ustedes que creen, a ver piensenlo y discutan esa pregunta, que quiere
decir general, que vamos a tener un ndmero que no conocemos, ¢qué utilizamos para
ndmeros que N0 conocemos?

Jesica: la ecuaciones.

Investigador: entonces inténtenlo, intenten establecerla de ese modo

En otro equipo le hablan al profesor

Arantza: mire, establecimos que 61x igual a 61 veces xy 17p = 17 veces p y sale 78

Investigador: ¢ pero qué significa x y que significa p?

Arantza: un nimero

Investigador: ¢ pero qué nimero? o ¢por qué quiero esos nimeros?

Arantza: este...

Investigador: ¢ para qué necesito esos nUmeros?

Arantza: para... pues, el desarrollo de los nimeros.

Investigador: espéreme poquito... le dice a otro alumno

Ameérica: ¢pero qué nimero es?

Investigador: ¢para qué necesito esos nimeros?, ustedes estan indicando que x y p son nimeros
gue no conozco, ¢si? Numeros desconocidos que pueden tomar cualquier valor, ¢0 qué tipo
de nimeros son Xy p?

, N0 sera lo mismo que 64 — 17 = 447?

185



José Alonso del Rio Ramirez

Arantza: mire por ejemplo, en 61x el x es, no no no, por ejemplo 50 mas x son 11 igual a 61 mas
17p, no mas 10p y la p es 7 igual a 78 escribiendo 50x + 10p = 78.

Investigador: pero si aqui tienen 61, sefialando su expresion 61x + 17p = 78, ¢ya no ocupan la x o
si?

Arantza: No.

Investigador: y si ya tengo 17 ¢no ocupo la p o si?

Arantza: no

Ameérica: 61 + 17 pon, pero ¢esa no es una forma mateméatica de resolverlo o si?

Investigador: si yo digo que 2 + 2 = 4 es una forma matematica

Ameérica: pues ya esta, bueno y dice que otra forma matemética, ¢ hay mas formas?

Investigador: bueno si no son nimeros hay graficas, hay tablas.

Ameérica: oh, oh.

Investigador: ¢,si?

Los alumnos siguieron trabajando con esas ideas y confusiones que tenian la mayoria.

Investigador: bueno ya lo contestaron, ahorita vamos a pasar a sus lugares a recogerles la hoja de
trabajo, fijense, ahorita vamos entre todos a construir las respuestas nuevamente, entonces
ahora el profe va a hablar con ustedes.

Profesor: si, 0 sea que ustedes no tengan temor a equivocarse, dado que el hecho de que hayan
estado en la busqueda de las respuestas eso ya tiene mucho valor, si las aciertan que
bueno, su hubo fallas no se preocupen que de ahi también se aprende, bien que equipo
quiere participar, o sea, darnos sus resultados, a ver levanten la mano quienes quieren. Bien
bueno tenemos tres equipos (el de Tofo, el de Arantza y el de Andrea) ¢no hay mas?, (nadie
hace comentario alguno, solo tienen las manos levantadas), bueno que les parece que un
representante de cada equipo venga con una moneda para un disparejo para ver quien
expone.

Se levanta un alumno de cada equipo y pasa al frente con una moneda para hacer un “disparejo”,
gand el equipo de Tofio y pasan al frente a responder el ejercicio y explicar al resto del
grupo.

Investigador: miren, ahora la idea es, va a pasar el equipo a contestar la actividad que ya contesto
y a explicar a sus comparieros, pero fijense, nadie ha revisado su actividad, pueden estar
bien o pueden estar. Ustedes mismos van a decirle, estas mal, estas bien, porque ustedes
también tienen su respuesta, entonces cada quien va a considerar segun lo que pensé. Si ya
cada quien tiene una respuesta manténganse firmes en esa respuesta, porque es la suya y
ya la razonaron, si es diferente a la que esta en el pizarron ustedes defiéndanla para llegar a
un comun acuerdo. Ya cuando todos estemos de acuerdo de que es correcta o0 es incorrecta
esa respuesta pues ya vamos a intervenir el profe Ernesto y yo para asegurar que sea la
correcta. Por favor quiero que pongan atencién y ustedes argumenten si esta bien o esta
mal.

El equipo de Tofo comienza a leer sus respuestas frente a todo el grupo.

Investigador: pongan atencion por favor

Tofio: ¢a que distancia esté la casa de Ale de la casa de Mary?

Karla: nosotros sumamos

Investigador: a mi no me explique, expliquele a sus compafieros.

Karla: nosotros sumamos la distancia de 61 km con la de 17km y nos dio 78.
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Investigador: escribanlo en el pizarrén por favor.

Lo escriben en el pizarron y dicen —ya esta

Investigador: ahora pregunten, ¢todos de acuerdo?

La mayoria de lo es estudiantes dice que si, el equipo de Andrea y el de Karla dicen que no.

Tofo: levanten la mano los que estan de acuerdo (levanta la mano la mayoria), Mayoria, érale ya.

Investigador: no es eso, levanten la mano los que no.

Tofio: ya ve, es mayoria los que si, estamos bien.

Investigador: hay que estar seguros, ¢ por qué no?

Andrea: porque se tiene que hacer una resta en lugar de sumarse.

Investigador: aqui hay un punto de vista muy diferente, ella dice que se resta en lugar de sumarse,
¢por qué creen ustedes que se resta?

Alondra: porgue son 17km al sur de su casa.

Investigador: ¢son 17 km qué?

Karla: 17 km al sur de su casa.

Investigador: al sur de su casa, Andrea sus compafieras dicen que esta 17 km al sur de su casa,
¢usted qué opina?

Andrea: que el carro queda 17 km al sur de la casa de Mary y a 61 de la casa de Ale, entonces la
casa de Mary estara antes del carro.

Investigador: antes de los 61 km., miren las matematicas no son dificiles, el chiste es entender las
situaciones que estdn pasando, pasé alguien que tenga una respuesta diferente, al
comprender el problema; es decir, que es lo que esta pasando, los resultados ya salen por si
mismos. Porque vean el problema se los voy a leer poco a poco miren. Mary viajé desde su
casa... Dénde comienza el viaje?

Alumnos. En la casa de Mary

Investigador: en su casa, Mary viaja desde su casa al norte de la ciudad, ¢como vamos a
representar que viaja al norte?

Alumnos. Para arriba.

Investigador: ¢ Quién quiere pasar a representar en el pizarrén el viaje recorrido por Mary? (lvan se
ofrece), a ver pasele usted. Pongan mucha atencion, Mary viaj6 desde su casa ¢Donde es
su casa?

Ivan la representa en el pizarrén.

Investigador: ahi, sefialando donde la representd Ivan en el pizarrén, ya dibujo la casa... al norte
¢cuanta distancia viajo al norte?

Alumnos. 61 km, algunos otros responden que no saben y otros mas que 44.

Investigador: bueno por el momento no contemplen la respuesta, ¢,nos dice cuanto viajo?

Alumnos: no

Investigador: ¢cémo podemos saber cuanto viaj6? S6lo sabemos que cierta distancia, ¢como la
podemos representar?

Alumnos: un letra.

Fernanda: una recta.

Investigador: puede ser una recta, una letra. ¢Qué caracteristicas debe de tener esa recta? ¢O
esa letra?, s puede ser cualquier letra?, ;si yo quiero poner la letra “alfa”?

Tofo: ¢ alfa” es una letra?
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Investigador: si, del abecedario griego ¢si la usdramos con una letra cémo dices tu? (sefialando a
Ivan)

Ivan: pues una letra cualquiera.

Investigador: pues entonces el problema es, no sabemos cuanto recorrié al norte, ahi tenemos una
distancia que no conocemos. Luego estaba en la fiesta baile y baile cuando le habla su papa
y le dice —hija ven por mi- y piensa Mary, chin pues tengo que ir por mi papa -¢A dénde
voy?, su papa le dice —si estds en la casa de Ale, recorre 61 km al sur, si el norte lo
representaron para arriba, ¢.el sur?

Alumnos: para abajo.

Investigador: Ivan entonces ahora represente 61km al sur. Y lo que tenemos de referente es que
cuando Mery viaja 61 km al sur, va a quedar 17 km al sur de su casa. ¢La casa esta més al
sur o mas al norte? (Andrea levanta la mano) a ver usted digame Andrea.

Andrea: es que dice que va a quedar 17 km mas abajo.

Investigador: mas abajo, mas al sur... entonces ¢ estara bien cémo lo representé Ivan?

= .

| _|_

61

17

|
I
|
:

=

Ivan hizo un grafico de esta manera.

Alumnos: si.

Investigador: ¢por qué?, entonces ¢ el carro donde estaria?

Leo: hasta el final del dibujo.

Investigador: ¢ entonces estaria 17 km mas al sur que la casa?

Le pregunta a ltzel una alumna que no estaba poniendo atencion al problema, Andrea levantaba la
mano y queria participar para contestar donde iba a estar el carro, y el profesor le dijo

Investigador: usted esperese, usted ya sabe, con usted ya no hay problema. Itzel, fijese ¢si el
carro esta en donde esta el punto negro, estaria 17 km al sur de la casa?

Itzel: no.

Investigador: ¢,a cuantos esta?

Itzel: muchos

Investigador: pues ponga atencion, a ver ¢ esta bien o estad mal Arantza?

Arantza: pues es que yo digo que... (se quedo en silencio).

Investigador: lo que ustedes crean.

Arantza: es que yo digo que no, porque... es que nosotroa habiamos quedado que como la
formula que puso6 tofio en el pizarrén (17 + 61 = 78) y habiamos pensado que en el sur
estaba el carro, pero a 17 km al sur de su casa.

Investigador: entonces representenlo nuevamente como crean que es correcto. Andrea usted
ahora si comparta su idea, (mientra pasaba Andrea el profesor dijo lo siguiente), ven como
nada mas no haber puesto atencion en lo que dice el problema ocasiond mucho conflicto en
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el resultado, para los siguientes quiero que pongan mucha atencion, todas las caracteristicas
gue dicen los problemas porque siempre los problemas traen palabras que hacen confundir a
los alumnos o a quien los esta resolviendo. Por eso las mateméticas se les ahcen dificlil,
porgue tienen que pensar logicamente; es decir, debe ser muy rigido el pensamiento.
Se dirigr hacia el profesor titular y le pregunta: ¢ya se va a terminar verdad?

Profesor: si, de hecho ya se termino

Investigador: entonces se los dejamos pendiente y ya manana lo retomamos... (se dirige a los
alumnos) a ver oigan sientense por favor (los alumnos ya estaban inquietos porque ya
querian salir del salon, incluso ya tenian sus mochilas en la mano), nifios pongan atencion,
detectaron que las caracteristicas del problema nos hicieron tener problemas para la
respuesta porque no todos la tenian igual, entonces por favor en su casa piensenlo bien,
contesten todo, traten de representarlo, si quieren apoyarse con alguien preguntenle a sus
papas, a sus hermanos. ¢ mafiana a que hora tienen clase?

Alumnos: a la primera.

Investigador: mafiana a la primera continuamos con esto, y pongan mucha atencion en los
problemas porque van a estar dificiles

(los alumnos le entregaban la actividad al profesor)

Investigador: no me entreguen nada, acabenlo. Salen los alumnos y se termina la clase.

Miercoles 15 de enero de 2014

Investigador: buen dia, ahora vamos a contestar entre todos la activdad, la vamos a orientar yo o

el profe Ernesto, ahorita vemos quien

Le pidié un plumon a Melissa y dijo:

Investigador: pongan atencién todos, van a contestar todos, se va a tomar en cuenta la

participacién por eso mismo estoy grabando. Primero nos decia, Mary sali6 de su casa y viajo al

norte, ayer ustedes representaron el norte para arriba, viajo al norte cierta distancia la cual no

conocemos, para ir a la casa de Ale, después su papa le habla por telefono y le dice, Mary se me

descompuso el carro ven por mi, si estas en casa de Ale regresate 61 km al sur, baja 61 km.

Entonces ¢ el papa a que distancia estaba de la casa?

Alumnos: a 17 km

Investigador: ¢ por qué 177?

Alondra: no, estaba a 78km.

Investigador: ¢a 78 de donde?

Alondra: de la casa de Ale.

Investigador: ¢y de su casa?

Alondra: a 17

Investigador: bueno detecte, a 17 de su casay ¢ de la casa de Ale a cuanto estaba?

Algunos alumnos contestan que a 78 otros que a 44, pero ninguno concluye en algin namero.

Investigador: a ver, esperense, mejor lean de nuevo el problema y diganme a que distancia estaba

el papa, ¢,a qué distancia de la casa de Ale?

Itzel: a 17 km mas de la casa.

Investigador: ¢y de la de Ale?

Itzel: 78

Investigador: ¢ por qué dice que 78?

Karla: porque se suma los km que va a recorrer y los que quedaban de la casa.
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Investigador: ¢ por qué los tiene que sumar?

Itzel: porque decia a que distancia esta la casa de Ale de la de Mary.

Investigador: pero estoy preguntando la distancia que tiene el papa con la casa de Ale, ¢como
podemos saber?

Andrea: pues a 61 km.

Investigador: ¢ por qué?

Andrea: porque dice el problema

Investigador: si verdad, porque el papa le dijo si estas en casa de Ale recorre 61 km al sur.

Los alumnos, exclaman aaaaaahh.

Investigador: lo Unico que es diferente es la casa de Mary, a ver entonces ahora ya comprendan,
de la casa de Ale a con el papé son 61, pero ¢de donde esta el papa a la casa de Mary cuantos
son?

Alumnos: 17

Investigador: ¢ mas al norte 0 mas al sur?

Alumnos: al norte

Investigador: entonces cuantos seran de la casa de Ale a la casa de Mary, 78 decian muchos ayer,
¢Jsera cierto? O ¢a cuantos estara?

Leo: ¢617

Investigador: ¢61? Tonho ¢a cuantos estara?

Tofio: 78

Investigador: ¢ por qué 78?

Tofio: porque a 61 esta la casa de Ale.

Investigador: pero tus compaferos estan diciendo que va a ser para el norte la casa de Mary de
donde esté el carro del papa, entonces ¢ sera menos o mas distancia?

Tofo: mas

Investigador: ¢ por qué?

Tofo: porque esta mas abajo la casa de Mary.

Investigador: pero sus compafieros estan diciendo que va a estar mas arriba la casa de Mary, mire
dibujo en el pizarron.

Investigador:¢,cudl va a ser la distancia entre la casa de Mary con la casa de Ale?

Tofio se quedaba viendo el dibujo y detectando que la distancia entre el carro y la casa de Mary
son 17 y responde:

Tofo: van a ser 17, porque se ve como que es la misma distancia.

Investigador: es que no esta bien la escala, s6lo lo hice rapido para que vieras la posicién en la
qgue van a estar, ponte a ver ¢qué tienes que hacer para saber la distancia de la casa de
Mary a la casa de Ale?
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Tofio: medirlo.

Investigador: ¢, como lo mides?

Tofo: con escala.

Investigador: pues con una buena escala, ¢ Qué otro modo puede haber?

Tofio: ya me la puso dificil.

Investigador: bueno mira, sientate y ya no te estes distrayendo porque no estabas poniendo
atencion.

Ivan: hay son 44 profe.

Investigador: si, esperate ahorita lo platicamos, a ver nifios entonces vean, jTofio pon atencion he!,
vean el grafico... de la casa de Ale a donde esta el papa ¢, Cuantos km son?

Alumnos: 61

Investigador: ¢todos de acuerdo?

Alumnos: jsi!

Investigador: ¢ alguien que diga que son mas 0 son menos?

Alumnos: nooo.

Investigador: ¢ Ivan digame por qué son 617

Ivan: es que no tenemos la hojita porque no vino Arantza.

Investigador: pero en sus anotaciones 0 sus respuestas vean que es lo que pide el problema.
¢quien dice que si son 617?

Andrea: yo, porque en el problema dice que estad a 61 km de la casa de Ale.

Investigador: pues si, el problema lo dice, por eso son 61, ¢cual es la distancia de donde esté el
papa a la casa de Mary?

Alumnos: 17 km

Investigador: ¢ por qué?

Miriam: porque el problema lo dice.

Investigador: entonces ¢ cuanta distancia habra de la casa de Mary a la casa de Ale? Tofio ponga
atencion.

Miriam: 44

Investigador: ¢segura?, ¢quién da mas?, ¢quien tiene otra cantidad?, ¢Quién estd de acuerdo con
447 (los alumnos levantan la mano, excepto el equipo de Ali) ¢ por qué usted no Ali?

Ali: porque 61y 17 sumados me da 78

Investigador: ¢ por qué los sumo?

Ali: porque de la casa de Ale a Mary se van recorriendo

Investigador: mire alguien le va a explicar cuantos son, Javier ¢ usted esta de acuerdo o por qué no
levanto la mano?

Javier: no si profe, pero es que no tengo mochila, me la robaron.

Investigador: pero sin mochila puede pensar.

Javier: porque se suman las cantidades.

Investigador: ¢ por qué se suman?

Javier: no se, pues asi lo hicieron

Investigador: entonces digame, ¢qué voy a sumar? (se queda sentado sin hablar)

Paulina: yo le digo profe

Investigador: esta bien, guarden silencio por favor y entiendan lo que va a decir su compafera.
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Paulina: porque si de la casa de Ale al carro son 61 y de la casa de Mary al carro son 17 se restan
17 a 61y queda 44.

Investigador: entonces ¢,cuando va Mary por su papé pasa por su casa?

Alumnos: si

Investigador: ahora si tienen la idea de donde estan ubicadas cada casa y el carro, ¢quien pasa a
establecerlo de manera matematica?

Ningun alumno se ofrece porque no habian tenido bien en cuenta lo que tenian que hacer.

Investigador: usted pase (le indicd el profesor a Miriam)... ustedes van a decir si esta bien

establecido de manera matematica o si no esta bien establecido.
17

Miriam escribio: % - = % =44
Investigador: nifios, ¢ ustedes creen que esté bien establecido?
Itzel: ¢yo puedo hacer el mio?
Investigador: esperese, primero digame si esta bien o no esta bien, Itzel ¢ esta bien?
Itzel: si
Investigador: ¢ por qué si?
Itzel: que diga no
Investigador: ¢ por qué no?
Se tapo6 la cara con una hoja y dijo, -es que con fracciones no sé profe.
Investigador: ¢ por qué no sabe con fracciones?
Itzel: pues no se.
Ivan: yo digo que esta mal es resultado
Investigador: ¢ por qué esta mal el resultado?
Ivan: porque el resultado debe ser también en forma de fraccion
Investigador: pero si esta con forma de fraccion.
Ivan: si es cierto, me confundi, perdén
Investigador: ¢ por qué creen que sus compafieras usaron fracciones?
Karla: porque es una forma de representarlo matematicamente.
Investigador: exacto, yo solamente dije: -representenlo matematicamente, no especifique alguna
forma o alguna manera. ¢ esta bien eso?
Ivan y Karla: jsi!
Investigador: ¢ Todos estan seguros?
Alumnos: jsi!
Investigador: ¢ Quién no esta seguro?, Manuel ¢, es cierto o no es cierto?
Manuel: si
Investigador: dime por qué
Manuel: es forma matemética porque tiene nimeros
Investigador: esta bien, pero ya no te estés distrayendo. ¢ quién lo representa de una manera
diferente?, ah primero Miriam si esta bien esa manera, si es matemética, sientese,
gracias... va a pasar ahora su companera Karla
61

Karla escribio: — ﬁ = 44km

Investigador: ella lo represent6 en forma de resta, ¢,una resta serd una manera matematica?
Alumnos:jsi!
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Investigador: entonces también esté bien, gracias. La pregunta que sigue dice ¢si el papa
estuviera mas al sur o mas al norte lo podemos expresar de manera matematica?

Alumnos: No.

Investigador: ¢ Por qué no?

Ivan: porque se necesitan las cantidades para saber en donde esta.

Investigador: dice Ivan que no porque se necesitan las cantidades para poder saber, ¢es
cierto tofo?

Tofo: jsi!

Investigador: ¢ por qué se necesitan las cantidades?

Alumnas: para saberlo ubicar.

Investigador: entonces asi a simple vista no podemos, ¢existird alguna forma general que
represente el recorrido que hizo Mary?

Alumnos: si, dudando de su respuesta.

Investigador: ¢ Como se pudiera establecer?

Alumnos: con ecuaciones.

Investigador: ¢qué tipo de ecuacion quedaria o0 cémo quedaria el resultado? Alguien sabe,
¢ quién pasa a establecerlo de una manera general?

Ningun alumnos sabia como representarlo. El profesor comenz6 a decir:

Investigador: al principio no sabiamos que cantidad de Km recorrio al norte, pero sabiamos
gue cantidad de km recorrié al sur, (se ofrece Brenda una alumna a pasar del equipo
de Andrea), miren nifios aqui ya se estad detectando que es lo que pretendia el
problema, que ustedes intentaran establecer una forma general, para representar una
distancia que no conocian, ¢saben que hacer para representar algo que no conocen
verdad?

Los alumnos se quedan en silencio esperando a que alguien conteste, mientras Brenda
escribe en el pizarron.

L(k)

17

Brenda: pero no seria la letra equivale a un valor que no sabemos

Investigador: si, la letra equivale a un valor que no sabemos, por ejemplo ¢ cual valor seria
alli?

Brenda: 44

Investigador: 44, entonces cuanto es (17)(44)

Brenda: es que ¢ por qué eso?, pues tiene que ser 17 menos 17 para hacer la balanza con
el 44 ;no?

Investigador: es que no, la balanza aqui no va de esa manera, tiene que ser una suma para
que cumpla.

Brenda: entonces no se hacerlo.

Investigador: su compafiera tiene la idea que al restarle 17 se va a hacer 44, ¢alguien sabe
cémo establecerlo de una manera correcta? Entonces esto queda pendiente y orita
entre sus equipos se ponen a pensar. Les voy a repartir otra actividad, quiero que las
contesten, que la observen detalladamente, que vean todas sus caracteristicas y que
le echen muchas ganas.

Investigador: su compafiera puso = 61, ¢sera por k?
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Actividad 2

El investigador comenz6 a repartir la actividad entre los equipos.

Arantza: ¢vamos a dibujar una figura aqui?

Investigador: si, usted debe buscar la correspondiente.

Arantza: pues si este tiene una y este tiene tres (sefialando las figuras anteriores)

Investigador: pues piensen cuantas va a tener

Continud repartiendo las hojas de trabajo a los equipos, cuando terminé se detuvo en uno
para detectar lo que estaban comentando los alumnos.

América: pues van aumentando dos cada vez, porque aqui tiene uno y aumenta dos y aca
también (sefialando las figuras 2 y 3 de la atividad)

Pedro: entonces aqui va a ser cuatro (sefialando la cuarta figura).

Ameérica se puso a pensar y el investigador se dirige al equipo de Manuel y pregunta.

Investigador: a ver, ¢qué llevan?

Agarran la hoja de una butaca y comienzan a verla y ensefian su hoja dibujada con la cuarta
figura con siete cuadros.

Manuel: mire tiene que ser mas que el 3y menos que el 5

Investigador: ¢ por qué?

Manuel: porque empieza de uno y va aumentando dos.

Investigador: ¢juan que dices?

Juan: que es una sucesion..

Investigador: y ¢ qué es una sucesion?

Juan: es como una serie...

INVESTIGADOR: pues si, entonces contesten eso, va a estar bien facil pues. (se dirige a
otro equipo y dice) — ese periodico ahorita no lo revise, ahorita dediquese a contestar,
¢ qué llevan?

Alumnas: pues estamos pensando que cuantos cuadros debe de tener la figura 4.

Investigador: ¢ cuantos tiene que tener?

Alumnas: ocho

Investigador: ¢entonces por qué aqui lo dibujo con siete? (sefialando el dibujo que habian
hecho en el equipo).

Alumnas: a de verdad, si es cierto... después de que contaron los cuadros que dibujaron.

Investigador: entonces ¢ cuantos cuadros tiene que tener?

Alumna:ocho

Investigador: ¢ocho?

Alumna: no, siete.

Investigador: ¢ siete?

Alumnas: no no a ver a ver...

Investigador: si mejor piensenle.

Alumna: siete.

Investigador: ¢segura?

Alumna: no

Investigador: bueno, haganle como piensen, pero todos esten de acuerdo.
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Se dirige a otro equipo.

Investigador: ¢ya detectaron cuantos tiene que tener?... los alumnos se quedan en silencio, -
oigan cada quien esta escribiendo lo mismo en su cuaderno, mejor hagan uan
descripcion general. Se dirige hacia otro equipo. — a ver, ¢ya llevan la primer
pregunta?

Alumnos: si

Investigador: ¢ cuantos cuadros tiene que tener la cuarta figura?

Alumnos: siete.

Investigador: ¢ por qué?

Alumnos: porque van de 2 en 2.

Investigador: ah detectaron que van de 2 en 2, que bien, entonces contesten las demas. Se
dirige a otro equipo. —Nifias, nifio ¢Qué llevan?

Karla: no nos esté grabando.

Investigador: para el face... no, no se crean a ver ya detectaron la figura 4, ;cuantos
cuadritos tiene?

Karla: siete.

Investigador: ¢ por qué?

Karla: porque va de dos en dos, mire aqui va uno (sefialando la figura 1.) y siguen 3,5, 7y 9.

Investigador: esta bien, asi siganle, echenle ganas. Ya vieron que va de 2 en 2 ¢;después
gue pasa? Las ideas que hagan quiero que sean ideas de todos, todos participen en
la actividad.

Se acerca ltzel con el Investigador y le pregunta

Itzel: aqui se le va aumentando uno para cada lado, y aqui (sefialando la figura 3) ya van tres
asi (indicando en vertical) y tres asi (indicando en horizontal) y aca en la cuarta ya
nada mas le puse uno de cada lado.

Investigador: ¢ pues si, pero que te dicen tus compafieros?

Itzel: no, estan platicando de la pista de hielo.

INVESTIGADOR: usted es la encargada, usted tiene que hacerlos trabajar, si no hacen nada
ellos va a ser su responsabilidad, echele ganas, digales que tienen que trabajar y si
no quieren ya me habla.

Se dirige a otro equipo.

Investigador: ¢como van?

Alumna: pues ya lo acabamos, pero es que no estamos seguras.

Investigador: pues ustedes que creen, ¢,si sera asi o no sera asi?

Alumna: pues pensamos que si porque mire, van en proporcién de 2 en el primero tenemos

1, se le aumentan 2 (sefiala la figura 2) y después se le aumentan otros 2 y ya esta (sefala

la figura 3) y se le aumentan otros 2 (sefiala el cuadro vacio) y después otros dos y tenemos

9 (sefialando la quinta figura) y asi.

Investigador: pues puede ser, pero tienen que la figura 10 va a tener 20 cuadros, ¢,por qué?

Alumnas: porque side 5 son 10y la figura... observan las figuras y se quedan serias.

Investigador: ¢ seguras?

Alumnas: no...

Arantza: si mira, si de 5 son 10 y de otros 5 son 10, entonces de 10 van a ser 20

Paulina: no, es que... ;podemos hacer las figuras?
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Investigador: pues haganlas, en su cuaderno. (se dirige a otro equipo). -¢,cémo van?

Andrea: bien.

Daniel: pues ellas estan haciendo eso y yo ya la saque mas rapido.

Investigador: esperense, si ustedes estan haciendo eso y él dice que ya la sacé mas rapido,
épor qué no le preguntan que como la sacé? Es que tienen que aportar las ideas todos
¢Si?... aver ¢cuantas va a tener la figura 4.?

Andrea: siete.

Investigador: ¢ por qué siete?

Andrea: porque van de dos en dos.

Investigador: si van de dos en dos, entonces la figura cuatro deberia de tener 8

Andrea: no, pero van de 2 en 2 a partir de este numero (sefialando la figura 1).

Investigador: a esta bien, entonces contesten lo demas pero con ideas de todos por favor y
escribanlo para ver todo lo que pensaron y todo lo que hicieron. Se dirige a otro equipo y lo
interrumpe una integrante del equipo con el que estaba.

Alumna: ¢le podemos preguntar algo?

Investigador: si, si puede

Alumna: es que estamos en una complicacion porque yo digo que se cuentan asi mire,
(sefiala la figura 5) cuenta 5 en vertical y después 5 en horizontal repitiendo un cuadro que
tienen en comun las de posicién vertical y las de horizontal. ¢ Pero si sélo lo cuento una vez
son 9? ¢,se puede quedar si que se vuelva a sumar ese?

Investigador: pues, ¢ ese esta dos veces?

Mirna: es lo que yo les digo porque ¢ para que lo tenemos que contar dos veces?
Investigador: entonces asi como esta diciendo usted, ¢, aqui son dos? (sefialando la figura 1)
Alumna: no, es uno.

Investigador: entonces lo vamos a contar solo una vez, ¢para que lo quiere sumar dos
veces?

Borran el dibujo que tenian, que si era el correcto, y el investigador les pregunta.
Investigador: ¢ por qué lo borra?

Mirna: porque esta mal, porque son ocho y tienen que ser siete.

Investigador: ¢ son ocho? Mirna cuenta los cuadros que tenia dibujados y dice.

Mirna: ah no, si son siete.

El investigador se dirige a otro equipo

Investigador: ¢,cémo van?

Jorge: yavamos enla 5

El investigador se retird porque vio que si estaban trabajando y se dirigié a otro equipo.
Investigador: ¢como van nifios?

Xochitl: es que Tofo no puede profe.

Investigador: ¢por qué piensa que no puede?, Tofo tiene la capacidad por eso es el
encargado de su equipo., ¢,0 no tofio?

Se dirige a otro equipo.

Investigador: ¢como van nifios?, ¢en cuél van?

Alumnos: enla 7

Investigador: ¢ qué les pregunta la 7?

Alumno: ¢ Cémo pueden expresar matematicamente lo que esta sucediendo con ellas?
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Investigador: ah, y ¢cémo pueden?

Alumna: multiplicando. (nadie le hizo caso)

Investigador: a ver, usted digales que esté haciendo, ¢ multiplicando o sumando?

Alumna: multiplicando.

Investigador: pues lo que esta haciendo, expréselo asi. Primero tienen que ver que

necesitaron para saber el niemro de cuadritos que ocupaba cada figura.

Felipe: Contar estas (sefialando las figuras en la hoja de trabajo)

Investigador: si, pero ¢para contar esas que tuvieron que hacer sumar, multiplicar, dividir o

qué? ¢raices cuadradas?

iProfel... gritan los integrantes de otro equipo.

Investigador: voy, piensenle que van a poner he.

Le hablaba el equipo de Manuel para decirle que ya habia acabado.

Investigador: a ver ensefienme sus respuestas.

Manuel: a ver, la uno aqui esta (ensefio la figura 4 con siete cuadros) dice dibuja la figura 4 y
la hicimos asi porque tiene que ser mayor que este (sefialando la tercer figura) y
menor que este (sefialando la quinta figura), luego... la 2, va a aumentar siguiendo su
secuencia cada vez mas.

Investigador: ¢ cuanto va aumentando?

Alumnos: dos.

Investigador: pues escriba eso.

Manuel: si de dos en dos (se pone a escribirlo en el cuaderno), luego la tres, le pusimos pues
como nada mas lo sumabamos le pusimos que 18.

Investigador: ¢ seguro que 18?

Manuel: si

Investigador: a ver ¢ por qué?

Manuel: no estamos mal, ¢es que aqui tiene que ir lo doble no? Lo que hicimos en la 5 (le
dice a sus compafieros).

Investigador: ¢qué hicieron en la 5?

Manuel: hicimos una suma 90 + 23

Investigador: ¢ese 90 que significa?

Manuel: es que era 90 porque multiplicamos la del 10, es que como la del 10 eran 45 de 25y
lo multiplicamos.

Investigador: pues... a mi no me convencen ;Como que la del 10 y luego la del 25 alli
mismo? Sea mas especifico en sus respuestas, escriban porque 18.

Manuel: pues ya le dije.

Investigador: pero escribanlo, y ya vemos si es valido o no es valido el resultado, lo que
ustedes contesten y lo que ustedes crean eso escriban.

El investigador se dirige a otro equipo.

Investigador: ¢como van?

Alumnos:pues ya lo tenemos.

Investigador: ¢ cuéntos cuadritos tendré la figura 10?

Alumnos: 18

Investigador: ¢ Seguros?

Paulina: no, 19
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Investigador: ¢segura?

Paulina: no, si es 18 porque la figura 5 tiene 9 cuadros y si se multiplica por 2 entonces la
figura 10 serian 18.

Investigador: entonces si son 18, la figura 9 ¢ cuantas tendra pues?

Paulina: 16.

Investigador: ¢ por qué 16?

Paulina: porque si de 10 son 18, se le restan 2

Investigador: bueno, entonces ¢ la figura 8?

Paulina: serian 14.

Investigador: si tiene 14, ¢ cuantos tiene que tener la figura 4?

Paulina: pues 7.

Investigador: ¢ segura?

Paulina: cuenta los cuadros en la figura y dice, Si.

Investigador: ¢ cuantos debe de tener la figura 6?

Paulina: 11.

Investigador: si tiene 11 ¢ cuantos tiene que tener la figura 3?

Paulina: ¢5?

Investigador: pues ya no queda, piense bien cuantos tiene que tener la figura 3 y de alli parta
para saber cuantos tiene que tener la figura 10, se dirige a otro equipo y pregunta. -
¢écuantos tiene las figura 10?

Geraldi: la figura 10, tiene 19 porque es NP por 2 menos 1, NP es el nimero de posicion.

Investigador: ¢,con eso sacaron todo?

Geraldi: si, con eso contestamos todo.

Se termind la clase y no se conluyd la actividad. al dia siguiente continud.

Jueves 16 de Enero de 2014

Investigador: pues ahora vamos a concluir con la actividad de ayer. ¢quién lo terming?
Algunos levantaron la mano y otros quisieron entregar la hoja. —Esperense, esa hoja
ahorita me la entregan, pero primero vamos a platicar la actividad entre todos para
gue corrijan sus ideas con la ayuda de todos. ¢ Quién quiere pasar al frente?

Algunos se ofrecieron, pero el investigador dijo, -no, va a pasar Melisa. Pero explica por
favor. Los demas vean si tienen lo mismo o tienen diferente solucion.

Melisa: esa es la 1, dibujo la figura correcta, de la respuesta de la primera me salié 7 porque
vimos que en la primera figura esta un cuadrito, luego en la segunda figura estan 3,
luego nos dimos cuenta de que este se iban sumando dos cuadritos a cada figura,
entonces como en la segunda eran 3, en la tercera eran 5y en la cuarta eran 7.

Investigador: ¢ alguien no estd de acuerdo con ella? ¢todos tienen o mismo?, los alumnos
asienten con la cabeza. ¢si les dijera que todos estan mal?

Manuel: no, porque si esta bien, porque cada una va de 2 en 2 y si quedan 7 porque son, 1y
luego 3y luego 5y luego 7.

Itzel: yo digo que si esta bien porque como cada figura aumenta un cuadrito de cada lado,
pues si hacemos eso en la figura 4 va a tener 7.

Investigador: esté bien, son 7, ahora digan la nimero 2.
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Melisa escribe “19 cuadritos” en el pizarron. Y dice: - ese es el resultado porque hicimos los
cuadritos hasta llegar a la correspondiente a la figura 10, luego contamos los
cuadritos y eran 19.

Los alumnos comenzaban a platicar entre ellos y el investigador tenia que interrumpir para
gue pusieran atencion.

Investigador: su compafiera dice que son 19, ¢ ustedes que creen si son 19 o que no son 19?

Tofio: son 20.

INVESTIGADOR: ¢ por qué son 20?

Tofio: porque se van sumando de dos en dos. Itzel interrumpe.

Itzel. Si son 20

Investigador: ¢ por qué 20?

Itzel: no, van a ser 19.

Investigador: ¢ por qué 19?

Itzel: hay profe, pues ya diga usted.

Investigador: pues mira, dice Tofio que 20 y Melisa que 19, ¢ cudl creemos?

Alumnos: 19 porque mira asi la tenemos todos.

Tofio: si profe son 19, porgue ya lo dibuje y los conté y me salen 19.

Investigador: bueno, entonces son 19.

Melisa: la figura 25 nos salen 48 cuadritos.

Llegaron unas alumnas de tercer grado a interrumpir la clase y los nifios se distrajeron con
ellas.

Investigador: nifios ustedes no se distraigan, solo le hablan al profe. Miren su compariera
Melisa dice que la figura 25 tiene 48 cuadritos ¢ estan de acuerdo con ella?

Alumnos: no, algunos decian que tenian 50 y otros que 49.

Investigador: Karla, ¢ por qué 49?

Karla: porque lo fuimos sacando de uno en uno y nos dieron 49.

Investigador: ¢ Melisa por qué le salieron 48?

Alondra le intenta explicar porque 49: - mira Melisa, tiene que ser nimero impar, porque la

primer figura es impar y se le suma un ndmero par, entonces siempre va a ser numero impar

el resultado.

Melisa: no profe yo ya no quiero pasar, la tengo mal.

Investigador: que importa que estés mal, es el fin de venir a la escuela, equivocarnos para

darnos cuenta de nuestros errores. Se dirige a los demas, aunque tengan una idea que es

erronea sostengan esa idea porque es suya. Melisa ya esta oyendo a sus compafieros pues
hay varias opciones, la suya de 48, 49 y 50, ¢,cudl le convence mas?

Melisa: 49.

Investigador: ¢ por qué?

Melisa: porque es cierto lo que dice Alondra, en cada figura salen cuadritos impares.

Corrige su respuesta del pizarron y escribe 49.

Leo: yo digo que son 47 profe porque cuando tenemos 10 son 19 y si sumamos 19 mas 19y

luego lo de la figura 5 que son 9, sale 47.

Investigador: si, si hacemos esa suma sale 47, ¢ por qué no lo discutiste con tu equipo?

Leo: es que apenas me di cuenta ahorita. Pero dej veo si es valido o no.
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Investigador: su compafiero esta diciendome que son 47, miren porque, Leo pasa y haz lo
que pensaste.
Paso Leo y escribio

Fig. 10 =19
Flg. 10=19
Fig.5=9
Y la suma de eso es igual a 47.

Ali: estd mal

Investigador: ¢ por qué esta mal?

Investigador: niflos pongan atencion, Leo nos dice que sumando el total de cuadros que
tiene cada figura se puede hacer, por ejemplo la figura 10 tiene 19, y la figura 5 tiene 9,
entonces es 19 + 19 + 9 = 47 ;sera cierto eso?

Alumnos: NO.

Investigador: ¢ por qué no?

Alondra: porque no se pueden sumar las figuras, la figura 5 no tiene la mitad de la figura 10,
entonces no se puede hacer esa suma, porque si sumamos dos veces la figura 5 que tiene
9, nos va a dar 18 y la figura 10 tiene 19.

Investigador: ¢ entonces quien esta bien?

Alumnos: Melisa.

Investigador: claro, pero tu idea si es buena Leo. Bueno, ¢ cuantos tendra la figura 73?
Algunos Alumnos. Dicen que 145, pero Melisa escribe en el pizarron 139.

Investigador: ¢ por qué 139?

Melisa: porque fuimos haciendo los nimeros de todas la figuras, mientras mis comparieros
buscaban otra forma, yo hice eso y me salio 139.

Investigador: ¢cémo podemos saber si es correcto o incorrecto?

Melisa: pues comparando con mis comparieros.

Investigador: pues entonces preguntales.

Melisa: ¢ esta correcto o esta incorrecto?

Jaime: esta mal.

Investigador: ¢ por qué esta mal?

Jaime: porque son 145,

Estefania: yo digo que esta mal, porque ami también me dieron 145.

Investigador: ¢cémo lo sacaron ustedes?

Estefania: hicimos una tabla.

Investigador:¢ lo pueden poner en el pizarron? (440. 2°257)

Pasa a Alondra a escribirl la tabla en el pizarrén

25 26 27 28 29 30 31 32

49 51 53 55 57 59 61 63

Investigador: a ver vean, ¢si detectan que va poniendo el nUmero de figura? ¢Asi le vas a
poner hasta el 73?

Alondra: si

Investigador: esperate, bueno esta bien... fijense todos su compafiera esta escribiendo de un
ndmero en un numero y va a llegar hasta el 73, ¢ quién tiene una forma mas facil de hacerlo?
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Andrea: yo

Investigador: a ver pasele, ¢Alondra y asi lo hiciste hasta el 73? (muestra una hoja donde si
lo hizo asi), bueno esa me la van a dar.

Mientras Andrea esta escribiendo su proceso el investigador interrumpe a Alondra y le dice: -
fijense su compariera esta escribiendo de uno en uno y sumando los valores de 2 en 2, si es
valido, pero si yo les preguntara ¢, cuantos cuadros tendra la figura 183? ¢Qué harian, Todo
hasta la 183?

Karla: pues si, porque es una forma de saberlo.

Investigador: es una forma, pero ¢seria muy tardado no? Si les preguntara el nimero de
cuadros de la figura 1000.

Karla: he, se multiplica por 2 y se resta 1.

Investigador: correcto, a ver fijense su compafiera Andrea les va a explicar lo que hizo.
Andrea: mi equipo y yo multiplicamos el nimero de posicion por dos y le restamos uno
porque asi el resultado nos da un numero impar, y nos dio de resultado 145. Sefialando lo
que escribié en el pizarron (N.P. X 2 —1=145,73x2 —1 = 145)

Investigador: entonces el resultado segun Andrea es 145, pero algunos me decian que 139,
¢cual creen que sea el resultado?

Karla: 145

Melisa: 139

Investigador: ¢por qué 139 Melisa?

Melisa: porque si sumamos el valor de la figura 25 dos veces y despues dos veces el valor
de cuadros de la figura 10 y luego la 3. Nos da 139.

Investigador: pero habiamos quedado que no se podian sumar, ¢tu crees que si se pueda
sumar el valor de las figuras?, miren Andrea encontro esté forma, dinos que indica.

Andrea: pues es NP. El nimero de posicién o de figura y se multiplica por 2 y después se le
resta 1.

Investigador: bueno, esta bien su forma de razonar, (se dirige a los demas estudiantes)
¢, Quién no esta de acuerdo con eso?

Ivan: pues si esta bien, pero ¢,por qué le resta 1?

Investigador: usted piense, ¢por qué sera menos 1? (lvan se queda pensando). Miren si
utilizamos lo que escribié Andrea, la figura 1. ¢ cuantos cuadritos tendra?

Alumnos: 1.

Investigador: ¢ cual va a ser el nimero de posicion?

Arantza: uno.

Investigador: ¢y que se tiene que hacer?

Leo: se multiplica por 2y se le resta 1.

Investigador: ¢la figura 5 cuantos tendra?

Ivan: pues 5 por 2 menos uno es 9.

Investigador: bien, ¢la figura 10 cuantos tendra?

Karla: 10 por 2, 20, menos uno 19.

Investigador: ¢si cumple?

Alumnos: si.

Investigador: ¢,cémo haremos la figura 73?

Karla: 73 por 2 menos 1 es 145.
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Investigador: entonces ahora diganme cuantos tendra la figura 1000
Arantza: 1000 por 2 menos uno es 1999
Investigador: ¢ asi ya es mas facil verdad?, ¢como le llamarian a lo que encontr6 Andrea?
Arantza: pues formula o ecuacion.
Investigador: ¢ por qué ecuacién si no tiene letras?
Arantza: pues es que es de las sencillas, porque va a variar NP.
Investigador: pues ya han trabajado con ecuaciones, intenten expresarlo en forma de
ecuacion, a ver si se puede.
Alondra: yo se como.
Investigador: a ver pasele y establezcala en el pizarrén.
Alondra escribe: n x 2 —1 = 145
Investigador: ¢ siempre va a ser igual a 145?
Alondra: si porque vale 73.
Karla: no, porque el profe nos ha dicho que en lugar del signo x pongamos un paréntesis,
entonces va a quedar asi, (pasa al frente y escribe 2(x)n — 1 = 145)
Investigador: ¢ siempre va a ser igual a 1457
Karla: si, pero ya sabiendo el nimero de figura sabremos a que es igual. Pero mientras asi lo
podemos dejar.
Investigador: a ver vamos a situarnos, ¢tienen dudas acerca de la actividad anterior?
Alumnos: no, ya supimos que la forma general va a ser 2(X)n — 1
Investigador: pero por comodidad lo podemos escribir asi (escribe en el Pizarron
2n — 1) Que viene siendo lo mismo. Bueno, les voy a repartir otra hoja para que
contesten lo que se les pide.

Actividad 3

Comienza a repartir hojas de trabajo a los equipos, después de que ya se repartieron las
hojas lee la actividad y pregunta que si alguien tiene dudas acerca de lo que van a hacer.
Alumnos: no, tenemos que sefialar los metros que avanza la tortuga en cierto tiempo.

Los estudiantes se encuentran platicando entre ellos. Tratando de detectar la manera de
contestar la actividad. El investigador pasa a los lugares para recoger las actividades
anteriores.

Investigador: nifios, denme sus otras actividades, quienes no me la han dado, saquenlas por
favor.

Algunos estudiantes pasan a darle la actividad al investigador, mientras pase alguien a leer
la actividad nuevamente a todos. Tofio se ofrece y pasa a leer la actividad de la tortuga.
Alumnos: es que esa esta mas dificil.

Investigador: bueno miren, en la playa estabamos tomando el sol, pero como nos aburrimos
pues se nos ocurrié tomarle el tiempo que tardaba una tortuga caminando y comenzamos a
contar que en 15 minutos recorrié 10 metros, y los proximos 15 minutos recorrié 8 metros y a
los otros 15 recorrié 6 y después de ese tiempo nos comenzamos a hacer preguntas para
predecir la distancia o el trayecto de la tortuga, ¢si continua caminando durante los préximos
30 minutos, cuantos metros recorrera los proximos minutos?

Tofio: pues yo creo que 18 minutos.

Arantza: no tienen que ser minutos, tienen que ser los metros.
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Investigador: ¢coOmo cuantos metros?

Algunos Alumnos gritan que 2 y otros que 4.

Arantza: yo pienso que 6 porque en 15 va a recorrer 4 y en los otros 15 recorre 2, en total
van a ser 6.

Investigador: Tofio usted ¢ por qué piensa que van a ser 18 minutos?

Tofio: porque si tomamos el tiempo, pues el resultado va a ser algin tiempo

Arantza:no Tofio mira, la pregunta estd muy clara ¢ dice cuantos metros no?

Tofo: si.

Arantza: pues ahi esta. ¢ cuantos metros recorre en 30 minutos? Y ahi te dice que tiene que
ser en metros.

Los Alumnos comienzan a aplaudir en forma de burla.

Investigador: esperense, cuando ven una obra de teatro se aplaude hasta que se acaba.
Entonces respeten y ya cuando tengamos el problema resuelto aplaudimos, respeten por
favor. Bueno ya tienen la idea de que es lo que pide. ¢.creen que llegue un momento en que
la tortuga se detenga completamente?

Alumnos: si.

Investigador: bueno ya lo contestaran. ¢por qué creen que llegue un momento en que la
tortuga se detenga completamente?

Ameérica: porque se cansa.

Manuel grita: los de la cooperativa. (nadie le hace caso).

Tofio: pues si, se cansaria y ya se quedaria en el mismo lugar.

Paulina: yo digo que si se queda parada.

Investigador: ¢ cuando crees que se quede parada?

Itzel: cuando disminuye de metros a centimetros.

Investigador: ¢y cuando sera eso?

Ivan: pues cada 15 minutos disminuye 2 metros, entonces si va a llegar el momento en que
se detenga.

Arantza: es que es como un juego de azar, no sabemos cuando se va a detener la tortuga y
no sabemos que va a pasar a lo mejor se regresa y se vuelve a repetir toda la historia.
Andrea: no es como un juego de azar porque en los datos dice que va disminuyendo
entonces no puede ser al azar, bueno dice que disminuye, entonces se cansay ya.

Arantza: pero no sabes si después de que descansa se regresa 0 se va para otro lado.
Investigador: entonces veamos, los datos no son de azar porque va disminuyendo de 2 en 2,
pero tiene razén Arantza después de que se detenga no sabemos que va a pasar.

Manuel: profe, dejenos ir a los de la cooperativa.

Investigador: ¢como?

Profesor: es que a los alumnos esta semana les toca la cooperativa y tienen que salir para
acomodar los puestos para que esten listos cuando comience el receso.

Investigador: pues usted digame profe, si me dice que se vayan pues que se vayan.
Profesor: si, siempre los dejo salir 25 minutos antes para que acomoden todo bien.
Investigador: bueno, los que venden en la cooperativa vayan a acomodar sus puestos, los
demas aqui nos quedamos trabajando. (salen aproximadamente 20 alumnos) ahora, ya
tenemos nocién de las primeras 2, la tercera nos dice, considerando que la tortuga llevaba
60 minutos caminando ¢ cuantos metros creen que recorria cuando comenzo a caminar?
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Itzel: 28

Investigador: ¢ por qué 287

Itzel: pues esos creo.

Investigador: bueno, pues justifiquen sus respuestas como ustedes puedan, contestenlo.
Tofio pasa al pizarrén a hacer una tabla

12 15
10 15
8 15
6 15

Tofio: ¢Asi puede quedar o no?

Investigador: si, puede ser.

Profesor: como que si captan la idea, pero no pueden formalizar. (le dijo en voz baja al
investigador)

Investigador: pues esperemos que comprendan y puedan establecer la relacion de que
disminuye dos metros cada 15 minutos todos y que si es tiempo antes detecten que se
puede sumar.

Arantza: ya encontré como, mire podemos poner como X, que es cualquier nimero menos 2,
como el 10 menos 2, luego ya sea el 8 menos 2y el 6 y asi.

Investigador: ¢ no inlfuird en nada el tiempo?

Arantza: de verdad, ah ya se como... se va a su lugar.

Investigador: piensen como representarlo matematicamente. ¢Toflo lo representd
matematicamente?

Arantza: pues matematicamente se tiene que representar con una ecuacion. Una forma que
de mucha informacién y se pueda escribir mas facil

Investigador: ¢y lo que hizo tofio no es matematico?

Arantza: si, pero...

Tofio: si es porque tiene numeros y se van restando 2.

Investigador: bueno si tiene nimeros y se le van restando 2, pero si Arantza dice que con
una ecuacion, ¢se podra representar con una ecuacion o algo parecido?

Profesor: (dice en voz baja al investigador) profe considero que es mejor que les demos
oportunidad de salir porque la mitad del grupo no va a saber que hicieron, podemos
continuar mafiana, que al cabo ya sélo faltan 15 minutos.

Investigador: pues usted diga, es su grupo.

Profesor: si estd mejor, Jovenes pueden salir a receso, contesten esto en su casa y mafiana
continuamos.
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Anexo E. Articulos producto de la investigacion

EL USO DE LA INVESTIGACION EN LA PRACTICA DOCENTE. UN DISENO
PARA LA TRANSICION DEL PENSAMIENTO NUMERICO AL ALGEBRAICO
José Alonso del Rio Ramirez y Nancy Janeth Calvillo Guevara
Universidad Autdnoma de Zacatecas (México)

Martin M. Socas Robayna y Maria Mercedes Palarea Medina
Universidad de La Laguna
Resumen

En este articulo se hace un analisis de investigaciones que buscan la transicion del
pensamiento numérico al algebraico, y otras, que clasifican las dificultades que regularmente
tienen los estudiantes para apropiarse de los conceptos del Algebra escolar, a efecto de
identificar recursos matematicos que desarrollan el pensamiento algebraico.

Con el mismo proposito se disefid una secuencia didactica que toma en consideracion
las conclusiones de estas investigaciones, y se aplicd en una escuela secundaria de México.
Los resultados ponen de manifiesto que en la transicion del pensamiento numérico al
algebraico, surgen junto a los aspectos relacionados con la complejidad de los objetos y de los
métodos del algebra, otros, como las formas de ensefianza, las situaciones de aprendizaje y el
contrato didactico que se desarrollan en las clases. Se analiza, finalmente la propuesta desde el
modelo de Competencia Matematica Formal (CMF), como un modelo fenomenolo6gico, que
permite caracterizar con mejor precision la introduccion de los estudiantes a la adquisicion del
pensamiento algebraico.

Palabras clave: Pensamiento numérico, pensamiento algebraico, Algebra, numero
generalizado.

Abstract

THE USE OF RESEARCH IN TEACHING PRACTICE. A DESIGN FOR THE
TRANSITION FROM NUMERICAL TO ALGEBRAIC THINKING

This article analyses research works on the transition from numerical to algebraic thinking,
and others, which classified the difficulties pupils regularly find when appropriating school
algebra concepts, in order to identify mathematical resources that develop algebraic thinking.
With the same aim, a teaching sequence was designed take into account the findings of these
research works and they are applied in a secondary school in Mexico. The results show that in
the transition from numeric to algebraic thinking, not only do aspects related to the complexity
of the algebraic objects and methods appear, but others, such as the teaching contract, the
teaching methods, and the learning situations developed in class also appear. Finally, there is
an analysis of the proposal from the model of Formal Mathematical Competence (FMC) as a
phenomenological model to allow a more accurate characterization of how the pupils are
introduced to the acquisition of algebraic thinking.

Keywords: Numerical thinking, algebraic thinking, Algebra, generalized number.
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Introduccion

La literatura relativa a la investigacion en Didactica de la Matematica muestra que existen
dificultades en la transicion entre el pensamiento numérico y el pensamiento algebraico, inicialmente
por la complejidad del Algebra, cuando los aprendices comienzan a trabajar con este tema, muchos de
ellos, pierden la ilacion que debe tener la Matematica, ocasionandoles un conflicto al relacionar la
Aritmética con el Algebra. Papini (2003) menciona que cambian las estructuras del pensamiento y lo
gue antes funcionaba ahora ya no, Socas (2011) nos hace ver que los estudiantes tienen “problemas”
para aprender nociones o procesos algebraicos correctamente y es un obstaculo para continuar
formandose matematicamente.

Los problemas que causa el Algebra repercuten en la forma de “percibir las Mateméticas”, no
todos los estudiantes pueden evolucionar facilmente desde el enfoque aritmético que tienen, “para
muchos alumnos, el algebra resulta dificil e incluso irrelevante y algunos llegan a experimentar un
rechazo tan intenso que impregna el conjunto de su actitud hacia las matematicas” (Palarea, 1998,

p.6).

De ideas similares a las anteriores, que expresan complejidad al momento de aprender Algebra,
surge la duda, ¢la problematica que muestran los estudiantes hacia el Algebra escolar, recae solamente
en su complejidad o existe algo més que impida una buena comprension? Se buscé evidencia sobre
€s0S aspectos para intentar dar una respuesta y se encontraron varias investigaciones que tratan acerca
de las dificultades, errores y problematicas que tienen los alumnos para aprender Algebra (Ruano,
Socas y Palarea, 2003; Sessa, 2005, Butto y Rojano, 2010; Radford, 2010; Socas, 2011; Godino,
Castro, Aké y Wilhemi, 2012) y otras que dan propuestas para comenzar a desarrollar el pensamiento
algebraico en los estudiantes (Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros, 2005; Carraher, Schliemann,
Brizuela y Earnest, 2006; Billings, Tiedt y Slater, 2007; Cafadas, 2007; Molina, 2009; Rojas, 2010).

Los resultados de las investigaciones consideradas han permitido elaborar el disefio de una

secuencia didactica que busca apoyar el transito del pensamiento numérico al algebraico. Esta se aplico
en una escuela secundaria’ de Jerez, Zacatecas (México), obteniendo resultados que facilitan continuar
con la investigacion acerca de esta tematica. La incorporacion de ciertos aspectos del enfoque ELOS™
(Socas, 2001 y 2007), y la organizacion de los errores comunes que cometen los estudiantes,
clasificandolos segin su origen, causas y efectos de los mismos (Palarea, 1998; Socas, 1997, 2011;
Ruano, Socas y Palarea, 2003), proporcionan herramientas para mejorar las actividades
correspondientes al pensamiento algebraico en préximos disefios de secuencias didacticas.
La experiencia docente nos ha permitido detectar que muchas de las veces cuando se comienza a
trabajar Algebra con alumnos de secundaria, ellos tienen el referente de que una férmula sirve para
cualquier situacion problematica del mismo estilo, logrando obtener el resultado por algin tipo de
mecanizacion; por ejemplo, cuando conocen las formulas geométricas de areas y perimetros, una
misma férmula funciona para cualquier area o perimetro del mismo tipo de poligono. Teniendo en
cuenta que cuando se trabaja con areas y formulas “no suele darse a las letras una representacion
algebraica” (Ursini et al., 2005, p. 11). En primaria a las letras se les da una representacién como de
etiquetas que se refieren a cantidades especificas o a la inicial de una palabra, “se suele usar la b para
referirse a ‘base’; la A para ‘area’; h para ‘altura’, etc.” (Ursini et al., 2005, p. 11).

° La escuela secundaria forma parte de la educacién obligatoria en México, su equivalente en Espafia
son los primeros tres ciclos de ESO, a la que regularmente asisten alumnos de 12 — 15 afios de edad.
'°E| Enfoque Logico Semidtico (ELOS) (Socas 2001 y 2007) es una propuesta teérico-practica (formal-
experimental) que pretende aportar instrumentos para el andlisis, la descripcion y la gestion de las
situaciones problematicas o fenémenos de naturaleza didactica matematica, que ocurren en el
Microsistema Educativo desde una perspectiva centrada en la Semiética, en la Ldgica y en los
Modelos de Competencias (Semiosis) (Socas, 2012, p. 2).
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A causa de la dificultad que tienen los estudiantes para aprender Algebra cuando estan acostumbrados
a resolver problemas por métodos aritméticos, se indag6 en investigaciones hechas sobre la transicién
entre Aritmética y Algebra (Kieran, 1992; Ruano et al., 2003; Butto y Rojano, 2004; Sessa, 2005;
Trujillo, 2008; Socas, 2011), entre otros.

El pensamiento algebraico como saber a ensefar

Consideraremos a continuacion el pensamiento algebraico como saber a ensefiar distinguiéndolo de
pensamiento numérico y Algebra, con el fin de conocer a qué se refiere cada término y detectar como
forman parte del proceso de transicion de la Aritmética al Algebra (de los nimeros a las letras),
relacionando la informacidon obtenida con los planes y programas de educacion secundaria en México.
El énfasis en los curricula ya no es el de ensefiar Algebra de manera formal y rigida, sino propiciar
elementos para que los estudiantes sepan trabajar con tres usos que se le asignan a las literales a través
de un eje tematico que se denomina “Sentido numérico y pensamiento algebraico”, el cual establece
que:

Los alumnos profundizan en el estudio del algebra con los tres usos de las literales,
conceptualmente distintos: como ndmero general, como incdgnita y en relacion
funcional. Este énfasis en el uso del lenguaje algebraico supone cambios importantes
para ellos en cuanto a la forma de generalizar propiedades aritméticas y geométricas.

La insistencia en ver lo general en lo particular se concreta, por ejemplo, en la obtencion
de la expresion algebraica para calcular un término de una sucesion regida por un patrén;
en la modelacion y resolucion de problemas por medio de ecuaciones con una o dos
incognitas; en el empleo de expresiones algebraicas que representan la relacion entre dos
variables, la cual, para este nivel, puede ser lineal (en la que la proporcionalidad directa
s un caso particular), cuadratica o exponencial (SEP, 2006, p. 9).

Para tener el lenguaje similar a la Secretaria de Educacion Publica (SEP), institucion que coordina y
regula la educacion en México, se tomaran como una misma idea al pensamiento numérico y al sentido
numérico, considerandolo como:

La comprension en general que tiene una persona sobre los nimeros y las operaciones
junto con la habilidad y la inclinacién a usar esta comprension en formas flexibles
para hacer juicios matematicos y para desarrollar estrategias Gtiles al manejar nimeros
y operaciones (Mclntosh, Reys y Reys, 1992, p. 2).

Este pensamiento comienza antes de la escolaridad de una persona, Obando y Vazquez (2008) nos
dicen que casi siempre se genera de la interaccion con adultos, desarrollando intuiciones sobre lo
numérico; una vez que tengan esas nociones comenzaran a utilizar los nimeros para distintas tareas:
secuencias verbales, etiquetar, contar, medir y ordenar.

En conclusion, el pensamiento numérico permite, a quienes lo hemos desarrollado, que observemos las
magnitudes, el orden y las caracteristicas que podemos tener acerca de los nimeros y las relaciones
gue pueden tener con la vida cotidiana. Podemos observar a varias personas que no tienen alguna
formacion escolar y la necesidad hace que comprendan el valor y la relacion que tienen los nimeros
entre si.

Al hablar de pensamiento algebraico se debe tener en cuenta que es distinto al Algebra formal, Butto y
Rojano (2004) establecen que el pensamiento algebraico desarrolla algunas ideas del Algebra y al
compararlo con la formalizacion algebraica son actividades de niveles cognitivos distintos.

El pensamiento algebraico es una forma de ver la Aritmética un poco “mas alla”; teniendo bien
definidos los propositos de los ejercicios que se deben de presentar a los aprendices de este tipo de

207



José Alonso del Rio Ramirez

pensamiento, para lograr que lleguen al propdsito deseado, regularmente una generalizacién, Billings et
al. (2007) establecen que definiendo correctamente la forma de trabajo se involucra positivamente a los
estudiantes para comenzar a tener ideas sobre generalizacion de patrones y formulacién de
conclusiones.

El término Algebra tiene en la actualidad connotaciones diversas; en nuestro caso tomaremos como
referencia del término la definicion de la Real Academia Espafiola (RAE):

Parte de las matematicas en la cual las operaciones aritméticas son generalizadas
empleando nimeros, letras y signos. Cada letra o signo representa simbdlicamente un
namero u otra entidad matematica. Cuando alguno de los signos representa un valor
desconocido se Ilama incognita (RAE, 2001).

El Algebra sera tomada en cuenta como un proceso de generalizacion de la Aritmética, porque con
base en ello se comienza a trabajarla con alumnos de primer grado de secundaria (11 — 12 afios).
Trujillo (2008) manifiesta que la generalizacion de la aritmética tradicionalmente es utilizada para
comenzar el trabajo del Algebra en el ambito escolar.

El pensamiento algebraico servira de apoyo para llegar a la formalizacion del Algebra dentro del
curriculo escolar, porque el pensamiento algebraico desarrolla en los alumnos un primer acercamiento
al proceso de generalizacion de patrones que se representan en un pensamiento numeérico.

Pregunta de investigacion

La pregunta de investigacion que se pretende contestar en este trabajo es:

¢Como comenzar a desarrollar el pensamiento algebraico con alumnos de primero de secundaria, para
que tal pensamiento los oriente a un buen desempefio al trabajar Algebra?

Se disefid, aplicd y valido una propuesta didactica que apoyara la transicion entre la Aritmética y el
Algebra, basada en los resultados de investigaciones en Matematica Educativa, intentando dar
respuesta a la pregunta de investigacion, teniendo como hip6tesis que la aplicacion y validacion de la
secuencia didactica mencionada ayudara a que los estudiantes adquieran herramientas para evolucionar
del pensamiento numérico al pensamiento algebraico, centrandose en sus formas de pensar.

Marco conceptual

En la formulacion del marco conceptual de esta investigacidén se tomaron en consideracion diferentes
aspectos de la teoria de situaciones didacticas (Brousseau, 1986), de la transposicion didactica (De
Faria, 2006) y del Enfoque Légico Semiético (Socas, 2001, 2007).

De esta manera el disefio de la secuencia didactica se fundamenta en las situaciones de la Teoria de
Situaciones Didacticas, adecuandola en un medio que esté organizado para que los estudiantes
adquieran nuevos conocimientos, utilizando la transposicién didactica.

En el andlisis de resultados se caracterizaran algunas herramientas bajo el fundamento de seis etapas:
operaciones, proceso, estructuras, situacién problematica, razonamiento (argumentos) y
representaciones; que marcan la fenomenologia, el campo conceptual'* y la funcionalidad de las
Matematicas, aspectos que para Socas (2012) caracterizan a la Matemética como disciplina cientifica.

“un espacio de problemas o de situaciones — problema en los que el tratamiento implica conceptos y
procedimientos de varios tipos en estrecha conexion (Vergnaud, 1981, p. 7).
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Las categorias tienen la finalidad de mejorar la “matematizacion de la cultura”, a la que hace alusion
Socas (2010 y 2012) como parte del ELOS™ (Enfoque Légico Semi6tico), y ayuda en la produccién de
actividades de ensefianza — aprendizaje de las Matematicas, caracterizando el dominio de la actividad
matemética desde la Competencia Matematica Formal®® (CMF), la cual tiene la intencion de ayudar en
la docencia y en la investigacion de la Matematica Educativa. Socas (2010) menciona que la
Competencia Matemética Formal enfatiza la diferencia del objeto matematico y su forma de
representarlo.

Por “Matematizacion de la Cultura” se entenderd el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas que se genera al situarlas como un conocimiento cultural para todas las personas. En este
trabajo se hara buscando la manera de transformar el “saber sabio” en “saber a ensefiar” a través del
andlisis de las categorias: operaciones, estructuras y procesos que caracterizan el campo conceptual

Las tres categorias estan relacionadas de la siguiente manera:

Modelizacion

Procesos

Sustitucion formal Generalizacién
Tecnicas Estructura
Operaciones Estructuras
Operaciones Algoritmos/  Conceptos/ Propiedades
reglas definiciones

Imagen 1. Relacion de las tres categorias que describen la Competencia Matematica Formal en relacion
el campo conceptual de la Matemaética, Socas (2012)

Junto con las categorias que determinan el campo conceptual se describe también el contexto, en el que
aparecen y se desarrollan los objetos matematicos considerados. Las categorias que determinan el
contexto son: situacion problematica, representaciones y argumentos, y se representa de la siguiente
manera:

'E| Enfoque Légico Semiético (ELOS) (Socas 2001 y 2007) es una propuesta tedrico-practica (formal-
experimental) que pretende aportar instrumentos para el andlisis, la descripcién y la gestion de las
situaciones problematicas o fenémenos de naturaleza didactica matematica, que ocurren en el
Microsistema Educativo desde una perspectiva centrada en la Semiotica, en la Ldgica y en los
Modelos de Competencias (Semiosis) (Socas, 2012, p. 2).

Bla Competencia Matematica Formal, es un modelo que considera a la Matematica como disciplina
cientifica, desde la triple perspectiva del conocimiento matematico: Fenomenologia, epistemologia
(campo conceptual) y semidtica (especialmente desde la funcionalidad de las representaciones de los
objetos matematicos).
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Razonamiento

Argumentos

Descripcion .
Justificacidn
(argumentacion)

Resolucidn Elaboracién
(producto)
Situacidn problematica Representaciones
Identificacion Planteamiento Reconocimiento Transformacicn

(conwversidn)

Imagen 2. Relacion de las tres categorias que describen en la Competencia Matematica Formal
contenidas en la Competencia Matematica Formal el contexto del campo conceptual de la Matematica,
Socas (2012)

Estas categorias establecen diferentes conexiones que permiten relacionarlas entre si, mostrando que a
través de la situaciéon problematica llegaremos a relacionar representaciones y a utilizar argumentos
que sean validos para el resultado requerido. Ademas de lo anterior, Socas (2012) plantea que las seis
categorias que describen el campo conceptual y el contexto, respectivamente, permiten establecer
diferentes caminos (fenomenologia) que facilitan el analisis de las caracteristicas que debe tener el
conocimiento matematico tratado.

Metodologia

Para el desarrollo de esta investigacion se disefid y aplicé una secuencia didactica que utiliza los pasos
de la Ingenieria Didéactica, con un grupo de 40 alumnos de primero de secundaria en Jerez, Zacatecas
(México), los cuales se organizaron en diez equipos de cuatro personas cada uno, se nombraron con el
nombre del encargado de cada equipo: Jorge, ltzel, Tofio, Arantza, Ricardo, Manuel, Ali, Karla,
Paulina y Andrea; con dicha organizacion, en este articulo, se muestran los resultados de una actividad
desarrollada en la secuencia de actividades.

Analisis preliminar

El disefio de la actividad toma en cuenta resultados de diferentes investigaciones; por ejemplo,
Barallobres (2000) nos sugiere idear una estrategia en la que se haga ver a los alumnos que es
necesario seguir cierto tipo de reglas y pasos para facilitar la resolucion de ejercicios. Es importante
tener en cuenta que los ejercicios pensados no se puedan resolver facilmente por métodos aritméticos,
ya gue los alumnos preferiran hacerlo por ese método porgue es el que conocen. Carraher et al., (2006)
y Radford, (2010) aconsejan que es mejor disefiar problemas en los que los estudiantes necesiten
alguna herramienta matematica que pueda usarse dentro del pensamiento algebraico para detectar qué
es lo que esté ocurriendo o para generalizar informacion de una manera algebraica.

La actividad se basa, en uno de los tres usos de la letra que mencionan Ursini et al., (2005), la literal
como numero generalizado. La secuencia didactica pretende ayudar a los alumnos a comenzar con el
algebra escolar, pero es indispensable comentar que no hay una férmula especifica para trabajar el
algebra con los distintos estudiantes, ya que cada uno de ellos piensa y actla de manera diferente a sus
comparieros y a estudiantes de otras generaciones; como menciona Brousseau (1986) no es permisible
que los profesores trabajen con las mismas actividades desde hace bastantes afios.
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En relacion con las caracteristicas del grupo con el que se trabajaron las actividades, debemos sefalar
gue los alumnos estan acostumbrados a contestar las tareas por medio de operaciones matematicas y
de forma mecénica. En este tipo de contrato didactico el profesor es quien posee el saber y determina
lo que estd bien o mal. No existen momentos de discusion y razonamiento grupal por parte de los
estudiantes, solo pueden reflexionar individualmente cuando estan explicandole al profesor en el
pizarron; ademas, éste sefiala explicitamente que no le gusta que trabajen en equipo porque pierden
tiempo y generalmente alborotan.

Los estudiantes ya tienen conocimientos acerca de actividades en las que utilizan las letras
(algebraicas), porque el nuevo curriculo de secundaria de México marca algunos temas referentes al
uso de la variable con alumnos de primer grado de secundaria.

Analisis a Priori

Tratamos a continuacion el analisis a priori de la actividad en la que se considera el uso de la letra
como nimero generalizado

Actividad. Numero Generalizado
Consideramos las siguientes situaciones: accién, formulacién, validacion e institucionalizacién.
Situacion de Accion
La pretension de esta actividad es que los estudiantes detecten una relacion entre figuras y expresiones
numeéricas con la intencion de que, por medio de la busqueda de la representacion de las figuras en
forma numeérica, encuentren una regla que exprese la forma general del incremento que tienen las
figuras, que sirva para todos los casos y para uno en particular. Ursini et al. (2005) al considerar la
variable como numero generalizado, regularmente proponen utilizar simbolos que representan una
situacion general, una regla o un método. Al hacer uso de la literal de esta manera se busca desarrollar
la capacidad para reconocer patrones, hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos.

La actividad es la siguiente:

Observen las siguientes figuras y contesten lo que se pide a continuacion.

[l
L] [l [
Ll OO Ood LOoO0Ood

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Dibujen la Fig. 4

Describan cada figura, relacionandolas entre si.
¢ Cuantos cuadros tendré la figura 10?
¢Cuantos cuadros tendrd la figura 25?
¢Cuantos cuadros tendré la figura 73?

¢COmo hicieron para encontrar la figura 73?
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¢Como pueden indicar y expresar matematicamente lo que esté sucediendo con ellas?

¢Existira alguna regla o formula que indique el crecimiento de las figuras? si es asi,
intenten establecerla. Si no es posible, expliquen por qué no lo es.

Se esperaba que los estudiantes detectaran que, conforme avanza el niamero de figura, aumenta dos
cuadrados, y que lo puedan representar mediante una expresion algebraica. Las variables didacticas
consideradas en este ejercicio son: el acomodo de cuadros en cada figura, las preguntas que se hacen
para que detecten que pueden representarlo mediante otro tipo de representacion.

Situacién de Formulacion

Las preguntas que se formularon tenian la intencion de que los estudiantes comenzaran contestando las
preguntas por medio de respuestas graficas; es decir, que hicieran los cuadros que pedian los términos
de la sucesion para que detectaran cual iba a ser la proporcion en la que aumentaba, después se
consideraba el aumento en mayor cantidad para que pensaran otra manera de hacerlo y ya no fuera
gréafica o aritmética, sino que desarrollaran un pensamiento mas profundo.

Situacién de Validacion

Se considero que se llevaria a cabo cuando los estudiantes ya tuvieran las respuestas de las actividades
y que éstos expondrian sus resultados ante sus comparfieros y los discutirian en caso de que no
estuvieran correctos.

Situacion de Institucionalizacion

El profesor deberia reafirmar y mostrar el resultado correcto que tuvieran los estudiantes, para que
todos dispusieran de un resultado comln y estuvieran convencidos que en realidad ése era el resultado.
Se pretendia crear la visualizacién del resultado correcto a través de preguntas para no mostrarles el
resultado, sino que ellos descubrieran si su resultado era correcto o no.

Analisis a Posteriori

Se optd por llevar a los estudiantes a un buen desarrollo por medio de preguntas que ocasionaran la
devolucion de la actividad; en el momento de repartirla se observo que éstos se involucraron buscando
las estrategias necesarias para resolverla, logrando una buena situacion de accion. En seguida se paso a
la situacion de formulacion estando pendiente de lo que contestaban los estudiantes, pasando por los
lugares de los equipos, observando sus procesos y lanzando preguntas que ocasionaran reflexién
acerca de la actividad.

A pesar de tener bien orientado el trabajo y que todos los equipos llegaron a tener una buena respuesta
en la primer pregunta, hubo concepciones inadecuadas en las respuestas en que los alumnos intentaban
establecer la solucion (imagen 3), pero no pudieron llegar a una expresion algebraica; el signo igual
sirvi6 como apoyo para seguir con la sucesion, dando por resultado una respuesta errénea, que para los
alumnos era vélida.
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Imagen 3. Resultado del equipo de Arantza, una de las concepciones inadecuadas que se mostraron en
la resolucion de la actividad

El equipo de Andrea si lleg6 a la formulacién de una expresién algebraica, con la cual podian saber la
cantidad de cuadros en cada término que se les pidiera (Imagen 4), lo nombraron “Férmula”, ésa es la
manera en que ellos conocen a las expresiones en las que intervienen las letras y los nimeros, porque
regularmente se han trabajado en contextos geométricos.

| e
1T 1T T P ﬁ N x L _,__1 E-u ARl i{.'\

NERN

Imagen 4. Respuesta dada por el equipo de Andrea, en la que llegaron a la formulacién de una
expresion algebraica

En general los estudiantes tenian una buena idea sobre lo que pretendia esta actividad; sin embargo,
existieron quienes no llegaron a establecer mas alla de lo aritmético; es decir, sélo llegaron a concluir
que se iba sumando de dos en dos para lograr formar todos los términos de la secuencia. Se pueden
hacer varias conjeturas para mostrar el error de los estudiantes, pero vamos a tener la idea de que no
han cambiado su forma de pensar numéricamente, impidiéndoles pensar en la obtencion de una letra
para representar un numero, Pierce (1931-1958, citado en Radford 2013) a ese proceso le llama
“abduccion” y establece que es la forma que utiliza un alumno para pasar de un término a otro,
llegando a una generalizacion aritmética, sin pensar en una forma de representarlo en otro lenguaje.

La situacion de validacién se conjuntd con la institucionalizacion, porque el investigador detectd que
hacia falta un moderador que dirigiera la actividad para llegar a una buena conclusion, entonces como
en todo el transcurso de la actividad, el investigador participé en la conclusion de la respuesta por parte
de los alumnos con preguntas que los orientaran hacia el buen establecimiento de la respuesta pedida.
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A pesar de que los estudiantes tenian bien la respuesta, se detectd en la revision de hojas de trabajo que
no cambio su forma de pensar, porgque seguian estableciendo que sumando dos cuadros se llegaba a la
respuesta deseada, sin relacionar la respuesta con la expresion algebraica a la que se habia llegado.

Resultados y discusion
Con la resolucion de esta actividad podemos comenzar a detectar los elementos que intervienen o
debieran de intervenir al comenzar a desarrollar un pensamiento algebraico. Se ha intentado llegar a la
deteccion de elementos que hacen falta tomar en cuenta para lograr que el desarrollo de este
pensamiento sea adecuado para transitar al Algebra, a través de la forma en que los alumnos
contestaron la actividad.

Se llega a la conclusion de que la mayoria de los alumnos pudieron contestarla, gracias a la
participacion de “una figura de autoridad”, era necesario que existiera un moderador, porque los
alumnos por si solos no desarrollarian tales reflexiones. La costumbre que tienen para la resolucién de
actividades es que el profesor proponga ejercicios y ellos los resuelven de manera mecéanica, sin darle
significado a lo que estan haciendo, es una metodologia en la cual los estudiantes s6lo contestan como
respuesta al contrato didactico que se crea en la clase.

A pesar de que los estudiantes tuvieran nociones correctas acerca de lo que iban a contestar, es
necesario sefialar que aun se les hacia dificil la forma de representar una literal que pudiera valer algin
nimero, porque en las actividades se pudo detectar que algunos equipos pudieron llegar a la
formulacion de una expresion algebraica, no de manera formal, pero era una expresion en la que una
letra representaba el nimero que variaba o por lo menos un simbolo que representaba un nimero
desconocido, pero la mayoria solo lo hicieron de manera numérica, estableciendo que iba a ir
aumentando de dos en dos cada término, afirmando lo que dicen las investigaciones, que a los
estudiantes se les hace dificil el cambio de pensamiento.

Haciendo uso de la teoria que asegura la existencia de dificultades, errores y obstaculos, pueden
relacionarse algunos pensamientos inadecuados de los estudiantes en esta secuencia con las que marcan
como generales en el momento de iniciar el trabajo con el Algebra escolar, por ejemplo, no pueden
cambiar la idea de que una letra puede representar cualquier nimero; Palarea (1998) menciona que
regularmente cuando iniciamos el tratamiento del Algebra escolar no significamos el uso de la letra,
sino que utilizamos simbolos para representar un valor desconocido, obteniendo por resultado que los
estudiantes terminan haciendo “una ‘no interpretacion’ de la letra... y en este proceso los estudiantes
ignoran la letra, o la reconocen pero no tiene significado” (p. 62).

Los estudiantes tienden a la necesidad de clausura, esto se observéd cuando un equipo supo establecer
una “férmula” que satisfacia lo pedido, en el momento de plasmarla en el pizarréon tenian que igualarla
con algun término, haciendo notar que les hacia falta la necesidad de que esa “formula” fuera igual a
un numero especifico, para dar un valor indicado, Ruano et al., (2003) atribuyen a este tipo de procesos
a un error comin que tienen los alumnos cuando comienzan a desarrollar el pensamiento algebraico,
denominédndolo necesidad de clausura, estableciendo que los estudiantes no pueden asimilar una
expresion numérica o algebraica “abierta”, porque no aceptan que esas expresiones no puedan cerrarse
y no generen expresiones numeéricas o algebraicas “cerradas”, como resultado.

Se observo que también hubo casos en que los estudiantes utilizaban de manera errénea el signo igual,
estableciendo un signo de igualdad para separar cada término de la secuencia, independientemente de
que sean expresiones equivalentes 0 no; en realidad al hacer esta accion el resultado es incorrecto,
porque al separar con signos que denotan una igualdad, se estd asegurando que 1 =3=5=7 = -,
caso que no es cierto; podemos atribuir a ello que los alumnos siguen buscando una forma de
encontrarle sentido a la expresion buscada, que sea equivalente para cada término y lo hacen a través
de signos incorrectos, detectando que estdn haciendo una cerradura de las operaciones a través de
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errores en la Aritmética, Socas (2011) establece que los errores en la Aritmética que se basan en la
limitada interpretacion del signo igual ya ha sido estudiado y caracterizado como un error frecuente en
los alumnos al momento de trabajar con el Algebra escolar.

Finalmente se encuentra que existen errores en los que los estudiantes muestran una ausencia de
sentido, término que caracterizan Matz (1980), Palarea (1998), Ruano et al., (2003) y Socas (2011), a
lo que se les pregunta, contestando solamente que saben razonar matematicamente sin poder llegar a la
expresion de algun resultado ni siquiera en términos aritméticos.

La deteccion de errores y aciertos por parte de los estudiantes se pudo observar en las respuestas que
dieron los alumnos, encontrando que ain no pueden significar la letra como un ndmero cualquiera. Se
llegd a la conclusion que se necesita un mejor andlisis de las actividades, aparte del que se ha hecho de
las respuestas de los estudiantes para poder caracterizar donde estan las deficiencias que muestran al
contestarlas, pues las que se hicieron no dan la muestra suficiente para llegar a esa caracterizacion,
debido a que no buscaban fines matematicos especificos, sino que la intencion era que llevaran a los
estudiantes a pensar algebraicamente; es preciso sefialar que no se considerd ninguna propuesta para
hacerlo, por ello, se utiliza el modelo de Competencia Matematica Formal (CMF) para rescatar los
elementos que deben afinarse en la fenomenologia matematica que debe contener la secuencia y, de
esta manera, pueda llevar a los estudiantes a un mejor pensamiento algebraico.

Si la secuencia didactica hubiera considerado aspectos pertenecientes a las etapas de la Competencia
Matematica Formal, se cree que el resultado de este disefio aportaria mejores actividades vy
herramientas para desarrollar el comienzo del pensamiento algebraico, las cuales servirian para
centrarnos solamente en las respuestas de los estudiantes. Aunque al hacerlo de esta manera se ha
concluido que es necesario disefiar las actividades de una manera congruente con los conocimientos
gue poseen los estudiantes, con la fenomenologia matematica para el desarrollo de un pensamiento
algebraico, que potencien lo que intentan establecer y que lleven un incremento de dificultad que vaya
guiando a los estudiantes “paso a paso” en la construccion de términos algebraicos.

Enfatizando los elementos que debe contener la secuencia didactica correspondientes a la CMF, la
actividad necesita una mejora. Se han caracterizado algunos elementos que se deben considerar para
potencializar el conocimiento que deben adquirir los estudiantes, con la finalidad de que ahora no
guede s6lo en una secuencia aritmética, sino que se compruebe que en realidad la secuencia resultante
sea algebraica, como lo menciona Radford (2013).

Dentro del campo conceptual se tiene que considerar lo siguiente:

Operaciones Estructura Proceso

o A través de operaciones conocer | o Variable como nimero | e Cambiar la representacion

el patron que rige la secuencia generalizado de registro comun — gréfico
e Operar aritméticamente para | e Definir las reglas de la sucesion | a registro aritmetico
cumplir la secuencia en cualquier registro e Encontrar el patron
e Representacion formal de las | e EI aumento proporcional de | mediante el tratamiento en
operaciones elementos en los términos | el registro aritmético
e Manipulacion de elementos | generales de una sucesion e Llegar a una representacion
mediante el cambio de registro | e Distributiva, asociativa, algebraica

para ayudar a visualizar el | conmutativa, factor comun
crecimiento de las figuras
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Para la creacion de una situacion problematica que considere los conocimientos anteriores se tiene que
desarrollar bajo los siguientes aspectos:

Situacion Probleméatica

Representacion

Razonamiento (argumentos)

Leer una actividad y detectar
gue prosiguiendo con lo que
indica se puede encontrar una
secuencia  numérica  que
aumenta constantemente (la
progresion que debe llevar la

o Descripcion de la regla en cada
representacion (registro)

e Construccion de sucesiones de
nimeros o de figuras a partir de
una regla deducida

¢ Representacion mental

e Saber que se necesita cambiar
el registro para resolver la
situacion problematica

e Saber considerar la variable
como numero general con el
que es posible operar

actividad) e Representacion  aritmética y | ¢ EI aumento proporcional de
Llegar ~al  cambio de | algebraica una sucesion puede ser
representacion mediante el representado por una regla
razonamiento de un

tratamiento de valores

Conclusiones

La intencion de elaborar la secuencia didactica basandonos en estos elementos para el comienzo del
pensamiento en estudiantes de primer grado de secundaria, pretende llegar a entender cémo podemos
comenzar a desarrollar esta forma de razonar, esperando obtener conclusiones que nos doten de
herramientas para que exista una mejora al momento de trabajar Algebra.

En la actualidad se esta trabajando en el redisefio de la secuencia de actividades, con la intencién de
considerar los mayores elementos posibles que intervienen al momento de su experimentacion, asi
como la suposicién de errores que pueden cometer al momento de contestar este tipo de actividades,
los cuales ya estaban caracterizados por algunos autores y se detectaron en la solucién de algunos
estudiantes, esperando que la nueva secuencia didactica nos permita comenzar a caracterizar los
elementos que se deben considerar para fomentar el pensamiento algebraico.

Queremos sefialar finalmente que encontramos diferentes maneras de desarrollar el pensamiento
algebraico, ya que cada alumno piensa de una manera distinta, y cada grupo de estudiantes tiene
diferentes formas de interpretar la informacion. Ahora bien, en nuestro trabajo se espera llegar a
concretar qué elementos matematicos es posible considerar para la elaboracion de la secuencia
didactica; después se tendra que conocer a los grupos en los que se trabajara dicha secuencia para
adecuarla a su contexto.
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Un disefio para la transicion del pensamiento aritmético al pensamiento
algebraico

José Alonso del Rio Ramirez, Nancy Janeth Calvillo Guevara (UAZ, México)
Martin Manuel Socas Robayna, Maria Mercedes Palarea Medina (ULL)

Resumen

En este articulo se hace un andlisis de investigaciones que buscan la transicion del
pensamiento numerico al algebraico, y otras, que clasifican las dificultades que regularmente
tienen los estudiantes para apropiarse de los conceptos del Algebra escolar, a efecto de
identificar recursos matematicos que desarrollan el pensamiento algebraico.

Con el mismo proposito se disefio una secuencia didactica que toma en consideracion
las conclusiones de estas investigaciones, y se aplico en una escuela secundaria de México.
Los resultados ponen de manifiesto que en la transicion del pensamiento numérico al
algebraico, surgen junto a los aspectos relacionados con la complejidad de los objetos y de los
métodos del Algebra, otros, como las formas de ensefianza, las situaciones de aprendizaje v el
contrato didactico que se desarrollan en las clases. Se analiza, finalmente la propuesta desde el
modelo de Competencia Matematica Formal (CMF), como un modelo fenomenoldgico, que
permite caracterizar con mejor precision la introduccion de los estudiantes a la adquisicién del
pensamiento algebraico.

Palabras clave: Pensamiento numérico, pensamiento algebraico, Algebra, incognita
especifica, nimero generalizado.

Abstract

This article analyses research works on the transition from numerical to algebraic thinking,
and others, which classified the difficulties pupils regularly find when appropriating school
algebra concepts, in order to identify mathematical resources that develop algebraic thinking.
With the same aim, a teaching sequence was designed take into account the findings of these
research works and they are applied in a secondary school in Mexico. The results show that in
the transition from numeric to algebraic thinking, not only do aspects related to the complexity
of the algebraic objects and methods appear, but others, such as the teaching contract, the
teaching methods, and the learning situations developed in class also appear. Finally, there is
an analysis of the proposal from the model of Formal Mathematical Competence (FMC) as a
phenomenological model to allow a more accurate characterization of how the pupils are
introduced to the acquisition of algebraic thinking.

Keywords: Numerical thinking, algebraic thinking, Algebra, specific unknown, generalized
number.
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1. Introduccion

En este articulo se muestra una prolongacion de lo presentado en la reunion interuniversitaria en la
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria en mayo del 2014; este documento se describe una
prolongacion, afadiendo al estudio otra situacion problematica que considera a la literal como
incognita especifica. Se mencionan algunos problemas que tienen los estudiantes al transitar del
pensamiento numérico al pensamiento algebraico; se han detectado mediante la experiencia docente,
investigaciones y algunas otras situaciones que causan dificultad a los aprendices de Algebra cuando
comienzan a trabajarla. Regularmente tienen referentes geométricos para utilizar la letra en una
expresion matematica, como lo mencionan Ursini, Montes, Escarefio y Trigueros (2005), pero en este
aspecto una misma letra funciona para cualquier area o perimetro, asignandoles un valor que
regularmente se les proporciona para que lo sustituyan y encuentren el valor pedido.

La existencia de dificultades al trabajar con el Algebra ha ocasionado que se tenga una motivacion por
comprender como desarrollar el pensamiento algebraico con alumnos que tienen una forma numérica
de considerar las Matematicas, para ello es preciso diferenciar pensamiento numérico, pensamiento
algebraico y Algebra.

Se sabe que existen varias definiciones de Algebra y varias maneras de tomarla en cuenta al trabajarla,
en este articulo se considera como: “parte de las matematicas en la cual las operaciones aritméticas
son generalizadas empleando numeros, letras y signos... Cuando uno de los signos representa un
valor desconocido se llama incégnita” (RAE, 2001).

El pensamiento numérico se considera como la comprension gue tiene una persona sobre los ndmeros
y las cantidades; capaz de desarrollar una serie de intuiciones pudiéndolos etiquetar, contar, medir y
ordenar. Permite a quien lo ha desarrollado observar las magnitudes, el orden y las caracteristicas que
tienen los nimeros relacionandolos con la vida cotidiana.

El pensamiento algebraico s6lo desarrolla algunas ideas del Algebra, es una forma distinta de
considerar la aritmética como consecuencia del razonamiento que se tiene “un poco mas alla” de lo
numérico, esperando que sientan la necesidad de expresar de otra manera las generalizaciones
aritméticas.

Se tiene la idea de que el pensamiento algebraico sirve para apoyar la formalizacion del Algebra dentro
del curriculo escolar; se cree que ayuda a los alumnos a tener un primer acercamiento al proceso de
generalizacion de patrones. Ademas cumple con el objetivo de la Secretaria de Educacion Publica
(SEP), organizacion que regula la educacion en México: que los alumnos puedan comprender el uso de
las literales de tres diferentes formas: como incognita especifica, como nimero generalizado y en
relacion funcional.

2. Existencia de dificultades al transitar de la Aritmética al Algebra

La adquisicion de un pensamiento algebraico, generalmente ocasiona dificultad en los alumnos, debido
a que tienen que hacer un cambio desde un enfoque numérico; esto se puede afirmar porque se ha
hecho una revisién de investigaciones (Ruano, Socas y Palarea, 2003; Sessa, 2005, Butto y Rojano,
2010; Radford, 2010; Socas, 2011; Godino, Castro, Aké y Wilhemi, 2012) que caracterizan
dificultades, errores, obstaculos y problematicas en general que muestran los estudiantes al momento
de aprender Algebra y otras que, dan propuestas de como comenzar a desarrollar el pensamiento
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algebraico (Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros, 2005; Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest,
2006; Billings, Tied y Slater, 2007; Cafadas, 2007; Molina, 2009; Rojas, 2010), partiendo de la
existencia de dificultades en los estudiantes.

De las investigaciones anteriores se rescatan las conclusiones y se toman de referente para disefiar una
secuencia didactica que intenta caracterizar los elementos que estdn presentes en el momento de
trabajar con temas referentes a Algebra, por ejemplo: Molina (2009) pide que se integre el pensamiento
algebraico en el curriculo de educacion primaria, porque de esa manera los alumnos transitaran mas
pronto a considerar nimeros desconocidos; Ruano et al. (2003) mencionan que los alumnos tienden a
particularizar alguna regla que tiene que ser una generalizacion y eso dificulta que lleguen a pensar
algebraicamente; Cafiadas (2007) establece una estrategia para que los alumnos comprendan la
naturaleza del pensamiento algebraico; Butto y Rojano (2010) llegan a la nocion de que los estudiantes
resuelven mejor los ejercicios de generalizacion con lapiz y papel que utilizando software, sin
embargo, no llegan a encontrar reglas para representar la generalizacién, sélo concluyen con la
formulacion del siguiente término en una progresion aritmética.

Es preciso sefialar que muchas de las investigaciones que se hacen en este campo de las Matematicas,
regularmente se hacen para otros investigadores y no para profesores; Socas (2011) menciona que es
necesario disefiar las investigaciones con mira a la forma en que interpretan y deliberan la informacion
los profesores, quienes regularmente se basan en los libros de texto.

3. Planteamiento del problema de investigacion

La intencion de este trabajo es apoyar en el desarrollo del pensamiento algebraico, proponiendo que los
estudiantes adquieran la nocién de que existen otros nimeros que se consideran como desconocidos y
variables, los cuales se pueden representar con una letra. Se disefié una secuencia didactica que tiene
situaciones problematicas correspondientes a tres formas de trabajar con las literales, el modelo 3UV
de Ursini et al. (2005), ademéas se promueve el trabajo con patrones, producto de una secuencia
aritmética; son situaciones problematicas sencillas, pero intentan comprobar la hipotesis de que los
alumnos pueden generalizar informacién a partir de casos particulares, de esta manera ya tendran
referentes acerca del pensamiento que deben desarrollar al momento de trabajar con el Algebra formal.

De la informacién que se ha recabado surge la siguiente pregunta, ;Como comenzar a desarrollar el
pensamiento algebraico con alumnos de primero de secundaria, para que tal pensamiento los oriente a
un buen desempefio al trabajar Algebra?

Para contestar la pregunta se ha propuesto el objetivo de disefiar, aplicar y validar una secuencia
didactica que apoye la transicion entre la Aritmética y el Algebra, basada en los resultados de
investigacion en Matemética Educativa, teniendo la nocién de que la aplicacion de secuencias
didacticas disefiadas con base en las conclusiones de investigaciones referentes al pensamiento
algebraico, ayuda a la obtencion de herramientas para la transicion del pensamiento numérico al
algebraico.

4. Marco conceptual
Para el marco conceptual de esta investigacion se tomaron elementos de distintas teorias: la teoria de

situaciones didacticas de Brousseau (1986), de la transposicion didactica (Chevallard, 1991, citado en
De Faria, 2006) y caracteristicas del Enfoque Logico Semiético (Socas, 2001, 2007).
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El disefio de la secuencia se fundamenta en las situaciones de accion, formulacién, validacién e
institucionalizacion elaboradas por Brousseau (1986). Al transformarlas en un medio propicio para la
ensefianza, organizado para que los estudiantes obtengan nuevos conocimientos se utilizé la
transposicion didactica (Chevallard, 1991, citado en De Faria 2006). El anlisis de resultados se hace
bajo seis competencias (operaciones, estructuras, procesos, situacién problematica, representaciones y
razonamientos) que marcan la fenomenologia, el campo conceptual y la funcionalidad de las
Matematicas y estan dentro del Enfoque Logico Semidtico (ELOS) (Socas 2001, 2007), manejados
desde la Competencia Matemética Formal (CMF).

La CMF, es un modelo que considera a la Mateméatica como disciplina cientifica, desde la triple
perspectiva del conocimiento matematico: Fenomenologia, epistemologia (campo conceptual) y
semidtica (especialmente desde la funcionalidad de las representaciones de los objetos matematicos),
tiene la intencion de ayudar en la docencia y en la investigacion de la matematica educativa. Socas
(2010) menciona que la CMF enfatiza la diferencia del objeto matematico y su forma de representarlo.

Las tres categorias estan relacionadas de la siguiente manera:

Modelizacién

Procesos
Sustitucion formal Generalizacidn
Tecnicas Estructura
Operaciones Estructuras
Operaciones Algoritmos/ Conceptos/ Propiedades
reglas definiciones

Imagen 1. Categorias que describen la Competencia Matematica Formal en relacién con el campo
conceptual de la Matematica, Socas (2012)

Junto con las categorias que determinan el campo conceptual se describe también el contexto, en el que
aparecen y se desarrollan los objetos matematicos considerados. Las categorias que determinan el
contexto son: situacion problematica, representaciones y argumentos, y se representa de la siguiente
manera:

Razonamiento

Argumentos

Descripcion
Justificacion

(argumentacion)

Elaboracién
(producto)

Resolucién

Situacion problematica Representaciones

ificacid Planteamiento _— .
Identificacidn Reconacimiento Transformacion

(conversidn)
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Imagen 2. Categorias que describen en la Competencia Matemaética Formal el contexto del campo
conceptual de la Matemaética, Socas (2012)

Estas categorias establecen diferentes conexiones que permiten relacionarlas entre si, mostrando que a
través de la situacidn problematica llegaremos a relacionar representaciones y a utilizar argumentos
que sean validos para el resultado requerido. Ademas de lo anterior, Socas (2012) plantea que las seis
categorias que describen el campo conceptual y el contexto, respectivamente, permiten establecer
diferentes caminos (fenomenologia) que facilitan el analisis de las caracteristicas que debe tener el
conocimiento matematico tratado.

5. Metodologia

La secuencia disefiada se aplicd siguiendo los pasos de la Ingenieria Didactica (Artigue, Douady,
Moreno y GOmez, 1995), con un grupo de 40 alumnos de primero de secundaria (12 afios) en
Zacatecas, México; los cuales se organizaron en 10 equipos, llamando a cada uno por el nombre de su
representante: Jorge, ltzel, Tofio, Arantza, Ricardo, Manuel, Ali, Karla, Paulina y Andrea;
desarrollaron las situaciones probleméticas contenidas en la secuencia, en este trabajo se tomaran dos:
como incognita especifica y como nimero generalizado. Se intentara detectar la forma en que las
consideraron y si su resolucion es permisible para decir que piensan algebraicamente o sefialar qué
elementos hicieron falta para lograr el cambio de pensamiento.

Se realiz6 un analisis preliminar el cual toma en cuenta directamente las propuestas que hacen algunas
investigaciones como: Peled y Carraher (2007) dicen que llevemos a los estudiantes a contestar
problemas con cantidades representados geométricamente en planos cartesianos o en rectas para que a
partir de algo que ya conocen (aritmética) puedan desarrollar un pensamiento algebraico mediante
generalizaciones, Barallobres (2000) propone que se tiene que idear una estrategia donde se les haga
ver a los alumnos que es necesario seguir cierto tipo de reglas y pasos para facilitar la resolucién de
gjercicios, Carraher et al. (2006) aconsejan disefiar problemas en los que los estudiantes necesiten
alguna herramienta matematica que pueda usarse dentro del pensamiento algebraico que detecte lo que
esta ocurriendo o que pueda generalizarlo, Ursini et al. (2005) proponen tres usos que se le asignan a la
literal regularmente cuando se trabaja Algebra: como incognita especifica, como nimero generalizado
y en relacion funcional; se tomaron en cuenta dos usos para la elaboracién de esta secuencia, Cafiadas
(2007), Billings et al. (2007), Molina (2009) y Radford (2010) utilizan el razonamiento inductivo con
un proyecto llamado Early-Algebra propiciando que se comience a considerar el Algebra como una
generalizacion de la Aritmética.

Ademas se caracterizé la forma de trabajo que tienen los alumnos dentro del grupo, detectando que no
existe una puesta en comin de explicacion acerca de las respuestas, sino que algin alumno elegido
pasa al pizarrdn a resolver el problema y explicérselo al profesor mientras los demas estan realizando
otras actividades; esta forma de trabajo tiene la finalidad de que los alumnos no distraigan a los demas
compafieros; el profesor titular del grupo sera quien aplique las situaciones problematicas con los
estudiantes. También se detectd que los estudiantes ya tienen conocimientos acerca de como resolver
ecuaciones de primer grado con una y con dos incognitas.

6.1. Analisis a Priori

Se muestra a continuacion el andlisis a priori de dos usos de las letras: incognita especifica y nimero
generalizado, se consideraron las siguientes situaciones: accion y formulacion.

6.1.2. Situacién problematica 1. Incognita especifica
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La accién de la primera situacion problemética considerd lo que realizarian los estudiantes y las
variables didacticas que se eligieron. El planteamiento fue la siguiente:

Mary viajé desde su casa al norte de la ciudad para ir a una fiesta a la casa de Ale, cuando Mary estaba
ya en la fiesta le habla por teléfono su papa y le dice que necesita que vaya a recogerlo porque se le ha
descompuesto el carro, entonces Mary le pregunta que a donde. El papé le dice que si esta en casa de
Ale recorra 61 km. hacia el sur, quedando 17 km al sur de su casa.

¢A qué distancia esta la casa de Ale de la casa de Mary?

¢ Coémo podemos expresar este problema con términos matematicos? Exprésenlo

Establezcan otra manera matematica de representar el recorrido de Mary.

¢Si el papa estuviera en otro punto de la ciudad, mas al sur o al norte, podrian establecerlo
matematicamente sin saber su distancia?

5. ¢Existira alguna forma general matematica que represente la distancia que recorrié Mary para
ir a casa de Ale? ;Cémo podrian establecerla? ;por qué lo consideran asi?

Eall S

Las variables didacticas fueron: considerar nimeros que regularmente les cuesta restar, como 61 — 17,
porque las unidades del sustraendo son mayores, mencionar como norte y sur el trayecto que hace
Mary para que puedan representarlo en una recta; es decir, cuando representen el primer trayecto, para
el regreso tendran que hacerlo en un sentido a 180° con respecto al primero.

En la situacion de formulacion de la primera situacion problematica se pretendia que los estudiantes
llegaran a establecer una relacion entre la distancia del coche del papa y la casa de Mary; se pensaron
dos formas de posibles respuestas, una de forma gréfica y otra de forma aritmética, considerando que
las dos nos llevarian a la generalizacion de una expresion algebraica manejando la literal como
incognita especifica.

6.1.3. Situacion problematica 2. Namero Generalizado

La situacion de accion pretendia que los estudiantes detectaran una relacion entre figuras y expresiones
numeéricas con la intencion de que por medio de la busqueda de la representacion de las figuras en
forma numérica, encontraran una regla que expresara la forma general del incremento que tienen las
figuras, que sirva para todos los casos y para uno en particular. Ursini et al. (2005) dicen que al
considerar la literal como nimero generalizado regularmente se usan simbolos que representan una
situacion general, una regla o un método. Al hacer uso de la literal de esta manera se buscé desarrollar
la capacidad para reconocer patrones, hallar reglas, deducir métodos generales y describirlos.

La situacién problematica es la siguiente:

Observen las siguientes figuras y contesten lo que se pide a continuacion.

224



Anexo E

N

[l
[ O | doad LOoOoOd

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

0]

Dibujen la Fig. 4

Describan cada figura, relacionandolas entre si.

¢ Cuantos cuadros tendré la figura 10?

¢ Cuantos cuadros tendré la figura 25?

¢Cuantos cuadros tendré la figura 73?

¢Como hicieron para encontrar la figura 73?

¢Como pueden indicar y expresar matematicamente lo que esta sucediendo con ellas?
¢Existiré alguna regla o formula que indique el crecimiento de las figuras?, si es asi intenten
establecerla. Si no es posible, expliquen por qué no lo es.

NGO~ LNE

Se esperaba que los estudiantes detectaran que, conforme avanza el nimero de figura, aumenta dos
cuadrados, y que lo representaran mediante una expresion algebraica. La variable didactica en esta
situacion problematica que se considero fue el acomodo de los cuadros en cada figura, teniendo la idea
que hace mas facil detectar que van incrementando de dos en dos.

La situacion de formulacién se ide6 pensando que los estudiantes comenzaran contestando las
preguntas por medio de respuestas graficas; es decir, que hicieran los cuadros que pedian los términos
de la sucesion para que detectaran cual iba a ser la proporcién en la que aumentaba, después se
consideraba el aumento en mayor cantidad para que pensaran otra manera de hacerlo y ya no fuera
grafica o aritmética, sino que desarrollaran un pensamiento mas profundo.

Se trataron también las situaciones de validacion y de institucionalizacion para ambas situaciones
problematicas y se consideraron de la misma manera para las dos; sin embargo para estas dos
situaciones no se realizé un analisis en profundidad, Unicamente se hizo una descripcion de las mismas.

En el caso de la situacién de validacion se considerd que se llevaria a cabo cuando los estudiantes ya
tuvieran las respuestas de las situaciones problematicas y que éstos expondrian sus resultados ante sus
compafieros y los discutirian en caso de que no estuvieran correctos.

Anéalogamente en la situacion de institucionalizacion el profesor deberia reafirmar y mostrar el
resultado correcto que tuvieran los estudiantes, para que todos dispusieran de un resultado comin y
estuvieran convencidos que en realidad ése era el resultado. Se pretendia crear la visualizacion del
resultado correcto a través de preguntas para no mostrarselos, sino que ellos se convencieran si su
resultado habia sido correcto o no.

6.2. Analisis a Posteriori

En relacién con la primera situacion problematica los estudiantes dieron la devolucion que se pretendia
en la situacién de accién. Para la situacion de formulacion los estudiantes siguen teniendo dudas y
preguntando lo que tienen que hacer, el profesor titular les sugiere que busquen una ecuacion que lo
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represente; los alumnos (sin razonar) buscan una ecuacion que contenga los datos pedidos (Imagen 3).
La mayoria llegd a un resultado incorrecto de la situacion problematica porque en lugar de considerar
una resta, hicieron una suma que representaba la distancia entre las casas, no se percataban de este

error (Imagen 4).

Imagen 3. Ecuacién elaborada el equipo de Arantza, intentando cumplir las reglas propuestas por el
profesor 61x + 17p = 78
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Imagen 4. Respuestas de los equipos de: Jorge, Itzel, Tofio, Ricardo, Manuel, Ali y Paulina a las
preguntas 1y 2 de la primera situacion problematica

Se detectd que los estudiantes estaban trabajando la situacion problematica erréneamente, solamente
los equipos de Andrea y de Karla la tenian bien (Imagen 5). Todos los equipos la contestaron de una

manera aritmética.

226



Anexo E

I

Nialh

¢
il
4 Km

| J—

b

__1\.

Imagen 5. Respuesta dada por los equipos de Karla y de Andrea, respuesta esperada

En la situacion de validacion se solicité a un equipo de los que tenian incorrecta la solucion de la
situacion problematica expusiesen su resultado a sus compafieros, esperando que uno de los dos
equipos que la tenia bien, convencieran al resto del grupo de cambiar su respuesta, pero como la
mayoria consideraban que estaba bien la respuesta errénea, concluyeron que era la adecuada.

La clase terminé y los estudiantes se fueron con la idea de que se hacia por medio de una suma, el
investigador les pidi6 que siguieran buscando la forma de contestarlo correctamente y lo veian el
siguiente dia.

Al dia siguiente el investigador optd por conjuntar la validacion con la institucionalizacién, para que
fuera él quien dijera la respuesta adecuada, lo hizo apoyandose en los equipos que tenian la respuesta
contestada correctamente, por medio de cuestionamientos hacia los demas, para intentar que los
estudiantes cambiaran su forma de pensar.

En la segunda situacion problematica se opt6 por llevar a los estudiantes a un buen desarrollo por
medio de preguntas que ocasionaran la devolucion de la situacion problematica. Al momento de
repartirla se observé que estos se involucraron buscando las estrategias necesarias para resolverla,
logrando una buena situacién de accion. En seguida se pasé a la situacién de formulacién estando
pendiente de lo que contestaban los estudiantes, pasando por los lugares de los equipos, observando sus
procedimientos y lanzando preguntas que ocasionaran reflexion acerca de la situacion problematica.

A pesar de tener bien orientado el trabajo y que todos los equipos llegaron a tener una buena respuesta
en la primer pregunta, hubo concepciones inadecuadas en las soluciones (Imagen 6), los alumnos
intentaban establecer la solucion, pero no pudieron llegar a una expresion algebraica; el signo igual lo
utilizaron como apoyo para seguir con la sucesion, dando por resultado una respuesta errénea, que para
los alumnos era valida.
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Imagen 6. Resultado del equipo de Arantza, una de las concepciones inadecuadas que se mostraron en
la resolucion de la situacion problematica

El equipo de Andrea si lleg6 a la formulacién de una expresién algebraica, con la cual podian saber la
cantidad de cuadros en cada término que se les pidiera (Imagen 7), lo nombraron “Formula” esa es la
manera en que ellos conocen a las expresiones donde intervienen las letras y los nimeros; porque,
como se menciond anteriormente la primera vez que utilizan las letras en procesos matematicos lo
hacen en contextos geométricos.
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Figura 7. Respuesta dada por el equipo de Andrea, en la que llegaron a la formulacion de una
expresion algebraica

En general los estudiantes tenian una idea mas enfocada sobre lo que pretendia esta situacion
probleméatica que lo que pretendia la anterior; sin embargo, algunos no llegaron a establecer el
resultado mas alla de lo aritmético, ya que sélo concluyeron que se iba sumando de dos en dos para
lograr formar todos los términos de la secuencia. Estos estudiantes ain no han cambiado su forma de
pensar numéricamente, impidiéndoles pensar en la obtencidn de una letra para representar un nimero,
Pierce (1931-1958, citado en Radford 2013) a ese proceso le llama “abduccion” y establece que es la
forma que hace un alumno para pasar de un término a otro, llegando a una generalizacion aritmética,
sin pensar en una forma de representarlo en otro lenguaje.
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La situacion de validacion se conjuntd con la institucionalizacion, cambiando el contrato didactico
porgue se detect6 que hacia falta un moderador que dirigiera la situacién problematica para llegar a una
buena conclusion; el investigador participd en la conclusion de la respuesta por parte de los alumnos
con preguntas que los orientaran hacia el buen establecimiento de la respuesta pedida.

A pesar de que los estudiantes tenian bien la respuesta, se detectd en la revision de hojas de trabajo que
no cambio6 su forma numérica de pensar, porque seguian estableciendo que sumando dos cuadros iban
a llegar a la respuesta deseada, sin relacionar la respuesta con la expresion algebraica a la que habia
expuesto el equipo de Andrea en el que todos los miembros del grupo concluyeron que si la habian
comprendido.

7. Resultados y discusion

Con la resolucion de estas situaciones problematicas se comienzan a detectar los elementos que
intervienen o deberian de intervenir al comenzar a desarrollar un pensamiento algebraico. Se ha
intentado llegar a la deteccion de elementos que hace falta tomar en cuenta para lograr que el desarrollo
de este pensamiento sea adecuado para transitar al Algebra, a través de la forma en que los alumnos las
contestaron.

En la primera situacién problematica pudo detectarse que los estudiantes tenian una nocién distinta a lo
gue ésta proponia, ocasionando dos posibles formas de pensar acerca del disefio de la situacién
problematica: que estaba mal planteada, o0 que seguian la respuesta de algun equipo que pensé de esa
manera la solucion, copiando el procedimiento porque no pudieron darle significado.

Lo anterior se piensa porque solo tres equipos tenian la solucion correcta, una resta de las distancias
para conocer la que hay entre las casas, los otros siete equipos llegaron a expresar dicha distancia
mediante una suma, porque el razonamiento que hicieron fue que, al hacer la suma nos daba un buen
resultado de la distancia entre las casas. A pesar de que las respuestas fueran erréneas o acertadas, no
se llegd a lo que pretendia la situacion problematica, que los estudiantes tuvieran idea de un ndmero
variable, o si lo detectaron no pudieron considerarlo como una literal dentro de una expresién
algebraica, sino que esperaban a que se les dieran los datos para resolverla, esta accion la podemos
vincular un poco a lo que establecen Ruano et al. (2003), los estudiantes que aun no desarrollan un
pensamiento algebraico, necesitan usar la propiedad de cerradura de la suma y el producto para poder
estar conformes con una respuesta, en este caso: necesitaban conocer todos los datos para poder
establecer alguna operacion que marcara las distancias a las que podria estar el coche, por lo tanto no
significé para ellos la idea de nimero variable.

Otra deteccidn que se hizo fue que para los estudiantes no tiene un significado la letra, pues intentaron
buscar una manera de establecer una ecuacion porque el profesor titular les habia dicho que de esa
manera podian encontrar la solucion; los alumnos en su intento de expresarla, llegaron a la obtencion
de algo incongruente con la situacion problematica, que para ellos era valido. Se detecta que desarrollar
el pensamiento algebraico en los estudiantes no es facil y menos si estan acostumbrados a trabajar con
un contrato didactico donde el profesor deja ejercicios y los alumnos sélo los resuelven.

Para que la idea de un nimero variable exista en la mente de los alumnos, la situacion problemética
debe analizarse detenidamente desde su elaboracion, esperando un mejor analisis se hace desde el
disefio de las situaciones problematicas, es propicio elaborarlo desde el campo de la “Competencia
Matematica Formal” tomando en cuenta que hace falta detectar la epistemologia y la funcionalidad de
éstas al considerar la transformacion del “saber sabio” al “saber a ensefiar” mediante la
“matematizacion de la cultura”.
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Por “Matematizacion de la Cultura” se entiende el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas que se genera al situarlas como un conocimiento cultural para todas las personas,
buscando la manera de relacionar el “saber sabio” con el “saber a ensefiar” a través del analisis de las
categorias: operaciones, estructuras y procesos, que caracterizan el campo conceptual y, situacion
problematica, representacién y razonamiento que contextualizan la situacion problemética matematica.

En la segunda situacion problematica se llega a la conclusién de que la mayoria de los alumnos
pudieron contestarla, gracias a la participacion de “alguna figura de autoridad”, fue necesario cambiar
el contrato didactico que se previo para que existiera una figura de autoridad, porque los alumnos por si
solos no desarrollan tales reflexiones; como se mencion6 anteriormente, la costumbre que tienen para
la resolucion de situaciones problemaéticas es que el profesor propone ejercicios y ellos los resuelven de
manera mecanica, sin significar lo que estan haciendo, es una metodologia en la cual los estudiantes
s6lo contestan como respuesta al contrato didactico que se crea en la clase.

A pesar de que los estudiantes tuvieran nociones correctas acerca de lo que iban a contestar, es
necesario sefialar que aln se les hacia dificil la forma de representar una literal que pudiera valer algin
namero, porque en las situaciones problematicas se pudo detectar que algunos equipos pudieron llegar
a la formulacion de una expresion algebraica, no de manera formal, sino con una expresion en la que
una letra representaba el nimero que variaba o por lo menos un simbolo, pero la mayoria lo hicieron de
manera numeérica, estableciendo que iba a ir aumentando de dos en dos los cuadros en cada término,
afirmando lo que dicen las investigaciones, que a los estudiantes se les hace dificil el cambio de
pensamiento.

Haciendo uso de la teoria que asegura la existencia de dificultades, errores y obstaculos contenida en
ELOS (Enfoque Logico Semiético), pueden relacionarse algunos pensamientos inadecuados de los
estudiantes en esta secuencia con las que marcan como generales en el momento de iniciar el trabajo
con el Algebra escolar; por ejemplo, no pueden cambiar de idea de que una letra puede representar
cualquier numero; Palarea (1998) menciona que regularmente cuando iniciamos el tratamiento del
Algebra escolar no significamos el uso de la letra, sino que utilizamos simbolos para representar un
valor desconocido, obteniendo por resultado que los estudiantes terminen haciendo “una ‘no
interpretacion’ de la letra... y en este proceso los estudiantes ignoran la letra, o la reconocen pero no
tiene significado” (p. 62).

Los estudiantes tienden a la necesidad de clausura, esto se observd cuando un equipo supo establecer
una “formula” que satisfacia lo pedido, al momento de plasmarla en el pizarrén tenian que igualarla
con algln término, haciendo notar que les hacia falta la necesidad de que esa “féormula” fuera igual a
un numero especifico, para dar un valor indicado, Ruano et al., (2003) atribuyen a este tipo de procesos
como un error comdn que tienen los alumnos al comenzar a trabajar Algebra, denominandolo
“necesidad de clausura” estableciendo que los estudiantes no pueden asimilar un enunciado
incompleto, porque no aceptan que una expresion no pueda cerrarse y no genere un nimero como
resultado, si lo estan obteniendo al considerar varios resultados.

También hubo casos en que los estudiantes utilizaban de manera errénea el signo igual, donde
establecian un signo de igualdad para separar cada término de la secuencia, en realidad al hacer esta
accion el resultado es incorrecto, porque al separar con signos que denotan una igualdad, se esta
asegurandoque 1 =3 =5 =7 = --- algo no es cierto, podemos atribuir a ello que los alumnos siguen
buscando una forma de encontrarle sentido a la expresion que tienen que encontrar que cumpla para
cada término y lo hacen a través de signos incorrectos, detectando que estan haciendo una cerradura de
las operaciones a través de errores en la Aritmética, Socas (2011) establece que los errores en la
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Aritmética que se basan en la limitada interpretacion del signo igual, ya ha sido estudiado y
caracterizado como un error frecuente en los alumnos al momento de trabajar con el Algebra escolar.

Finalmente se encuentra que existen errores en los que los estudiantes muestran una ausencia de
sentido, término que caracterizan Matz (1980), Palarea (1998), Ruano et al., (2003) y Socas (2011), a
lo que se les pregunta, contestando solamente que saben razonar matematicamente sin poder llegar a la
expresion de algun resultado ni siquiera en términos aritméticos.

La deteccion de errores y aciertos por parte de los estudiantes se pudo observar en las respuestas que
dieron, ademas se detectd que la primera situacion problematica no promovia el pensamiento
algebraico, porque para poder llegar a expresar términos algebraicos, los alumnos tenian que dar un
gran salto en sus conocimientos matematicos. Si aun no pueden significar la letra como un numero
cualquiera, no van a poder dar ese gran salto. Se lleg6 a la conclusién que se necesita un mejor analisis
de las situaciones problematicas, aparte del que se ha hecho, de las respuestas de los estudiantes para
poder caracterizar donde estan las deficiencias que muestran al contestarlas, aunque las que se hicieron
no dan la muestra suficiente para llegar a esa caracterizacién, debido a que no buscaban fines
matematicos especificos, sino que la intencién era que llevaran a los estudiantes a pensar
algebraicamente, aunque es preciso sefialar que no se considerd ninguna propuesta para hacerlo, por
ello, se utiliza el modelo de CMF para rescatar los elementos que deben afinarse en la fenomenologia
matematica que debe contener la secuencia y de esta manera pueda llevar a los estudiantes a un mejor
pensamiento algebraico.

Si la secuencia didactica hubiera considerado aspectos pertenecientes a las etapas de la Competencia
Matematica Formal, se cree que el disefio tendria mejores situaciones problematicas que aportarian
distintas herramientas para desarrollar el comienzo del pensamiento algebraico, las cuales servirian
para centrarnos solamente en las respuestas de los estudiantes. Aunque al hacerlo de esta manera se ha
concluido que es necesario disefiar las situaciones problematicas de una manera congruente con los
conocimientos que poseen los estudiantes, con la fenomenologia matematica para el desarrollo de un
pensamiento algebraico, que potencien lo que intentan establecer y que lleven un incremento de
dificultad que los vayan guiando “paso a paso” en la construccion de términos algebraicos.

Enfatizando los elementos que debe contener la secuencia didactica, correspondientes a la
Competencia Matematica Formal, para que genere un mejor desarrollo del razonamiento de los
estudiantes se concluye que, al disefiar la situacién probleméatica que considera a la literal como
incognita especifica han de existir los siguientes aspectos:

Para el marco conceptual se debe considerar lo siguiente

Operaciones Estructura Proceso

Tratamiento en un mismo | Uso de la letra como incognita | Cambio de representacion
registro para encontrar el | especifica

valor (Operar para conocer el Significar un valor faltante
valor faltante) Conocer los conceptos que se

utilizan:  suma, resta, reglas | Representar con un simbolo el
Sumar, restar, dividir... sinticticas de la representacion, | valor faltante

incognita, producto,  valor
Realizar operaciones | posicional, figuras geométricas, | Hacer una interpretacion

(ecuacion) de la lectura en un
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aritméticas de manera formal

Eliminar los valores de un
lado (despejar, restar, dividir)
para encontrar la solucién

férmulas

Conmutativa, asociativa, uso del
elemento opuesto, cerradura

lenguaje distinto

Una vez conocido el resultado
trasladarlo a otro registro para
comprobarlo

Para contextualizar en una situacién problematica los conocimientos que se pretenden, se utilizara lo

siguiente

Situacion Problematica

Representacion

Razonamiento (argumentos)

Leer un texto y detectar que
faltan datos para conocer todos

los wvalores que pretende
describir
Representacion  mental  del

texto leido con la finalidad de
detectar que tenemos que
realizar un proceso para
conocer todos los valores que
involucra

Sumar y/o restar en el mismo
registro

Saber que el  ndmero
desconocido sera una literal

Representar los operadores
aritméticos 'y detectar la
coherencia

Una vez leida, definir la

situacion y establecer lo que
pretende

Conocer la incognita
mentalmente (una nocién)

valor
la

Relacionar el
desconocido con
representacion de una letra

Saber que lo desconocido se
puede determinar mediante
operaciones aritméticas

Saber que es necesario cambiar
el lenguaje comdn por una
representacion diferente

Saber las condiciones que debe
cumplir la respuesta

La situacion problemaética que considera la literal como nimero generalizado también necesita una
mejora, se han caracterizado algunos elementos que se deben considerar para potenciar el
conocimiento de los estudiantes, con la finalidad de que ahora no quede s6lo en una secuencia
aritmética, sino que comprobemos que en realidad la secuencia resultante sea algebraica, como lo
menciona Radford (2013).

Dentro del campo conceptual se tiene que considerar lo siguiente:

Operaciones Estructura Proceso
A través de operaciones | Variable como nimero | Cambiar la representacion de
conocer el patrén que rige la registro Comin — grafico a
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secuencia

Operar aritméticamente para
cumplir la secuencia

Representacion formal de las
operaciones

Manipulacién de elementos
mediante el cambio de registro
para ayudar a visualizar el
crecimiento de las figuras

generalizado

Definir las reglas de la
sucesién en cualquier registro

El aumento proporcional de
elementos en los términos
generales de una sucesion

Distributiva, asociativa,
conmutativa, factor comun

registro aritmético

Encontrar el patron mediante
el tratamiento en el registro
aritmético

Llegar a una representacion
algebraica

Para la creacion de una situacion problematica que considere los conocimientos anteriores se tiene que

desarrollar bajo los siguientes aspectos:

Situacion Problematica

Representacion

Razonamiento (argumentos)

Leer una situacion
problematica y detectar que
prosiguiendo con lo que indica
se puede encontrar una
secuencia  numérica  que
aumenta constantemente (la
progresion que debe llevar la
situacion problematica)

Llegar  al cambio  de
representacion mediante el
razonamiento de un

Descripcion de la regla en cada
representacion (registro)

Construccién de sucesiones de
nameros o de figuras a partir
de una regla deducida

Representacion mental

Representacion aritmética y
algebraica

Saber que se necesita cambiar
el registro para resolver la
situacion problematica

Saber considerar la variable
como numero general con el
gue es posible operar

El aumento proporcional de
una sucesién  puede  ser
representado por una regla

tratamiento de valores

8. Conclusiones

Con las situaciones problematicas mencionadas se detecta que los estudiantes no poseen los
conocimientos necesarios para cambiar el enfogque que tienen de las Matematicas, por ello se debe de
elaborar una nueva secuencia didactica que analice las competencias matematicas que poseen para
caracterizar la forma de pensamiento que tienen al resolver una situacion problematica encaminada a
propiciar el pensamiento algebraico.

La intencién de elaborar una secuencia didactica para caracterizar los conocimientos que deben tener
los estudiantes para el comienzo del pensamiento algebraico, es llegar a entender como podemos
comenzar a desarrollar en ellos esta forma de razonar, esperando obtener conclusiones que nos doten
de herramientas para que exista una mejora en el momento de trabajar Algebra.

La nueva secuencia debe estar basada desde su elaboracion en la CMF para detectar los errores,
obstaculos y dificultades que tienen los alumnos en su forma de pensar y lograr caracterizar los
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conocimientos que les hacen falta comprender para considerar una literal como un nimero que varia 'y
puede tomar distintos valores segun lo requiera la solucion de la situacion problematica.

En la actualidad se esta trabajando en el redisefio de la secuencia de situaciones problemaéticas desde la
CMF, con la intencion de considerar los mayores elementos posibles que intervienen en su
experimentacion, las situaciones probleméticas contenidas en la secuencia tendran como finalidad,
analizar las formas de pensamiento que poseen los estudiantes y servirdn de apoyo para cambiar su
pensamiento de numérico a algebraico, esperando que permita comenzar a caracterizar los elementos
que se deben considerar para fomentar el pensamiento algebraico.
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