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Resumen. En México se han hecho esfuerzos por incorporar las tecnologias para el
aprendizaje en el aula de matematicas; sin embargo, existe una brecha entre sus alcances y
como el profesor podria incluirla en su practica docente. Una causa consiste en que el profesor
no tiene certeza de qué y como articularla en su practica docente. Una propuesta a esta
articulacion es el modelo de conocimiento tecnologico pedagogico del contenido (TPACK).
Enmarcado en esto se reporta la reflexion de un profesor en el uso de tecnologia para la
ensefianza de la integral definida; la cual consiste en la organizacion, articulacion y planeacion
de dichas dimensiones para el desarrollo de una clase; teniendo como referente metodolégico,
las trayectorias hipotéticas de aprendizaje (THA). Los resultados de la practica enfatizan la
evolucion del modelo de articulacion y planeacion como parte de una forma de reflexion de
la practica del profesor. Lo anterior brinda, un referente teorico-metodoldgico de ensefianza
de la integral definida con el uso de tecnologia.
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1. Practica docente con el uso de tecnologia

A continuacion se reportan algunos trabajos relacionados con la reflexion de la practica
docente con el uso de tecnologia para la ensefianza de las matematicas. La intencion es
conocer algunos alcances y dificultades de la integracion de la tecnologia en el aprendizaje
y ensefianza de las matematicas.

Al respecto, Haciomeroglu, Bu y Haciomeroglu (2010) mencionan que Ila
investigacion sobre la ensefianza de las matematicas con tecnologia ha recibido mayor
atencion en los ultimos afios. Sin embargo, los resultados han mostrado que los profesores
hacen un uso limitado de ésta, en el sentido de una incertidumbre del coémo usarlo en su
practica docente. Para contar con mayor evidencia en este trabajo se realiza un analisis del
desempetio de 68 profesores en formacion al realizar propuestas de clases empleando el uso
de tecnologia, especificamente el uso del software GeoGebra.
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Las propuestas de trabajo consistieron en la exploracion de actividades, lecciones y
materiales en paginas oficiales de geogebra para socializarlas con los demés profesores. Lo
anterior con la finalidad de que éstos pudieran implementarlas en sus clases de matematicas.
Con estas acciones los autores analizaron la reflexion de los profesores sobre su préctica
docente con el uso de tecnologia, por medio de las presentaciones de sus propuestas,
observaciones de sus clases y finalmente con reflexiones escritas al final de cada semestre.
Los resultados que reportan son que el profesor mejora la forma de planear la clase
complementado con algunas teorias de aprendizaje y estrategias de evaluacion. Sin embargo,
se encuentran con una renuencia de algunos profesores hacia el uso de la tecnologia. La
razon, es que esto exige modificar su préctica docente y no tienen una clara vision de coémo
ensefiar y evaluar; mas aun, les resulta complicado qué modificacion hacer del discurso
matematico a diferencia de lo realizable a papel y lapiz. De esta manera, se evidencia que si
bien existe un reconocimiento de las ventajas en los aprendizajes en matematicas al usar la
tecnologia, el no saber como y qué ensefar de ésta provoca en los profesores un nivel de
incertidumbre que incide en su postura ante el uso de la tecnologia en sus clases.

Otra experiencia con el uso de la tecnologia es reportada en Gonzalez (2014). Aqui
se realiza un estudio con profesores en formacion en Matematica y Fisica, donde muestra una
experiencia de introduccion del uso del software de geometria dindmica desde un enfoque
profesional y modos de actuacion. El enfoque profesional a grosso modo, se caracteriza como
la formacion del profesor en la reflexion de los contenidos matematicos a usar y en el disefio
de las tareas para su clase con el uso de tecnologia. Respecto a los modos de actuacion, se
enfoca en el conocimiento que presentan los profesores con el software al momento de
estructurar las tareas con la intencion de organizar acciones didécticas para el desempefio en
las clases. Una tarea estructurada bajos estas dos caractarizaciones se presenta en la Figura
1.

Ejemplo 1

Longitud(CC) = 1.77
Distancia( A, HC) = 0.98

1. Arrastra los puntos B o C y analiza
la relacién entre la distancia del centro
a la cuerda y la longitud de la cuerda BC

2. Mueve Ay repite el paso 1
¢ Cambia la relacidn observada?

3.¢Queé conjetura puedes elaborar?

Figura 1. Ejemplo de activada realizada por el profesor (Gonzalez, 2014).

El autor supuso que este ejemplo podria desmotivar el trabajo del profesor, pues solo
consistia en arrastrar un punto y observar; sin embargo, ocurri6 lo contrario, normé a discutir
sobre otras posibilidades de estructurar la propia tarea del profesor en términos de como
representar la distancia del centro a la cuerda; de si se dibuja o no el segmento que representa
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la distancia; de si, en el caso de dibujarse, es necesario que aparezcan las medidas. Es decir,
la tarea propuesta desat6 discusion entre los profesores rescatando formas de actuar referente
a su didactica. De manera complementaria el autor recomienda evitar tareas con
construcciones largas; dado que el profesor dedicaria mas tiempo a la informatica del
software y no a la didactica como parte importante del modo de actuacioén de clase. Lo
anterior da una idea de que existen tareas consideradas como sencillas por el investigador,
que pueden ser enriquecidas con la experiencia y conocimiento del profesor y otras que dado
su disefio pueden promover un modo de actuacion no didactico en la clase.

Correspondiente a los modos de actuacion de los profesores, Vitabar (2011) los
tipifica segun su actuar en clase. El objetivo de este estudio fue reconocer la personalidad de
90 profesores en el ejercicio de su practica al participar en programas de actualizacion
profesional en el uso de las Tics. El resultado fue la siguiente categorizacion:

e Los resistentes: Profesores con poca formacion, por lo regular comparan las nuevas
metodologias con las tradicionales, analizando la relacion del esfuerzo consumido y
los logros alcanzados. Expresan cierta resistencia sobre incorporar la tecnologia en el
aula y son criticos a la hora de evaluar su conveniencia. A estos profesores les
preocupa mucho el poco dominio de la tecnologia y por ello, le quitan atencién a los
aspectos didacticos, y al descuidarlos, la propuesta no siempre resulta ser eficiente.

e Los novatos: Profesores con poca experiencia, regularmente jovenes y sin aversion al
uso de tecnologia. Creen en la necesidad de incorporar la tecnologia en el aula
basandose en la motivacion que esto genera en los estudiantes. Ademas, relacionan
el uso de tecnologia con la alta calidad de una propuesta didactica; pero eso no se
refleja en su planificacion didéctica, ya que el entorno informatico, empafia esta
actividad.

e Los tecnocratas: Estos profesores estan muy familiarizados con el uso de la
tecnologia. Tienen la creencia de que la tecnologia puede simplificar el trabajo en el
aula. Aprenden facilmente nuevos programas computacionales y se sienten seguros
al momento de usar tecnologia en el aula. Una caracteristica bastante comtin en estos
profesores es que el uso en si mismo del software se sobrepone al aprendizaje de la
matematica y la propuesta se transforma en una clase de informatica.

o Los experientes: Profesores que poseen un buen nivel de reflexion didactica de su
practica. Son capaces de entender la bondad de cierta metodologia en funcién de la
calidad del aprendizaje de sus alumnos. Estos profesores consideran a la tecnologia
como un medio, y no como un fin; enfocandose en el papel de la tecnologia en los
procesos de ensefianza y aprendizaje. Estos suelen preparar tareas donde la tecnologia
no es el centro, ni tampoco un obstaculo, por lo tanto potencian la dimension didactica
de la actividad.

Lo anterior brinda un panorama de la personalidad que adopta el profesor, no generalizado,
al usar tecnologia en sus clases de matematicas. Un elemento central para lograr la anterior
caracterizacion fue la reflexion docente en el uso de las Tics. En el centro estuvo la discusion
colectiva entre pares y el acompanamiento de su practica en el programa de actualizacion (en
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plataforma moodle). Esto permiti6 situar un escenario de aplicacion de la tecnologia para
clases de matematicas, logrando que el profesor ponga cuidado en lo didéactico y no confiar
en una actividad simplemente por ser similar a la que estamos acostumbrados a realizar. Es
decir, el analisis de la practica del profesor tomd en cuenta la pertinencia didactica de las
actividades planificadas, lo que obliga a hacer un gran esfuerzo por mirar atentamente qué y
como se propone en un escenario de aplicacion de la tecnologia.

Las anteriores investigaciones presentan experiencias en donde interactian la
tecnologia y los profesores de matematicas. Sin embargo, De Villiers (2006) sefiala que se
debe tener cuidado con el software de geometria dinamica cuando se utiliza para la
ensefianza; pues la mayoria de las investigaciones realizadas sobre el uso de este software
solo hablan de sus potencialidades educativas y muy pocas abordan sobre los posibles
inconvenientes de ser empleados en el salon de clases; y considerando que esta investigacion
se centra en la reflexion de una experiencia de aula, se hara una descripcion de algunos
inconvenientes reportados por este investigador. Algunos de ellos, en nuestra opinion,
relacionados con las tipificaciones establecidas por Vitabar (2011).

o El inconveniente del no cambio. Este es descrito por el mal empleo que hacen los
profesores al introducir el software de geometria dinamica al salon de clases. Este
empleo inadecuado del software se da cuando “los maestros usualmente utilizan
el software de geometria dinamica como una extension de la geometria que se
hace con papel y lapiz. Lo anterior ocasiona que los profesores rechacen las
nuevas tecnologias digitales. Luego, a fin de que las nuevas tecnologias se sigan
utilizando para hacer matematicas, tenemos que aprender a utilizarlas de manera
que la actividad matematica se transforme, permitiéndonos hacer cosas que no
podrian haber sido posibles antes” (Sutherland, 2005, 4; citado en De Villiers,
2006).

e El inconveniente de primero dominar el software. En este caso, muchos de los
profesores asumen que los estudiantes deben primero dominar ampliamente el
software para que pueda ser utilizado efectivamente en el salon de clases para la
ensefianza y aprendizaje. Esta creencia estd muy lejos de la realidad, ya que los
estudiantes no necesitan conocer a profundidad el software para poder llevar a
cabo exploraciones, aprendizajes y conjeturas. El considera que esto se puede
lograr simplemente con exponer al estudiante las habilidades especificas
necesarias para el aprendizaje particular de un concepto.

e El inconveniente del aprendizaje sin dolor. Este inconveniente esta relacionado
con la falsa creencia de que con el simple hecho de pedir a los alumnos que
trabajen un problema utilizando geometria dindmica, automaticamente el
aprendizaje se dara de manera facil. Pues a menos que el estudiante sea
cuidadosamente guiado para observar y examinar lo que acontece en la pantalla,
muy poco aprendizaje podria estar ocurriendo.
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A manera de reflexion los trabajos descritos anteriormente brindan un panorama sobre la
reflexion de la practica docente con el uso de las tecnologias para clases de matemadticas. En
este sentido, las nuevas tendencias de investigacion estan dando un giro hacia el disefio de
actividades que promuevan estrategias de ensefianza y aprendizaje efectivas para la clase de
matematicas. En contraparte, aunque los planes de estudio promueven el uso de las
tecnologias, quedan a deber el como mejorar la practica docente con el uso de tecnologias
para la ensefianza; de tal forma que genere aprendizaje en el estudiante sin caer en la
tipificacion de profesor informatico en sus clases de matematicas (Vitabar, 2011). Es asi
como el profesor siente que ensefiar a usar la tecnologia puede tomar mas tiempo que el
dedicado a la intencion didactica para su clase. Al respecto, Gonzalez (2014) sefiala que esto
no es ineludible, ya que un profesor puede planear y disefiar su actividad evitando
construcciones largas. Aunque rescata en estas construcciones cierta intencion didactica,
como hacer que el estudiante argumente sobre su conocimiento matematico.

También estos trabajos describen algunas reflexiones sobre las creencias y opiniones
de los profesores al implementar la tecnologia en su practica docente. Algunas de estas
inquietudes podrian estar incidiendo en la implementacion de la tecnologia en las aulas de
matematicas. Por esta razén aqui mencionamos aquellas que son el centro de esta
investigacion: como llevar un contenido matematico, qué didactica se debe desarrollar y qué
de la tecnologia usar al momento de implementarla en la clase de matematicas. Tales
preguntas nos llevan a problematizar la necesidad de articular estos conocimientos y planear
su forma de intervencion en el aula. En ese sentido este trabajo provee un marco de referencia
sobre la reflexion de un profesor que articula diferentes dimensiones del saber. Entre ellos
esta el conocimiento matematico sobre la integral definida, su planeacion didactica y qué'y
como usar la tecnologia para el desarrollo de su clase de matematicas. La complejidad radica
en la articulacion de estos saberes para la ensenanza de la integral definida y su aplicacién
en el aula.

Lo complejo de esta articulacion puede estar ligado también a las diferentes
concepciones del uso de la tecnologia. Al respecto, Rojano (2006) sefiala que el uso de las
tecnologias digitales en la educacion se puede sintetizar en tres categorias reconocidas
internacionalmente:

e Se conciben como un fin en si mismas por lo tanto se convierten en el objeto de
ensefianza de cursos clasicos de computo desligados del curriculo.

e Se utilizan para realizar las tareas de la ensefianza tradicional de una manera
tecnificada.

e Se conciben como agentes del cambio tanto de los modos de apropiacion de
conocimiento, como de las practicas en el aula y de los contenidos curriculares
mismos (McFarlane, 2001; citado en Rojano, 2006).
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En nuestra opinion la tercera categoria justifica el empleo de las herramientas tecnologicas
para la ensefianza y la necesidad de una articulaciéon de saberes tanto del contenido
matematico como de su didactica para su adecuada incorporacion al aula. Por tal razon, se
presenta a continuacion el marco de referencia que sirvié en esta investigacion como un
modelo de reflexion y de articulacion de conocimientos para la integracion de la tecnologia
en una clase de matematicas.

2. Marco de referencia

A contiuacion se presenta un modelo que propone tres conocimientos necesarios para la
implementacion de una clase de matematicas con tecnologia. Estos conocimientos son: el
contenido matematico escolar, el didactico y el tecnoldgico. La articulacion de los mismos
se realiza mediante las trayectorias hipotéticas de aprendizaje y que de alguna manera se
constituy6 en la metodologia utilizada por el profesor al planificar su clase con el uso de
tecnologia para la ensefianza de la integral definida. De esta manera el enfoque tedrico
metodologico que el profesor utilizé le permiti6 identificar qué de un contenido matematico
y como esta condicionado a una forma didactica de llevar la clase. A esto se afiade la eleccion
de los elementos de la tecnologia que se pueden usar para que se cumplan los objetivos de la
clase. Asi, el modelo y la metodologia sitian en un contexto estos conocimientos con el fin
de ponerlos en practica y generar la reflexion de lo planeado y desarrollado en clase. En ese
sentido se articulan los saberes propuestos por el profesor para su intervencion y reflexion
didactica con el uso de tecnologia.

2.1. El modelo TPACK

El TPACK fue desarrollado por Mishra y Koehler (2006) y aborda la problematica de integrar
tecnologia en el aula de clases. Este modelo describe los tipos de conocimiento que el
profesor necesita planificar para su efectiva ensefianza de un contenido especifico por medio
de la tecnologia.

El TPACK es una extension del Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK) de
Shulman (1986, citado en Koehler y Mishra, 2009). Esta extension consiste en explicar como
la comprension que tienen los profesores de las tecnologias educativas y el PCK interactiian
entre ellas para producir una ensefianza efectiva con tecnologia. Este modelo estd compuesto
por tres nucleos principales que estan relacionados con el conocimiento del profesor:
conocimiento del contenido (CK), conocimiento pedagoégico (PK) y conocimiento
tecnologico (TK). Para este modelo las intersecciones entre estos cuerpos de conocimiento
son igual de importantes. Estas intersecciones estan representadas como PCK (conocimiento
pedagdgico del contenido), TCK (conocimiento tecnoldgico del contenido), TPK
(conocimiento tecnoldgico pedagogico), y el TPACK (conocimiento tecnoldgico pedagogico
del contenido). Este modelo y sus intersecciones se presentan en la Figura 2. En particular es
la Gltima interseccidén de conocimientos, conocida como TPACK, que se propone permitira
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implementar a la tecnologia como un agente de cambio educativo en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas.

Technological
Pedagogical Content
Knowledge
(TPACK)

Technological
Knowledge
(TK)

Pedagogical
Knowledge

(PK)

Technological
Pedagogical

Knowledge

(TPK)

Technological
Content
Knowledge
& (TCK)

Content
Knowledge
(CK)

Pedagogical
Content
Knowledge

Contexts

Figura 2. Modelo de Conocimiento Tecnoldgico Pedagogico del Contenido.

2.2 Interseccion de los conocimientos del TPACK para el disefio de actividades

A continuacion se presenta la descripcion de cada una de las intersecciones del modelo y que
fueron traducidas de Mishra y Koehler (2006). El entendimiento de cada interseccion de
conocimientos permiti6é delimitar qué en especifico resultaria pertinente en la planeacion de
actividades por parte del profesor para el tema de la integral definida. El desarrollo de cada
descripcion por parte del profesor, pero ahora para el tema de la integral definida se expone
en la seccion tres de este mismo documento.

Conocimiento Pedagogico del Contenido. Este conocimiento es similar y consistente
con la idea de Shulman (1986, 1987; citado en Koehler y Mishra, 2009). Es decir, la
transformacion de la materia para la ensefanza ocurre cuando el profesor interpreta la
materia, encuentra multiples maneras de representarla, y la adapta e hila los materiales
instructivos para concepciones alternativas y al conocimiento previo del estudiante.

Conocimiento Tecnoldgico del Contenido. Este consiste en la comprension de como
la tecnologia y el contenido se relacionan y limitan una a otra. Los profesores necesitan
dominar mas que la materia que se imparte; pues ellos deben tener un profundo
entendimiento de como el contenido se puede modificar por la aplicacioén del uso especifico
de una tecnologia.

Conocimiento Tecnologico Pedagdgico. Este conocimiento es el cambio de como
ensefiar con tecnologias especificas en formas especificas, valga la redundancia. Esto incluye
conocer los alcances y limitaciones tecnoldgicas al relacionarse con los disefios y estrategias
pedagogicas disciplinares apropiados. Para construir el TPK es necesario tener una
comprension mas profunda de los alcances y limitaciones de las tecnologias y los contextos
disciplinarios.
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Aqui haremos un paréntesis que se propone necesario dada la naturaleza de nuestra
disciplina. Si bien el modelo contemplado es propuesto para la ensefianza de la tecnologia
para cualquier disciplina, es la misma comprension sobre los alcances y limitaciones de la
tecnologia afectados por el contexto disciplinar que nos permite hablar de una componente
didéctica. De esta manera la tiltima componente del modelo, llamado TPACK, que consiste
en la interseccion de tres conocimientos, se convierte en un conocimiento albergado en la
matematica educativa. De esta forma, la ultima componente fue modificada en su descripcion
para contextualizarla al caso de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Conocimiento Tecnologico Pedagogico del Contenido. Es una forma emergente de
conocimiento que va mas alla de las tres componentes: contenido, pedagogia y tecnologia.
El TPACK es una comprension que emerge especificamente de las interacciones entre los
conocimientos matematicos del contenido, su didéctica y la tecnologia existente al caso.

Por ultimo, el circulo punteado que encierra estos conocimientos (Figura 2) es
etiquetado como contexto, y enfatiza la comprension de que la tecnologia, la didactica y el
conocimiento matematico no existen en el vacio, sino estan instanciados en contextos
especificos de la ensefianza y aprendizaje del contenido matematico en cuestion. Por tal
motivo a continuacion se presenta la aplicacion del modelo TPACK al tema matematico de
la integral definida en el nivel medio superior.

3. Propuesta de modelo TPACK para la enseiianza de la integral definida

A continuacion describimos la articulacion de las intersecciones de los conocimientos:
matematico, didactico y tecnologico, propuesta por el profesor para el tema de integral
definida en el contexto de una clase en el nivel medio superior.

Conocimiento pedagogico de la integral definida. En esta dimension el profesor tomo
la siguiente definicion de integral definida considerando la propuesta curricular del programa
de estudios del nivel medio superior en México:

si f es una funcion continua definida para a < x < b, dividimos el intervalo
[a,b] enn subintervalos de igual ancho Ax = (b — a)/n. Hacemos que
Xo (= a), X1 X5, ... , X,(= b) sean los puntos extremos de estos subintervalos y
elegimos x7i,x3,... ,X, como los puntos muestra en estos subintervalos, de
modo que x; se encuentre en el i-ésimo subintervalo [x;_;, x;]. Entonces la
integral definida de f, desde a hasta b, es

b n
f(x)dx=1lim ) f(x))Ax
[reat=im.
(Steward, 1999)
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Ademas, el profesor argumenta su eleccion diciendo que la definicion tiene una ventaja
didéctica pues se puede vincular con la visualizaciéon de cdlculo de areas en distintos
contextos; es decir la aproximacion por sumas por exceso y por defecto en representaciones
geométricas, numeéricas y algebraicas.

Conocimiento tecnologico de la integral definida. En esta componente el profesor
identifico qué del GeoGebra podria ser utilizado para abordar el concepto de integral
mediante la visualizacidon de areas; como resultado €l propone las siguientes construcciones
en Geogebra. La finalidad de las mismas es que los estudiantes, exploren y argumenten la
nocion de area con la suma de rectangulos por exceso y por defecto en relacion con la integral
definida. Enseguida se describen las construcciones propuestas y utilizadas por el profesor
en su experiencia de clase:

1. Actividad 1. En esta primera actividad se definen los valores a;, b:. Enseguida se definen
los puntos a = (a1, 0) y b = (b1, 0) y se utiliza el comando Segmento [a, b] siendo a el
limite inferior y b el limite superior del segmento [a, b]. Para poder estar cambiando los
valores de a y b se les vincula una casilla de entrada. Se define el valor » (numero de
subintervalos) y también se le asigna una casilla de entrada para poder variar este valor.
Para graficar los puntos de la particion se utiliza el comando listal = Secuencia [(i, 0), 1,
al, b1, (b1 - a1) / n]. Para obtener las coordenadas de los puntos de la particion se utiliza
el comando lista2 = Secuencia [Texto[(x(Elemento[listal, i]), y(Elemento[listal, i])),
Elemento[listal, i]], i, 2, n]. Por ultimo se define el valor / si = (b; - a;) / n para obtener
la longitud de los subintervalos.

2. Actividad 2. En esta actividad iniciamos definiendo la funcién f(x) = 0. A esta funcion se
le vincula la casilla de entrada que nombramos Funcion para poder trabajar con
diferentes funciones utilizando el mismo subintervalo y particion que se definié en la
Actividad 1. Definimos lista3 = Secuencia[(Elemento[x(listal), i], f(Elemento[x(listal),
i])), 1, 1, n + 1] para generar los puntos de la particion al ser evaluados por la funcioén que
se definid anteriormente. Para hacer que las coordenadas de los puntos aparezcan en el
ordenador se utiliza el comando lista4 = Secuencia[Texto[(x(Elemento[lista3, iJ),
y(Elemento[lista3, i])), Elemento[lista3, i]], i, 1, n + 1]. Se crea el deslizador
rectangulosuperiores y se define lista5 = Secuencia[Poligono[Elemento[lista3, 1 + 1],
Elemento[listal, i + 1], Elemento[listal, i], (x(Elemento[listal, i]), y(Elemento[lista3, i
+11))], 1, 1, rectangulosuperiores] para que el ordenador dibuje los rectdngulos superiores
de la particion. De igual manera se crea el deslizador rectangulosinferiores y se define
lista6 = Secuencia[Poligono[Elemento[lista3, 1], (x(Elemento[listal, 1 + 1]),
y(Elemento[lista3, 1i])), Elemento[listal, i + 1], FElemento[listal, i]], 1, 1,
rectangulosinferiores] para que el ordenador dibuje los rectangulos inferiores de la
particion. En esta actividad también se utilizan casillas de control para activar o
desactivar comandos.

3. Actividad 3. En esta actividad se definen los valores Sumainferior = Suma[lista6] y
Sumasuperior = Suma[lista5].
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4. Intencionalidad didactica de las construciones realizadas en geogebra para la
ensefianza de la integral definida

Sobre la Primera construccion con GeoGebra. La tareas de la Actividad 1 (ver Anexo) son
propuestas para que los estudiantes relacionen el valor de n con el numero y longitud de los
subintervalos. De esta manera se pretende introducir la nocidn de particion.

Sobre la segunda construccion con GeoGebra. Las tareas planteadas en la Actividad
2 tienen como objetivo realizar una aproximacion del area bajo el segmento parabdlico, y =

2
x: en el intervalo [1, 6] utilizando sumas superiores. Los estudiantes tendran que completar

una tabla utilizando las sumas superiores; con la intencidén de que ellos relacionen las alturas
de los rectangulos con los puntos de la particion. En la ultima parte de esta actividad se les
pide que realicen el llenado de la tabla pero ahora con una particion de seis subintervalos;
con el proposito que relacionen que a mas particiones que tenga el subintervalo se obtiene
una mejor aproximacion del area.

Sobre la Tercera construccion con GeoGebra. Las tareas propuestas en la Actividad
3 tienen como objetivo que los estudiantes identifiquen que conforme el nimero de intervalos
aumenta la diferencia entre las sumas superiores e inferiores disminuye. De esta manera se
introduce de forma intuitiva a la integral definida como la aproximacion del area bajo la curva
y su relacion con la idea de limite.

Después de que los estudiantes hayan terminado el tltimo ejercicio de la Actividad 3
se espera tendran los elementos para formalizar la definicion de integral definida desde el
enfoque de Riemann propuesto en el programa de matematicas del nivel medio superior.

Hasta el momento se han presentado los conocimientos que fueron identificados y
construidos por el profesor mediante el modelo TPACK; sin embargo, esto no le permitio
soslayar la organizacién de esta informacion para su implementacion en clase. Esto fue
resuelto por el profesor quien adoptdé como herramienta metodologica para la planeacion,
ejecucion y evaluacion de su clase las trayectorias hipotéticas de aprendizaje. Esta
herramienta se presenta a continuacion.

5. La planeacion de la aplicacion de la enseiianza de la integral definida

Como ya se dijo anteriormente, aunque existe en el TPACK una parte didactica que ayuda a
la intencionalidad de lo que se quiere aprender, ésta no proporciona una guia o plan de trabajo
que complementen la reflexion docente. Para ello se consideré el término trayectoria
hipotética de aprendizaje (THA) de Simon (1995).

La THA ofrece una descripcion de aspectos clave para la planeacion de clases de
matematicas. Una THA se basa en los objetivos de aprendizaje propuestos para los
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estudiantes; en las tareas matematicas que se utilizaran para promover estos objetivos y en  ¢p
las hipétesis que tiene el profesor acerca de los procesos de aprendizaje de los estudiantesen €0
torno al contenido matematico a ensefiar (Figura 3).

Trayectoria
Conccimiento hipctética de
del profesor - M.
Objetivo de
aprendizaje del
profesor
Flan del profesor

para actividades
de aprendizaje

4

[

3
Hipdtesis del
profesor sobre el
proceso de
aprendizaje

Consfitucidn
e interactiva de las
.~ Evaluacién del ™, actividades de aula
|" conocimiento de
/

\ los estudiantes
AN "/

Figura 3. Ciclo de la ensefianza de las matematicas de abreviado (Simon, 1995,136).

Este diagrama se describe de la siguiente manera. El objetivo de aprendizaje que tiene el
profesor indica la direccion de la trayectoria hipotética de aprendizaje. En ese sentido se traza
un camino por el que puede transitar el aprendizaje; esta hipdtesis es contrastada
posteriormente con lo obtenido después de la clase. Para ello se parte del supuesto que el
aprendizaje individual de los escolares recorre caminos idiosincraticos, pero frecuentemente
similares. Esta hipotesis incluye algunos supuestos como que el aprendizaje de un individuo
presenta ciertas regularidades; que la comunidad de la clase condiciona la actividad
matematica de maneras frecuentemente predecibles; y que muchos de los escolares en la
misma clase pueden beneficiarse de la misma tarea matemadtica (Steffe, von Glasersfeld,
Richards y Cobb, 1983, 118). De esta manera, una THA le proporciona al profesor criterios
para seleccionar un disefio instruccional particular; por lo tanto, el profesor toma sus
decisiones del disefio basado en su mejor conjetura acerca de como puede suceder el
aprendizaje. El proceso se considera ciclico pues con cada experiencia se enriquece el
conocimiento del profesor a través de la reflexion, lo que incidird en la planeacion de una
nueva THA.

En este caso, Simon (1995) sefiala que la creacion y la continua modificacion de la
THA es la pieza central del modelo de reflexionar sobre la clase de matematicas. El autor
sefiala que la interaccion colectiva entre el profesor y los estudiantes o cara a cara profesor y
estudiante, constituye una experiencia diferente a la que el profesor habia anticipado. Esta
interaccion mediada por las actividades del salon de clases conlleva a una modificacion en
las ideas y conocimiento del profesor para darle sentido a lo que acontece y acontecio en el
salon de clases. El diagrama de la Figura 3 indica que la evaluacion del conocimiento de los
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estudiantes puede contraer adaptaciones en el conocimiento del profesor que, sucesivamente,
llevan a una nueva THA o su modificacion.

Finalmente se presentan algunos aspectos metodologicos que permitieron evaluar la
experiencia de clase con el uso de tecnologia en la ensefianza de la integral definida; ademas
de posibilitar mostrar el contexto en el cudl se llevé a cabo la experimentacion.

6. Aspectos metodologicos para la toma de datos

La puesta en escena del TPACK para la integral definida con el uso de Geogebra, con una
planeacion basada en una THA se realizo con estudiantes de un bachillerato del estado de
Zacatecas. La forma en que se reportan los datos consiste en la planeacion de la THA del
profesor como evidencia a priori y su confrontacion con la experiencia después de clase como
la informacién a posteriori. La planeacion se presenta en tres momentos, donde se describen
y articulan los conocimientos del TPACK. Para la informacion a posteriori se presenta la
reflexion como resultado de la experiencia de aula con el TPACK propuesto para la integral
definida.

7. Desarrollo de la experimentacion

El Objetivo de aprendizaje planteado por el profesor corresponde a una de las competencias
establecidas por la direccion general de bachillerato:

Calcula e interpreta areas bajo la curva mediante las Sumas de Riemann en la
resolucion de problemas en un entorno tecnologico (DGB, 2011, 19).

En ese sentido la propuesta del profesor intenta desarrollar en los estudiantes la competencia
que estipula el programa. El disefio de la actividad es una aproximacion a la definicion de la
integral definida mediante las sumas de Riemann. Esta, pretende que los estudiantes de
bachillerato puedan apropiarse de la nocion del concepto de integral definida introduciendo
su desarrollo mediante el calculo de areas. Las actividades fueron tomadas del trabajo de
Cantor (2013) con algunas adaptaciones para el entorno en Geogebra. A continuacion se
describen las actividades® que desarrollé el profesor donde se explica su intencion didéctica,
matematica y tecnoldgica articulada.

Actividad de inicio. Iniciar¢ la actividad pidiendo a los estudiantes que mencionen como se
calcula el area de figuras comunes como rectangulo, tridngulo y poligonos irregulares (Figura

4).

2 La actividad es tomada de Cantor (2013) y disefiada en Geogebra. El lector puede descargar tanto la hoja de
trabajo como el archivo Geogebra en https://www.geogebra.org/m/Pu4bSAQn.
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A

Figura 4. Figuras geométricas para calcular su area

Continuaré la actividad preguntando a los estudiantes como calcular el area de figuras
irregulares como las que se muestran en la Figura 5.

N /'fll = = -
Figura 5. Figura deforme y curva para aproximar el area.

Termino esta actividad presentando a los estudiantes algunos problemas en contextos no
matematicos en donde es utilizada la integral definida, especificamente para el calculo de
areas. Lo anterior dado que el enfoque por competencias requiere que cualquier contenido
escolar se presente en contextos cercanos a los estudiantes.

Actividad 1. Iniciar la Sesion con GeoGebra. La construccion hecha en geogebra intenta que
el estudiante reflexione mediante la observacion y la particion de sub-intervalos, dado un
intervalo [a, b] como se muestra en la Figura 6.

Bl

dim _

i

Figura 6. Actividad en geogebra para la divisiéon de sub-intervalos sefalado en el recuadro.

2
Actividad 2. Se Inicia con la funcion dada pory = x:, donde se pide dividir el intervalo [1,

6] en 4 subintervalos iguales y calcular f{x) en cada punto del extremo derecho de la particion;
ademas se pide anotar los valores obtenidos en la tabla (ver anexo y Figura 7).

X f(x) | Areadelos
recténgulos

Total

Figura 7. Hoja de trabajo del estudiante paré Actividad 2 del Geogebra.

Se pide ademas que dibuje en el grafico de la Figura 7 los rectangulos que tienen como base
los subintervalos de la particion y como altura el valor de la funcion en el punto indicado
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anteriormente (extremo derecho). A continuacion, se les pide que calculen el 4rea de cada
rectangulo resultante, asi como la suma de las areas obtenidas. Posterior a ello se pide repetir
la actividad, pero ahora para una particion de seis subintervalos. Al finalizar se comparan las
tablas y los graficos obtenidos en ambas particiones de subintervalos. Para concluir, se
termina con la siguiente pregunta: ,;Cudl considera que se aproxima mejor al darea
sombreada bajo la curva? y ;Por qué?

Actividad 3. Después de haber realizado el proceso de particiones y ver como €sto muestra
la nocién de acumulacion del area bajo la curva (Actividad 2), el objetivo de la Actividad 3
consiste en que el estudiante aproxime el area por exceso y defecto de rectangulos inferiores
y superiores. De tal forma que con el uso de GeoGebra pueda visualizar la diferencia de
ambas 4reas para particiones realmente grandes y asi analizar qué pasa con el margen de error
(ver en Figura 8). Esta actividad resulta importante para el profesor pues en particular es una
tarea que no es posible hacer de manera tradicional a lapiz y papel y que le permite al
estudiante visualizar la potencialidad didéactica de la tecnologia y en especial de Geogebra.

LI T —-""M“{ELM X1 o
M v .

a0, 0

0%

Figura 8. Célculo de areas por medio de rectangulos inferiores y superiores de una funcion.

Enseguida se le pide aproximar el area acotada por la curva y = x°, el eje x y las rectas x = 0
y x = 2. Lo anterior, mediante el drea de rectangulos; la indicacion es dividir el intervalo [0,
2] cuando la particion es n=5,26,50,77,100. La intencidon es que registren en una tabla las
sumas inferiores, superiores y las diferencias de las areas resultantes por exceso o defecto.
Con base en la informacion obtenida se pide que responda las siguientes preguntas:

a) ;Qué sucede con los valores de las sumas superiores y de las sumas inferiores a medida
que el nimero de intervalos aumenta?

b) ;{Qué se puede concluir con esos valores?

¢) (Cudl es el valor aproximado del area acotada por la curva y = x? en el intervalo [0, 2]?
d) (Habra una mejor manera de aproximar el area sombreada?

La intencion es que los estudiantes identifiquen que a mayor niimero de intervalos, el margen
de error de las diferencias de las areas de las sumas inferiores y superiores de los rectangulos
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es cada vez menor y que ademas tiende a cero. Lo que permite al profesor institucionalizar
la integral definida de funciones continuas en un cierto intervalo [a, b].

8. Algunos resultados de la propuesta THA-TPACK de la intergal definida

Finalmente, reportamos algunos resultados de las actividades que consideramos relevantes
en la experiencia del profesor de su propuesta TPACK-THA; especificamente, dificultades,
aciertos, asi como algunas reflexiones y sugerencias de mejora.

Antes de iniciar la Actividad 2 el profesor considera necesario primero presentar un
ejemplo y para ello editar la funcion f(x)=x/2 para ilustrar la suma de rectangulos superiores
en un intervalo dado. La vizualizacion del nimero de rectangulos inferiores y superiores se
logra con el deslizador en la propuesta en Geogebra (ver Figura 9).

Gz

Figura 9. llustracion de aproximar el area de una recta con el uso de Geogebra.

Luego, el profesor siente la necesidad de ilustrar como calcular el area de cada rectangulo
explicando como obtener su altura para enseguida multiplicar por la longitud de su base como
se muestra en la Figura 10.

Figura 10. Explicacion del profesor como calcular el area de cada rectangulo.

En la percepcion del profesor el estudiante logra comprender que se debe evaluar en la
funcion de cada subintervalo; en este caso, un punto de la base del rectangulo (el punto del
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extremo derecho del intervalo para los rectangulos superiores y punto del extremo izquierdo
para los inferiores) para obtener la altura del rectangulo. Posterior a esto el estudiante realiza
la Actividad 2, haciendo el registro de cada area de rectangulos superiores o inferiores en una
tabla para 4 y 6 particiones (ver Figura 11).

- I
o3
Qo

- 2. Realice Jos pasos indicados en el inciso anterior para una particidn de 6 subintervalos.
1. Divida el intervalo [1, 6] en 4 subintervalos iguaks y caleule 1{x) en cadn una pania del - Compare las tablas y los grdficos obtenidos para la particién de & ¥ 6 subintervales.
exdrema derecho de In particién. Liene ba tabla con bos valores abtenidos

Roras N

% | fix) | Areadelos
) rectingulos

o

x| W |Areadeies
.15 poala. 2lzs

Total 14, 3¢ &

Figura 11. Respuestas de estudiantes a la actividad 2

Sin embargo el profesor reporta que en el llenado de la primera tabla hubo confusion. Los
estudiantes confundieron la variable x con Ax por lo que llenaron la columna de la variable
x con el valor del incremento de los subintervalos. En cuanto a la gréfica, los estudiantes no
le tomaron sentido (o no entendieron las instrucciones). Por lo que algunos de ellos no
dibujaron los rectangulos como se pedia. El profesor al reflexionar sobre este suceso se da
cuenta de que no especifico si los rectangulos eran los superiores o inferiores. Por lo anterior
concluye que es necesario mejorar esta actividad y que tal vez se veria fortalecida si les
pidiera a los estudiantes que lo hicieran para ambos casos.

Posterior a sus registros, en su hoja de trabajo, el profesor formaliza esta sumatoria
de areas de los rectangulos hacia la integral definida. De esta manera, el profesor escribe
sobre el pintarron las formulas matematicas del area de rectdngulos aproximandolos
mediante la simbologia utilizada en las sumas de Riemman, para posteriormente poder llegar
a la nocion de integral definida (Figura 12).

i e A _1 ’_'—
D A=AS R rguas) .;I*rlar'uvgs

A;‘m Feos) A, ;'-"Ef-‘) b: :Q(_L
fo)lafl et

R o

das |
g = T & 1

Figura 12. Formalizacion del profesor de sumas de rectangulos superiores a Riemman.

Lo anterior es abordado por el profesor tal vez con la intencidon de aproximarse a la definicién
formal de sumas de Riemman; sin embargo, logra identificar cudl es el significado de
referencia propuesto por el programa de estudios y que es introducir a la integral definida
como una herramienta para el calculo de areas. De esta manera, para el profesor la pregunta
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importante de la actividad es: ;Cudl considera que se aproxima mejor al area sombreada
bajo la curva? y ;Por qué?

¢Cudl considera que se aproxima mejor al drea sombreada bajo’la curva? ;Por qué?
La equnda porque egladincido e nreclonguios mmews ¢ hnepgdes

Abarean mas el cvea

v

LA d¢ mMeyor NuME.o de 4.0 9ntervalcs R Quw Ao (&

£Cudl considera que se aproxima mejor al drea sombreada bajo’la curva? jPor qué?

(
mos Partcd de e Lo

Figura 13. Respuestas de estudiantes respecto al area bajo la curva.

De esta manera, desde la mirada del profesor, la actividad cumple con el objetivo de
aproximar el area con la suma de Riemman creando en el estudiante, la idea de aproximacion
al area bajo la curva por medio de la sumatoria de areas de rectangulos. Posterior a esto el
profesor relaciona estas ideas de sumatoria con la integral definida (Figura 14).

Figura 14. Formalizacion de la suma de Riemann a la integral definida con el uso de Geogebra.

Esta idea de aproximacion al area por medio de rectangulos se contintia en la Actividad 3,
donde el activar su casilla permite ver el calculo de las sumatorias inferiores y superiores de
forma directa. El estudiante registra las areas de las sumas inferiores y superiores en una tabla
para cierto valor de n que va incrementando con la intencion de que el estudiante analice las
diferencias de las sumas inferiores y superiores. Considerando que él se da cuenta de que la
diferencia es cada vez menor cuando 7 se hace considerablemente més grande. Se ilustra un
dato interesante de un equipo de estudiantes donde describen la relacion entre la cantidad de
subintervalos (n), la diferencia y la aproximacion al area (Figura 15).
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Numero de particiones | Suma superior | Suma Inferior | Diferencia
. 262 lLaz |10

Bae 2.62 2.5l | 0.2

nR o) 91 T TSy | O

n=77 9 21 7 e oL
e 2.7 265 | 0.0%

Con base en la informacién obtenida en la tabla responda las siguientes preguntas.

a) (Qué sucede con los valores de las sumas superiores y los de las sumas infericres a
medida que el niimero de intervalos aumenta? )
Ladomes sppeioves dom.maen o meeh A
Loty s wicaores aumentan a el
b) ¢Qué se puede concluir con esos valores?

Popaayor noleero cle wbankevunl e

ot Qune el | (n berucaled
\

) waley
a due Quane Nt n 3 lI‘I"]'/ el <

YOO O ﬂpaoy.\‘.m('uiw Ay rcel

Figura 15. Respuestas de los estudiantes a la Actividad 3.

Estas respuestas parecen dar evidencia de que se cumple el objetivo de la actividad 3. De esta
manera la tecnologia juega un papel importante al permitir a los estudiantes visualizar y
calcular el area bajo la curva mediante distintas n particiones.

Como se dijo en el marco referencial en el uso de la tecnologia y su implementacion
en el aula es importante no s6lo evidenciar los alcances sino las dificultades o limitantes que
pueden presentarse. Por esta razon se considera necesario mostrar algunas dificultades
reportadas por el profesor después de su experiencia en el aula con el uso de tecnologia

e El profesor considera que debi6 hacer una discusion del por qué se les llama sumas
superiores y sumas inferiores siendo deseable, agregar esto en la Actividad 3.

e Propone incluir a la Actividad 3 mas puntos decimales en los resultados de la suma
superior e inferior (ver Figura 16), esto debido a que los estudiantes pueden asumir
que las sumas superiores e inferiores seran iguales para algun determinado valor de
n. Esto sucedid cuando n = 2500, en este caso los estudiantes asumieron que la suma
superior era igual a la suma inferior (ver Figura 16).

= Winta Gridica W ¥ i Grifca 7

Actividad1
scribe bos valores Sl moervaln [4.8]

4 °
a=2 bei
Mlmers de submEnaln 5 o 75

Lnghie de ko Uubarvit = 0
[ T i o
— :
" Actividadz V]
i,/]nuu ln funcaiafied = 1 4
iz]lm ) &0 cada pusin de & paricedn.

ﬂ Devarives las poevedesadas de lis mmapeses

s 7 . Einuw o pactbngabos tparon
'ﬂ D ko rectingulen mlereares

Figura 16. Aproximacion al area con el uso de geogebra para n=100
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e Considera importante enriquecer los disefos, primero haciendo que los estudiantes
trabajen con intervalos de diferente longitud y con puntos cualesquiera dentro de cada
subintervalo. Para luego hacerlos ver que se consideran subintervalos de igual
longitud y esto podria facilitar los calculos para guiarlos a la construccion de la
definicion de integral definida.

La experiencia del profesor posibilitd proponer un rediseiio de las actividades propuestas en
geogebra. Especificamente, agregar otra casilla donde se observé la diferencia de las sumas
y que el resultado contenga mas cifras decimales. Otro redisefio que debe considerarse en la
actividad en Geogebra es el cédlculo de sumas superiores e inferiores para funciones
decrecientes. Por otra parte, se considera ampliar la Actividad 2, incluyendo el calculo de
areas superiores e inferiores; ya que esto pueda fortalecer la comparacion de ambas areas y
desarrollar la idea de aproximacion al area bajo la curva en el intervalo propuesto.

9. Conclusiones y reflexiones

La propuesta de TPACK-THA de la integral definida da evidencia de lograr el objetivo
general de la clase que es favorecer la siguiente competencia:

Calcula e interpreta areas bajo la curva mediante las Sumas de Riemann en la
resolucion de problemas en un entorno tecnologico (DGB, 2011, p. 19).

El profesor en su planeacion y ejecucion de la clase, manifestd siempre un enfoque visual
de la definicion: f; f(x)dx = 711_1)1010 Y1 f(x)Ax. Como apoyo y para complementar las

actividades en GeoGebra el profesor desarroll6 el conocimiento matematico sobrescribiendo
en el pintarrén paso a paso de dicha expresion sumatoria (ver Figuras 10, 12 y 14).

Esta forma visual de desarrollar la suma de Riemann en las Actividades 1 y 2, se puede ver
su influencia positiva en la respuesta a dos preguntas de la Actividad 3 que son: ;Qué sucede
con los valores de las sumas superiores y los de las sumas inferiores a medida que el numero
de intervalos aumenta?, y ;Qué se puede concluir con esos valores? En la Figura 15 se
evidencia un dato de respuesta de tres estudiantes y que la mayoria coincide en que a mayor
nimero de subintervalos, mayor aproximacion al area bajo la curva. La intencionalidad
didactica de que el estudiante observe y registre las diferencias de las areas de rectangulos
superiores ¢ inferiores, permitid esta justificacion en los estudiantes. Por lo que el profesor
considera que el TPACK de la integral definida que integra la definiciéon de sumatoria con
una didactica visual y complementada con uso de deslizadores y activacion de casillas en
Geogebra, brind6 buenos resultados en la comprension de la nocion de area bajo la curva en
los estudiantes y que se aproxima a su formalizacion en la integral definida en un intervalo
dado. Esto lo expresa el estudiante cuando se les pregunté que les parecia la clase (Figura
17).
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Figura 17. Opiniones de los estudiantes respecto a la clase.

Sin embargo el profesor considera la necesidad de redisefar algunas actividades, y realizar
una propuesta que es acorde no so6lo al objetivo planteado sino a la postura visual que adoptd
desde un inicio. Ademas, es consciente de que ésto modificard su THA lo que le permite abrir
nuevas expectativas y formas de ensefianza.

A manera de reflexion este trabajo brinda un modelo de reflexion particular del
profesor sobre su propia practica. En las referencias reportadas anteriormente podemos ver
que el profesor reflexiona sobre su practica en la aplicacion de disefio de actividades con uso
de tecnologia. Sin embargo, en todos ellos no existe un criterio de reflexion de la planeacion
de la clase y el papel que juega ésta. En este caso se identifico) que la planeacion de clase
tiene un papel central e indispensable en la implementacion de la tecnologia en el aula de
matematicas. Pues si bien el TPACK le dijo al profesor qué conocimiento se propone como
necesario para la ensefianza de las matematicas con tecnologia, la pregunta del como articular
estos conocimientos y llevarlos al aula tuvo que ser contestada con la THA que se constituy6
en una herramienta metodoldgica para la planeacion de clase. Por lo que la reflexion no solo
consiste en tener y articular los tres saberes mencionado u otros, sino en pensar cOmo
llevarlos al aula de tal forma que no pueda causar confusion y favorezca la competencia que
un profesor asume.

Por otra parte, el profesor toma la postura de Gonzalez (2014), que consiste en
aplicar una construccion ya hecha con tecnologia donde el estudiante manipule, observe y
responda. Podria pensarse que esta postura puede no ser de interés del estudiante, ya que
quiere aprender su manejo en una era mediatizada por recursos tecnoldgicos. Pero ¢l
considera que va bien de la mano con la practica de un profesor experiente. Pues, a veces
enfocarse mucho en los menus y el funcionamiento de una tecnologia en la clase, primero
toma mucho tiempo y segundo deja fuera la intencion didactica y de aprendizaje. Por lo que
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la THA de la integral definida logr6 de cierta forma, mostrar de forma visual la sumatoria de
Riemann complementado con activacion y movimiento del deslizador en Geogebra.

De esta manera se considera que se brinda un marco de referencia para la profesionalizacion
docente, basada en una articulacion de saberes con propdsito y redisefio del mismo para la
mejora de la practica docente. En este sentido lo novedoso es que este marco de referencia
surge desde una experiencia de aula mediada por la matematica educativa.
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Hoja de trabajo de los estudiantes

Integrantes de equipo

Fecha:

Actividad 1
1. ;Cuadl es la longitud del intervalo [-2, 2]?
2. (Cuadl es la longitud de cada subintervalo si se efectiia una division del intervalo [-2, 2] en
4 partes iguales?
(En 5 partes de igual longitud?
(En 20 partes de igual longitud?
(Qué sucede con la longitud de cada subintervalo conforme n aumenta?
3. ;Cuantos subintervalos se obtienen si se realiza una division del intervalo [-2, 2] en
subintervalos iguales de longitud 1.33?
(Cuantos subintervalos se obtienen si se realiza una division del intervalo en subintervalos
iguales de longitud 0.5?
(Cuantos subintervalos se obtienen si se realiza una division del intervalo en subintervalos
iguales de longitud 0.25?
(Qué sucede con el valor de n conforme la longitud de cada subintervalo disminuye?
(Cual es la longitud de cada subintervalo si el intervalo [-2, 2] se parte en n subintervalos
iguales?

Actividad 2
Sea la funcion dada por y = x*/4
1. Divida el intervalo [1, 6] en 4 subintervalos iguales y calcule f(x) en cada uno del extremo
derecho de la particion. Llene la tabla con los valores obtenidos.

10 /

X f(x) | Areade los
rectangulos

Total

Dibuje en el grafico los rectangulos que tienen como base los subintervalos de la particion y
altura el valor de la funcion en el punto indicado.

Calcule el area de cada rectangulo obtenido en el punto anterior.

Calcule la suma de las areas obtenidas en el inciso anterior.

2. Realice los pasos indicados en el inciso anterior para una particion de 6 subintervalos.
Compare las tablas y los graficos obtenidos para la particion de 4 y 6 subintervalos.

ReCalc. Anio7 Vol.7 septiembre 2015 — septiembre 2016  http://mattec.matedu.cinvestav.mx/el_calculo/



Reflexion sobre la ensefianza de la integral definida con el uso de tecnologia una experiencia
de aula en el nivel medio superior

X f(x) | Areade los 0]
rectangulos

Total

(Cual considera que se aproxima mejor al 4rea sombreada bajo la curva? ;Por qué?

o 1 2 3 4 ] a

Actividad 3

1. Calcule aproximadamente el 4rea acotada por la curvay = x?, el eje xentrex = 0y x = 1,
mediante la suma inferior rectdngulos, dividiendo el intervalo [0, 1] en 4 subintervalos de
igual longitud.

Area =~ suma inferior =
2. Utilizando la misma particion calcular la suma superior de rectdngulos para calcular el
area acotada por la curvay = x?, el eje xentre x =0y x = 1.

Area ~ suma superior =
3. Calcula :diferencia = suma superior — suma inferior =

4. Calcule aproximadamente el 4rea acotada por la curvay = x°, el ejexentre x = 0y x = 2,
mediante area de rectangulos, dividiendo el intervalo [0, 2] si

Numero de particiones Suma superior Suma Inferior | Diferencia
n=>5
n=26
n=50
n=77
n=100

Con base en la informacion obtenida en la tabla responda las siguientes preguntas.

a) (Qué sucede con los valores de las sumas superiores y los de las sumas inferiores a medida
que el numero de intervalos aumenta?

b) ;{Qué se puede concluir con esos valores?

¢) (Cual es el valor aproximado del area acotado por la curva y = x° en el intervalo [0, 2]?
d) (Habré una manera de aproximar mejor el 4rea sombreada?
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