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UNIDAD ACADÉMICA DE CIENCIA Y TECNOLOGÍA DE LA
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Dr. Isaac Rodŕıguez Vargas

Dr. Iván Moreno Hernández

Dr. Juan Carlos Basilio Ort́ız

Suplentes:
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entusiasmo, sus acertados consejos y sugerencias tanto para este trabajo de tesis como en los diferentes
proyectos que hemos realizado en equipo, le agradezco su paciencia y apoyo incondicional.
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Resumen

La óptica de iluminación es una rama de la óptica cuyo objetivo es maximizar la eficiencia y el des-
empeño de dispositivos que transfieren la luz desde una fuente hasta un plano u objeto a iluminar. En
general, se requiere formar patrones espaciales de iluminación con caracteŕısticas espećıficas y con alta
eficiencia en la transferencia de luz. Las lentes óptimas para iluminación, en su mayoŕıa, no son esféricas
o asféricas, suelen tener superficies de forma “libre”. Sin embargo, estas, son lentes abultadas y pesadas
que vuelven a los sistemas ópticos voluminosos. Las metalentes, y en general las metasuperficies, al ser
estructuras 2D, hacen que los sistemas ópticos sean compactos y ligeros, por tales cualidades poseen
un alto potencial de desempeño en aplicaciones de la óptica de iluminación. Para analizar y diseñar
metalentes en óptica de iluminación, es necesario contar con leyes generalizadas de transmisión de la luz
en metasuperficies. En esta tesis se generalizaron las leyes de propagación de la luz en metasuperficies.
Inicialmente se dedujeron la ley de reflexión y refracción para metasuperficies en coordenadas polares,
para luz incidente en el plano de incidencia; después, se derivaron las ecuaciones generales para calcular
la dirección 3D de los rayos refractados y reflejados por una metasuperficie, es decir, se derivaron las
expresiones vectoriales de los rayos reflejados y transmitidos por una metasuperficie con un perfil de
fase 2D arbitrario, mismas que son válidas para cualquier dirección de los rayos incidentes. Las fórmulas
obtenidas simplifican el trazo de rayos 3D a través de sistemas o dispositivos que estén formados por
metalentes o metasuperficies. Finalmente, se desarrollaron cuatro modelos matemáticos que usan a las
metasuperficies o metalentes para producir iluminación homogénea. En espećıfico, aplicamos el método
Monge-Ámpere y las leyes generalizadas para metasuperficies, y obtuvimos las ecuaciones diferenciales
no lineales con valores en la frontera que debe satisfacer el perfil de fase “libre” o arbitrario de una
metalente que genera un patrón de iluminación. En el último caṕıtulo se presenta el método de dife-
rencias finitas y algoritmos genéticos como propuesta de solución numérica a los modelos matemáticos
de iluminación obtenidos, que son la base del diseño de una metalente para iluminación.

Palabras clave: iluminación, metasuperficies, método Monge-Ámpere
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Abstract

Illumination optics is a branch of optics that aims to maximize the efficiency and performance of devices
that transfer light from a source to a plane or object to be illuminated. In general, it is required to form
spatial patterns of illumination with specific characteristics and high light transfer efficiency. Optimal
lenses for illumination are mostly not spherical or aspherical, they usually have “free-form” surfaces.
These, however, are bulky and heavy lenses that make optical systems bulky. Metalenses and meta-
surfaces in general, being 2D structures, make optical systems compact and lightweight, and therefore
have a great potential in illumination optics applications. In this thesis, the laws of light propagation
in metasurfaces were generalized. Initially, the law of reflection and refraction for metasurfaces in polar
coordinates was deduced for incident light in the plane of incidence. Then, the general equations for
calculating the 3D direction of the refracted and reflected rays by a metasurface were derived, in other
words, the vector expressions of the reflected and transmitted rays by a metasurface with an arbitrary
2D phase profile were derived, which are valid for any direction of the incident rays. The formulas obtai-
ned simplify 3D ray tracing through systems or devices with metalenses or metasurfaces. Finally, four
mathematical models were developed that implement metasurfaces or metalenses in illumination op-
tics. We applied the Monge-Ámpere method and the generalized laws for metasurfaces and obtained the
nonlinear differential equations with values on the boundary that satisfy the “free” or arbitrary phase
profile of a metalens that generates a desired illumination pattern. The last chapter presents the finite
difference method and genetic algorithms as a proposal for a numerical solution to the mathematical
models of illumination, which are the basis for the design of a metalens for illumination.

Keywords: illumination, metasurfaces, Monge-Ámpere method
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7. Apéndices 54

A. Ley de Snell para metasuperficies en coordenadas polares 54
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Caṕıtulo 1

Introducción

La óptica ha sido durante mucho tiempo, un generador de invenciones que ha llevado a un enorme
progreso tecnólogico, teóricamente, su desarrollo comienza cuando Euclides publica las leyes de reflexión
hacia el siglo III a. c., desde ese tiempo hasta la actualidad se ha desarrollado una gran variedad de
dispositivos ópticos que han mejorado las comunicaciones, la formación de imágenes y la tecnoloǵıa de
sensores. Apróximadamente, hace un par de décadas aparecieron las metasuperficies que son estructuras
fotónicas bidimensionales compuestas de arreglos de nano antenas, también llamadas, meta-átomos.
Una de las aplicaciones más importantes de las metasuperficies es la lente metasuperficie también
denominada metalente la cual ha atráıdo fuertemente la atención de la comunidad cient́ıfica en tiempos
recientes porque posee un gran potencial para innovar la fotónica y la optoelectrónica, al ser un gran
candidato de reemplazo de las lentes clásicas en todos los dispositivos ópticos.

1.1. Lentes ópticas

La lente es el sistema óptico más utilizado, su origen se remonta a la antigua Grecia y Roma, en esa
época ya se conoćıan las propiedades refractivas de algunos materiales transparentes, de tal manera que
los romanos ya utilizaban cristales para leer manuscritos, pero fue hasta el siglo XIII cuando oficial-
mente Roger Bacon inventa las lentes de aumento. En general, una lente es un dispositivo que recoge y
reconfigura la distribución de enerǵıa radiante emitida por una fuente [1] su diseño consta de la elección
del material y de la forma de sus superficies, ya que de esto depende la forma final del frente de onda
que la atraviesa.

En su forma simple, una lente óptica es una pieza de material transparente limitado por dos superficies,
siendo curva al menos una de ellas, figura 1.1 (a). En su mayoŕıa, dichas superficies son esféricas ya
sea abultada desde la lente hacia afuera (convexa) o hacia adentro (cóncava) además, si la luz que
atraviesa la lente se enfoca en un punto o diverge, las lentes se clasifican como convergentes (positivas)
o divergentes (negativas) respectivamente. Un dispositivo óptico, puede estar compuesto no por una
lente simple, si no, por un sistema de lentes (figura 1.1 (b)) que prácticamente está compuesto por

2



1.1. Lentes ópticas 3

un número finito de lentes que trabajan de manera conjunta para que el dispositivo realice la función
deseada, pero principalmente para corregir aberraciones de imagen.

Figura 1.1: Lentes. (a) clásica. (b) sistema de lentes. (c) esférica. (d) asférica. (e) lente de forma libre.

La complejidad del diseño de una lente radica en que en el caso ideal, todos los rayos originados en un
punto objeto en todas las longitudes de onda deben propagarse con precisión hasta un punto imagen. En
general, idealmente, la imagen formada debe ser lo más parecida al objeto, sin ningún tipo de distorsión
o aberración [2]. En términos generales, una imagen puede contener una mezcla de aberraciones del tipo
coma, esférica, cromática y astigmática que deben ser corregidas en la medida que sea posible. Algunas
de estas aberraciones pueden corregirse simplemente cambiando la forma de uno o más elementos de
una lente, mientras que otras requieren una alteración total de todo el sistema óptico. Por ejemplo,
para la formación de una imagen mediante un sistema de lentes, los parámetros modificables o grados
de libertad del sistema óptico, son los radios de curvatura de las superficies de cada lente, el grosor del
espacio de aire, los ı́ndices de refracción y el perfil de dispersión de los vidrios utilizados en las lentes
del sistema y el ĺımite en la apertura del diafragma.

En su mayoŕıa las lentes de vidrio esféricas, figura 1.1 (c), son las que más se fabrican ya que son
fáciles de producir en comparación a las asféricas, figura 1.1 (d), que poseen mayor número de grados
de libertad y cuya fabricación es costosa, a menos, que se fabriquen en gran cantidad [3]. Estas lentes,
las asféricas, son muy utilizadas en la óptica no formadora de imágenes. En el área de iluminación su
función es dirigir la luz y formar patrones de iluminación con simetŕıa lineal o rotacional [4–6], y para
el caso en que los patrones de iluminación carecen de simetŕıa se diseñan lentes de forma libre (figura
1.1 (e)), que son lentes cuya superficie se diseña a partir de un modelo matemático que se deduce de la
conservación de enerǵıa transportada desde una fuente hasta una pantalla a través de la lente de forma
libre [7].

Todos los tipos de lentes anteriormente presentados tienen la caracteŕıstica de ser abultados y pesados
tal que hacen que los sistemas ópticos que los contienen estén limitados en su estado f́ısico tanto en
tamaño y peso, siendo esto, sin duda, uno de los aspectos más importantes que se desea mejorar por
parte de los diseñadores. Para esto se han realizado cambios en materiales y formas de las lentes, o
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bien, en el caso de sistemas de lentes se hace todo lo posible por utilizar el menor número de lentes
para lograr el efecto de la luz deseado.

1.2. Metamateriales y metasuperficies

La historia de los metamateriales tiene sus ráıces en el desarrollo de la teoŕıa electromagnética y la
óptica a lo largo del siglo XX. Fue en 1968 cuando Victor Veselago, un f́ısico soviético, publicó un
art́ıculo teórico en el que describ́ıa las propiedades de sustancias que tenian valores negativos tanto
de permeabilidad magnética µ como de la constante dieléctrica ε [8]. Esto implicaba que la luz se
comportaŕıa de manera inusual en este tipo de materiales, es decir, que experimentaŕıa reflexión inversa
y refracción negativa, pero en ese tiempo fue imposible verificar experimentalmente estos fenómenos.
A finales de la década de 1990, John B. Pendry, David Smith, y otros investigadores comenzaron a
desarrollar la teoŕıa y la tecnoloǵıa detrás de los metamateriales, incluyendo la creación de estructuras
artificiales que exhibieran ı́ndices de refracción negativos [9].

Figura 1.2: Metamateriales y metasuperficies. (a) Celdas de cobre con SSR (b) Refracción negativa. (c)
Metamaterial. (d) Diagrama de un meta-átomo. (e) Esquema de una metasuperficie (f) Imagen SEM
de diferentes metasuperficies..

En el año 2000, un equipo dirigido por David R. Smith y David Schurig de la Universidad de Duke
creó la primera estructura con ı́ndice de refracción negativo a frecuencias de microondas, esto marcó un
hito importante en el desarrollo de los metamateriales. El primer metamaterial se fabricó entrelazando
resonadores metálicos de anillo recortado (SRR por su siglas en inglés) que tienen µ < 0 y cables de
cobre con ε < 0. En el experimento se demostró que un haz transmitido a través de un prisma com-
puesto por matrices 2D de celdas unitarias repetidas de tiras de cobre y SRR (figura 1.2 (a)), teńıa un
ángulo de dispersión de refracción negativa (figura 1.2 (b)) [10].
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A medida que las investigaciones teóricas y experimentales en metamateriales evolucionaban, la comu-
nidad cient́ıfica estableció la definición formal de metamaterial como:

Nanoestructura tridimensional, artificial, que está compuesta de estructuras periódicas y no periódicas
cuya función depende de su arquitectura celular y composición qúımica (figura 1.2 (c)) [10].

Como esta definición abarca una amplia gama de materiales y estructuras diseñadas para manipular
la luz y otras formas de ondas, los metamateriales se clasifican en diferentes categoŕıas según las pro-
piedades modificadas del material, entre las cuales están las térmicas, acústicas, electromagnéticas o
mecánicas [11].

Algunos tipos principales de metamateriales son [11, 12]:

1) Metamateriales de ı́ndice negativo: estos tienen la propiedad de tener un ı́ndice de refracción ne-
gativo en ciertas frecuencias electromagnéticas. Esto significa que la luz se refracta en la dirección
opuesta a la que se espera en materiales convencionales, como Veselago lo discutió teóricamente
en su art́ıculo de 1968.

2) Metamateriales dieléctricos: estos están compuestos de estructuras dieléctricas dispuestas de forma
espećıfica para manipular las propiedades electromagnéticas de la luz, entre sus caracteŕısticas está
el no tener pérdidas metálicas, es decir, no pasan por procesos de corrosión, abrasión o desgaste,
también están libres de conducción de corriente eléctrica y exhiben polarización eléctrica.

3) Metamateriales plasmónicos: estos están diseñados para manipular la luz a escalas menores de
la longitud de onda utilizando polaritones superficiales, que son cuasipart́ıculas que surgen de la
fuerte interacción entre la luz y los electrones libres en los metales en la interfaz entre un metal
semiinfinito y un dieléctrico semiinfinito.

4) Metamateriales acústicos: estos están diseñados para controlar y manipular ondas sonoras, es
decir, controlan la forma en que el sonido se propaga a través de un medio.

5) Metamateriales térmicos: estos se diseñan para controlar y manipular la propagación del calor, es
decir, controlan la conducción de enerǵıa térmica.

6) Metamateriales mecánicos: estos se diseñan para manipular la propagación de ondas meánicas,
pueden dirigir, desviar o focalizar ondas mecánicas de una manera que no ocurre en materiales
convencionales.

Las aplicaciones de los metamateriales se dan en diversos campos, entre los que están, la acústica, la
fotónica, la biomedicina, la construcción, las tencnoloǵıas de la información, entre muchos más, desta-
cando su aplicación en la óptica, debido a su capacidad para controlar y manipular la luz de maneras
que no son posibles con materiales naturales. Por ejemplo, el poder enfocar con una “súper” lente ba-
sada en metamateriales, constituida por elementos del tamaño del orden o menor al de la longitud de
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onda de la luz misma.

A pesar de sus fascinantes propiedades de manipulación de ondas, los metamateriales 3D presentaron
varios desaf́ıos incluyendo su compleja fabricación y grandes pérdidas por inserción, es decir, pérdidas de
enerǵıa transmitida por el metamaterial. Por lo tanto, se comenzó a cuestionar si todas las propiedades
intrigantes de los metamateriales 3D seŕıan las mismas que las de una “capa” de metamaterial, es decir,
un metamaterial 2D, mucho más fáciles de fabricar. El término metasuperficie aparece por primera
vez en 2003 en un art́ıculo públicado por Sievenpiper et al. [13]., donde se estudian las propiedades
electromagnéticas de una superficie métalica con textura periódica. Sin embargo, fue hasta 2011 cuando
se estableció formalmente el término metasuperficie en los trabajos de Cappasso y Shalaev [14, 15].

Una metasuperficie es un conjunto bidimensional (figura 1.2 (d)) de meta-átomos (figura 1.2 (e)) de
tamaño del orden o menor a la longitud de onda en la que están diseñados, al igual que metamateriales
se clasifican en diferentes categoŕıas de acuerdo al tipo de onda de trabajo (ópticas, térmicas, acústi-
cas, por mencionar algunas.) a la función que realizan (lentes, reflectores, polarizadores, entre muchos
más.) a tipos de materiales y estructuras (plasmónicas, dieléctricas, entre otras.) y al rango espectral
de operación (visible, infrarrojo, microondas). Las aplicaciones de las metasuperficies, prácticamente se
dan en los campos ya mencionados para los metamateriales [16].

Los meta-átomos de las metasuperficies están dispuestos periódicamente (o aperiódicamente) encima
de un sustrato, tienen dimensiones del orden o fracción de la longitud de onda, la geometŕıa es muy
variada y se eligen de acuerdo al fenómeno que se desee estudiar. En la literatura, se han reportado
análisis teóricos y experimentales de metasuperficies con meta-átomos de forma ciĺındrica, fichas de
dominó, antenas metálicas, nano-agujeros, entre muchas más (figura 1.2 (f)). Entre las ventajas de las
metasuperficies, sobre los metamateriales, está su estructura plana y que se pueden fabricar fácilmente
mediante herramientas de fabricación plana que son mucho más rentables en comparación con la fabri-
cación de estructuras 3D. Por lo tanto, las metasuperficies, al ser bidimensionales, pueden integrarse
con gran facilidad en los dispositivos, y debido a estas y otras ventajas que ofrecen las metasuperficies
sobre los metamateriales, el campo de las metasuperficies se va desarrollando rápidamente, desde la
teoŕıa f́ısica que gobierna su comportamiento hasta su fabricación e integración en dispositivos [17, 18].

1.3. Metalentes

En general, la óptica busca controlar o manipular la luz por medio de cambios en su amplitud, fase y
polarización, con el objetivo de dirigir la propagación de un haz de luz, o bien, de obtener un frente
de onda deseado. Convencionalmente, esto se realiza mediante el uso de prismas, polarizadores, reji-
llas, espejos, hologramas y como se mencionó en la Sección 1 con lentes ópticas. Sin embargo, dichos
lentes suelen ser voluminosos, pesados y algunas veces costosos. Los avances tecnológicos en micro
satélites, drones y teléfonos móviles, ha demandado requisitos cada vez más exigentes en integración
y miniaturización de los sistemas electromagnéticos y fotónicos modernos, lo que llevó al surgimien-
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to de las metasuperficies como plataforma para diseñar ópticas de espesor inferior a la longitud de onda.

Aśı, una metasuperficie óptica, o también llamada, metalente, es un lente que promete ser un gran can-
didato para miniaturizar los sistemas ópticos. Una metalente tiene la propiedad de que cuando la luz
incide sobre sus meta-átomos espaciados por distancias menores a una longitud de onda, cada uno de
ellos puede considerarse como una fuente de ondas esféricas, caracteŕıstica que se explota para moldear
a voluntad la forma de un frente de onda. En resumen, las metalentes proporcionan muchos más grados
de libertad de diseño que las lentes clásicas, por tanto, son una plataforma disruptiva para sistemas
ópticos planos y compactos.

La modificación de un frente de onda para llevarlo a una forma deseada o esperada, depende de la
interacción entre la luz y el dispositivo óptico utilizado, por ejemplo, en el caso de lentes y prismas, los
fenómenos f́ısicos presentes son la refracción y la reflexión de la luz, fenómenos comunes en la naturaleza
que han dado lugar a numerosas aplicaciones que van desde el telescopio hasta la fibra óptica. En óptica
clásica, tanto la refracción como la reflexión de la luz, están regidas por leyes ya establecidas, la ley
de Snell y la ley de reflexión, respectivamente. Estas leyes proporcionan la dirección de propagación de
un haz de luz después de refractarse o reflejarse sobre una interfaz que separa dos medios homogéneos
con ı́ndices de refracción diferentes. En su forma más básica estas leyes obligan a los rayos reflejados y
refractados a estar en el plano de incidencia.

En el caso cuando una metasuperficie se encuentra en la interfaz que separa a dos medios, las leyes
clásicas de refracción y reflexión, cambian, ya que los meta-átomos de la metasuperficie inducen varia-
ciones de fase espaciales en la onda refractada o reflejada [14], cualidad de las metasuperficies, utilizada
para controlar la dirección de la onda propagada, la forma del frente de onda y la polarización.

Aieta et. al. [19], derivaron las leyes generalizadas de refracción y reflexión 3D para metasuperficies,
para la deducción se considera una onda plana incidente con vector de onda kikiki con dirección sobre el
plano yz, la metasuperficie en la interfaz (plano xy) entre dos medios con ı́ndices de refracción ni y nt
posee un gradiente de fase dual (en dirección “x” y en “y”), la onda al incidir sobre la metasuperficie
es en parte transmitida ktktkt y parcialmente reflejada krkrkr (figura 1.3 (a)). Considerando la trayectoria de
la luz (a través de un punto A y un punto B) y aplicando el principio de Fermat (fase estacionaria):∫

A

ϕ (rrr) drrr =

∫
B

ϕ (rrr) drrr, (1.1)

lo que significa que, al tener una variación infinitesimal de una trayectoria la diferencia de fase acu-
mulada es igual cero, considerando dos puntos Pi y Pt en medios con ı́ndices de refracción ni y nt,
respectivamente, se trazan dos trayectorias infinitesimalmente cercanas de un punto a otro, donde tales
trayectorias están separadas por una distancia ∆r (figura 1.3 (b)).

Incorporando la fase acumulada Φ(r) = kr, y el gradiente de fase d(Φ)/dr de la metasuperficie, en el
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Figura 1.3: Refracción y reflexión generalizada sobre una metasuperficie. (a) Esquema de los rayos
incidente (azul), reflejado y transmitido (rojo). (b) Interfaz entre dos medios. (c) Ángulos de incidencia
vs. ángulos de refracción para diferentes orientaciones (α) del gradiente de fase, imágenes tomadas de
[19].

principio de fase estacionario, ecuación (1.1), se tiene,[∫ A

Pi

kikiki · drrr −
∫ B

Pi

kikiki · drrr
]

+

[∫ Pt

A

ktktkt · drrr −
∫ Pt

B

ktktkt · drrr
]

+
∂ΦΦΦ

∂r
(rArArA − rBrBrB) = 0, (1.2)

donde rrrA(B) es la posición del punto A(B) sobre la superficie. Después de integrar la ecuación (1.2), las
componentes del vector de onda del rayo transmitido son [19],

kx,t = kx,i +
∂Φ

∂x

ky,t = ky,i +
∂Φ

∂y

, (1.3)

en la ecuación (1.3) se observa que la componente tangencial del vector de onda del rayo transmitido
no se conserva ya que la interfaz contribuye con una cambio en la fase que se produce por el gra-
diente de la metasuperficie ∇Φ = (∂Φ/∂x, ∂Φ/∂y), cabe mencionar que al analizar la reflexión sobre
la metasuperficie, las componentes del rayo reflejado kxr y kyr tienen la misma forma de la ecuación (1.3).

Aieta et. al. [19] sólo consideraron una incidencia en el plano yz, es decir, kx,i = 0 y que las componentes
de los rayos incidentes y transmitidos en términos de sus ángulos polar y azimutal,
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kx = k cos θ senϕ,

ky = k senθ,

kz =
√
k2 −

(
k2
x + k2

y

)
= k cos θ cosϕ,

(1.4)

donde k es el número de onda dado por k = k0n, donde n es el ı́ndice de refracción y k0 = 2π/λ0.

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (1.4) en (1.3), las leyes de refracción y reflexión de la luz sobre
una metasuperficie con un gradiente de fase dual son dadas por:

Refracción Reflexión

cos θt sen ϕt =
1

ntk0

∂Φ

∂x
, cos θr sen ϕr =

1

nik0

∂Φ

∂x
, (1.5)

nt sen θt − ni sen θi =
1

k0

∂Φ

∂y
, sen θr − sen θi =

1

nik0

∂Φ

∂y
,

donde se puede observar que cuando el gradiente de fase es cero, se recuperan las leyes clásicas para
ambos fenómenos, como se visualiza en la figura 1.3 (c), misma que muestra la validez de la ley de Snell
para diferentes incidencias y evidenćıa que la orientación del gradiente de fase α produce un cambio en
la orientación del rayo refractado por la metasuperficie.

Conociendo la longitud de onda de la luz (λ0), y si la incidencia es normal o está en el plano de
incidencia, a partir de la ley de snell y la ley de reflexión, antes presentadas, puede obtenerse el perfil
de fase de la metalente para lograr un enfoque de luz deseado. Cuando un frente de onda plano incide
sobre una metasuperficie con un gradiente de fase radial ∇Φ = dΦ/dr y forma un punto focal a una
distancia f , se integra la ley de refracción, considerando que Φ es una función de la posición, continua
en la interfaz, de tal forma que se obtiene el perfil de fase hiperbólico [20]:

Φ(x, y, λ0) = −2π

λ0

(√
x2 + y2 + f 2 − f

)
, (1.6)

donde (x, y) es la ubicación de cada meta-átomo en la metalente. La ecuación (1.6) muestra que todos
los rayos deben llegar en fase al foco, lo que da como resultado un punto limitado por difracción. Este
perfil de fase hiperbólico se ha empleado en la mayoŕıa de los diseños de metalentes, pero también se
pueden usar otros perfiles de fase para aplicar diferentes caracteŕısticas a las metalentes y los frentes
de onda incidente, transmitido o reflejado, siempre y cuando la metalente logre cubrir todo el rango de
fases requerido de 0 a 2π para controlar completamente el frente de onda.
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1.4. Diseño y fabricación de metalentes

La manipulación de las propiedades de la luz, incluidas la fase, la amplitud y la polarización, se puede
realizar mediante el diseño de los perfiles geométricos y las posiciones de los meta-átomos de una
metalente y en la elección del perfil de fase, en general, este diseño se puede resumir en cuatro pasos:

1) Definir la óptica de la metalente, fenómeno y leyes f́ısicas, el tipo de luz, es decir, la longitud de
onda o ancho de banda de trabajo y el perfil de fase de la metalente.

2) Elegir los materiales del sustrato y de los meta-átomos.

3) Realizar la simulación numérica para diseñar y optimizar la forma, tamaño y disposición espacial
de los meta-átomos para lograr el objetivo deseado.

4) Ajustar los parámetros mencionados en los puntos anteriores, para maximizar la eficiencia de la
metalente, esto se hace también v́ıa la simulación numérica.

La simulación numérica de una metalente, se lleva a cabo, utilizando software comercial basado en
diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD), método que simula la propagación de la luz en
dispositivos fotónicos, entre estos softwares está Lumerical Inc., RSoft (Synopsys) y Comsol que son
softwares de alto nivel que han estado a la vanguardia de la innovación en el campo de la fotónica
y la nanotecnoloǵıa, proporcionan herramientas de software avanzadas para la investigación en estos
campos. La simulación numérica es un paso imprescindible ya que de esto depende que el proceso de
fabricación se lleve de manera óptima, es decir, que los parámetros geométricos y los materiales elegidos
sean los indicados para que la eficiencia real de una metalente fabricada sea lo más cercana posible a
la eficiencia teórica.

La nano-fotolitograf́ıa es la técnica más utilizada en la fabricación de metalentes, es una tecnoloǵıa que
tiene la ventaja de poseer una alta precisión en el control de las dimensiones de nano(micro) estructuras
a fabricar, este proceso consiste en colocar una máscara de diseños sobre un sustrato cubierto por una
peĺıcula fotosensible, que al ser expuesta a cierto tipo de luz se modifica, para después ser sometida
a revelado y grabado y aśı obtener las nano-estructuras deseadas sobre el sustrato, es decir, la meta-
lente. El proceso es altamente versátil y efectivo, ofrece una combinación de alta resolución, precisión,
escalabilidad y reproducibilidad, lo que lo convierte en una herramienta indispensable en la fabricación
de dispositivos electrónicos y en otras áreas de la nanotecnoloǵıa. Por otra parte, las limitaciones de la
nano-fotolitograf́ıa radican en que los equipos empleados son altamente costosos, la disponibilidad de
materiales es restringida y además los procesos qúımicos utilizados pueden generar residuos peligrosos
y contaminantes que en caso de no ser gestionados de manera adecuada, pueden producir impactos
negativos en el medio ambiente.

A ráız del incremento en las demandas de la nanofabricación, se han desarrollado e incorporado nuevas
técnicas de fabricación prometedoras, son una especie de nuevos tipos de litograf́ıa, por ejemplo, la
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litograf́ıa de inmersión, litograf́ıa UV extrema, litograf́ıa por nanoimpresión, litograf́ıa de interferencia,
litograf́ıa con haz de iones enfocado, por mencionar algunas, ya que existen muchas técnicas más re-
portadas e implementadas, lo que indica, que el campo de la fabricación es un área que se encuentra
en desarrollo e innovación continua [21].

Los materiales, para la fabricación de una metalente, se eligen de acuerdo a la funcionalidad óptica
deseada, en general, las metalentes se clasifican en óxidos conductores transparentes y plasmónicas, las
del primer tipo están compuestas por nitruros de metales de transición, óxidos conductores transparen-
tes o dieléctricos con constante dieléctrica alta, por ejemplo, nitruro de galio (GaN), dióxido de titanio
(TiO2), diamantes, silicio (Si), nitruro de silicio (SiNx), por mencionar algunos, para las metasuperficies
plasmónicas, se utilizan metales nobles y semimetales, entre los que están, oro (Au), plata (Ag), cobre
(Cu), aluminio (Al), nitruro de titanio (TiN), nitruro de circonio (ZrN), grafeno, entre muchos más
materiales; cabe destacar que la elección de los materiales depende también de la longitud de onda o
ancho de banda (infrarrojo medio, visible, infrarrojo cercano, entre otros.) de trabajo de la metalente
[22].

En la literatura, existe una gran variedad de trabajos que reportan diseños y fabricación de metalentes
en diferentes fenómenos ópticos, por ejemplo, la integración de una metalente dieléctrica y un LED [23],
filtrado de colores y enfoque de luz mediante una metalente dieléctrica [24]; en [25] She, Alan, et al.,
reportan el diseño y fabricación de una metalente dieléctrica refractiva de 2 cm de diámetro (metalente
de área grande) con perfil de fase hiperbólico, ecuación (1.6), longitud de onda de diseño λ0 = 1550
nm (infrarrojo cercano), distancia focal f = 50 mm. Como materiales eligieron, para los meta-átomos,
silicio amorfo (aSi) y como sustrato dióxido de silicio (SiO2). Se consideró un arreglo de meta-átomos
ciĺındricos, para no tener efectos de polarización, con diámetros que oscilan entre 830 y 990 nm y una
altura fija de 600 nm, al variar el diámetro, los postes pudieron producir una cobertura de fase de 2π,
transmitancias altas y relativamente uniformes, con una eficiencia efectiva de 91 %.

Desde su reciente aparición, las metalentes, han sido un campo de estudio en diferentes aplicaciones
ópticas, entre las que está la conformación de un frente de onda, es decir, el control de la fase y la
amplitud de una onda electromagnética en el espacio, que mediante el uso de metasuperficies, se logra a
través de la configuración geométrica y la distribución espacial adecuada de sus meta-átomos, fenómeno
fundamental en los campos de iluminación y formación de imágenes. Por otra parte, los estados de pola-
rización (orientación de campos eléctricos y magnéticos) de la luz, clásicamente, se manipulan utilizando
cristales, pero estos son pesados, voluminosos y su ancho de banda de trabajo es limitada, por estos
motivos, se han diseñado y fabricado metasuperficies que actúan como polarizadores lineales, circulares
e incluso algunas que controlan la polarización de forma dinámica mediante la aplicación de campos
externos [17].
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1.5. Formación de imágenes con metalentes

Como se mencionó anteriormente, las metalentes ofrecen una serie de aplicaciones prometedoras en
diversas áreas de la óptica, por su diseño ultradelgado y su capacidad para enfocar la luz en longitudes
de onda espećıficas, prometen incrementar la eficiencia y disminuir el tamaño de los sistemas ópticos,
entre los que destacan, los dispositivos formadores de imágenes, a cuyo desarrollo e innovación se le
invierte grandes cantidades de recursos financieros. Tales dispositivos, en śı, clásicamente funcionan
mediante lentes que manipulan la luz por refracción y reflexión y aunque con el tiempo esta tecnoloǵıa
se ha desarrollado muy bien, logrando obtener imágenes con muy alta resolución y amplio campo de
visión, los sistemas de lentes que los componen, son cada vez más complejos y en consecuencia, vo-
luminosos, pesados y dif́ıciles de portar. Sin embargo las tecnoloǵıas recientes requieren componentes
ópticas compactas y ligeras.

Tres caracteŕısticas importantes que indican si un sistema formador de imágenes es eficiente o no, son
el enfoque, que hace referencia a la capacidad del sistema para proyectar una imagen ńıtida y clara
de un objeto; la apertura numérica que representa la medida de la capacidad del sistema para recoger
luz y controlar el ángulo bajo el cual puede aceptarla o emitirla, cuanto mayor sea esta, mayor será
la resolución; y finalmente el grado y tipo de aberraciones presentadas, entre las que pueden estar la
esférica, cromática y coma. Un buen sistema óptico presenta mı́nimas aberraciones, ya que no pueden
eliminarse totalmente.

El diseño y fabricación de metalentes para formación de imágenes, es el área en la que más trabajos
de investigación se reportan, y hay una gran variedad de estudios referentes a esta aplicación. Uno de
los primeros reportes de metalentes formadoras de imágenes, se publicó en 2016 por Khorasaninejad
et. al.[26], quien es parte del grupo del profesor Federico Cappaso, ellos diseñaron y fabricaron una
metalente refractiva de TiO2 con una eficiencia de enfoque de hasta 86 %, apertura numérica NA=0.8
que trabaja a longitudes de onda 405, 532 y 660 nm (espectro visible), las pruebas que realizaron die-
ron como resultado imágenes con alta resolución y calidad comparable con imágenes formadas por un
objetivo Nikon con la misma apertura numérica.

Los sistemas formadores de imágenes, capturan y forman la imagen de objetos con diferentes dimensio-
nes, que van desde una célula, hasta cúmulos de estrellas. En la medicina y la bioloǵıa existe la necesidad
de formar imágenes del orden de 1 mm hasta 10 mm para el diagnóstico de enfermedades, por tales
motivos, las metalentes representan una herramienta aplicable a este tipo de necesidades. En [27] Wang
et. al., fabricaron una metalente de TiO2 para formar imágenes biológicas en infrarrojo cercano (650-
1000 nm) con eficiencia de hasta 88 %, aperturas numéricas 0.1-0.24 y eficiencia máxima de enfoque de
90 %, sin embargo, aunque esta eficiencia es alta, las aperturas son pequeñas. De acuerdo al objetivo
del sistema óptico, debe determinarse un equilibrio entre la apertura numérica y la eficiencia de enfoque.

En relación a las distorciones (aberraciones) que presentan las imágenes y con el fin de disminuirlas
también se han fabricado y probado metalentes que las corrigen. Por ejemplo, Shuming Wang et. al. [28],
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probaron una metalente acromática en modo transmisión en el espectro visible, la eficiencia determina-
da fue de apróximadamente 40 % y su apertura numérica de 0.106, con estos parámetros se formaron
imágenes donde se muestra que la aberración cromática es eliminada. Además, se han diseñado dobletes
de metalentes, para el mismo fin, disminuir o eliminar aberraciones. En [29] Benedikt Groever et. al.,
fabricaron un doblete, que consiste en dos metasuperficies ubicadas a ambos lados de un sustrato, su
apertura numérica es de 0.44, longitud de onda de trabajo 532 nm y un campo de visión de 50◦, las
imágenes formadas presentaron una alta calidad en el plano focal, este tipo de dobletes puede aplicarse
en microscoṕıa, visión artificial, entre otras áreas.

Una de las aplicaciones que proyecta el alcance que pueden llegar a tener las metalentes se muestra en
[30], ah́ı se integró una metalente dieléctrica en un endoscopio con el objetivo de obtener imágenes de
alta resolución de los órganos internos del cuerpo humano, en este trabajo se hicieron pruebas obteniendo
imágenes endoscópicas en muestras de pulmón humano ex vivo y en v́ıas respiratorias de ovejas in vivo,
las imágenes muestran caracteŕısticas estructurales del tejido pulmonar claramente visibles y se pueden
discernir rasgos finos, es decir, la presencia de aberraciones es mı́nima. En especial, esta aplicación nos
da la idea de como las metalentes representan un importante campo de estudio, porque su desarrollo
impulsará avances significativos en una variedad de campos que impactan directamente en la vida
humana, desde la medicina y la fotograf́ıa hasta la comunicación y la realidad virtual. Estos avances
podŕıan mejorar la calidad de vida.



Caṕıtulo 2

Refracción y reflexión generalizadas para
trazos de rayos

El diseño óptico de metalentes o meta dispositivos está basado en el trazo de rayos, es decir, en el
proceso a partir del cual se obtiene la trayectoria de la luz después de haber sido refractada o reflejada
por una metasuperficie. Dado que en la literatura no se encontró algún trabajo que dedujera las leyes
de refracción y reflexión 3D vectoriales, el primero de nuestros objetivos de trabajo doctoral, fue el
deducirlas para contribuir a la implementación de metasuperficies a sistemas ópticos . En esta Sección
se muestra la deducción geometrica de la ley de Snell 3D en su forma vectorial y a partir de esta
determinamos las ecuaciones generales para calcular la dirección de los rayos refractados y reflejados
por una metasuperficie que posee un gradiente de fase dual.

2.1. Introducción

Actualmente, la tecnoloǵıa basada en metalentes ha ganado la atención de la comunidad cient́ıfica ya
que ha abierto nuevas oportunidades para crear dispositivos ópticos delgados, planos y ligeros [31, 32].
A pesar de que el comportamiento de las metalentes ha sido probado bajo la óptica ondulatoria, su
diseño óptico no, éste ha sido principalmente desarrollado por trazo de rayos, en particular para análi-
sis generales y corrección de aberraciones en metasuperficies con gradiente de fase unidimensional. Por
otra parte, podemos encontrar a las metasuperficies en aplicaciones de la óptica anidólica (OA), ra-
ma de la óptica que busca optimizar la concentración y transferencia de la enerǵıa luminosa de una
fuente, sin la necesidad de formar una imagen. Algunos sistemas ópticos son los concentradores con
metasuperficies de gradiente de fase bidimensional. En ese caso están las metalentes concentradoras,
que son un ejemplo de muchas aplicaciones de metalentes no formadoras de imágenes [33], por tanto
es indispensable e importante analizar las trayectorias 3D de los rayos a través de estos sistemas ópticos.

Los esquemas de trazo de rayos exacto en la óptica tradicional están basados en formulaciones vectoria-
les y programas computacionales. Las leyes clásicas de refracción y reflexión para materiales refractivos
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son bien conocidas y estudiadas en su forma vectorial tanto que hay múltiples estudios y reportes re-
cientes de ellas [34–36]. Por tanto, para formular el trazo de rayos para metasuperficies es necesario
llevar las leyes de refracción y reflexión a su forma vectorial.

En el caso de las metasuperficies, la refracción y reflexión está determinada por un perfil de fase es-
pacial de la metasuperficie y sus leyes en 1D fueron reportadas y experimentalmente probadas en un
art́ıculo clásico de metaóptica [14]. Además un conjunto de ecuaciones escalares de la ley de Snell para
metasuperficies con un perfil de fase 2D fueron reportadas en [19], sin embargo estas ecuaciones son
válidas para el caso especial en que el plano de incidencia está orientado en la dirección del gradiente
de fase. En el caso especial de la formulación vectorial para metasuperficies con perfil de fase 1D cuya
dirección es la misma que el plano de incidencia fue reportada en [37].

Considerando que los métodos de trazo de rayos en metasuperficies para iluminación se requieren la
forma vectorial de la dirección del rayo refractado y reflejado a través de una metasuperficie con un
gradiente de fase 2D que sea válida para cualquier dirección de incidencia, en este caṕıtulo presentamos
su deducción.

2.2. Deducción de leyes generalizadas en forma vectorial

Para definir la geometŕıa del problema, consideramos un rayo de luz monocromático incidiendo sobre
una metasuperficie que se encuentra entre dos medios homogéneos e isotrópicos (figura 2.1 (a)). La
dirección de propagación del rayo de luz incidente y refractado (o reflejado) están dados por los vecto-
res de onda normalizados k1 y k2, respectivamente. El sub́ındice “1” representa al rayo incidente, y el
sub́ındice “2” indica el rayo refractado o reflejado.

La metasuperficie se encuentra en el plano xy, en la interfaz entre dos medios con ı́ndices de refracción
n1 y n2 (figura 2.1 (a)). Dicha metasuperficie posee un gradiente de fase dual ∇Φ(x, y), con componen-
tes ∂Φ/∂x y ∂Φ/∂y en cada punto (x, y) sobre la metasuperficie (figura 2.1 (b)).

Los vectores de onda en función de los ángulos azimutales θ1(2) (ángulos formados por k1(2) con el eje
z), y polares ϕ1(2) (ángulos formados por el eje x y las proyecciones de k1(2) sobre el plano xy) pueden
representarse en coordenadas esféricas como:

k1(2)k1(2)k1(2) =

 sen θ1(2) cosϕ1(2)

sen θ1(2) sen ϕ1(2)

cos θ1(2)

 , (2.1)

donde el sub́ındice “1” representa al rayo incidente, y el sub́ındice “2” indica el rayo refractado o
reflejado. La dirección del rayo refractado (o reflejado) está determinado por un perfil de fase espacial
Φ(x, y) de la metasuperficie, el cual es generado por su superficie nanoestructurada [14, 19]. Por ejemplo,
una metalente simple tiene un perfil de fase radial Φ(r), donde la coordenada radial está dada por
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Figura 2.1: Refracción generalizada sobre una metasuperficie (a) Rayo incidente (k1) refractado (k2)
por una metasuperficie (plano xy) con perfil de fase arbitrario Φ = Φ(x, y). (b). Gradiente de fase de
una metasuperficie (plano xy) que refracta un rayo que incide (k1) en ella con dirección arbitraria.

r =
√
x2 + y2. En general, una metasuperficie que tiene un perfil de fase Φ(x, y) tiene como ley de

refracción generalizada (reflexión) dada por las ecuaciones [33, 38]:
k02 sen θ2 cosϕ2 = k01 sen θ1 cosϕ1 + ∂Φ/∂x

k02 sen θ2 sen ϕ2 = k01 sen θ1 sen ϕ1 + ∂Φ/∂y
, (2.2)

donde el número de onda es k01(2) = k0n1(2). Aqúı k0 = 2π/λ0 es el número de onda en el espacio libre,
y n1(2) es el ı́ndice de refracción del medio incidente (transmitido/reflejado).

Definiendo en forma vectorial al gradiente de fase dual ∇Φ en el plano xy de la metasuperficie (figura
2.1 (b)),

∇Φ =
∂Φ

∂x
ı̂ +

∂Φ

∂y
̂, (2.3)

combinando las ecuaciones 2.2 y 2.3, tenemos,

∇Φ = k02 (sen θ2 cosϕ2 ı̂+ sen θ2 sen ϕ2 ̂)− k01 (sen θ1 cosϕ1 ı̂+ sen θ1 sen ϕ1 ̂) (2.4)

Usando la definición del producto cruz en la ecuación (2.4), la ley de Snell de metasuperficies en forma
vectorial se escribe como:

k02 (n× k2n× k2n× k2)× nnn− k01 (n× k1n× k1n× k1)× nnn = ∇Φ, (2.5)



2.2. Deducción de leyes generalizadas en forma vectorial 17

donde k1k1k1 y k2k2k2 son vectores unitarios a lo largo de las direcciones del rayo incidente y refractado, nnn
representa el vector unitario normal a la metasuperficie como se muestra en la figura 2.1 (b). También
la ecuación (2.5) se reduce a la forma clásica de la ley de Snell para superficies puramente refractivas
[1], esto haciendo ∇Φ = 0, es decir, n2 (n× k2n× k2n× k2) = n1 (n× k1n× k1n× k1).

Utilizando propiedades geométricas y definiciones del producto cruz y punto entre tres vectores unitarios
(k1k1k1, k2,nnnk2,nnnk2,nnn), los vectores unitarios de los rayos incidente y refractado se pueden representar como:

k1k1k1 = (n · k1n · k1n · k1)nnn+ (n× k1n× k1n× k1)× nnn

k2k2k2 = (n · k2n · k2n · k2)nnn+ (n× k2n× k2n× k2)× nnn
, (2.6)

sustituyendo la ecuación (2.6) en la ecuación (2.5):

k2k2k2 = (nnn · k2k2k2)nnn+ β ∇Φ + µ (nnn× k1k1k1)× nnn, (2.7)

donde β = 1/k02 = 1/ (k0n2) y µ = n1/n2.

Dado que el vector (nnn · k2k2k2)nnn es normal al plano metasuperficie, es ortogonal al vector β ∇Φ+µ (nnn× k1k1k1)×
nnn, el cual se encuentra sobre la interfaz (metasuperficie). Por tanto, por el teorema de Pitágoras, la
norma del rayo refractado es:

1 = (nnn · k2k2k2)2 + |β ∇Φ + µ (nnn× k1k1k1)× nnn|2 , (2.8)

y entonces, reemplazamos el producto punto de la ecuación (2.8) en la ecuación (2.7). Obteniendo aśı
la dirección del rayo refractado en términos de la dirección del rayo incidente, del gradiente de fase y
de la normal a la metasuperficie [39],

k2k2k2 = µ (nnn× k1k1k1)× nnn+ β ∇Φ±
√

1− |β ∇Φ + µ (nnn× k1k1k1)× nnn|2 nnn. (2.9)

La ecuación (2.9) muestra dos posibles valores, los cuales dependen del signo positivo o negativo de la
ráız. El signo negativo es para refracción y el positivo para reflexión. El rayo refractado se propaga del
otro lado de la metasuperficie, es decir, k2k2k2 tiene la misma dirección a lo largo de la normal que k1k1k1, lo
cual implica que el signo de nnn ·k2k2k2 es igual al signo de nnn ·k1k1k1 (figura 2.1 (b)). Por otra parte, para algunas
aplicaciones se puede calcular este signo de forma automática, siguiendo la regla de los signos [35] y
puede ser agregado en lugar del signo ±. Aclarado esto, escribimos la dirección de la luz refractada en
forma vectorial para una metasuperficie con un gradiente de fase 2D, válido para cualquier rayo de luz
incidente con dirección arbitraria k1k1k1, en términos de producto cruz está dado por:

k2k2k2 = µ (nnn× k1k1k1)× nnn+
λ0

2πn2

∇Φ−

√
1−

∣∣∣∣ λ0

2πn2

∇Φ + µ (nnn× k1k1k1)× nnn
∣∣∣∣2 nnn, (2.10)
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donde λ0 es la longitud de onda en espacio libre, µ = n1/n2, n1 es el ı́ndice de refracción del medio
incidente y n2 del medio refractado. Usando la relación entre el producto punto y cruz, la dirección del
rayo refractado en términos del producto punto está dado por:

k2k2k2 = µ [k1k1k1 − (nnn · k1k1k1)nnn] +
λ0

2πn2

∇Φ−

√
1−

∣∣∣∣ λ0

2πn2

∇Φ + µ [k1k1k1 − (nnn · k1k1k1)nnn]

∣∣∣∣2 nnn. (2.11)

En el caso de la reflexión, la ráız en la ecuación (2.9) es positiva. Esto porque el rayo reflejado se propaga
en el mismo lado de la metasuperficie que el rayo incidente, y la dirección del rayo reflejado k2rk2rk2r tiene
dirección opuesta a la proyección con la normal del rayo incidente k1k1k1, es decir, el signo de nnn · k2rk2rk2r es
opuesto al signo de nnn · k1k1k1. Además, considerando que n2 = n1 en la ecuación (2.9), y el signo positivo
de la ráız, la expresión de la dirección del rayo reflejado en forma vectorial y en términos del producto
cruz, es:

k2rk2rk2r = (nnn× k1k1k1)× nnn+
λ0

2πn1

∇Φ +

√
1−

∣∣∣∣ λ0

2πn1

∇Φ + (nnn× k1k1k1)× nnn
∣∣∣∣2 nnn, (2.12)

y utilizando nuevamente las relaciones vectoriales entre producto punto y cruz, la dirección del rayo
reflejado puede escribirse en términos de productos puntos como:

k2rk2rk2r = [k1k1k1 − (nnn · k1k1k1)nnn] +
λ0

2πn1

∇Φ +

√
1−

∣∣∣∣ λ0

2πn1

∇Φ + [k1k1k1 − (nnn · k1k1k1)nnn]

∣∣∣∣2 nnn. (2.13)

Las ecuaciones (2.10)-(2.13) describen la trayectoria 3D de los rayos de luz transmitido o reflejado a
través de una metasuperficie [39]. La validez de estas ecuaciones fue probada comparando sus resultados
con los valores obtenidos con la ecuación (2.2) para mismos rayos incidentes, dando como resultado
los mismos valores con ambos enfoques. Por otra parte, las ecuaciones (2.10)-(2.13) se reducen a la
forma vectorial clásica de la ley de refracción y reflexión para interfaces puramente refractivas cuando
se hace ∇Φ = 0, considerando |nnn×k1k1k1×nnn| = |nnn×k1k1k1| [34, 36]. Además, las ecuaciones (2.10) y (2.13) son
equivalentes a las reportadas por Gutiérrez et. al. [40], las cuales fueron deducidas por un procedimiento
totalmente diferente. La deducción presentada aqúı es basada en un enfoque geométrico sencillo, fácil
de entender y práctico de aplicar a metasuperficies para iluminación.

2.3. Trazo de rayos en metasuperficies

Para visualizar la aplicación de las ecuaciones (2.10)-(2.13) mostramos los rayos de luz transmitidos y
reflejados por una metasuperficie, trazando campos vectoriales 3D. En el caso de una metalente cuyo
gradiente de fase vaŕıa espacialmente, por ejemplo, considerando el perfil de fase:

Φ(r) = −2π

λ0

(√
r2 + f 2 − f

)
, (2.14)
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donde f es la distancia focal, λ0 es la longitud de onda y la coordenada radial es r =
√
x2 + y2. Se

puede usar la ecuación (2.14) en la ecuación (2.11) para mostrar los rayos de luz transmitidos a través
de una metalente mediante un gráfico de un campo vectorial 3D. En la figura 2.2 se muestra un conjunto
de 100 rayos de luz, incidiendo sobre una metalente de área 16 mm2. La distancia focal es f = 19mm,
λ0 = 600nm y los ı́ndices refractivos n1 = 1 y n2 = 1.5. La figura 2.2 (a) muestra la propagación de
rayos de luz con direcciones fijas desde una fuente de luz puntual, mientras que la figura 2.2 (b) ilustra
la propagación de rayos de luz incidentes con direcciones aleatorias en los intervalos θ1 ∈ [0, π/2] y
ϕ1 ∈ [0, 2π].

Figura 2.2: Trazo de rayos para transmisión de luz a través de una metalente. (a) Refracción de rayos
desde una fuente puntal. (b) Refracción de rayos incidentes con dirección aleatoria.

Para metasuperficies con perfil de fase constante, se graficó un conjunto de 100 rayos de luz. La longitud
de onda de la luz utilizada es de λ0 = 600 nm, la metasuperficie separa dos medios con ı́ndices de refrac-
ción n1 = 1 y n2 = 1.5. El gradiente de fase dual es ∇Φ = (π/7× 106, π/9× 106) m−1 en las figuras
2.3 (a)-(c). La figura 2.3 muestra la simulación de diferentes tipos de incidencia, es decir, se consideran
diferentes direcciones del vector k1k1k1 sobre una metasuperficie con un gradiente de fase constante. La
figura 2.3 (a) muestra la refracción de la luz que tiene una dirección fija dada por (θ1 = π/4, ϕ1 = π/3),
la figura 2.3 (b) muestra la refracción de la luz incidente con dirección aleatoria θ1 ∈ [0, π/2] y
ϕ1 ∈ [0, π/2]. La figura 2.3 (c) muestra la reflexión de rayos incidentes con dirección de incidencia
fija (θ1 = π/3, ϕ1 = π/4). Finalmente, la figura 2.3 (d) muestra la refracción sobre una metasuperficie
con un gradiente de fase polar dado por ∇Φ =

(
∂Φ/∂r = π/4× 106 m−1, ∂Φ/∂ψ = 2π/10 rad−1

)
,

y trazando rayos incidentes con direcciones aleatorias θ1 ∈ [0, π/2], ϕ1 ∈ [0, 2π] (ver Apéndice A).

Como puede observarse en las figuras 2.2 y 2.3, las ecuaciones vectoriales deducidas permiten realizar
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cálculos para cualquier número de rayos incidentes sobre una metasuperficie, a cualquier longitud de
onda y para gradientes de fase en 1D o 2D, constante o variable. Estas ecuaciones pueden adaptarse
a algoritmos numéricos para obtener una descripción fiable del desempeño de un sistema óptico con
metasuperficies, por ejemplo, el diseño de metalentes acromáticas h́ıbridas [41].

Figura 2.3: Trazo de rayos para refracción y reflexión sobre una metasuperficie. (a) Refracción de rayos
incidentes con dirección fija. (b) Refracción de rayos incidentes con dirección aleatoria. (c) Reflexión de
rayos incidentes con dirección fija. (d) Refracción sobre una metasuperficie con gradiente de fase polar
y para rayos incidentes con dirección aleatoria.



Caṕıtulo 3

Metaóptica no formadora de imágenes

Las metalentes, mayormente se estudian y aplican a sistemas en el campo de formación de imágenes,
donde un punto en el espacio objeto se mapea a un punto correspondiente en el espacio imagen. En
este caṕıtulo exploraremos las metalentes y los metaespejos utilizados para analizar la transferencia y
captación óptima de enerǵıa luminosa a través de ellos. Este estudio es motivado por las caracteŕısticas
especiales de las metalentes, como su compactibilidad y flexibilidad en su diseño óptico. Estas pro-
piedades tienen el potencial de abrir nuevas oportunidades en el campo de la óptica no formadora de
imágenes, es decir, en las áreas de iluminación y concentración de luz. En estas áreas de estudio se
pueden aprovechar la libertad de diseño y fabricación de las metasuperficies, mediante el control de la
forma, tamaño, posición y orientación de los meta-átomos. Esto ofrece un gran potencial para controlar
mejor la distribución espacial de la luz como se desea en la OA.

Como parte de nuestros objetivos, en este caṕıtulo introduciremos tres sistemas básicos de la óptica no
formadora de imágenes, diseñados con metalentes, estos sistemas son el metaconcentrador compuesto
(análogo al concentrador parabólico), las metalentes colimadoras con reflexión total interna (metalentes
TIR) y la metalente condensadora; para determinar caracteŕısticas de estos metasistemas se utilizan
las leyes deducidas en caṕıtulo anterior; la presentación de estos sistemas representan nuevamente una
valiosa contribución al desarrollo de la OA con metasuperficies.

3.1. Introducción

Los dos problemas principales que aborda la óptica no formadora de imágenes son la concentración
de luz y la iluminación. En la concentración de luz los rayos de los bordes de una fuente luminosa
son dirigidos hacia los bordes del detector (o región de concentración), esto asegura que toda la luz
emitida por la fuente caerá sobre el detector, lo que se conoce como principio de rayos de borde. En el
caso de iluminación, los rayos de la fuente son dirigidos a puntos espećıficos sobre una pantalla para
producir un distribución espacial de luz deseada. Las lentes refractivas y reflectivas no formadoras de
imágenes tales como aquellas usadas en colimadores y concentradores frecuentemente son demasiado
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voluminosas y pesadas para ser usadas en dispositivos pequeños. Su diseño y fabricación depende de
la optimización de la forma de su superficie curva (refractiva-reflectiva). Por otro lado, las metalentes
son ultra compactas y su fabricación es potencialmente más fácil, por ejemplo, con el uso adecuado de
métodos de fabricación modernos, el perfil de fase de las metalentes puede ser digitalizado mediante
meta-átomos que pueden construirse mediante técnicas estándar de nanolitograf́ıa que normalmente
son usadas en la industria de circuitos integrados.

Figura 3.1: Caracteŕısticas ópticas de las metalentes. (a) Diagrama de una metalente formadora de
imágenes. (b) Perfil de fase hiperbólico de una metalente con radio R. (c) Metasuperficie construida
a partir de su perfil de fase, que depende de la forma y tamaño de sus nanoantenas para enfocar
un haz de luz. (d) Fase y transmitancia de luz refractada por una metasuperficie como función del
diámetro de nano antenas ciĺındricas. (e) Perfil de intensidad simulada en al plano xy en la región focal
a escala nanométrica. (f) Representación de la refracción de luz por una metasuperficie con perfil del
fase arbitrario.

La planicidad y alta flexibilidad de diseño de las metasuperficies son propiedades ideales para la OA,
el perfil de fase 2D de una metasuperficie tiene un efecto equivalente a la forma de la superficie 3D
en la óptica refractiva o reflectiva. Los diseños ópticos de metalentes se pueden realizar determinando
el perfil de fase 2D óptimo de una metasuperficie. Por ejemplo, para luz con incidencia normal, una
metalente formadora de imágenes debe tener un perfil de fase:
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Φ(r) = ±k
(√

r2 + f 2 − f
)
, (3.1)

donde k es el número de onda, r =
√
x2 + y2 la distancia radial al centro de la metalente, f es la

longitud focal y el signo positivo y negativo indica si la metalente es divergente o convergente, res-
pectivamente. Este es un perfil de fase hiperbólico que enfoca luz colimada hacia el plano focal donde
el foco es la distribución de intensidad del disco de Airy. De alguna manera, el perfil de fase Φ(x, y)
de una metalente es equivalente al perfil de superficie de una lente refractiva en la óptica tradicional.
Tal perfil de fase se construye utilizando un patrón espacial de nanoelementos, las cuales actúan como
antenas en miniatura que localmente imparten un desplazamiento de fase deseado. Las nanoantenas
ciĺındricas de diámetros y alturas del orden de longitud de onda han probado tener una alta resolución,
además son insensibles a la polarización y muestran alta transmitancia [42]. Variando su tamaño, los
meta-átomos producen un rango de fase de 2π y una transmitancia o reflectancia alta y cuasiuniforme
(figura 3.1(d)). La eficiencia óptica y las limitaciones de fabricación dependen del ı́ndice de refracción de
los nanoelementos y la separación entre ellos. Cuando se tiene un perfil de fase apropiado Φ(x, y), una
metalente se diseña con este, el cual sirve para seleccionar los meta-átomos y su distribución espacial.
En metaóptica de formación de imágenes, el campo de luz enfocado se verifica numéricamente mediante
simulaciones a escala nanométrica (figura 3.1(f)), el cual se basa en el método de diferencias finitas en
el dominio del tiempo (FDTD). En metaóptica no formadora de imágenes, también podŕıa aplicarse el
FDTD para los cálculos ya que se necesita que el diseño sea preciso ya que el tamaño del dectector o
la metalente son de orden micrométrica.

En general, el desempeño de los sistemas ópticos en la óptica de formación de imágenes se analiza
mediante cálculos de óptica ondulatoria y métodos FDTD. Sin embargo, su diseño óptico es realiza-
do principalmente bajo óptica geométrica utilizando las leyes generalizadas de refracción y reflexión
[19, 31], utilizadas para corrección de aberraciones. En óptica de formación de imágenes, si las abe-
rraciones son más grandes que el disco de Airy limitado por difracción, el diseño principal se basa en
optimización de trazo de rayos [43], en problemas de OA, los discos de enfoque no son necesarios, ya
que el detector o pantalla son mucho más grandes que el disco de Airy y el diseño óptico se basa en las
leyes de refracción y reflexión para metasuperficies.

En la metaóptica anidólica, es decir, OA con metasuperficies, el uso de las nanoantenas para imponer
un perfil 2D de desplazamiento de fase Φ(x, y) a un conjunto de frentes de onda incidentes, tiene el
efecto equivalente a la forma 3D de la superficie en OA refractiva o reflejante. Esto tiene el potencial de
simplificar el análisis, diseño y construcción en la OA, la cual se suele caracterizar por el uso de lentes
3D voluminosas con superficies de formas complejas. En general, el perfil de fase requerido se deduce
a partir de las leyes generalizadas de reflexión y refracción que en el caso de una metasuperficie con
variación de fase radial es [14]:

1

k0

dΦ

dr
= n2 sen θ2 − n1 sen θ1, (3.2)
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donde n1, n2 son los ı́ndices de refracción del medio donde incide y se transmite la luz, respectivamente;
y k0 es el número de onda en el vaćıo, los ángulos θ1 y θ2 son los ángulos de incidencia y transmisión,
respectivamente. De la ecuación (3.2), se puede deducir el perfil de fase requerido de una metalente. Por
ejemplo, la ecuación (2.1) se obtiene al resolver la ecuación diferencial (3.2) considerando sen θ1 = 0

y sen θ2 = r (r2 + f 2)
−1/2

que básicamente es la condición geométrica para enfocar un haz de luz con
incidencia normal (θ1 = 0). Sin embargo, en general, la metasuperficie puede tener una variación de
fase arbitraria y las leyes generalizadas de reflexión y refracción en una interfaz con gradiente de fase
2D vienen dadas por las ecuaciones acopladas [19]:

1

k0

∂Φ

∂x
= n2 cos θ2 sen ϕ2

1

k0

∂Φ

∂y
= n2 sen θ2 − n1 sen θ1

, (3.3)

donde ϕ2 es el ángulo azimutal de la refracción (o reflexión) en el plano xz (figura 3.1(g)), θ1 es el
ángulo de latitud para el haz incidente (que está en el plano yz si ϕ1 = 0), y θ2 es el ángulo de latitud
entre el rayo refractado (o reflejado) y su proyección en el plano xz [19]. Estas ecuaciones son válidas
para luz incidente en el plano yz. Para el análisis en óptica no formadora de imágenes es necesario
considerar incidencias arbitrarias, por tanto, en el caso general, obtenemos que sólo cambia la primer
expresión de la ecuación (3.3) por [33]:

1

k0

∂Φ

∂x
= n2 cos θ2 sen ϕ2 − n1 cos θ1 sen ϕ1, (3.4)

donde ϕ1 es el ángulo azimutal de incidencia en el plano xz. Las ecuaciones (3.2)-(3.4), junto con las
ecuaciones de trazo de rayos exactos (Caṕıtulo anterior), representan la base para análisis y diseños
dentro de la metaóptica no formadora de imágenes.

3.2. Metaconcentrador

El sistema óptico clásico para la concentración de luz es el concentrados parabólico (CPC por sus si-
glas en inglés), que es un concentrador que capta y concentra haces de luz en un rango de ángulos de
incidencia sobre un receptor plano (figura 3.2 (a)). Consta de dos espejos parabólicos, A y B, cuyos
ejes están inclinados con el ángulo de media aceptación del colector θc. Este ángulo indica el máximo
ángulo de incidencia del haz de luz, al cual el haz puede ser concentrado dentro del área del receptor o
detector dentro del CPC. El CPC 2D alcanza el ĺımite de concentración ideal C = (sen θc)

−1 [44, 45].

Un diseño metaóptico básico para la concentración de la luz puede ser el concentrador compuesto
por metasuperficies (CCM). El CCM puede diseñarse para capturar y concentrar un haz de luz con
divergencia angular delimitada por θc (figura 3.2 (b)). Consta de dos metaespejos planos, A y B, cuyos
perfiles de fase Φ(l) podŕıan diseñarse para enfocar rayos que inciden a un ángulo θc haci el el borde del
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receptor. Usando la ley de reflexión de metasuperficies se puede derivar el perfil de fase para enfocar
los rayos reflejados por los bordes del CCM, que resulta ser:

Φ(l) = −k
(√

l2 + a2 + 2al cos β − a− l sen (β − θc)
)
, (3.5)

donde l es la distancia al borde inferior del metaespejo, donde l = 0 es el borde del metaespejo que está
en contacto con la esquina del receptor. El parámetro a es el tamaño del receptor y β es el ángulo de
inclinación del metaespejo (figura 3.2 (b)).

Figura 3.2: Concentrador de luz: (a) Esquema del CPC clásico. (b) Esquema de un metaconcentrador
(CCM).

El perfil de fase es una función del ángulo de aceptación media θc del CCM. A primera vista, parece
que el CCM puede alcanzar una concentración C sin tener una restricción del ángulo θc, pero se tendŕıa
que examinar todas las pérdidas de eficiencia óptica. Además, el tamaño del CCM parece no tener
restricciones severas como las encontradas en el CPC debido a las propiedades geométricas de las
parábolas, pero podŕıa tener un valor óptimo de β. En el diseño del CPC se usa el método de cuerdas,
que requiere que todos los rayos de luz tengan la misma longitud, que es lo que determina que las
superficies del CPC sean dos parábolas inclinadas [44–46]. Curiosamente, la figura 3.2 (b) muestra que
los rayos en el CCM se comportan igual que en el CPC, pero con rayos de longitudes diferentes, esto
puede explicarse con el desplazamiento de fase debido al perfil de fase del metaespejo, el cual produce
una longitud de camino óptico equivalente para cada rayo. Esto es debido a que en el CCM también
se puede aplicar el método de cuerdas, aunque la versión modificada para metasuperficies [47]. Un
concentrador como el CCM pero con espejos planos en lugar de metaespejos es un t́ıpico concentrador
“cónico” de “espejo plano”, que no es ideal según las leyes de la termodinámica [44–46]. Sin embargo, las
metasuperficies eliminan esta ineficiencia para producir el rendimiento del CCM. Estas observaciones
abren nuevas interrogantes para futuras investigaciones.
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3.3. Metacolimador

Un diseño óptico para la colimación de la luz es el lente de reflexión total interna (TIR por sus siglas
en inglés), en la que la luz sufre reflexión total interna. La lente clásica TIR es un colimador diseñado
para proyectar eficientemente luz de una fuente puntual hacia un haz de luz colimado (figura 3.3 (a)).
Este colimador consiste de una lente frontal y un espejo parabólico, la fuente está situada en el punto
focal de esos elementos ópticos. Este colimador es una solución popular para maximizar la colección de
luz emitida por LEDs y redirigirla como un haz de luz estrecho [48].

Un diseño básico metaóptico para un colimador de luz puede ser la metalente TIR, que puede diseñarse
para proyectar eficientemente la luz de una fuente puntual hacia un haz colimado mediante metasu-
perficies (figura 3.3 (b)). Este consiste de una placa plana transparente con una metasuperficie frontal
transparente para la colimación directa y un metaespejo para colimar la luz después de la TIR. El perfil
de fase de la superficie es hiperbólico Φ(r) = −nk

(√
r2 + t2 − t

)
. Por otra parte, la luz después de la

TIR es colimada por un metaespejo con un perfil de fase Φ(r) = −nk
(√

r2 + 4t2 − 2t
)
. Aqúı r es la

distancia radial de la fuente de luz a un punto en el metaespejo, t es el ancho de la placa y n es el ı́ndice

de refracción de la placa. El radio de la metasuperficie frontal es rL = t (n2 − 1)
−1/2

y el metaespejo se
encuentra a una distancia rM = 2rL.

Figura 3.3: Colimador de luz: (a) Esquema de una lente TIR clásica. (b) Esquema de una metalente
TIR.

Idealmente, las metalentes TIR colimadoras de luz, son placas delgadas, altamente compactas que
no presentan restricciones en el volumen de su geometŕıa paraboloide como lo hacen las lentes TIR
clásicas. Una metalente TIR en modo inverso, como concentradora de luz, fue demostrada recientemente
mediante simulaciones precisas de propagación de onda usando el método de diferencias finitas en el
dominio del tiempo [49].
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3.4. Metalentes condensadoras

Los métodos de diseño de las lentes de forma libre son muy complejos de describir e implementarse [50],
las técnicas de optimización pueden perderse en la infinidad de mı́nimos locales o en la gran cantidad
de parámetros ópticos a optimizar en superficies 3D. Por otro lado, el diseño metaóptico sin imágenes
es 2D, lo que puede ser más fácil de describir e implementar. Por ejemplo, considere una metalente
condensadora de luz que tiene el objetivo de lograr la máxima eficiencia de transferencia de luz entre
un conjunto de haces de luz y un detector. Para simplificar, analicemos una metalente con una sola
metasuperficie, cuyo propósito es concentrar un cono de haces en un detector. En otras palabras, un
conjunto de haces de luz en un rango angular continuo de ángulos de incidencia se requiere concentrar
en un objetivo plano (figura 3.4).

Figura 3.4: Metalente condensadora con una metasuperficie de radio R, el perfil de fase de la metalente
debe maximizar la concentración de luz en el detector de diámetro D para el rango angular definido
por θ.

El objetivo es maximizar el flujo de radiación en el detector, es decir, maximizar la relación de con-
centración del flujo radiante C = Ψ/Ψ0, donde Ψ y Ψ0 son el flujo de radiación en el detector con y
sin metaconcentrador, respectivamente. Además, considerando que el flujo de radiación es proporcional
tanto al número de rayos de luz que atraviesan el detector de tamaño D como del área proyectada del
haz en un ángulo de incidencia. Entonces la concentración C debida a un conjunto de haces de luz
incidentes con rango angular 2∆θ = 2θmax, es

C =
1

2D sen ∆θ

∫ ∆θ

−∆θ

∫ R

−R
U [s(r, θ), D] cos θdrdθ, (3.6)

donde R es el radio de la metalente y U es una función asociada al tamaño del área de concentración de
luz en un detector situado a una distancia z que es definida como U = 1 para −1/2D < s(r, θ) < 1/2D
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y U = 0 para |s(r, θ)| > 1/2D. Los rayos de luz cruzan el plano del detector a una distancia s(r, θ) del
eje óptico, el cual también depende de la derivada de la fase dΦ/dr de la metalente y es obtenida de la
ecuación (3.2).

s(r, θ) = r −
z

(
1

k0

dΦ

dr
+ sen θ

)
√

1−
(

1

k0

dΦ

dr
+ sen θ

)2
. (3.7)

Por lo tanto, el problema de optimización se reduce a encontrar el perfil de fase de la metalente Φ(r) que
maximiza la doble integral de la ecuación (3.6). El perfil de fase óptimo se obtiene mediante optimización
no lineal. Teniendo en cuenta la simetŕıa impuesta por el rango angular ±∆θ, el perfil de fase se puede
definir como un polinomio de grado n par para la coordenada radial r como,

Φ(r) =
7∑

n=1

an

( r
R

)2n

. (3.8)

Los coeficientes an son parámetros de optimización. La optimización se basa en la derivada de la fase∑
2nR−1an (r/R)2n−1. Para el primer paso de la optimización, las condiciones iniciales para an se

eligen para ser (1/k0) dΦ/dr + sen θ < 1 para evitar TIR . Después de múltiples ciclos, se obtienen
los parámetros de optimización an de manera que la ecuación (3.6) se maximiza. Sin restricciones,
el perfil de fase de la mentalente Φ(r) que maximiza la razón de concentración en este problema es
el perfil de fase hiperbólico dado por la ecuación (3.1), con un detector colocado a la distancia focal
f = D/2 tan (∆θ). Al agregar restricciones al problema, se pueden alcanzar otras soluciones. Si se
utiliza metalentes hiperbólicas con una distancia focal fija f > D/2 tan (∆θ), la distancia del detector
z que maximiza la razón de concentración es más corta que la distancia focal, es decir, z0 < f . La
distancia óptima del detector z0 disminuye exponencialmente con el ángulo de aceptación ∆θ, es decir,
z0 ∝ exp (−0,048 (∆θ −∆θ0)) donde ∆θ0 = arctan(D/2f). Por ejemplo, con 2∆θ = 20◦, f = 10 mm,
R = 5mm y D = 1mm la distancia óptima es z0 = 7 mm. El enfoque descrito se puede aplicar a
problemas con múltiples metasuperficies o a problemas de razones de concentración 3D, aśı como a
problemas de optimización que impliquen más restricciones.



Caṕıtulo 4

Diseño de metalentes para iluminación

La óptica de forma libre es una rama de la óptica que clásicamente se enfoca en el diseño y fabricación
de sistemas ópticos que no se adhieren a las formas convencionales, como lo son las lentes ésfericas
o planas. En lugar de eso, busca superficies ópticas que se adapten a geometŕıas más complejas para
lograr funciones espećıficas, lo que ha permitido crear sistemas más compactos, ligeros y eficientes para
aplicaciones especializadas [51]. El área más beneficiada por la evolución de la óptica de forma libre es
la óptica de iluminación, ya que uno de sus problemas es el de eficientar la transferencia de enerǵıa de
una fuente de luz y la uniformidad de la distribución espacial de la luz sobre una pantalla, cuyo diseño
carece de simetŕıa lineal o rotacional en la mayoŕıa de las veces. Las lentes de forma libre ofrecen una
solución a dicho problema mediante el diseño de lentes con superficies asimétricas que proporcionan
grados de libertad adicionales utilizados para crear sistemas de iluminación más versátiles y efectivos,
un ejemplo de esto son las luces de cruce (bajas) de los automóviles, que se alojan en el interior de los
focos delanteros [52].

El diseño de una óptica de forma libre para iluminación consiste básicamente en diseñar una o múltiples
superficies de forma libre para direccionar los rayos emitidos por una fuente, hacia el interior y frontera
de un patrón de iluminación (figura 4.1 (a)). Por ejemplo, Rengmao Wu et al. en [53] diseñaron una
lente de forma libre que por medio de reflexión total interna (TIR) redirecciona los rayos emitidos por
una fuente para producir un patrón de iluminación eĺıptico uniforme en un plano de iluminación (figura
4.1 (b)). Mientras que diseños ópticos más avanzados permiten producir patrones de iluminación más
complejos. Por ejemplo, en la referencia [54] se redirecciona a los rayos mediante una lente de forma
libre refractiva y el patrón de iluminación obtenido mediante una simulación son los carácteres “mao”
iluminados dentro una elipse ligeramente iluminada sobre una pantalla (figura 4.1 (c)).

Los métodos de diseño de una óptica de forma libre en iluminación se dividen en dos clases de acuerdo
al tipo de fuente con el que se trabaje [55],

1) Algoritmos zero-étendue, son algoritmos para fuentes puntuales o frentes de onda planos, se basan
en la suposición de fuente ideal e incluyen métodos como el de mapeo de rayos, método de ecuación

29
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Monge-Ámpere y método cuadrático.

2) Algoritmos de diseño para fuentes de luz extendida que incluyen optimización de iluminación,
retroalimentación de diseño y método de múltiples superficies simultáneas.

Figura 4.1: Lente de forma libre. (a) Geometŕıa para el diseño de una lente de forma libre. (b) Ilumina-
ción con la lente de forma libre TIR [53]. (c) Iluminación con una lente de forma libre refractiva [54],
se muestra un segmento de la lente y el patrón de iluminación resultante.

Respecto a los algoritmos zero-étendue, el principio de operación de los métodos mapeo de rayos y
Monge-Ámpere es el mismo, es decir, ambos se basan en la conservación del flujo luminoso, que esta-
blece que la cantidad total de luz que sale de una fuente debe ser igual a la cantidad total de enerǵıa
sobre la pantalla [55]. La principal diferencia entre ambos métodos radica en si hay o no simetŕıas en
el mapeo de la luz. El método de mapeo de rayos considera algún tipo de simetŕıa en la geometŕıa
del mapeo, dando como resultado ecuaciones diferenciales ordinarias con valores a la frontera que al
resolverse proporcionan los datos para construir la superficie de la lente [56]. Por otro lado, el método
Monge-Ámpere no considera simetŕıas en el mapeo y de él resulta una ecuación diferencial parcial no
lineal que no posee solución anaĺıtica.
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Considerando la relevancia de la óptica de forma de libre, sus métodos de diseño y las caracteŕısticas
de las metasuperficies, en este trabajo de doctorado, nos propusimos el objetivo de deducir los modelos
matemáticos a partir de los cuales se pudiera diseñar una metalente de fase libre (MFL) que optimice la
distribución de enerǵıa sobre una pantalla, proveniente de una fuente de luz. En esta Sección se detalla
inicalmente el método matemático elegido y los modelados para diferentes tipos de incidencia y perfiles
de fase de una metasuperficie. Cabe mencionar que este modelado es innovador y una vez determiada
su solución numérica promete mejorar el diseño de metasuperficies para funciones espećıficas.

4.1. Método Monge-Ámpere

El fundamento teórico del método de Monge-Ámpere en ciencias es el problema de transporte óptimo
(TO), que en general establece la búsqueda de la trayectoria óptima u(x) para transferir una densidad
inicial I0 hacia un lugar objetivo x a un costo (pérdidas) mı́nimo [57], donde el costo total (M) de la
transferencia es la suma de los costos C(x, u(x)), lo que se evalúa mediante:

M =

∫
Ω0

C(x, u(x)) I0(x) dx, (4.1)

donde Ω0 es el dominio inicial. Al minimizar el funcional M se obtiene un mapeo óptimo u: Ω0 → Ω1,
que bajo una ley de conservación (restricción) conserva el volumen o área, dicho de otra manera, la
densidad inicial I0 en su dominio Ω0 debe ser igual a la densidad transferida y concentrada en el dominio
Ω1, ∫

Ω0

I0(x) dx =

∫
Ω1

I1(y) dy. (4.2)

Teóricamente está establecido y demostrado que si C(x, u(x)) es una función convexa, el problema de
minimización del funcional ecuación (4.1) bajo la restricción ecuación (4.2) tiene solución única [58]; y
si además, la función costo tiene la forma C(x, u(x)) = |x − u(x)|2, la solución al problema de TO es
el mapeo u = ∇φ, donde φ, es una función escalar.

Considerando las generalidades anteriores del método de Monge-Ámpere en el problema de iluminación,
de diseñar una o varias lentes para que la transferencia de enerǵıa entre una fuente y una pantalla se
lleve acabo con pérdidas mı́nimas, se puede establecer teóricamente como un problema de TO [59] que
al ser solucionado proporciona el mapeo óptimo y este a su vez da la forma de la lente que mejor redirec-
ciona la luz hacia la pantalla [60]. De acuerdo al problema de TO el mapeo óptimo puede determinarse
a partir de la ley de conservación (restricción), que en el caso de problemas de iluminación se establece
como a continuación se explica [61].

El problema de TO se puede definir en términos de la intensidad de la fuente de luz I0 y de la irradiancia
en la pantalla iluminada I1. Es decir, la distribución de intensidad I0(x, y) en un dominio Ω0 de una
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fuente de luz es igual a la distribución de enerǵıa o irradiancia I1(tx, ty) sobre la pantalla en un dominio
Ω1, es decir, ∫ ∫

Ω0

I0(x, y) dx dy =

∫ ∫
Ω1

I1(tx(x, y), ty(x, y)) dtx dty. (4.3)

Al considerar la relación entre los sistemas de coordendas de la fuente (x, y), y las coordenadas de la
pantalla tx(x, y), ty(x, y), se expresa como,∫ ∫

Ω0

I0(x, y)dxdy =

∫ ∫
Ω1

I1(tx, ty) |J(tx, ty)| dxdy, (4.4)

donde |J(tx, ty)| es el módulo de la matriz Jacobiana dado por:

|J(tx, ty)| =
(
∂tx
∂x

∂ty
∂y
− ∂tx
∂y

∂ty
∂x

)
, (4.5)

y reescribiendo la ecuación (4.4),∫ ∫
Ω0

[I0(x, y)− |J(tx, ty)| I1(tx, ty) ] dxdy = 0, (4.6)

dado que la integral se realiza sobre una región Ω0 cuya área, en general es diferente de cero, la ecuación
(4.6) se satisface cuando se cumple,

I0(x, y)− |J(tx, ty)| I1(tx, ty) = 0, (4.7)

finalmente, de esta ecuación se obtiene la condición de la conservación de enerǵıa en su forma local,

I0(x, y) = |J(tx, ty)| I1(tx, ty). (4.8)

La solución a la ecuación (4.8) es la solución a la ecuación diferencial parcial (EDP) que resulta de ella,
en el caso cuando la función mapeo es el gradiente de una función escalar convexa φ,

(tx, ty)
T = ∇φ, (4.9)

la conservación de enerǵıa reescrita en términos de φ y ∇φ, es

I0(x, y) = I1(∇φ)

(
∂2φ

∂x2

∂2φ

∂y2
−
(
∂2φ

∂x∂y

)2
)
, (4.10)

que como se observa, de ella resulta una EDP de segundo orden, no lineal, llamada ecuación de Monge-
Ámpere, siendo esta la razón del origen del nombre de este método. Y cabe señalar que la solución a
este tipo de ecuación se da de forma numérica utilizando diferencias finitas y algún método iterativo
para solucionar el sistema de ecuaciones algebráicas no lineal, por ejemplo, el método de Newton. Hasta
ahora no hemos encontrado su solución en la literatura, la forma de resolverla es una caja negra ya que
no se ha publicado en detalle, sólo se menciona a grandes rasgos.
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4.2. Diseño de una metalente de perfil de fase libre (MFL)

Podemos definir una metalente de perfil de fase libre (MFL) como una metalente cuya distribución
espacial de desplazamientos de fase que introduce tiene forma libre. Es decir, no tiene la forma de los
perfiles de fase de las metalentes clásicas con simetŕıas radiales, usadas en metalentes formadoras de
imágenes, como la hiperbólica clásica o la cuadrática para metalentes de campo de vista amplio. Estas
MFL se determinan a partir del diseño de iluminación deseado y del tipo de fuente con que se trabaje.
Para establecer el diseño general de una MFL, consideramos una fuente de luz con una distribución de
intensidad I(x, y) sobre una Sección transversal Ω1 con frontera ∂Ω1 sobre la metalente. Consideramos
una metalente con un gradiente de fase dual ∇Φ = (Φx,Φy), donde Φx y Φy son las derivadas parciales
de primer orden del perfil de fase deseado Φ. Cuando un rayo de luz arbitrario con dirección III se
propaga desde la fuente e incide en un punto P (x, y, z) sobre una metalente, es refractado en dirección
OOO para finalmente, intersectar a la pantalla en el punto T (tx, ty, tz) dentro (Ω2) o en la frontera (∂Ω2)
del patrón de iluminación con irradianza E(tx, ty), como se puede observar en la figura 4.2. De acuerdo

al método Monge-Ámpere antes descrito, la conservación de enerǵıa entre la distribución de intensidad
de la fuente y la irradianza sobre la pantalla, en su forma local puede establecerse como:

I(x, y) = |J(tx, ty)| E(tx, ty). (4.11)

Figura 4.2: Diseño de una MFL. (a) Geometŕıa del diseño general de una MFL. (b) Secciones trans-
versales de las distribuciones de intensidad e irradianza de la fuente (en la metalente) y la pantalla,
respectivamente.
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En la figura 4.2, se observa que la ĺınea recta cuya dirección es el vector unitario OOO = (Ox, Oy, Oz) y
que pasa por los puntos P (x, y, z) y T (tx, ty, tz), que tiene como ecuación vectorial,

TTT = PPP + α OOO, donde α ∈ R, (4.12)

de la cual, las coordenadas sobre la pantalla son:

tx = x+ (tz − z)
Ox

Oz

, ty = y + (tz − z)
Oy

Oz

. (4.13)

El vector unitario OOO es el rayo refractado, que de acuerdo a ley vectorial generalizada para metasuper-
ficies, ecuación (2.10), es:

OOO = µ (nnn× III)× nnn+
λ0

2πn2

∇Φ−

√
1−

∣∣∣∣ λ0

2πn2

∇Φ + µ (nnn× III)× nnn
∣∣∣∣2 nnn. (4.14)

El vector III es la dirección del rayo incidente, en el caso de que el origen del sistema de coordenadas se
eligiera en la fuente de luz, el vector III estaŕıa dado por III = PPP/|PPP |, donde PPP es el vector de posición
trazo desde el origen a cada punto sobre la metalente. De acuerdo a las ecuaciones (4.13) y (4.14), las
coordenadas sobre la pantalla (tx, ty) son funciones de x, y, Φx y Φy, es decir,

tx = tx (x, y, Φx, Φy) , ty = ty (x, y, Φx, Φy) , (4.15)

por lo tanto, al sustituir la ecuación (4.14) en (4.13) y a partir de esto calcular la matriz Jacobiana,
la ecuación (4.11) arroja una ecuación diferencial con valores a frontera cuya solución proporcionará el
perfil de fase deseado Φ(x, y) de la metalente y con ello se puede diseñar la nano-estructura de esta, es
decir, la forma y dimensiones óptimas de sus nanoantenas para lograr el patrón de iluminación deseado.

4.3. Modelos matemáticos para el diseño de una MFL

En esta Sección se proponen y desarrollan cuatro modelos matemáticos para el diseño de metalentes
de fase libre basándonos en el problema de transporte óptimo. Los cálculos se realizan para incidencia
de luz normal y oblicua sobre metalentes con perfiles de fase Φ (r), Φ (r, ϕ) y Φ (x, y). Se obtienen
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales no lineales sujetas a condiciones de frontera no lineales
que dependen de la forma espećıfica del patrón de iluminación, la solución a dichas ecuaciones debe
obtenerse numéricamente porque anaĺıticamente no es posible.

4.3.1. Incidencia normal de luz sobre una MFL con perfil de fase Φ (r)

En este caso, se tiene un haz de luz con distribución de intensidad I(r, ϕ), una metalente con perfil de
fase Φ(r) y un patrón de irradianza en cuyo interior y frontera están formados por los puntos T (tr, tϕ).
Cuando un rayo de luz (III) se propaga desde la fuente hasta chocar en un punto P sobre la metalente,



4.3. Modelos matemáticos para el diseño de una MFL 35

Figura 4.3: Diseño de una MFL para incidencia normal de rayos de luz. (a) Propagación de rayos desde
una fuente que inciden perpendicularmente sobre una metalente y son refractados hacia puntos T sobre
la pantalla. (b) Secciones transversales de la distribución de intensidad sobre la metalente y del área
iluminada.

es refractado (OOO) y dirigido hacia puntos dentro (Ω2) y en la frontera (∂Ω2) del área iluminada como
se observa en la figura 4.3.

Como los rayos incidentes, inciden normalmente sobre la metalente, pueden describirse como,

III = (0, 0, 1),

de la ecuación (4.14) y realizando una transformación de coordenadas rectangulares a polares, los rayos
refractados OOO (Ox, Oy, Oz) ⊂ R3 están definidos por el campo vectorial:

OOO = β

(
Φr,

1

β
ϕ, − 1

β

√
1− β2 Φ2

r

)
, (4.16)

donde β = 1/ (k0n2) y Φr es la derivada de la fase Φ respecto a r. Considerando la ecuación (4.13) y
que t2r = t2x + t2y, las coordenadas sobre la pantalla T ⊂ R2 son dadas por:

T (tr, tϕ) = β

(
r − (L− d)√

1− β2 Φ2
r

Φr,
1

β
tϕ

)
, (4.17)

donde d y L son las distancias del origen a la metalente y a la pantalla, respectivamente, r es la
distancia radial desde el origen a cualquier punto P sobre la metalente (figura 4.3). Para un mapeo en
coordenadas polares, la ecuación (4.11) es dada por:
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r I(r, ϕ) = E(tr, tϕ) |J(tr, tϕ)|, (4.18)

considerando simetŕıa angular entre la distribución de intensidad de la fuente y las coordenadas sobre
la pantalla tϕ = ϕ, la conservación de enerǵıa en forma local queda establecida como,

r I(r, ϕ) − E(tr, ϕ) tr
dtr
dr

= 0, (4.19)

donde r es un punto sobre la metalente, tr es un punto sobre la pantalla , I(r, ϕ) y E(tr, ϕ) son las
distribuciones de enerǵıa de la fuente y la que llega a la pantalla, respectivamente.

De las ecuaciones (4.17) y (4.19), la ecuación diferencial resultante que modela la metalente para este
primer modelo, es:

A1Φrr + A2Φr − A3
d

dr

(
Φ2
r

)
+ A4 = 0, (4.20)

donde los coeficientes están dados por:

A1 =
β (L− d)

(1− β2 Φ2
r )3/2

, A2 =
β (L− d)

r (1− β2 Φ2
r )1/2

, A3 =
β2 (L− d)2

2r (1− β2 Φ2
r )
, A4 =

I(r, ϕ)

E(tr, ϕ)
.

Como se observa, la ecuación (4.20) es una ecuación diferencial ordinaria no lineal de orden dos cuyas
condiciones en la frontera serán funciones del tipo,

tr = tr (r, Φr)

tϕ = ϕ
: ∂Ω1 → ∂Ω2. (4.21)

El problema de valor en la frontera, ecuaciones (4.20) y (4.21) no es un problema tipo Monge-Ámpere
debido a la simetŕıa angular considerada, es decir, la ecuación diferencial que modela este problema de
iluminación es una aproximación de un modelo general. Un ejemplo clásico de valores de intensidad
I(r, ϕ) e irradiancia E(tr, ϕ) para conservar un flujo radiante de luz Fo seŕıa considerar: I(r, ϕ) =
Fo / Am y E(tr, ϕ) = Fo / Ap, donde Am es el área de la metalente y Ap el área de la pantalla
iluminada. De esta manera el coeficiente A4 seŕıa A4 = Ap / Am.

4.3.2. Incidencia normal de luz sobre una MFL con perfil de fase Φ (r, ϕ)

Para este modelo, el planteamiento geométrico del problema de iluminación es el mismo que en el
modelo anterior y su representación gráfica es mostrada en la figura 4.3. La diferencia con el modelo de
la 4.3.1 radica en que la metalente posee un perfil de fase dual Φ (r, ϕ) y no se consideran simetŕıas, por
ende, el método aplicado es el método Monge-Ámpere y no el de mapeo de rayos al que fue reducido en
la subsección anterior. Los rayos incidentes, son normales a la metalente, por tanto se describen como,

III = (0, 0, 1),
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de acuerdo a la ecuación (4.14) y realizando una transformación de coordenadas rectangulares a polares,
los rayos refractados OOO (Ox, Oy, Oz) ⊂ R3 están definidos por el campo vectorial:

OOO = β

(
cosϕ Φr −

1

r
sen ϕ Φϕ, sen ϕ Φr +

1

r
cosϕ Φϕ, −

1

β

√
1− β2 Φ2

r −
β2

r2
Φ2
ϕ

)
, (4.22)

donde β = 1/ (k0n2), Φr y Φϕ son derivadas de la fase Φ respecto a r y a ϕ, respectivamente. De acuerdo
a las ecuaciones (4.13), las coordenadas sobre la pantalla T (tx(r, ϕ), ty(r, ϕ)) ⊂ R2 son dadas por:

T (tx, ty) =

r cosϕ−
β (L− d)

[
cosϕΦr −

1

r
sen ϕΦϕ

]
√

1− β2 Φ2
r −

β2

r2
Φ2
ϕ

, r sen ϕ−
β (L− d)

[
sen ϕΦr +

1

r
cosϕΦϕ

]
√

1− β2 Φ2
r −

β2

r2
Φ2
ϕ

 ,

(4.23)
donde d y L son las distancias del origen a la metalente y a la pantalla, respectivamente; r es la
distancia radial desde el centro de la metalente a cualquier punto P sobre ella (figura 4.3). De acuerdo
a la ecuación (4.11) y considerando que tx y ty son funciones de r y de ϕ, la conservación de enerǵıa en
forma local para este mapeo, queda establecida como,

r I(r, ϕ) = E(tx, ty) |J(tx, ty)|, (4.24)

donde el determinante de la matriz Jacobiana es,

|J(tx, ty)| =
[
∂tx
∂r

∂ty
∂ϕ
− ∂tx
∂ϕ

∂ty
∂r

]
. (4.25)

Para evaluar (4.25), de la ecuación (4.23) se tiene que,

tx = r cosϕ− β (L− d)
Ox

Oz

, ty = r sen ϕ− β (L− d)
Oy

Oz

,

y definiendo las derivadas de las componentes del rayo refractado OOO respecto a r y a ϕ como,

Oxr =
∂Ox

∂r
, Oyr =

∂Oy

∂r
, Ozr =

∂Oz

∂r
Oxϕ =

∂Ox

∂ϕ
, Oyϕ =

∂Oy

∂ϕ
, Ozϕ =

∂Oz

∂ϕ
,

las derivadas de la matriz Jacobiana, quedan determinadas por:

∂tx
∂r

= cosϕ− β (L− d)
OzOxr −OxOzr

O2
z

,
∂ty
∂ϕ

= r cosϕ− β (L− d)
OzOyϕ −OyOzϕ

O2
z

,

∂tx
∂ϕ

= −r sen ϕ− β (L− d)
OzOxϕ −OxOzϕ

O2
z

,
∂ty
∂r

= sen ϕ− β (L− d)
OzOyr −OyOzr

O2
z

,
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sustituyendo estas derivadas y realizando los productos, el determinante de la matriz Jacobiana es:

|J (tx, ty)| = r − β (L− d)

O2
z

[cosϕ (OzOyϕ −OyOzϕ) + sen ϕ (OzOxϕ −OxOzϕ)]

− β (L− d)

O2
z

[cosϕ (OzOxr −OxOzr) + sen ϕ (OzOyr −OyOzr)]

+
β2 (L− d)2

O4
z

[(OzOxr −OxOzr) (OzOyϕ −OyOzϕ) + (OzOyr −OyOzr) (OzOxϕ −OxOzϕ)] .

(4.26)
De la ecuación (4.23), determinamos la forma expĺıcita de las derivadas de las componenentes del rayo
refractado,

Oxr = β cosϕ Φrr +
β

r2
sen ϕ Φϕ −

β

r
sen ϕ Φrϕ,

Oyr = β sen ϕ Φrr −
β

r2
cosϕ Φϕ +

β

r
cosϕ Φrϕ,

Ozr =
1

|Oz|

[
−β2ΦrΦrr +

β2

r3
Φ2
ϕ −

β2

r2
ΦϕΦrϕ

]
,

Oxϕ = −β sen ϕ Φr + β cosϕ Φrϕ −
β

r
cosϕ Φϕ −

β

r
sen ϕ Φϕϕ,

Oyϕ = β cosϕ Φr + β sen ϕ Φrϕ −
β

r
sen ϕ Φϕ +

β

r
cosϕ Φϕϕ,

Ozϕ =
1

|Oz|

[
−β2 Φr Φrϕ −

β2

r2
Φϕ Φϕϕ

]
,

sustituyéndolas en la ecuación (4.26) y está a su vez en (4.23) y realizando algunas operaciones básicas,
finalmente, se obtiene la ecuación diferencial parcial tipo Monge-Ámpere,

A5

(
ΦrrΦϕϕ − Φ2

rϕ

)
+ A1Φrr + A2Φϕϕ + A3Φrϕ + A4 = 0, (4.27)

cuyos coeficientes A1, A2, A3, A4 y A5 están dados por:

A1 =

βr (L− d)

[
1− β2

r2
Φ2
ϕ

]
(

1− β2 Φ2
r −

β2

r2
Φ2
ϕ

)3/2
, A3 =

β (L− d)

[
2β

r
Φr Φϕ − sen ϕ cosϕ

(
2− β2 Φ2

r −
β2

r2
Φ2
ϕ

)]
(

1− β2 Φ2
r −

β2

r2
Φ2
ϕ

)3/2
,
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A2 =
β (L− d) [1− β2 Φ2

r]

r

(
1− β2 Φ2

r −
β2

r2
Φ2
ϕ

)3/2
, A4 =

β (L− d)

[
β sen2ϕ Φr +

1

r
sen ϕ cosϕ Φϕ

]
(

1− β2 Φ2
r −

β2

r2
Φ2
ϕ

)1/2
− E(tx, ty)

I(r, ϕ)
,

A5 =

β2 (L− d)2

[
β2

r2
Φr Φϕ + (1− β2 Φ2

r)

(
1− β2

r2
Φ2
ϕ

)]
r

(
1− β2 Φ2

r −
β2

r2
Φ2
ϕ

)3 .

Las condiciones en la frontera a las que está sujeta la ecuación (4.27), en general serán funciones del
tipo: 

tx = tx (r, ϕ,Φr,Φϕ)

ty = ty (r, ϕ,Φr,Φϕ)
: ∂Ω1 → ∂Ω2. (4.28)

y dependen de la forma del patrón de iluminación deseado.

4.3.3. Incidencia de luz oblicua sobre una MFL con perfil de fase Φ (r)

Considerando una fuente de luz puntual con distribución de intensidad I(r, ϕ), una metalente con perfil
de fase Φ(r) y un patrón de irradianza cuyo interior y frontera están formados por los puntos T (tr, tϕ).
Cuando un rayo de luz (III) se propaga desde la fuente hasta chocar en un punto P sobre la metalente, es
refractado (OOO) y dirigido hacia puntos dentro (Ω2) delimitados por la frontera (∂Ω2) del área iluminada
como se observa en la figura 4.4.
Los rayos de luz inciden de forma oblicua sobre la metalente y definiéndolos en coordenadas esféricas
(r, ϕ, θ) están dados por,

III = (cosϕ sen θ, sen ϕ cos θ, cos θ),

los rayos refractados OOO ⊂ R3 de acuerdo a la ecuación (4.14) y después de realizar una transformación
de coordenadas rectangulares a esféricas están dados por el campo vectorial:

OOO =

(
µ cosϕ sen θ + β cosϕ Φr, µ sen ϕ sen θ + β sen ϕΦr, −

√
1− (µ sen θ + βΦr)

2

)
, (4.29)

donde β = 1/ (k0n2), µ = n1/n2 y Φr es la derivada de la fase Φ respecto a r. De acuerdo a las ecuaciones
(4.13) y (4.29) y además considerando que t2r = t2x + t2y las coordenadas sobre la pantalla T (tr, tϕ) ⊂ R2

son dadas por:

T (tr, tϕ) =

r − (L− d) (µ sen θ + βΦr)√
1− (µ sen θ + βΦr)

2
, tϕ

 , (4.30)
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Figura 4.4: Diseño de una MFL para incidencia de luz oblicua. (a) Propagación de rayos desde una
fuente que inciden oblicuamente sobre una metalente y son refractados hacia puntos T sobre la pantalla.
(b) Secciones transversales de la distribución de intensidad de la metalente y del área iluminada.

donde d y L son las distancias del origen a la metalente y a la pantalla, respectivamente; r es la distancia
radial desde el centro de la metalente hasta cualquier punto sobre ella (figura 4.4). De acuerdo la ecuación
(4.19) (conservación de enerǵıa) y considerando simetŕıa angular entre la distribución de intensidad de
la fuente y las coordenadas sobre la pantalla, es decir, tϕ = ϕ. La ecuación diferencial resultante que
modela la metalente para este escenario de iluminación, es:

A1Φrr − A2Φr + A3
d

dr

(
Φ2
r

)
− A4 = 0, (4.31)

donde los coeficientes A1, A2, A3 y A4 están dados por:

A1 =
β (L− d)(

1− (µ sen θ + βΦr)
2)3/2

− βµ sen θ (L− d)2

r
(
1− (µ sen θ + βΦr)

2)2 , A2 =
β (L− d)

r
(
1− (µ sen θ + βΦr)

2)1/2
,

A3 =
β2 (L− d)2

2r
(
1− (µ sen θ + βΦr)

2)2 , A4 =
µ sen θ (L− d)

r
(
1− (µ sen θ + βΦr)

2)1/2
+

I(r, ϕ)

E(tr, ϕ)
,

donde el sen θ = r/ (r2 + d2)
−1/2

. Las condiciones en la frontera serán funciones del tipo,
tr = tr (r,Φr)

tϕ = ϕ
: ∂Ω1 → ∂Ω2. (4.32)

que como en todos los modelos, dependen de la forma geométrica del patrón de iluminación.
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4.3.4. Incidencia de luz oblicua sobre una MFL con perfil de fase Φ (x, y)

Para este modelo, el planteamiento del problema de iluminación es parecido al modelo anterior, la
diferencia radica en que la metalente posee un perfil de fase dual Φ (x, y) y no se consideran simetŕıas
(figura 4.5), por ende, el método aplicado es el método Monge-Ámpere y no el de mapeo de rayos que
fue el aplicado en la subsección anterior.

Figura 4.5: Diseño de una MFL con perfil de fase generalizado e incidencia oblicua. (a) Propagación de
rayos desde una fuente que inciden oblicuamente sobre una metalente y son refractados hacia puntos T
sobre la pantalla. (b) Secciones transversales de la distribución de intensidad de la fuente en la metalente
y del área iluminada.

Considerando que un rayo III = (x, y, z) proveniente de una fuente de luz cuya intensidad es I(x, y),
incide sobre una metasuperficie que posee un gradiente de fase dual ∇Φ = (Φx,Φy). Cuando el rayo
choca con la metasuperficie es refractado OOO = (Ox, Oy, Oz) y sus coordenadas de acuerdo a la ley
vectorial de Snell genaralizada ( ecuación (4.14)) están dadas por:

OOO =

(
µx+ βΦx, µy + βΦy, −

√
1− (µx+ βΦx)

2 − (µy + βΦy)
2

)
, (4.33)

donde β = 1/ (k0n2), µ = n1/n2, Φx y Φy es la derivada de la fase Φ respecto a x y a y, respectivamente.
De acuerdo a las ecuaciones (4.13) y (4.33) las coordenadas sobre la pantalla T (tx, ty) ⊂ R2 son:

T (tx, ty) =

x− (L− d) (µx+ βΦx)√
1− (µx+ βΦx)

2 − (µy + βΦy)
2
, y − (L− d) (µy + βΦy)√

1− (µx+ βΦx)
2 − (µy + βΦy)

2

 ,

(4.34)
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donde d y L son las distancias del origen a la metalente y a la pantalla, respectivamente. Por conservación
de enerǵıa, ecuación (4.11), tenemos,

I(x, y) = E(tx, ty)

[
∂tx
∂x

∂ty
∂y
− ∂tx
∂y

∂ty
∂x

]
,

donde tx y ty en términos de las componentes del rayo refractado (ecuaciones (4.13), (4.34)) se expresan
como,

tx = x− (L− d)
Ox

Oz

, ty = y − (L− d)
Oy

Oz

,

y definiendo las derivadas de las componentes del rayo refractado OOO respecto a x y a y como,

Oxx =
∂Ox

∂x
, Oyy =

∂Oy

∂y
, Oxy =

∂Ox

∂y
Oyx =

∂Oy

∂x
, Ozx =

∂Oz

∂x
, Ozy =

∂Oz

∂y
,

la matriz Jacobiana, quedan determinadas por:

∂tx
∂x

= 1− (L− d)
OzOxx −OxOzx

O2
z

,
∂ty
∂x

= − (L− d)
OzOyx −OyOzx

O2
z

,

∂tx
∂y

= − (L− d)
OzOxy −OxOzy

O2
z

,
∂ty
y

= 1− (L− d)
OzOyy −OyOzy

O2
z

,

sustituyendo estas derivadas y realizando los productos, el determinante de la matriz Jacobiana es:

|J (tx, ty)| = 1 − (L− d)

O2
z

[OxxOz −OzxOx +OyyOz −OzyOy]

+
(L− d)2

O4
z

[(OxxOz −OzxOx) (OyyOz −OzyOy)]

− (L− d)2

O4
z

[(OxyOz −OzyOx) (OyxOz −OzxOy)] .

(4.35)

De la ecuación (4.34), determinamos la forma expĺıcita de las derivadas de las componenentes del rayo
refractado,

Oxx = µ+ βΦxx, Oyy = µ+ βΦyy, Oxy = Oyx = βΦxy,

Ozx =
1

|Oz|
[(µx+ βΦx) (µ+ βΦxx) + βΦxy (µy + βΦy)] ,

Ozy =
1

|Oz|
[βΦxy (µx+ βΦx) + (µy + βΦy) (µ+ βΦyy)] ,
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sustituyéndolas y realizando operaciones básicas, finalmente se obtiene la ecuación diferencial parcial
tipo Monge-Ámpere,

A1

(
ΦxxΦyy − Φ2

xy

)
+ A2Φxx + A3Φyy + A4Φxy + A5 = 0, (4.36)

donde los coeficientes A1, A2, A3, A4, A5, son:

A2 =
β (L− d)

[
1− 2 (µx+ βΦx)

2 − (µy + βΦy)
2][

1− (µx+ βΦx)
2 − (µy + βΦy)

2]3/2 +
µβ (L− d)2 [1− 2 (µx+ βΦx)

2 − 2 (µy + βΦy)
2][

1− (µx+ βΦx)
2 − (µy + βΦy)

2]2 ,

A3 =
β (L− d)

[
1− (µx+ βΦx)

2 − 2 (µy + βΦy)
2][

1− (µx+ βΦx)
2 − (µy + βΦy)

2]3/2 +
µβ (L− d)2 [1− 2 (µx+ βΦx)

2 − 2 (µy + βΦy)
2][

1− (µx+ βΦx)
2 − (µy + βΦy)

2]2 ,

A4 =
2β (L− d) [(µx+ βΦx) (µy + βΦy)][
1− (µx+ βΦx)

2 − (µy + βΦy)
2]3/2 , A1 =

β2 (L− d)2 [1− 2 (µx+ βΦx)
2 − 2 (µy + βΦy)

2][
1− (µx+ βΦx)

2 − (µy + βΦy)
2]2 ,

A5 =
µ (L− d)

[
2− 3 (µx+ βΦx)

2 − 3 (µy + βΦy)
2][

1− (µx+ βΦx)
2 − (µy + βΦy)

2]3/2 − I(x, y)

E (tx, ty)

la ecuación diferencial, ecuación (4.36), estará sujeta a condiciones en la frontera del tipo:
tx = tx (x, y,Φx,Φy)

ty = ty (x, y,Φx,Φy)
: ∂Ω1 → ∂Ω2. (4.37)

4.4. Diseño inverso de una MFL

Para diseñar una MFL inicialmente se plantea teóricamente el problema de iluminación, es decir, se
elige el tipo de fuente de luz (fuente muy alejada = incidencia normal, fuente cercana = incidencia
oblicua), el tipo de incidencia, la función de fase de la metalente (con variación 1D o 2D), la for-
ma del patrón de iluminación y se espećıfican los parámetros constantes (longitud de onda, distancia
fuente-metalente, distancia fuente-pantalla, entre otros.). Después se selecciona el modelo matemático
adecuado a dicho problema, a través del cual se obtienen ecuaciones diferenciales con valores en la fron-
tera que deben resolverse numéricamente. Finalmente se verifica el diseño por medio de simulaciones
y experimentos, mediante los cuales se determinará el material, la forma, tamaño y distribución de las
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nanoantenas que debe tener la metalente para lograr de forma óptima el patrón de iluminación deseado.

A este tipo de diseño, en el cual a partir de un objetivo deseado se determinan las caracteŕısticas de
una metalente, se le denomina diseño inverso. En el área de metalentes formadoras de imágenes, re-
cientemente se han reportando varios estudios al respecto, con diferentes y muy variadas aplicaciones.
Por ejemplo, en [62–64] Raphaël Pestourie et al., hacen una revisión de los distintos diseños inversos
de metasuperficies que producen cierto perfil de fase deseado, optimizando los nanoelementos de la
metasuperficie. Por ejemplo, uno de esos diseños inversos optimiza a los nanoelementos para corregir
aberración cromática. En tales trabajos, la formulación matemática se realiza desde un enfoque ondu-
latorio, ellos resuelven un problema de optimización minimizando o maximizando una función objetivo.
Espećıficamente, se minimiza la diferencia entre el campo eléctrico disperso deseado y el campo apro-
ximado justo encima de la superficie de la metalente, el cual es dado por una aproximación localmente
periódica, al realizar tal minimización, se obtiene la amplitud y fase que describen los parámetros de la
metasuperficie.

Los procesos de diseño inverso permiten solucionar problemas en el diseño de metasuperficies aperiódicas
de área grande, en la optimización del hardware fotónico y en el procesamiento de imágenes. Además,
los métodos de diseño inverso tienen un gran potencial en aplicaciones del mundo real, ya que entre sus
ventajas están:

Ser adecuado para metasuperficies con una funcionalidad compleja que no se puede determinar
anaĺıticamente.

Que puede funcionar con muchos algoritmos computacionales avanzados, especialmente con inte-
ligencia artificial.

Que permite buscar un espacio de diseño completo y encontrar soluciones no intuitivas con un
rendimiento óptimo.

Que son una herramienta poderosa para optimizar metasuperficies multifuncionales.

Que se basa en el estudio de la relación entre la topoloǵıa de la metasuperficie y las interacciones
de la luz con la materia.

Todos los diseños inversos de metasuperficies, reportados hasta ahora, están dirigidos a enfocar la luz
en un punto o bien, en temas relacionados a mejorar el rendimiento de meta-sistemas formadores de
imágenes. La única excepción es la investigación reportada recientemente por Kirstine et al. [65], en
el área de la óptica sin imágenes, para un problema de iluminación. Ellos presentan un método de
diseño de perfil de fase de una metasuperficie basado en un concepto simplificado de transporte óptimo,
es decir, diseñan una metalente con perfil de fase unidimensional Φ(x) que redistribuye un haz coli-
mado sobre una pantalla a una distancia L donde se produce un perfil de irradiancia unidimensional
E(x) deseado. Ellos mencionan en su trabajo que su enfoque se adapta a una amplia gama de dife-
rentes perfiles de intensidad de entrada y salida y lo verifican mediante simulaciones de campo completo.
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Cabe destacar, que el modelo presentado en [65] es básicamente, una simplificación de nuestro modelo
de iluminación más sencillo (Sección 4.3.1). Ellos hacen algunas consideraciones que convierten una
ecuación diferencial ordinaria no lineal de segundo orden con valores en la frontera no lineales, en un
problema de una ecuación diferencial que resuelven integrando directamente. En resumen, este trabajo
establece un antecedente y cimienta nuestros modelos matemáticos que van desde el caso más simple,
hasta el más general. En la siguiente Sección se establecerá una propuesta de solución numérica a nues-
tros modelos.

Aunque los objetivos de este trabajo fueron el deducir las leyes vectoriales de refraccón y reflexión en
metasuperficies utilizadas en trazo de rayos (Caṕıtulo 2), establecer sistemas no formadores de imágenes
clásicos con metasuperficies (Caṕıtulo 3) y modelar matemáticamente el perfil de fase de una metalente
para iluminación (Caṕıtulo 4). En la siguiente Sección presentamos un método numérico para dar
solución a las ecuaciones tipo Monge-Ámpere, deducidas en la Sección 4.3. La importancia de plantear
este método radica en su naturaleza innovadora ya que en la literatura no se ha publicado hasta la
fecha, la combinación entre lo métodos, diferencias finitas y algoritmos genéticos para determinar la
solución numérica a ecuaciones Monge Ámpere. En la siguiente Sección se presenta un bosquejo general
del proceso de solución a una ecuación diferencial ordinaria no lineal con valores en la frontera no
lineales, espećıficamente, se utiliza una aproximación de la ecuación del primer modelo de iluminación
(Sección 4.3.1.) para ilustrar de forma general el procedimiento para determinar la solución a este tipo
de ecuaciones.

4.5. Esquema numérico de la solución a una EDO no lineal

con valores en la frontera no lineales

El modelo de diseño de una MFL, como observamos en la Sección anterior, es un problema a la frontera
no lineal, y en el caso más general, es dar solución a una ecuación Monge-Ámpere, lo que significa un
gran desaf́ıo, ya que el resolver este problema, consiste en dar solución a una ecuación diferencial parcial
(EDP) no lineal con condiciones en la frontera no lineales. En la literatura, hay múltiples estudios y
análisis sobre el tipo de solución de dicha ecuación, pero no se ha reportado la solución como tal. En el
área de óptica de iluminación se han publicado diseños de superficies de lentes de forma libre obtenidos
mediante la solución numérica a dicha ecuación [53, 54], en tales trabajos solo se menciona que la
solución se obtiene discretizando la EDP y aplicando el método clásico de Newton para dar solución al
sistema de ecuaciones algebraico. En esta sección la ecuación diferencial que se considera para mostrar
el método numérico propuesto, es la obtenida en el primer modelo matemático (Sección 4.3.1).

4.5.1. Diferencias finitas

El método de diferencias finitas es una técnica numérica utilizada para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) o parciales (EDP) con valores iniciales o en la frontera que modelan diversos pro-
blemas, el método básicamente aproxima las soluciones buscadas, convirtiendo ecuaciones diferenciales



4.5. Esquema numérico de la solución a una EDO no lineal con valores en la frontera no
lineales 46

en sistemas de ecuaciones algebraicas mediante el proceso de discretización [66, 67]. Las aplicaciones
del método son vastas y muy diversificadas, existen tres esquemas básicos de diferencias finitas, hacia
atrás, centradas y hacia adelante, la elección del esquema depende de las condiciones iniciales o en la
frontera, para aplicar diferencias finitas a un problema se debe:

1) discretizar el dominio solución en una malla o cuadŕıcula.

2) expresar las derivadas en diferencias finitas, es decir, en términos del cambio de la función entre
puntos discretos en la malla.

El modelo matemático que se resolverá es el de incidencia normal sobre una metalente con perfil de fase
Φ(r) (Sección 4.3.1), considerando un haz de luz incidente con perfil de irradiancia constante sobre la
metalente I = I0 y en la pantalla formando un patrón de iluminación circular de radio a centrado en
la metalente, con distribución de enerǵıa uniforme, es decir, E (tr, ϕ) = E0, con E0 ∈ R. La ecuación
diferencial a resolver de acuerdo a la ecuación (4.20) es:

α

(1− β2 Φ2
r )3/2

Φrr +
α

r (1− β2 Φ2
r )1/2

Φr −
α2

2r (1− β2 Φ2
r )

d

dr

(
Φ2
r

)
+

I0

E0

= 0, (4.38)

donde α = βL es constante, β = λ0/2πn2 y L es la distancia de la metalente a la pantalla. De la
ecuación (4.17), para iluminar un ćırculo de radio a en la pantalla (centrado en la metalente), debe
cumplirse que tr = a, por lo tanto, las condiciones en la frontera son:

Φ(0) = 0, βr − αΦr

(1− β2 Φ2
r )1/2

= a. (4.39)

Cabe señalar que por simplicidad se tomó el valor central Φ(0) = 0, y el origen de coordenadas en el
centro de la metalente (d = 0). Aśı el problema de iluminación de la Sección 4.3.1 queda determindo
por las ecuaciones (4.38) y (4.39), claro, con algunas espećıficaciones que lo simplifican.

Una vez establecida la EDO y sus condiciones en la frontera, no lineales, el dominio solución se con-
sidera como una malla radial definida como S1 = {r | rmin ≤ r ≤ rmax } donde r = rmin + ih para
i = 0, 1...n y donde h = (rmax − rmin) /n como se observa en la figura 4.6 (a).

Cada punto interno a la malla (figura 4.6 (a)) satisface la ecuación (4.38) y todo punto sobre la frontera
satisface la condición a la frontera, ecuación (4.39). La discretización de la EDO se realiza mediante
la aproximación en serie de Taylor de cada derivada alrededor de ri y evaluada en ri−1 y ri+1 (figura
5.1 (b)). Suponiendo que la fase Φ(r) ∈ C4 [ri−1, ri+1] la aproximación para las derivadas para puntos
internos en la malla, por diferencias finitas centradas, están definidas por:

Φr =
Φi+1 − Φi−1

2h
, Φrr =

Φi+1 − 2Φi + Φi−1

h2
, Φ2

r =
Φ2
i+1 − Φ2

i−1

2h
, (4.40)
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Figura 4.6: Discretización. (a) Discretización de dominio (b) Aproximación en diferencias finitas cen-
tradas.

y para los puntos en la frontera, es decir, para i = n en diferencias finitas hacia atrás:

Φr =
Φn − Φn−1

h
. (4.41)

Estas aproximaciones poseen un error de truncamiento del orden de O(h2) y una vez definida la dis-
cretización, la aproximación de las derivadas (ecuaciones (4.40) y (4.41)), se sustituyen en la EDO, lo
que da lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas no lineal, F (X) = 0, que relacionan los valores de
la función buscada en los puntos discretos de la malla [68].

4.5.2. Algoritmos genéticos (AG)

Los algoritmos genéticos fueron desarrollados por John Holland, sus colegas y estudiantes en la uni-
versidad de Michigan en 1992, ellos se basaron en la explicación abstracta y rigurosa de los procesos
adaptativos de los sistemas naturales para diseñar software que conserve el mecanismo de estos [69].
Hasta la fecha, estos algoritmos se han aplicado en una amplia variedad de campos, por ejemplo en
la optimización de funciones matemáticas, la planificación de rutas, en la optimización del diseño de
estructuras y sistemas; en la ingenieŕıa se usan para la minimización de costos y la maximización de
rendimientos; en la inteligencia artificial se utilizan para la optimización de parámetros de modelos y
la generación de arquitecturas neuronales [70].
Los AG son una técnica de optimización y búsqueda basada en la mecánica de la evolución natural
y la genética, la idea detrás de este método es simular el proceso de evolución natural, donde las
caracteŕısticas más adaptables de una población tienen mś probabilidades de persistir y transmitirse a
generaciones futuras, el funcionamiento básico de estos algoritmos consiste en [71]:
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Figura 4.7: Diagrama de flujo de un algoritmo genético.

Generar de manera aleatoria o mediante alguna estrategia espećıfica una población de individuos
donde cada uno de ellos represente una posible solución al problema dado.

Evaluar la adaptación de cada individuo al problema.

Seleccionar los mejores individuos de la población para reproducirse; aquellos individuos con una
aptitud mś alta tienen más probabilidad de ser seleccionados.

Cruzar entre śı los individuos previamente seleccionados para producir nuevos y formar una nueva
generación.

Mutar cierto número de individuos para explorar nuevas áreas del espacio de búsqueda y evitar
la convergencia prematura hacia soluciones no tan óptimas.

Reemplazar la población inicial por la nueva generación, compuesta por los individuos seleccio-
nados y modificados.

Repetir el proceso durante un número determinado de generaciones, como se muestra en el dia-
grama de la figura 5.2., hasta que se cumpla algún criterio de finalización que se establece después
de la mutación.

En soluciones numéricas a ecuaciones diferenciales, se han reportado algunas publicaciones donde se
utilizan los AG, por ejemplo, Omar Abu y Zaer Abo en [72] presentan el método de solución a siste-
mas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores a frontera aplicando estos algoritmos, el proceso
consta de discretizar las ecuaciones mediante diferencias finitas y obtener un sistema de ecuaciones
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algebraicas que resuelven mediante la maximización de una función aptitud, ellos concluyen que los AG
son un método robusto y preciso, ya que obtienen errores del orden de 10−10 que comparados con otros
métodos modernos son mucho mejores, ellos enfatizan que los AG tienen las ventaja de ser fáciles de
entender e implementar.

Clásicamente se determina la solución a los sistemas de ecuaciones algebraicos no lineales mediante
herramientas numéricas tales como los métodos de Newton, Broyden, Newton Raphson, secante, Ha-
lley; [66–68], varios de estos métodos requieren del cálculo de derivadas y de álgebra de matrices, lo
que puede influir en el costo computacional. Los AG, también han sido implementados en este tipo de
problemas, Grosan et. al. resuelven sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales convirtiéndolos en
un problema multi-objetivo, donde la solución buscada debe minimizar la diferencia entre cada función
y su valor absoluto. Por otro lado Pourrajabian et. al [73]. resuelven un sistema complejo de hasta 10
ecuaciones no lineales con 10 incógnitas, igualadas a cero, ellos definen una función objetivo como el
valor absoluto de la suma de funciones sujeta a la condición de que cada ecuación por separado debe ser
satisfecha, al implementar el procedimiento para un caso particular, obtienen resultados más precisos
en comparación a los métodos clásicos y a los resultados obtenidos por Grosan et. al [74].

Existen formas diferentes de plantear la función objetivo de un AG, en [75] para un sistema de n
ecuaciones no lineales, se define una función F igual a la suma de las n ecuaciones, se busca un vector
X que minimice a F , esto dando por hecho que si cada ecuación es mı́nima en X , entonces F también lo
es, la aptitud se mide calculando la probabilidad de cada ecuación, definida como la ecuación evaluada
en el punto entre la función F , prácticamente esto representa el peso de cada ecuación y su viabilidad
para ser un buen candidato de solución.

4.5.3. Implementación

Para implementar el método de solución al problema de valor en la frontera planteado en la Sección
anterior (ecuaciones (4.38) y (4.39)), comenzaremos simplificando constantes, para obtener la solución
más básica de la fase Φ(r) y después generalizarla. Considerando los valores de los parámetros α = 1,
β = 1 y I0/E0 = c, donde c ∈ R, reexpresamos la ecuación diferencial (4.38) como:

1

(1− Φ2
r )3/2

Φrr +
1

r (1− Φ2
r )1/2

Φr −
1

2r (1− Φ2
r )

d

dr
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Φ2
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)
+ c = 0, (4.42)

y las condiciones en la frontera (ecuación (4.39)) como,

Φ(0) = 0, r − Φr

(1− Φ2
r )1/2

= a, (4.43)

donde a es el radio del patrón de iluminación circular, r está limitado de rmin = 0 hasta el radio de
la metalente rmax = b. Realizando una reducción de orden en la ecuación (4.42) y en sus condiciones
en la frontera (ecuación (4.43)), es decir, consideramos que u(r) = Φr, aśı el problema de valor en la
frontera, resulta ser:
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1

(1− u2 )3/2

du

dr
+

u

r (1− u2 )1/2
− u

r (1− u2 )

du

dr
+ c = 0,

u(0) = 0, r − u

(1− u2 )1/2
= a.

La condición u(0) = 0 se elige de esta manera para garantizar que Φ(0) sea igual a una constante que
puede tomar cualquier valor real, siendo esto poco relevante ya que para el diseño de una metalente se
utiliza el gradiente de fase. Al realizar la reducción de orden, la función u(r) es el gradiente de la fase,
que buscamos, por lo tanto, si fuera necesario determinar el perfil de fase de forma expĺıcita, después
de interpolar nuestros resultados numéricos, se integrará directamente la función u(r).

Para expresar el problema de valor en la frontera, como se mencionó en la sección 4.5.1 usamos diferen-
cias finitas centradas y hacia atrás. El dominio solución se divide uniformemente, es una malla circular
definida por todos los r ∈ [0, b], la malla consta de n ćırculos concéntricos separados una distancia o
paso h, donde,

h =
b

n
, ri = ih, i = 0, 1, 2, ..., n (4.44)

aproximando la función solución u(r) como ui = u (ri), y sus derivada en diferencias finitas para puntos
internos y en la frontera, como:

du

dr
≈ ui+1 − ui−1

2h
,

du
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h
, (4.45)

el sistema de ecuaciones algebraico a resolver es:
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1/2
= a, i = n

Nótese que el sistema de ecuaciones a resolver es no lineal, creemos que la solución se puede realizar
implementando algoritmos genéticos, y que obtendremos mejores resultados que al utilizar métodos que
impliquen álgebra de matrices. Esta tarea se planea finalizar en un trabajo futuro, en el cual, además
de los aspectos planteados en esta Sección, se corroborara la convergencia del esquema de diferencias
finitas elegido, los errores de truncamiento y la generalización de la técnica numérica para dar solución
a ecuaciones Monge-Ámpere.
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Resultados

En esta tesis se ha abordado el desaf́ıo de estudiar la propagación de luz y el modelado matemático
de dispositivos de iluminación que usan metasuperficies o metalentes. El estudio comienza con la ge-
neralización de las leyes de propagación de la luz en metasuperficies, derivando ecuaciones vectoriales
para el trazo de rayos exacto en sistemas ópticos con metasuperfices. Reportando la ley de reflexión
y refracción para metasuperficies en coordenadas polares. Se finaliza la tesis con el desarrollo de una
base teórica robusta para el diseño de metalentes para la óptica de iluminación, junto con la propues-
ta de algunas aproximaciones para resolver las ecuaciones diferenciales parciales no lineales que resultan.

Las metasuperficies han revolucionado el entendimiento de las propiedades y aplicaciones electro-
magnéticas de nanoestructuras con elementos de tamaño menor o igual al de la longitud de onda,
este campo ha progresado rápidamente y existen ya numerosos efectos ópticos novedosos y aplicaciones
potenciales en el control y manipulación de ondas electromagnéticas en frecuencias que van desde mi-
croondas hasta el ultravioleta. En en este trabajo se derivaron las ecuaciones generales para calcular la
dirección de los rayos de luz reflejados y refractados por una metasuperficie con perfil de fase arbitrario,
es decir, se dedujeron las ecuaciones en forma vectorial de la ley de reflexión y refracción válidas para
rayos de luz con incidencia general. Estas fórmulas simplifican el trazo de rayos 3D a través de sistemas
de metalenses y otros dispositivos con metasuperficies, las expresiones obtenidas son simples, dependen
de tres cantidades conocidas: la normal a la metasuperficie, la dirección del haz incidente y el gradiente
fase, además, tienen flexibilidad ya que no dependen de la elección del sistema de coordenadas ni de la
orientación de la metasuperficie. En general, estas ecuaciones representan una base para el diseño de
metalenses en diferentes sistemas ópticos, por ejemplo, en formación imágenes, en óptica de ilumina-
ción, en problemas generales de metasuperficies, en cualquier dispositivo óptico avanzado que contenga
metasuperficies.

Para mostrar la operabilidad de las leyes vectoriales generalizadas, se realizaron diferentes trazos de
rayos tanto para refracción como reflexión de luz. Se consideraron diferentes direcciones de los rayos
incidentes con el fin de exponer su validez y simplicidad, caracteŕısticas que hacen que su aplicación sea
fácil y óptima en trazado de rayos, ya que a partir de ellas se determina la trayectoria 3D de la luz que
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pasa a través de una metasurficie. Por ejemplo, para diseñar un sistema óptico formador de imagénes
se debe determinar la posición y caracteŕısticas de la imagen deseada a partir de las trayectorias de
la luz. En el caso de metalentes para iluminación, la formulación vectorial de la ley de transmisión y
reflexión resulta básica para resolver los problemas de iluminación planteados en el Caṕıtulo 4.

También en este trabajo se introdujo el concepto de metaóptica sin imágenes, se exploraron aplicacio-
nes de metasuperficies en algunos sistemas cuya función es transferir enerǵıa luminosa de forma óptima
entre una fuente de luz y un objetivo (por ejemplo un plano iluminado), es decir, en concentración de
luz e iluminación, ya que la compactibilidad y la alta flexibilidad de las metasuperficies pueden abrir
nuevas oportunidades en el campo de la óptica sin imágenes. En en caso de los sistemas no formadores
de imágenes, el objetivo principal es controlar la distribución espacial de la luz que mediante una me-
tasuperficie se puede lograr a través del perfil de fase 2D que tiene el efecto equivalente a la forma de
una superficie transparente 3D en la óptica sin imágenes refractiva o reflectante. En general, las lentes
en sistemas ópticos no formadores de imágenes, son superficies complejas en 3D, cuyo diseño conlleva
solución de problemas 3D muy complicados, por estas razones se presentan las bases de diseño de tres
sistemas clásicos en óptica no formadora de imágenes basados en metasuperficies y metaespejos: El
metaconcentrador compuesto, las metalentes TIR y las metalentes condensadoras. Se discutieron los
desaf́ıos y oportunidades de la metaóptica no formadora de imágenes y sus conceptos básicos. También
en un trabajo futuro se pueden abordar los efectos cromáticos, que son importantes para el manejo de
luz policromática; evaluar y cuantificar los efectos de las imperfecciones de fabricación; y, en general,
abordar problemas avanzados de óptica sin imágenes, tales como, el principio del rayo de borde, entre
otros tantos.

Con el fin de aplicar las leyes vectoriales generalizadas para metasuperficies, y continuar con la aplica-
ción de estas a sistemas ópticos no formadores de imágenes, se planteó el problema clásico de óptica
de iluminación, diseñar una metalente que distribuya espacialmente sobre una pantalla la luz prove-
niente de una fuente, de tal forma que modelamos matemáticamente el diseño de una metasuperficie
que realiza dicha tarea de manera óptima, y para lograrlo planteamos el problema de diseño como
problema de transporte de masa óptimo. Los casos modelados son cuatro, abordando desde el caso
simple (considerando simetŕıas) hasta el caso más general (sin simetŕıas). En los cuatro modelos, el
problema de iluminación se convierte en un problema de frontera no lineal y en el caso más general,
la ecuación diferencial es una ecuación elṕtica de Monge-Ampére. La solución a dichos modelos, no es
anaĺıtica, e incluso la solución numérica es compleja. Aunque no fue uno de nuestros objetivos de traba-
jo, presentamos de forma general una técnica numérica en el Caṕıtulo 4 para resolver estos problemas
de iluminación aplicando diferencias finitas, para la discretización y algoritmos genéticos para la solu-
ción del sistema de ecuaciones algebraicas no lineales resultantes, ilustramos la técnica utilizando una
simplificación de nuestro modelo más simple; cabe señalar que la combinación entre diferencias finitas
y algoritmos genéticos es innovadora, promete mejores resultados que los métodos clásicos (Newton,
Newton-Broyden, entre otros.) al carecer de álgebra de matrices y además no ha sido utilizada para
resolver ecuaciones tipo Monge-Ámpere.
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Conclusiones

La implementación de metasuperficies en la OA es un área que actualmente tiene una infinidad de
oportunidades, ya que la mayor parte de la comunidad cient́ıfica se ha inclinado por estudiar de forma
tanto teórica como experimental la aplicaciones de metalentes en sistemas formadores de imágenes.
Motivándonos por esto nos fijamos los objetivos de establecer las leyes básicas del comportamiento
de la luz refractada y reflejada por una metasuperficie, con el fin de obtener una herramienta para
trazo de rayos y a partir de esta diseñar metalentes que eficienten la transferencia de enerǵıa desde una
fuente hasta una pantalla. También cumplimos con el próposito de presentar los sistemas análogos al
concentrador parabólico, colimador y lentes condensadoras, todos compuestos por metasuperficies en
lugar de lentes y espejos clásicos.

La contribución de este trabajo a la metaóptica no formadora de imágenes es crucial por ser de los
primeros estudios en aplicar metasuperficies en la OA (concentración e iluminación) y establecer bases
para que en un futuro la metaóptica no formadora de imágenes logre diseñar sistemas más eficientes
que los clásicos. Otro aspecto a destacar es que nuestros modelos matemáticos muestran elegancia al
resolver un problema de diseño tridimensional con una metasuperficie de fase libre. Y aunque no era
parte de nuestros objetivos el presentar y determinar la solución numérica a las ecuaciones diferenciales
de nuestros modelos, presentamos una ilustracion de la forma en que llevaremos a cabo la solución
numérica en un trabajo futuro. Se espera que mediante la técnica de solución de la ecuación Monge-
Ámpere en metasuperficies se puedan obtener las caracteŕısticas de las metalentes para iluminación
para varios escenarios de importancia práctica en el área de investigación de iluminación. La óptica de
forma libre es una tecnoloǵıa nueva que impulsa cambios importantes en el diseño de iluminación, el
reemplazo de las lentes clásicas por metalentes permitirá lograr sistemas de iluminación miniaturiza-
dos, compactos y livianos con un alto rendimiento óptico. Las aplicaciones que se espera desarrollar van
desde la conformación de sistemas láser, alumbrado público, iluminación de automóviles, iluminación
uniforme en proyectores LED, entre muchas más aplicaciones.

53



Apéndice A

Ley de Snell para metasuperficies en
coordenadas polares

En el caso de un perfil de fase polar Φ (r, ψ), la transformación de las componentes del gradiente de la
fase, de coordenadas rectángulares a polares, es:

∇Φ =

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y

)
=

(
cosψ

∂Φ

∂r
− 1

r
sen ψ

∂Φ

∂ψ
, sen ψ

∂Φ

∂r
+

1

r
cosψ

∂Φ

∂ψ

)
(A.1)

donde r =
√
x2 + y2 es la posición radial de cualquier punto sobre la metasuperficie y ψ el ángulo

polar.

Sustituyendo la ecuación (B1) en la ecuación (2.2), la ley de refracción escalar generalizada para meta-
superficies con gradiente de fase polar 2D, es dada por:

k02 sen θ2 cosϕ2 = k01 sen θ1 cosϕ1 + cosψ
∂Φ

∂r
− 1

r
sen ψ

∂Φ

∂ψ

k02 sen θ2 sen ϕ2 = k01 sen θ1 sen ϕ1 + sen ψ
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∂r
+

1

r
cosψ

∂Φ

∂ψ

. (A.2)

Las ecuaciones (B2) permiten determinar la dirección de los rayos transmitidos por una metasuperficie
con gradiente de fase polar, y también de esta se deduce la ley de reflexión, haciendo n1 = n2.
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[50] P. Beńıtez, J. C. Miñano, J. Blen, R. Mohedano, J. Chaves, O. Dross and W. Falicoff, Analytic
free-form lens design in 3D: coupling three ray sets using two lens surfaces, Opt. Eng. 43, 2004.
Doi:10.1364/OE.20.010839

[51] F. Konstantinos, J. Rolland, F. Duerr, and A. Sohn, Freeform optics: introduction, Opt. Express
30, 2022. Doi:10.1364/OE.454788

[52] J. P. Rolland, M. A. Davies, T. J. Suleski, C. Evans, A. Bauer, J. C. Lambropoulos, and K. Falaggis,
Freeform optics for imaging, Optica 8, 2021. Doi:10.1364/OPTICA.413762
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Ray tracing in metasurfaces

C. P. CASTAÑEDA-ALMANZA1,2 AND IVAN MORENO1,*

1Unidad Académica de Ciencia y Tecnología de la Luz y la Materia, Universidad Autónoma de Zacatecas,
98060 Zacatecas, Mexico
2Instituto Politécnico Nacional, 98160 Zacatecas, Mexico
*imorenoh@uaz.edu.mx

Abstract: Ray tracing in a metasurface is the process to obtain the three-dimensional (3D) light
path under reflection and transmission, which may be helpful in the optical design of metalenses
and other metaoptical devices. In this work, first we deduce the 3D vector form of Snell’s law
for metasurfaces by using a geometric approach. And then, we deduce the general equations
to calculate the direction of the reflected and refracted beams in any metasurface, and for any
incident beam. In other words, we derive vector form equations for the 3D direction of transmitted
and reflected beams at a metasurface with arbitrary 2D phase profile, and for any 3D direction of
incident light.

© 2022 Optica Publishing Group under the terms of the Optica Open Access Publishing Agreement

1. Introduction

Recently, metalens technology based on metasurfaces has shown considerable optical performance
while opening up new opportunities to thin, flat, lightweight optical devices [1,2]. Although
metalens performance is tested under wave optics, its optical design is primarily performed by ray
tracing, in particular for general analyses and for correcting aberrations. Moreover, metasurfaces
are finding advanced applications in compound optical systems such as compound metalenses, or
new applications as nonimaging metalenses [3], and then analyzing the paths of rays through
these optical systems is becoming more and more important. The exact ray tracing schemes in
traditional optics are based on vector formulations and computer programs. Classical laws of
refraction and reflection for refractive materials are well known and studied in its vector form,
and even recent studies are reported [4–6]. Therefore, to formulate ray tracing procedures in
metasurfaces, it is convenient to transform the law of refraction and reflection into vector forms.

In the case of metasurfaces, the beam’s refraction and reflection is determined by the phase
spatial profile of the metasurface. The laws of reflection and refraction for metasurfaces with 1D
phase profile were reported and experimentally tested in a seminal paper of metaoptics [7]. Also,
a set of scalar equations of the Snell law for a metasurface with 2D phase profile were developed
in [8]. These equations are for the case in which the plane of incidence is along the direction of
the phase gradient profile. Later, a vector formulation for metasurfaces with 1D phase spatial
profile, for the case that the plane of incidence is along the phase gradient, was reported in [9].
Recently, a set of Snell equations valid for arbitrary direction of the incident light, and for 2D
phase profiles, were reported [3,10]. However, ray tracing methods through metasurfaces require
a vector form of the direction of the reflected and refracted beams through a metasurface with 2D
phase gradient [11], and valid for any direction of the incident light, which is what we report here.

2. Theory

Let us first define the geometry, and consider monochromatic light incident on a metasurface
surrounded by homogeneous and isotropic media (Fig. 1(a)). The direction of propagation of the
incident light beam and the refracted (or reflected) one are given by the normalized wavevectors
k1 and k2, respectively. Here the subindex “1” represents the incident beam, and the subindex “2”
indicates the refracted or reflected beam. Normalized wavevectors may be expressed as function
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