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Resumen

La primera evidencia observacional de la aceleración cósmica fue en 1998, cuando un grupo de

colaboradores encabezados por Adam Riess, Perlmutter, Schmidt la observaron usando supernovas

de tipo Ia (SN Ia) conocidas como candelas estándares en el Universo. Desde entonces la expansión

acelerada del Universo ha sido confirmada por diferentes e independientes observaciones usando

diversas técnicas que involucran objetos astrofísicos. Desde ese momento los científicos han trata-

do de darle una explicación a este problema, conocido como el problema de la energía oscura DE

(dark energy por sus siglas en inglés). Este problema nos ha llevado a adoptar el modelo estándar

de cosmología llamado (por sus siglas en inglés) ΛCDM el cuál contiene materia oscura fría más

una constante cosmológica propuesta anteriormente por Albert Einstein. A pesar de ser un modelo

exitoso para describir la dinámica del Universo en diferentes etapas, confronta algunos problemas,

entre los más importantes se encuentra la diferencia de 120 ordenes de magnitud entre el valor

de Λ que predice la teoría y lo que se observa. Por esta razón han surgido modelos alternativos

para tratar de explicar este y otros problemas. Una de las preguntas más importantes acerca de

la expansión acelerada del Universo es saber si la DE puede evolucionar en el tiempo o ha per-

meado el Universo de manera constante desde sus inicios, tal y como predice el modelo estándar

de cosmología. De esta forma, en un poco más de 20 años la DE se ha situado como uno de los

problemas más relevantes de la ciencia moderna. Como consecuencia este trabajo está enfocado

en el estudio de la DE desde perspectivas diferentes y complementarias. Es esencial obtener una

teoría que pueda describir el funcionamiento de la aceleración cósmica, así que analizaremos ciertos

modelos que producen una expansión acelerada en el Universo en la actualidad. Además, propon-

dremos un modelo basado en dimensiones extras, capaz de reproducir una expansión acelerada del

Universo, sin necesidad de recurrir a energía oscura. Por otro lado, los modelos estudiados en este

trabajo serán confrontados contra diversas pruebas, realizadas a través de diferentes observaciones

astrofísicas. Entre las más importantes se encuentran los sistemas lentes gravitacionales fuertes

SLS (strong lensing systems), las mediciones de cronómetros cósmicos H(z), oscilaciones acústicas
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de bariones (BAO, baryon acoustic oscillations) y SN Ia. Finalmente, haciendo uso de un análisis

de datos estadísticos, estudiaremos y compararemos los diferentes modelos de DE presentados en

este trabajo, y destacaremos los resultados más relevantes que obtuvimos en esta investigación.

Abstract

The first observational evidence of the cosmic acceleration was discovered in 1998 by two groups

of collaborators led by Adam Riess, Perlmutter, Schmidt, they observed type Ia supernovae (SN

Ia) known as standard candles. Since then, the accelerated expansion of the Universe has been con-

firmed by different and independent observations using various techniques involving astrophysical

objects. Scientists have tried to explain this problem, known as the problem of dark energy (DE).

This problem has led us to develop the standard model of cosmology called ΛCDM. This model

contains cold dark matter plus a cosmological constant previously proposed by Albert Einstein.

Despite being a successful model to describe the dynamics of the Universe at different epochs, it

faces some problems. Particularly important is the difference of 120 orders of magnitude between

theoretical predictions for the value of Λ and what is observed. Therefore, alternative models ha-

ve emerged to explain this and other problems. One of the most important questions about the

accelerated expansion of the Universe is whether DE can evolve over time or not, as predicted by

the standard model of cosmology. Thus, over the past 20 years, DE has positioned itself as one of

the most relevant problems of modern science. As a consequence this work is focused on the study

of DE from different and complementary perspectives. It is essential to obtain a theory that can

describe the mechanism of cosmic acceleration, therefore we analyze some models that produce an

accelerated expansion in the Universe at late times. In addition, we propose a model based on extra

dimensions, capable of reproducing an accelerated expansion of the Universe, without resorting to

dark energy. Furthermore, by using various techniques, the models studied in this work will be

confronted with different astrophysical observations. Among the most important are gravitational

strong lens systems (SLS), cosmic chronometers H(z), baryons acoustic oscillations (BAO) and SN

Ia. Finally, using data analysis, we compare the different DE models presented in this work with
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different techniques, and we highlight the most relevant results that we obtained in this research.
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Capítulo 1

Cosmología moderna

1.1. Introducción

Hoy en día, el Universo se encuentra en una etapa de expansión acelerada, que a lo largo de los

años se ha medido con diferentes técnicas aplicadas a un gran número de objetos astrofísicos con

características peculiares, los cuales nos permiten entender y modelar la evolución del Universo a

lo largo de su existencia. A pesar de poder medir esta expansión acelerada, teóricamente se desco-

noce el origen del mecanismo por el cual ocurre este proceso en el Universo. Sin duda, conocer a

detalle la “aceleración cósmica” nos ayudará a comprender mejor el funcionamiento del Universo y

probablemente develará nueva física y con esto nueva tecnología.

El contraste de modelos cosmológicos con observaciones modernas es fundamental para com-

prender la naturaleza del ∼ 95 % de nuestro Universo (Aghanim et al. [1]) conocido como el sector

oscuro, que se refiere a ∼ 26 % del contenido total del Universo conocido como materia oscura

(DM por sus siglas en inglés) la cual es responsable de la formación de la estructura a gran escala,

y ∼ 69 % de energía oscura (DE), la posible causa de la expansión acelerada actual [2, 3, 4]. En el

paradigma más aceptado, la DM es no relativista en la época de desacoplamiento (es decir, fría),

y la forma tradicional de tratar la naturaleza de la DE se consigue agregando una constante cos-

1
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mológica efectiva (CC) en el tensor de energía-momento en las ecuaciones de campo de Einstein.

Se cree que el origen de la CC está relacionado con las fluctuaciones del vacío cuántico, pero esta

hipótesis está plagada de patologías severas debido a su incapacidad para renormalizar la densidad

de energía del vacío cuántico, obteniendo una discrepancia de ∼ 120 órdenes de magnitud entre las

estimaciones teóricas y las observaciones cosmológicas [5, 6]. La CC también tiene el problema de

la coincidencia, es decir, que la transición del Universo de una fase desacelerada a una acelerada

se produce en los últimos tiempos.

Los problemas teóricos de la CC han llevado a la comunidad a proponer una variedad de

ideas para reproducir la aceleración cósmica tardía. Algunos de ellos postulan la existencia de la

DE, por ejemplo, quintaesencia [7, 8], campos fantasmas [9, 10], gas de Chaplygin [11, 12, 13],

parametrizaciones dinámicas w(z) para la DE [14, 15, 16], etc [17, 18, ver para una revisión

exhaustiva de todas estas alternativas]. Otros modelos modifican la gravedad de Einstein para que

se asemeje a la DE como modelos de branas [19, 20], modelos f(R) [21, 22, 23], teorías tenso-

escalares [24, 25, 26], gravedad unimodular [27, 28], entre otros.

Se han propuesto también escenarios de dimensiones extra para resolver los problemas de la

CC, como los modelos de mundo brana, que aceleran el Universo bajo la suposición de asumir un

espacio-tiempo de 4 + 1 dimensiones (el bulto) que contiene una variedad de dimensión ordinaria

3+1 (la brana). Sin embargo, la mayoría de ellos (incluidos los modelos de Randall y Sundrum (RS)

1) logran una aceleración cósmica tardía estable solo al incluir DE [29, 30]. Aunque los modelos

con tensión de brana variable (VBT) originados por suposiciones termodinámicas (ley de Eötvös)

se han estudiado previamente 2 [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39], no han sido contrastados con

observaciones recientes o aún necesitan introducir un fluido de DE para reproducir la aceleración

cósmica tardía.

Por otro lado, los datos observacionales se utilizan para probar los modelos propuestos desde

diferentes perspectivas. Entre las técnicas más utilizadas se encuentran las mediciones de la radia-

1Los modelos de RS se dividen en el caso de dos branas (RSI) y una brana (RSII) respectivamente.
2Observe que solo los modelos con tensión de brana constante han sido contrastados con observaciones astrofísicas.



1.1. INTRODUCCIÓN 3

ción cósmica de fondo de microondas (CMB por sus siglas en inglés) [1, 40], oscilaciones acústicas

de bariones (BAO por sus siglas en inglés) [41, 42, 43, 44], Supernovas de tipo Ia [45] y datos

observacionales de Hubble [DOH, 46, 47, 48]. La coherencia en los parámetros cosmológicos entre

diferentes técnicas, en lugar de mediciones más precisas, es deseable para comprender mejor la

naturaleza de la DE. En los últimos años, la comunidad ha realizado varios esfuerzos para incluir

sistemas lentes gravitacionales en el estudio de la evolución del Universo. Algunos de los pione-

ros son [49, 50], que utilizaron solo un sistema lente fuerte para estudiar algunos de los modelos

cosmológicos más populares. Grillo et al. [51] introdujeron una metodología para estimar pará-

metros cosmológicos usando sistemas lentes gravitacionales fuertes (SLS por sus siglas en inglés)

[ver también 52, 53, 54], aplicando una relación entre el radio de Einstein θE y la dispersión de

velocidades estelar σ asumiendo un perfil isotérmico para la distribución total de materia de la

lente (galaxias elípticas). Sus simulaciones encontraron que el método es lo suficientemente preciso

como para obtener información sobre la cosmología. Llegaron a la conclusión de que la dispersión

de velocidades estelar y la dispersión de velocidad del modelo de lente isoterma son muy simila-

res en la primera extensión del modelo estandar de cosmología, el modelo ω de materia oscura

fría (ωCDM). Biesiada et al. [55] utilizaron el mismo procedimiento que compara una relación de

distancia, Dobs, construida a partir de observaciones de SLS como el radio de Einstein θE y la

dispersión de velocidades espectroscópica de la galaxia del lente, con una contraparte teórica, Dth.

Al utilizar una muestra que contiene 20 SLS, demostraron que esta técnica es útil para propor-

cionar información sobre la DE. Así mismo Cao et al. [56] actualizaron la muestra a 80 sistemas

y propusieron una modificación que tiene en cuenta las desviaciones de la esfericidad, es decir, de

la esfera singular isoterma (SIS por sus siglas en inglés). Más tarde, Cao et al. [57] consideraron

las desviaciones del perfil de la lente debidas a la evolución del redshift de las galaxias elípticas

mediante el uso de distribuciones masivas esféricamente simétricas de la ley de potencia para las

lentes y también aumentaron la compilación hasta 118 puntos. También exploran las consecuencias

del uso de dispersiones de velocidad con corrección de apertura en las estimaciones de parámetros

cosmológicos. Algunos autores han señalado la necesidad de una muestra suficientemente grande
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para probar modelos de DE con mayor precisión [58]. Por ejemplo, [59] ha enfatizado que una

muestra de ∼ 200 SLS puede discernir entre el modelo Rh = ct y el modelo estándar. Además,

Qi et al. [60] simularon datos de lentes fuertes para constreñir la curvatura del Universo y descu-

brieron que, al aumentar la muestra (16000 lentes) y combinarla con radio cuásares, podría verse

constreñida con una precisión de ∼ 10−3. Recientemente, Leaf and Melia [61] han revisado esta

herramienta cosmológica con la mayor muestra de SLS (158) hasta ahora, incluyendo 40 nuevos

sistemas presentados por [62]. Los autores propusieron un nuevo enfoque para mejorar esta técnica

al introducir un nuevo parámetro σx en la fórmula de la propagación del error para el cociente

observacional de distancias de diámetro angular (δDobs), esto con el fin de tener en cuenta la dis-

persión entre una elipse singular isoterma (SIE por sus siglas en inglés) y cualquier otra fuente de

error proveniente de las mediciones. En su análisis, excluyeron 29 SLS que están fuera de la región

0 < Dobs < 1, y el sistema SL2SJ085019-034710 [63] que parece ser un valor atípico para todo

los modelos que estudiaron. Sus resultados muestran que σx = 12.2 % proporciona constricciones

cosmológicas estadísticamente más significativas. Finalmente, [64] usó 157 SLS para analizar el

modelo ΛCDM. Consideraron una distribución de masa de la lente ρ(r) = ρ0r
−γ y tres caminos

para el posible valor del parámetro γ: un valor constante, una dependencia con el redshift de la

lente (zl), y una dependencia tanto de la densidad de masa superficial como del redshift de la lente,

llegaron a la conclusión de que a pesar de que el parámetro Ω0m, es el único parámetro libre para el

modelo ΛCDM, es un parámetro muy sensible al modelo de la lente, y proporciona constricciones

débiles que también están en tensión con las mediciones de Planck.

En este trabajo compilamos una nueva muestra de 205 sistemas lentes gravitacionales fuertes

(la muestra mas grande actualmente), que han sido medidos por diferentes colaboraciones: Sloan

Lens ACS survey [65, SLACS]; BOSS Emission-Line Lens Survey [66, BELLS]; CfA-Arizona Space

Telescope LEns Survey [67, CASTLES]; Lenses Structure and Dynamics survey [68, LSD]; CFHT

Strong Lensing Legacy Survey [69, SL2S]; Strong-lensing Insights into Dark Energy Survey [70,

STRIDES]. Hemos agregado 48 sistemas a la última compilación dada por [64] con el objetivo de

constreñir los parámetros cosmológicos para el modelo ω de materia oscura fría (ωCDM), el mode-
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lo CPL (Chevallier-Polarski-Linder) propuesto por Chevallier and Polarski [14] y Linder [15] y la

parametrización de la ecuación de estado de la energía oscura JBP (Jassal-Bagla-Padmanabhan)

postulada por Jassal et al. [16]. Además, algunos modelos se prueban usando una muestra actua-

lizada (la más grande del mundo) de datos observacionales del parámetro de Hubble (DOH) y los

datos de SN de tipo Ia en una muestra comprimida (cJLA) y completa (fJLA) dada por Betoule

et al. [71]. Por último, se propone un modelo de energía oscura, motivado por la teoría de branas,

donde se asume que nuestro Universo 4D, esta embebido en un bulto de 5D con ciertas propie-

dades geométricas. Este modelo capaz de describir una aceleración cósmica tardía, logra hacerlo

sin la necesidad de adoptar un fluido con características exóticas, así la expansión acelerada logra

explicarse desde un punto de vista geométrico donde la gravedad puede escapar a esta dimensión

extra. Este modelo será contrastado por las técnicas mencionadas anteriormente.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera: En el capítulo 2 abordaremos las diferentes

técnicas con las que contrastamos los parámetros de los diferentes modelos cosmológicos. Estas

técnicas están soportadas por diferentes mediciones astronómicas hechas por diversos instrumen-

tos. En el capítulo 3 presentamos el enfoque para estudiar el Universo a partir de la teoría de la

Relatividad General y estudiamos algunos de los modelos alternativos más relevantes para describir

la dinámica del Universo, además presentamos las ecuaciones modificadas de Friedmann3, prove-

nientes de asumir diferentes comportamientos para la energía oscura. Por último, en el capítulo 4

presentamos los resultados y las conclusiones generales y más importantes de este trabajo.

3La ecuación de Friedmann describe el comportamiento del Universo en sus diferentes etapas proporcionándonos
características de su evolución.
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Capítulo 2

Pruebas observacionales cosmológicas

En este capítulo nos familiarizaremos con algunas de las técnicas más importantes que existen

para entender el comportamiento del Universo a lo largo de su historia. Estas consisten en observar

diferentes objetos astrofísicos cuyas propiedades principales están ligadas a la posición que ocupan

en el Universo respecto a nosotros (planeta Tierra), en nuestro caso usaremos las observaciones

de galaxias de tipo temprano, supernovas de tipo Ia, lentes gravitacionales fuertes y oscilaciones

acústicas de bariones. La metodología usada para cada técnica y los datos observacionales que

consideramos se describen a continuación.

2.1. Datos observacionales de Hubble

El método de “edad diferencial"(ED) propuesto por Jimenez and Loeb [46], nos permite medir

la tasa de expansión del Universo a un corrimiento al rojo (z) específico, es decir,H(z). Esta técnica

compara las edades de las galaxias de tipo temprano (es decir, sin formación estelar continua) con

metalicidades similares y separadas por un pequeño intervalo de desplazamiento al rojo (∆z) [por

ejemplo, 72, mide ∆z ∼ 0.04 en z < 0.4 y ∆z ∼ 0.3 en z > 0.4]. Por lo tanto, un punto de H(z)

7
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puede estimarse usando la siguiente ecuación:

H(z) = − 1

1 + z

dz

dt
, (2.1)

donde dz
dt

se mide utilizando la función de ruptura de 4000 Å (D4000) en función del corrimiento

al rojo. Una fuerte ruptura de D4000 depende de la metalicidad y la edad de la población estelar

de la galaxia de tipo temprano. Por lo tanto, la técnica de Jimenez y Loeb ofrece medir directa-

mente el parámetro de Hubble usando datos espectroscópicos de galaxias en evolución pasiva para

comparar sus edades y metalicidades, proporcionando mediciones de H(z) que son independientes

del modelo. Estos puntos H(z) son dados por diferentes autores como [72, 73, 74, 75, 76], y cons-

tituyen la mayoría de nuestra muestra (31 puntos). Además, utilizamos 20 puntos de mediciones

provenientes de BAO, algunos de ellos están correlacionados porque pertenecen al mismo análisis

o hay una superposición entre las muestras de galaxias. Además, algunos puntos de datos están

sesgados porque se estiman utilizando un horizonte de sonido, rd 1, en la época de arrastre (zd),

que depende del modelo cosmológico [77]. Los puntos proporcionados por diferentes autores usan

valores distintos para rd en las medidas de BAO, por ejemplo Anderson et al. [78] toma 153.19

Mpc mientras que Gaztanaga et al. [79] elige 153.3 Mpc, etc.

La tabla A.1 contiene nuestra compilación de mediciones del parámetro de Hubble acumulando

un total de 51 puntos 2 [otras compilaciones recientes son proporcionadas por 80, 81, 82]. Hemos

incluido todos los puntos de las referencias anteriores, aunque se ha dado prioridad a las medicio-

nes que provienen del método de ED y que también se han medido con oscilaciones acústicas de

bariones para el mismo corrimiento al rojo. Como referencia para comparar nuestros resultados,

también damos el punto medido por Riess et al. [83] de 73.24 ± 1.74 km s−1Mpc−1 para la cons-

tante de Hubble H0 con 2.4 % de incertidumbre. Los autores sostienen que esta mejora se debe a

una mejor calibración (usando Cefeidas) de la distancia a 11 galaxias anfitrionas de Supernovas

1el horizonte de sonido es la distancia comóvil máxima de desplazamiento que las ondas sonoras podrían viajar
al desplazamiento al rojo zd.

2La muestra con el mayor número de puntos en la actualidad.



2.1. DATOS OBSERVACIONALES DE HUBBLE 9

tipo Ia, reduciendo el error en casi uno por ciento. Utilizamos esta muestra para constreñir los

parámetros cosmológicos de algunos de los modelos más importantes y competitivos y de esta

manera, encontrar indicios para el comportamiento de la expansión acelerada del Universo. La

función chi-cuadrada (la definición se verá en la sección 2.4.1) para los datos originales de Hubble

(DOH) viene dada como:

χ2

DOH =

NDOH∑
i=1

[H(zi)−Hobs(zi)]
2

σ2
Hi

, (2.2)

donde NDOH es el número de datos observacionales de Hubble (DOH) Hobs(zi) a un zi, σHi
es el

error asociado, y H(zi) es el valor teórico dado un modelo cosmológico. En el siguiente capítulo,

se introducirán las bases teóricas de la cosmología moderna, y se presentarán diferentes modelos

cosmológicos que permiten explicar el proceso evolutivo del Universo.

Una muestra homogénea de DOH

Como se mencionó anteriormente, los DOH provenientes de BAO están sesgados debido a que

asumen una cosmología ΛCDM para estimar rd. Diferentes autores usaron distintos valores en

los parámetros cosmológicos y obtuvieron diferentes horizontes de sonido en la época de arrastre,

que se usan para romper la degeneración en Hrd. Además, para determinar H(z) a partir de las

características de BAO, se tienen en cuenta errores sistemáticos muy conservadores [consulte la

discusión de 77, 84].

Como un primer intento de homogeneizar y lograr la independencia del modelo para los DOH

obtenidos con BAO, tomamos el valorHrd para cada punto de los datos y asumimos un valor común

rd para todo el conjunto de datos. Consideramos dos estimaciones de rd: rdpl = 147.33± 0.49 Mpc

y rdw9 = 152.3± 1.3 Mpc de las mediciones de Planck 2015 [85] y WMAP9 [86] respectivamente.

Además, también tomamos en cuenta otras tres fuentes de errores que podrían afectar a rd debido

a su contaminación por un modelo cosmológico. El primero proviene del error reportado de cada

valor. El segundo considera la diferencia entre el horizonte de sonido dado por WMAP9 y Planck.
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Este error es el que produce el mayor impacto en el valor medio rd (3.37% y 3.26% para los datos

de Planck y WMAP9 respectivamente). El último error a tener en cuenta es la diferencia entre rd

utilizado para obtener los DOH y el que se obtendría si asumimos otro modelo cosmológico en lugar

de ΛCDM. Por lo tanto, calculando el horizonte de sonido para el modelo ωCDM de la ecuación

de estado constante (ω), rdωcdm = 148.38 Mpc [se proporcionan los parámetros cosmológicos para

este modelo por 87]. Agregando en cuadratura el porcentaje de estos tres errores, obtenemos

rdpl = 147.33 ± 5.08 Mpc y rdw9 = 152.3 ± 6.42 Mpc. Finalmente, propagamos este nuevo error

a la cantidad H(z) para asegurar una nueva muestra homogeneizada e independiente del modelo

(Tabla A.2).

2.2. Supernovas tipo Ia

Las observaciones de SN Ia aportan evidencia de la expansión acelerada del Universo. Estos

objetos se consideran candelas estándar debido a que todas las explosiones de SN Ia tienen aproxi-

madamente la misma luminosidad y además son extremadamente brillantes, siendo perfectas para

observarlas a distancias muy lejanas. De esta manera son útiles para medir la geometría y la dinámi-

ca del Universo y se han utilizado ampliamente para constreñir modelos cosmológicos alternativos

para explicar la aceleración cósmica de los últimos tiempos. Actualmente, hay varias muestras

compiladas de SN Ia, por ejemplo, la compilación Union 2.1 de Suzuki et al. [88] que consta de

580 puntos en el rango para z entre 0.015 < z < 1.41, y la muestra Lick Observatory Supernova

Search (LOSS) que contiene 586 SN Ia en el rango del corrimiento al rojo 0.01 < z < 1.4 [89].

Recientemente, Betoule et al. [71] presentó la llamada muestra completa JLA (fJLA) que contiene

740 puntos que abarcan un rango entre 0.01 < z < 1.2. Los mismos autores también proporcionan

la información de los datos de fJLA en un conjunto comprimido (cJLA) de 31 módulos de distancia

bineados µb que abarcan un rango de desplazamiento al rojo 0.01 < z < 1.3, que aún sigue siendo

preciso para algunos modelos donde la distancia de luminosidad isotrópica evoluciona ligeramente

con desplazamiento al rojo. Por ejemplo, cuando el cJLA se usa en combinación con otros datos
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cosmológicos, la diferencia entre fJLA y cJLA en los valores medios para los parámetros del mo-

delo ωCDM es como máximo 0.018σ. Aquí utilizamos las muestras fJLA y cJLA para estimar los

parámetros de algunos modelos cosmológicos que se describirán en el siguiente capítulo, como es el

modelo cardassiano original (CO), y el modelo cardassiano politrópico modificado (CPM). Además

se realizarán las constricciones de los parámetros cosmológicos del modelo de brana con tensión

variable mencionado anteriormente, y se proporcionarán las bases para estudiar el Universo desde

un punto de vista estadístico.

Muestra JLA completa

Como se mencionó, la muestra JLA completa contiene 740 SN Ia confirmadas en el intervalo

0.01 < z < 1.2, que es una de las muestras de SN Ia más recientes3 y confiables en la actualidad.

Utilizamos esta muestra para constreñir los parámetros cosmológicos de ambos modelos cardassia-

nos y del modelo de branas tipo Randall Sundrum II con tensión variable. La función chi-cuadrada

para la muestra fJLA se calcula como:

χ2

fJLA = (µ̂− µteo)†C−1
η (µ̂− µteo), (2.3)

donde µteo = 5log10 (dL/10pc) es el valor teórico del módulo de distancia una vez asumido un

modelo cosmológico en la distancia luminosa dL, dada por:

dL = (1 + z)
c

H0

∫ 0

z

dz′

E(z′,Θ)
, (2.4)

siendo E(z′,Θ) el parámetro de Hubble adimensional, y Cη es la matriz de covarianza de µ̂ pro-

porcionada por Betoule et al. [71], y es construida de la siguiente manera:

Cη = (Ccal + Cmodel + Cbias + Chost + Cdust) + (Cpecvel + CnonIa) + Cstat, (2.5)

3Era la muestra de SN Ia más reciente cuando se realizó el trabajo, ahora es la muestra Pantheon [? ]
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donde Ccal,Cmodel,Cbias,Chost,Cdust son las incertidumbres sistemáticas asociadas con la cali-

bración, el modelo de curva de luz, correcciones por contaminación, la función escalón de la masa,

e incertidumbres del polvo respectivamente. Cpecvel y CnonIa corresponden a incertidumbres sis-

temáticas en las correcciones en la velocidad peculiar y la contaminación del diagrama de Hubble

por no tener eventos de SN Ia respectivamente. Cstat corresponde a una incertidumbre estadística

obtenida por la propagación del error de la curva de luz. Finalmente µ̂ es dado por

µ̂ = m?
b − (MB − α×X1 + β × C) , (2.6)

donde m?
b corresponde al pico de la magnitud observada, α, β y MB son parámetros redundantes

en las estimaciones de distancia. Las variables X1 y C describen el estiramiento en el tiempo de

la curva de luz y el color de la Supernova con el brillo máximo, respectivamente. La magnitud

absoluta MB está relacionada con la masa estelar del huésped (Mestelar) por la función escalón:

MB =

 M1
B if Mstellar < 1010M� ,

M1
B + ∆M de otro modo.

(2.7)

Asumiendo un modelo cosmológico (E(z)teo) para calcular la distancia luminosa y sustituyendo

la ecuación (2.5) y (2.6) en (2.3), obtenemos la función chi-cuadrada χ2
fJLA para cualquier modelo

cosmológico que quiera ser puesto a prueba bajo las observaciones de Supernovas tipo Ia, las fa-

mosas candelas estándares del Universo.

Forma comprimida de la muestra JLA

La tabla A.3 muestra los 31 módulos de distancia bineados al corrimiento al rojo bineado zb.

La función chi-cuadrada para la muestra cJLA se calcula como:

χ2

cJLA = r†C−1
b r, (2.8)
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donde Cb es la matriz de covarianza dada por Betoule et al. [71], y r es dado por

r = µb −M − log10 dL(zb,Θ), (2.9)

dondeM es un parámetro redundante y la distancia luminosa ha sido definida en la ecuación (2.4).

Sustituyendo cualquier modelo cosmológico en la última expresión, podemos construir la función

chi-cuadrada comprimida χ2
cJLA que nos permita poner a prueba diferentes modelos cosmológicos

de una manera más eficiente, ahorrándonos tiempo de cómputo sin que nuestros resultados cambien

drásticamente en comparación con la muestra completa.

2.3. Lentes gravitacionales

El efecto lente gravitacional se refiere a la curvatura de la luz de una fuente distante (por ejemplo

una galaxia) debida a una distribución de masa que se interpone entre un observador y la fuente.

En el régimen de los lentes fuertes, la desviación de los rayos de luz es grande por lo que se pueden

producir anillos de Einstein, arcos o imágenes múltiples [91]. A lo largo de los años se han utilizado

sistemas lentes fuertes para constreñir los parámetros cosmológicos de los modelos más aceptados

que describen una expansión acelerada a tiempos tardíos y proporcionan una forma alternativa

de comprender la naturaleza de la energía oscura [50, 52, 53, 54, 55, 56, 57]. En este trabajo

recopilamos nuevos datos de SLS, haciendo un catálogo con 205 sistemas 4. Esta compilación nos

permite analizar modelos cosmológicos con mayor precisión y puede ayudarnos a comparar con

otras herramientas astrofísicas como candelas estándar o reglas estándar [42, 43, 44, 45]. Cuando

una galaxia actúa como lente, la separación entre las imágenes múltiples depende de la masa del

deflector y las distancias de diámetro angular a la lente y a la fuente. Cuando una esfera singular

4La muestra de SLS más grande en la actualidad
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isoterma (SIS) describe una lente, el radio de Einstein se define como [91]

θE = 4π
σ2
SISDls

c2Ds

, (2.10)

donde σSIS es la dispersión de velocidades de la galaxia lente, c es la velocidad de la luz, Ds es la

distancia de diámetro angular a la fuente, yDls es la distancia de diámetro angular entre la lente y la

fuente. La masa proyectada encerrada dentro del radio de Einstein (θE) es independiente del perfil

de masa [91], generalmente estimado utilizando una distribución de masa isoterma elipsoide (SIE).

Además, se ha demostrado que la distribución de masa de una galaxia lente de tipo temprano esta

muy cerca de ser isoterma [92, 93, 94, 95, 96, 97]. La distancia de diámetro angular D en términos

del corrimiento al rojo es definida como

D(z) =
c

H0(1 + z)

∫ z

0

dz′

E(z′)
, (2.11)

siendo H0 la constante de Hubble, entonces el radio de Einstein depende del modelo cosmológico

a través de la ecuación adimensional de Friedmann E(z). Si definimos un cociente de distancias

teórico Dth ≡ Dls/Ds, obtenemos

Dth (zl, zs; Θ) =

∫ zs
zl

dz′

E(z′,Θ)∫ zs
0

dz′

E(z′,Θ)

, (2.12)

donde Θ es el vector de parámetros libres para cualquier modelo cosmológico, zl y zs son los corri-

mientos al rojo de la lente y la fuente respectivamente. Por otro lado, su contraparte observacional

puede calcularse como,

Dobs =
c2θE
4πσ2

, (2.13)

donde σ es la dispersion de velocidades medida del halo de materia oscura. Por lo tanto, la com-

pilación de lentes gravitacionales fuertes con sus mediciones para σ y θE puede ser usada para
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estimar parámetros cosmológicos [51] minimizando la siguiente función chi-cuadrada,

χ2

SL(Θ) =

NSL∑
i=1

[
Dth (zl, zs; Θ)−Dobs(θE, σ

2)
]2

(δDobs)2
, (2.14)

donde la suma es sobre todos los sistemas lente (NSL) y δDobs es la incertidumbre de cada medición

para Dobs, y puede ser calculada empleando la forma estándar de propagación del error como

δDobs = Dobs

√(
δθE
θE

)2

+ 4

(
δσ

σ

)2

, (2.15)

siendo δθE y δσ el error reportado para el radio de Einstein y la dispersión de velocidades respec-

tivamente.

Una de las ventajas de este método es su independencia sobre la constante de Hubble H0, ya

que se elimina en la relación de dos distancias de diámetro angular (vea la ecuación 2.10). Por

lo tanto, la tensión que existe para calcular el valor de H0 entre algunas de las colaboraciones

más importantes [83, 98, 99] no es un problema para este método ya que no es necesario asumir

ningún H0 como valor inicial. Algunas desventajas son: su dependencia del modelo lente ajustado

a los datos para obtener el radio de Einstein [57], la dispersión de velocidades estelar medida

espectroscopicamente (σ) la cual podría no ser la misma que la dispersión de velocidades del

halo de materia oscura σDM , y cualquier otro error sistemático que pueda cambiar la separación

entre imágenes o la σ observada. En consecuencia, como primera aproximación, podemos tener en

cuenta estas incertidumbres al introducir el parámetro f en la relación σDM = fσ, por lo tanto, la

ecuación. (2.10) es

Dobs =
c2θE

4πσ2f 2
. (2.16)

[100] estima que esos sistemáticos podrían afectar la separación de la imagen hasta un ∼ 20 %, y

asumen las restricciones para f como (0.8)1/2 < f < (1.2)1/2. Además, Treu et al. [101] afirman

que, para sistemas con dispersión de velocidades entre 200− 300 km s −1, existe una relación entre
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la medición de σspec proveniente de la espectroscopia y la estimada a partir del modelo lente

< fSIE >=
σspec
σSIE

≈ 1.010± 0.017, (2.17)

donde σSIE es la dispersión de velocidades obtenida para una elipse singular isoterma, que es

consistente con los resultados de [100]. Note que la relación de [101] no se puede utilizar en nuestro

caso porque: a) σ queda fuera del intervalo de validez para varios objetos de nuestra muestra, y

b) se obtuvo asumiendo un modelo ΛCDM , y por lo tanto, podría introducir otra fuente de error

en nuestras estimaciones. Por lo tanto, para algunos casos usaremos la estimación de [100] para f

agregándolo como nuevo parámetro libre.

Por otro lado, para algunos sistemas lente obtenemos valores incorrectos para Dobs > 1 (es de-

cir, Dls > Ds, consulte la Tabla A.5). En [61] señalan que estos valores son teóricamente no físicos,

por lo tanto, se deben ignorar o corregir introduciendo una fuente de error adicional (por ejemplo,

δDobs). Sin embargo, como se desconoce la fuente de tal comportamiento, elegimos mantener estos

sistemas observados durante todo nuestro análisis (sin introducir el error sugerido δDobs) y, en

cambio, realizaremos las estimaciones de los parámetros cosmológicos con y sin esos sistemas por

comparación. Presentamos los datos que se utilizarán en la función chi-cuadrada (Eq. 2.14) para

probar modelos de DE.

A continuación, describimos nuestra nueva compilación de SLS. Para construir Dobs solo hemos

elegido sistemas con datos espectroscópicos bien medidos de diferentes colaboraciones. Hemos

considerado 20 SLS de la colaboración [67, CASTLES], 107 sistemas de [65, SLACS], 38 de [66,

BELLS], 4 de [68, LSD], 35 de [69, SL2S] y un sistema del DES [70, STRIDES]. La lista final tiene

un total de 205 sistemas, siendo la muestra más grande de SLS hasta la fecha. Solo consideramos

galaxias de tipo temprano que actúan como lentes, con morfologías lenticulares (S0) o elípticas

(E) que se han modelado asumiendo un SIS o SIE. Muchos sistemas no se han tenido en cuenta

debido a varias consideraciones. Por ejemplo, el sistema PG1115 + 080 de la colaboración de
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CASTLES se ha descartado porque el modelo de masa de la lente es más pronunciado que el

isotérmico. De SLACS [102, 103] eliminamos los sistemas SDSSJ1251-0208, SDSSJ1432 + 6317,

SDSSJ1032 + 5322 y SDSSJ0955 + 0101 ya que las galaxias de las lentes son de tipo tardío

(espirales). La misma razón se aplica a los sistemas SDSSJ1611 + 1705 y SDSSJ1637 + 1439

de la colaboración de BELLS [104]. También hemos descartado los sistemas SDSSJ2347 − 0005

y SDSSJ0935 − 0003 de la colaboración SLACS y el sistema SDSSJ111040.42 + 364924.4 de la

colaboración BELLS porque tienen grandes dispersiones de velocidad medidas (∼ 400 km s −1 o

valores mayores), lo que sugiere que la lente podría ser parte de un grupo de galaxias o que hay una

subestructura en la línea de visión. Para aquellos sistemas sin error reportado en la dispersión de

velocidades, asumimos el error para cada colaboración de la siguiente manera. Para los 9 sistemas

de CASTLES consideramos el error promedio en σ para estas mediciones, es decir, un 14%. En

el caso del sistema DES J2146-0047 [105], hemos asumido un error del 10% en σ, que es el error

promedio de toda la muestra. La colaboración LSD [68, 106] reporta σ corregido por apertura

circular usando la expresión obtenida por [107, 108]. Una inspección minuciosa de los valores σspec,

con y sin corrección de apertura, presentada por [57] muestra que la diferencia es menor que el

error reportado. Por lo tanto, decidimos usar los valores observados (σ) y el error para la muestra

sin la corrección de apertura. Por otro lado, en aquellos sistemas en los que no se reportó el error

del radio de Einstein, seguimos el trabajo de Cao et al. [57] y asumimos un error de δθE = 0.05,,

que es el valor promedio de los sistemas con errores reportados en esta muestra.

Nuestra muestra final (FS) se presenta en la Tabla A.4, que tiene un total de 205 puntos de

datos cuyos desplazamientos al rojo de la lente y fuente están en los rangos 0.0625 < zl < 0.958 y

0.196 < zs < 3.595, respectivamente. Todos los sistemas para los cuales asumimos un error en la

dispersión de velocidades, son presentados con letra negrita en la muestra.

Además, hemos construido las siguientes submuestras para probar el impacto en la estimación

de parámetros para los diferentes modelos de DE. Dividimos la muestra en diferentes regiones de

acuerdo con el valor observado para la relación de distancia Dobs, porque hay sistemas que no

caen en una región física. También dividimos la muestra en diferentes regiones de acuerdo con el



18 CAPÍTULO 2. PRUEBAS OBSERVACIONALES COSMOLÓGICAS

desplazamiento al rojo de la galaxia de la lente para verificar cualquier cambio significativo en la

estimación de los parámetros cosmológicos asociados a la posición del deflector. Finalmente, si-

guiendo [64], también separamos los sistemas en distintas submuestras de acuerdo con la dispersión

de velocidades medida. Nombramos las submuestras de la siguiente manera:

SS1: 173 puntos con Dobs ≤ 1

SS2: 30 puntos con Dobs < 0.5

SS3: 143 puntos con 0.5 ≤ Dobs ≤ 1

SS4: 32 puntos con Dobs > 1

SS5: 64 puntos con σ < 210 km s−1

SS6: 53 puntos entre 210 km s−1 ≤ σ < 243 km s−1

SS7: 49 puntos entre 243 km s−1≤ σ ≤ 276 km s−1

SS8: 39 puntos entre σ > 276 km s−1

SS9: 52 puntos con Dobs ≤ 1 y zl < 0.2

SS10: 49 puntos con Dobs ≤ 1 y 0.2 ≤ zl ≤ 0.4

SS11: 72 puntos con Dobs ≤ 1 y zl > 0.4

2.4. Estadística Bayesiana en Cosmología

La estadística suele dividirse en dos categorías, la estadística descriptiva y la estadística infe-

rencial. La primera nos permite recopilar, procesar y analizar información, siendo sus conclusiones

válidas solo para el grupo analizado. Por otra parte, la estadística inferencial proporciona métodos

y procedimientos que permiten obtener conclusiones para una población a partir del estudio de una

o más muestras representativas. De esta manera, es importante mencionar que el trabajo realizado
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en esta tesis está basado en el uso de la estadística inferencial, debido a que nos interesa obtener

información de la dinámica del Universo a partir de muestras representativas, que para nuestro

caso son las diversas observaciones astrofísicas mencionadas en las secciones anteriores.

Uno de los objetivos principales en estadística es predecir los sucesos que ocurrirán en un futuro

cercano dentro de todos los eventos posibles, a la medida de que dicho suceso ocurra se le denomina

probabilidad (la denotaremos como P)5. La probabilidad se mide entre un rango de 0 y 1, cuando

un evento es imposible que suceda P = 0 y cuando estamos completamente seguros que sucederá

P = 1. Existen dos enfoques distintos para estudiar la probabilidad, desde un punto de vista

frecuentista o Bayesiano. En la perspectiva frecuentista, generalmente los datos son los que varían

mientras que los parámetros están fijos. Para ilustrar un ejemplo, la probabilidad de obtener cara

al lanzar una moneda, podría calcularse con la frecuencia, y estaría dada de la siguiente manera:

P =
Ex
Nexp

, (2.18)

donde Ex es el número de éxitos (que se refiera al número de veces que salió cara al lanzar una

moneda) y Nexp es el número de experimentos (en este caso el número de veces que se lanzó la

moneda al aire). De esta manera, obtendremos una probabilidad diferente, que dependerá de el

número de experimentos que se realicen para lanzar la moneda, y solo hasta que lancemos la

moneda un número infinito de ocasiones podremos encontrar un valor más preciso para obtener

la probabilidad deseada (suponiendo que no hay preferencias en el lanzamiento de la moneda).

Se dice que desde esta perspectiva los datos son los que pueden variar, debido a que podríamos

calcular la probabilidad de obtener cara lanzando una moneda cien veces, o quinientas o mil,

mientras que los parámetros están fijos, en este ejemplo podrían referirse a las condiciones en las

que lanzamos una moneda. Por lo tanto, ya que es imposible realizar una infinidad de experimentos

para medir las propiedades del Universo, necesitamos un enfoque diferente y es el que comunmente

5No confundir con el símbolo de la presión P de un fluido que veremos en el siguiente capítulo.
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suele usarse en cosmología. La probabilidad bayesiana será el enfoque que adoptaremos de aquí

en adelante y describiremos sus propiedades más importantes a continuación. Esta perspectiva

de calcular probabilidades está basada principalmente en el teorema de Bayes, haciéndole honor

al matemático y ministro presbiteriano Thomas Bayes, el cual fundó las bases de la estadística

bayesiana, sin embargo fue el gran científico Pierre-Simon Laplace el que perfeccionó el trabajo de

Bayes y le dió el nombre de Teorema de Bayes. Se expresa de la siguiente manera,

P(H|D) =
P(H)P(D|H)

P(D)
, (2.19)

donde H representa una hipótesis (p. ej. el conjunto de parámetros de un modelo específico) y

D representa a los datos. P(H|D) es conocida como la distribución posterior. P(H) es el prior

y P(D|H) es la función de verosimilitud. El enfoque bayesiano interpreta probabilidades como el

grado de creencia en una hipótesis, usando información previa, juicio, teoría de probabilidad. Las

distribuciones de probabilidad son un concepto fundamental para comprender la posibilidad de que

ocurra un suceso. Son usados para calcular intervalos de confianza de los parámetros de un modelo

específico. Otro concepto importante es el de una variable aleatoria, algunos ejemplos pueden ser

el número de galaxias en un volumen δV , la cara de un dado, la temperatura del CMB en un pixel,

etc. La probabilidad de que la variable aleatoria (la denotaremos como x) pueda tomar un valor

específico se denota como P(x) donde P denota la distribución de probabilidad. Sus propiedades

son las siguientes:

P(x) es un número real no negativo.

P(x) está normalizado tal que
∫
dxP(x) = 1, ó

∑
iP(xi) = 1, para una distribución

continua o discreta respectivamente.

Para dos eventos x1 y x2 mutuamente excluyentes, P(x1 + x2) = P(x1) + P(x2)

P(a, b) = P(a)P(b|a) ; P(b, a) = P(b)P(a|b)

La probabilidad de que a y b ocurra es la probabilidad de a multiplicada por la probabili-
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dad condicional de que ocurra el evento b, dado que a ha ocurrido. Además para eventos

independientes se cumple P(a, b) = P(a)P(b).

De esta manera el teorema de Bayes (2.19) considera tanto hipótesis como eventos mientras que en

el punto de vista frecuentista solo se consideran distribuciones de eventos. Las aplicaciones de este

teorema ocurren en muchas áreas de la ciencia y son de gran importancia en el ámbito científico.

Es natural cuestionarse sobre algunas consideraciones importantes de este teorema, p. ej. ¿Como

escogemos P(H)? ¿La elección afectará nuestro resultado?. A continuación se dará una explicación

detallada para ajustar un modelo.

2.4.1. Modelado de datos

Como se mencionó anteriormente, adoptamos un enfoque bayesiano en cosmología debido a

que es muy complicado realizar una infinidad de experimentos para comprender la naturaleza

del Universo, las razones son muy diversas, pero unas de las más importantes son la dificultad

para observar un objeto astrofísico, la calibración de los aparatos con los que se mide, el costo de

realizar dicho experimento, o simplemente porque no se puede repetir el experimento (por ejemplo

la observación de una supernova a una determinada distancia). Por lo tanto, desde esta perspectiva

la tarea será ajustar un modelo cosmológico con una serie de parámetros a los datos observados.

Generalmente, el modelo a ajustar está motivado teóricamente bajo ciertas hipótesis, por lo que

es importante analizar diferentes modelos que podrían explicar las observaciones realizadas. Para

realizar el procedimiento mencionado anteriormente, es importante definir una función de mérito

capaz de evaluar el acuerdo entre los datos y el modelo en cuestión. Esto se logra ajustando

los parámetros que maximicen el acuerdo entre ambos, estos parámetros reciben el nombre de

“parámetros de mejor ajuste". Presentamos la información que es más relevante obtener tras realizar

el procedimiento del ajuste de un modelo.

Los parámetros de mejor ajuste.

Errores estimados en los parámetros.
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Alguna medición estadística de la bondad del ajuste.

De esta manera, el propósito de una función de mérito es encontrar la probabilidad de que un

conjunto de datos ocurra a partir de asumir un conjunto de parámetros. Esto es la verosimilitud

definida anteriormente en (2.19), por lo que el objetivo principal es estimar el conjunto de paráme-

tros maximizando la probabilidad de que ocurran en un conjunto de observaciones. Supongamos

que queremos ajustar un conjunto de N datos a un modelo que tiene M parámetros (a1...aM)

ajustables. Si el modelo representa una línea recta y usamos el método de mínimos cuadrados [vea

109, y las referencias que mencionan para más detalles] tenemos:

χ2 =
∑
i

[Ni − y(xi|aj)]2

σ2
, (2.20)

donde 1
σ2 son los pesos mínimos de varianza, Ni son los puntos de los datos, aj son los M paráme-

tros y y(xi|aj) es la relación funcional entre las variables independientes y dependientes medidas.

En consecuencia, el valor de los parámetros de mejor ajuste serán los que minimicen la función

χ2. Comúnmente la distribución chi-cuadrada suele emplearse en modelos no lineales e inclusive

en caso más generales. Denotaremos como C a la probabilidad calculada cuando se evalúan los

parámetros de mejor ajuste en la ecuación (2.20), la cuál nos proporciona una medida cuantitativa

de la bondad de ajuste. Si C es una probabilidad muy pequeña se puede concluir que el modelo está

equivocado y puede ser rechazado, o que los errores de las mediciones no tienen una distribución

gaussiana, o los errores son realmente más grandes de lo esperado. Por otra parte, si el valor de

C es una probabilidad muy grande, se puede concluir que los errores han sido sobreestimados, o

que los datos están correlacionados y se han ignorado en el ajuste, o que la distribución de los

datos está muy alejada de una distribución gaussiana (esto no suele ser muy común debido al

teorema del límite central). Un mejor ajuste en principio se logra cuando el valor de χ2 es igual al

número de datos menos el número de parámetros. Usualmente se acostumbra presentar regiones

de confianza, las cuales son regiones en el espacio de parámetros M -dimensional (recordar que M

se definió como el número de parámetros) que contienen un cierto porcentaje de la distribución de
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probabilidad total. Por lo tanto, suelen presentarse las regiones de confianza a 1, 2 y 3 desviaciones

estándar (σ), lo que equivalen al 68.3%, 95.4% y 99.7% (asumiendo que la distribución es gaus-

siana). Recordando el teorema de bayes (2.19), definimos la verosimilitud como la probabilidad de

los datos dado un modelo. Si establecemos que P(D) = 1 e ignoramos el prior y maximizamos

la verosimilitud, encontraremos la hipótesis más probable, o para nuestro caso, los parámetros

más probables de un modelo dado. En la mayoría de los casos, la verosimilitud puede ser bien

aproximada a una distribución gaussiana como L = L0e
−x2

2 , y es la distribución que asumimos en

las diferentes técnicas consideradas para este trabajo. Por lo tanto, maximizar la verosimilitud es

equivalente a minimizar la función χ2.

Es importante mencionar que el prior debe considerarse de mediciones previas, o de alguna

“creencia". Además, es fundamental asumir que distintas regiones en el Universo tienen las mismas

propiedades estadísticas, esto es posible debido al principio cosmológico. Es crucial reconocer que

las regiones del Universo que observamos, son una muestra representativa de todo lo que no ob-

servamos, sin embargo, mejorar las observaciones y la tecnología es esencial para abarcar regiones

más profundas del Universo, y obtener un mejor análisis probabilístico de su comportamiento. A

continuación describiremos el método Monte Carlo, el cual nos proporciona una herramienta útil

en la estimación de parámetros y el cálculo de sus errores.

2.4.2. Método Monte Carlo

El objetivo principal del método Monte Carlo es generar un conjunto de puntos en el espacio

de parámetros cuya función de distribución sea la misma que la verosimilitud, o más general a

la distribución posterior. El método realiza evaluaciones aleatorias en los parámetros, moviéndose

en el espacio de parámetros en un proceso de Markov, es decir, el siguiente muestreo depende

del actual, pero no de los anteriores. Por diseño, la cadena de Markov resultante muestrea la

distribución posterior, de modo que la densidad de puntos es proporcional a la densidad objetivo,
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permitiendo estimar todas las cantidades habituales de interés, como la media, varianza, etc.

En cosmología es una herramienta muy efectiva, debido a que los modelos suelen tener muchos

parámetros, y el número de puntos requeridos para obtener una buena estimación escala linealmente

con el número de parámetros. En consecuencia, la densidad objetivo es aproximada por un conjunto

de funciones delta,

P(a) ∼ 1

N

∑
i

δ(a− aj). (2.21)

El procedimiento para hacer una cadena es generar un nuevo punto a∗ desde el el punto actual a,

y aceptarlo como un nuevo punto en la cadena con una probabilidad que depende del cociente de

ambas densidades. La distribución de pasos es llamada “distribución de propuesta". El algoritmo

más conocido es el algoritmo de Metropolis-Hastings, y su probabilidad de aceptación está dada

como,

P(aceptación) = min
[
1,
P(a∗)q(a∗|a)

P(a)q(a|a∗)

]
, (2.22)

donde q(a∗|a) es la función de distribución de propuesta para un movimiento de a a a∗. Usualmente

la distribución de propuesta es simétrica, en ese caso el algoritmo se simplifica al algoritmo de

Metropolis como:

P(aceptación) = min
[
1,
P(a∗)

P(a)

]
, (2.23)

de este modo, el algoritmo puede ser expresado por los siguientes pasos:

Escoge una condición inicial aleatoria en el espacio de los parámetros y calcula la distribución

posterior.

Genera un nuevo candidato en el espacio de parámetros de la distribución de propuesta, y

calcula su correspondiente distribución posterior.

Calcula la densidad objetivo en el nuevo punto, y aceptala (o no) con el algoritmo de

Metropolis-Hastings

Si el punto no es aceptado, el punto previo es repetido en la cadena
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Repite hasta que tengas una cadena lo suficientemente grande.

Este proceso es comúnmente conocido como Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC por sus

siglas en inglés) y serán usadas para maximizar las distribuciones posteriores (o minimizar la

función χ2) de las diferentes técnicas astrofísicas mencionadas anteriormente para los diferentes

conjuntos de parámetros que veremos en el siguiente capítulo. En nuestro caso usaremos una

implementación bien probada de python con licencia del Massachusetts Institute of Technology

(MIT) llamado emcee, la cual fue propuesta por Foreman-Mackey et al. [110]6 y está basado en el

algoritmo de Goodman and Weare [111]. En concreto, este algoritmo está basado en evolucionar

un ensamble S de K caminantes, es decir S = {XK}, donde la distribución propuesta para un

caminante k está basada en las posiciones actuales de los K − 1 caminadores en el ensamble

complementario S[k] = {Xj,∀j 6= k}, donde “posición"se refiere a un vector en el espacio de

parámetros M-dimensional. Por lo tanto, la posición de un caminante en la posición Xk se actualiza

cuando un caminante Xj se extrae al azar de los caminantes restantes S[k] y se propone una nueva

posición mediante una transformación afín (vea las referencias anteriores para más detalles).

2.5. Selección de modelo

Para comparar entre los diferentes modelos de energía oscura, usamos el criterio de información

de Akaike [AIC, 112] y el criterio de información bayesiano [BIC, 113] definido como:

AIC = χ2
min + 2k, (2.24)

BIC = χ2
min + k lnN, (2.25)

donde χ2
min es la función chi-cuadrada obtenida del mejor ajuste de los parámetros, k es el número

de parámetros y N el número de puntos observacionales usados en el ajuste. Un modelo con AIC

y BIC pequeños es mas favorecido por los datos (véase la tabla 2.1). Note que el valor absoluto

6ver más detalles en http://github.com/dfm/emcee



26 CAPÍTULO 2. PRUEBAS OBSERVACIONALES COSMOLÓGICAS

Tabla 2.1: Criterios ∆AIC y ∆BIC.

∆AIC Soporte empírico para el modelo i
0 - 2 Sustancial
4 - 7 Considerablemente menos
> 10 Esencialmente ninguno

∆BIC Evidencia en contra del modelo i
0 - 2 No vale más que una simple mención
2 - 6 Positiva
6 - 10 Fuerte
> 10 Muy fuerte

para AIC (BIC) es irrelevante, la cantidad importante es el valor relativo de AIC (BIC) para el

modelo i con respecto al valor mínimo AICmin (BICmin) entre todos los modelos en consideración

[ver 114, y referencias en el mismo artículo para el criterio AIC y BIC].

Además, para medir la calidad de nuestras constricciones cosmológicas usamos el estimador

FOM

FoM =
1√

detCov(f1, f2, f3, ...)
, (2.26)

donde Cov(f1, f2, f3, ...) es la matriz de covarianza de los parámetros cosmológicos fi [115]. Este

indicador es una generalización del propuesto por Albrecht et al. [116], y valores más grandes

implican constricciones más fuertes en los parámetros cosmológicos ya que corresponden a una

elipse de error más pequeña.



Capítulo 3

Modelos de Energía Oscura

En este capítulo describiremos algunos de los modelos que existen para explicar la evolución

del Universo, los cuáles son capaces de detallar las diferentes etapas en las que el Universo se ha

encontrado a lo largo de su historia. Estos modelos están motivados por diferentes argumentos

teóricos, sin embargo están principalmente basados en la teoría de la Relatividad General de

Einstein o extensiones a esta teoría. Cabe resaltar que el estudio del presente trabajo no está

enfocado en estudiar las perturbaciones cosmológicas, las cuales pueden explicar la formación de

estructura como las galaxias y cúmulos de galaxias, y solo nos enfocaremos en estudiar el fondo del

Universo asumiendo el principio cosmológico (homogeneidad e isotropía) a grandes escalas, como

se ha confirmado por diferentes observaciones astrofísicas.

3.1. Modelo estandar de comología

La teoría de la Relatividad General de Albert Einstein nos ha permitido por primera vez en

la historia, modelar de manera convincente la evolución del Universo y nos ha permitido compro-

barla a través de diferentes e independientes mediciones. Tenemos muy buena evidencia de que el

Universo se encuentra actualmente en una etapa de expansión, esto significa que al principio de

su historia, la distancia entre nosotros y las galaxias distantes era menor de lo que es hoy. Este

27
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Figura 3.1: Representación de la expansión del Universo. La distancia comóvil entre los puntos
de una hipotética cuadrícula permanece constante mientras el Universo se expande. La distancia
física es proporcional a la distancia comóvil multiplicada por el factor de escala, haciéndose mayor
mientras el tiempo evoluciona [117].

efecto lo podemos entender introduciendo el factor de escala a, que mide el tamaño del Universo y

cuyo valor es igual a uno actualmente y más pequeño a inicios del Universo. Podemos representar

el espacio como una cuadrícula dada por la figura 3.1, que se expande uniformemente a medida

que el tiempo evoluciona. Los puntos en la cuadrícula mantienen sus coordenadas, por lo que la

distancia comóvil entre dos puntos, que solo mide la diferencia entre las coordenadas, permanece

constante. Sin embargo, la distancia física es proporcional al factor de escala, y la distancia física

evoluciona con el tiempo.

Adicionalmente, el Universo suave también es caracterizado por su geometría, teniendo 3 po-

sibilidades: plano, abierto o cerrado según la densidad de energía que pudiera tener el Universo.

Por lo tanto, para entender su historia, necesitamos determinar la evolución del factor de escala

con el tiempo cósmico t. Esto puede ser entendido gracias a la teoría de la Relatividad General de

Einstein, la cual nos proporciona una conexión entre esta evolución y la energía en el Universo.

Para entender esto, definamos las ecuaciones de Einstein como:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (3.1)
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donde Gµν es el tensor de Einstein; Rµν el tensor de Ricci, R el escalar de Ricci el cual es la

contracción del tensor de Ricci (R = gµνRµν), G es la constante de Newton, Tµν es el tensor de

energía-momento el cual describe los constituyentes del Universo. El lado izquierdo de la ecuación

3.1 es una función de la métrica gµν , el cual es el ente fundamental para entender la geometría

en el formalismo de la Relatividad General mientras el lado derecho es una función de la energía,

siendo las ecuaciones de Einstein una relación entre ambas. De esta manera, la métrica que usa-

remos necesita cumplir con los requisitos de homogeneidad e isotropía que nos dicta el principio

cosmológico, dichas características son descritas por la métrica de Friedmann-Robertson-Walker

(FRW) que está dada de la siguiente manera1:

ds2 = c2dt2 − a(t)2dr2 − a(t)2r2dΩ2, (3.2)

En consecuencia, la métrica 3.2 debe ser introducida en las ecuaciones de Einstein 3.1 para obtener

información de la evolución del Universo. Si queremos enfocarnos en la evolución del factor de

escala en un Universo donde se cumple la homogeneidad e isotropía a grandes escalas, necesitamos

considerar solo la componente temporal de las ecuaciones de Einstein de tal manera que operando

obtenemos: (
ȧ

a

)2

=
∑
i

8πG

3
ρi, (3.3)

donde ρi se refiere a la densidad de energía de cada uno de los constituyentes del Universo, como

materia, radiación y energía oscura de la cuál hablaremos más adelante. El término ȧ/a ≡ H es

conocido como el factor de Hubble, el cual mide la razón de expansión del Universo. La ecuación 3.3

no contiene un término relacionado con la curvatura del Universo (como se ha medido por diferentes

observaciones [1, 118]) y es conocida como la ecuación de Friedmann, ésta ecuación nos permite

encontrar la evolución del factor de escala a través de la densidad de energía de los diferentes

componentes del Universo, es una de las ecuaciones más importantes en cosmología, siendo esta

ecuación modificada cuando se asume un modelo cosmológico diferente basado generalmente en

1Para un universo sin curvatura
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modificaciones a la teoría de la Relatividad General. Además, la ecuación de Friedmann suele

expresarse en unidades adimensionales, definiendo una densidad de energía crítica como ρcr ≡

3H2
0/8πG, por lo tanto dividiendo ambos lados por H2

0 tenemos:

E(t) ≡ H2(t)

H2
0

=
ρ

ρcr
, (3.4)

donde ρ
ρcr
≡ Ωt se le conoce como el parámetro de densidad, y es el que usualmente es acotado

por las mediciones, teniendo diferentes valores dependiendo del tipo de componente que tenga

el Universo. La ecuación adimensional E(z) para el modelo estándar está dada por la siguiente

ecuación,

E(z)2
ΛCDM = Ωm0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + (1− Ωm0 − Ωr0), (3.5)

Hemos considerado Ωr0 = 2.469× 10−5h−2(1 + 0.2271Neff ) [126], donde Neff = 3.04 es el número

estándar de especies relativistas [127]. Por otra parte, para entender la evolución de la energía

necesitamos analizar el tensor de energía-momento que se encuentra del lado derecho de las ecua-

ciones de Einstein. De igual manera nos interesa saber como evoluciona la componente temporal

de dicho tensor, por consiguiente operando resulta que la ley de conservación en un Universo en

expansión está dado por:
∂ρ

∂t
+
ȧ

a
[3ρ+ 3P ] = 0, (3.6)

donde ρ es la densidad y P la presión de cada componente del fluido. La ecuación de conservación

3.6 también es muy importante en la cosmología, ya que nos ayuda a entender la evolución de

los diferentes componentes del Universo. Además, la ecuación que es esencial para relacionar la

densidad de energía ρ con la presión P de cada uno de los constituyentes del Universo es la ecuación

de estado definida como,

w ≡ P

ρ
, (3.7)
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donde w = 0 para la materia, w = 1/3 para la radiación y w = −1 para la constante cosmo-

lógica. La constante cosmológica fue introducida por Albert Einstein para explicar un Universo

estático, de acuerdo con las observaciones que se tenían de el Universo en ese tiempo, sin embargo

según palabras de el mismo, fue uno de sus mayores errores en su vida. No obstante, después de

haberse medido que en realidad el Universo se está expandiendo aceleradamente por diferentes

e independientes observaciones, la comunidad ha adquirido nuevamente la constante cosmológica

para poder explicar dicha aceleración cósmica. De esta manera ha surgido el modelo estándar de

cosmología, como el modelo más prometedor para entender la evolución del Universo actualmente,

teniendo gran éxito en predecir las observaciones del CMB y muchas otras, pero también teniendo

debilidades para explicar teóricamente la razón de expansión actual del Universo. Esto ha llevado

a la comunidad a proponer modelos alternativos para tratar de explicar este y otros problemas.

Con lo que uno de los objetivos principales de esta Tesis será analizar estos modelos con diferen-

tes observaciones astrofísicas y también propondremos un modelo que es capaz de explicar dicha

expansión acelerada en un contexto de dimensiones extra sin necesidad de adoptar un fluido con

características exóticas (w = −1).

A continuación, motivaremos la importancia de la constante cosmológica en la cosmología

moderna. Para ello necesitamos recordar tres ecuaciones definidas anteriormente, las cuales nos

permiten obtener información acerca del Universo, como su evolución en términos del factor de

escala para diferentes etapas, o como su edad. Para ello analicemos la ecuación de conservación

del fluido (ecuación 3.6) junto con la ecuación de estado (ecuación 3.7). La materia tiene presión

cero, por lo tanto la ecuación 3.6 se convierte en,

∂ [ρma
3]

∂t
= 0, (3.8)

implicando que la densidad de energía de la materia es proporcional al factor de escala de la

siguiente manera: ρm ∝ a−3, ya que la masa permanece constante mientras que la densidad escala
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como el inverso del volumen. Por otra parte, la radiación cumple con P = ρ/3, por lo tanto

sustituyendo en la ecuación del fluido obtenemos:

a−4∂ [ρra
4]

∂t
= 0, (3.9)

indicando que la densidad de energía de la radiación es proporcional al factor de escala como

ρr ∝ a−4, esto nos muestra porque la radiación contribuye en menor cantidad que la materia para

la época actual del Universo. Si introducimos el decaimiento de la radiación (ρ0ra
−4) en la ecuación

de Friedmann, obtenemos

a ∝ k1t
1/2, (3.10)

donde k1 es una constante de integración. Este sería el comportamiento que tendría el factor de

escala en el Universo si estuviera compuesto sólo de radiación. Por otra parte, introduciendo el

decaimiento de la materia (ρ0ma
−3) en la ecuación de Friedmann tenemos,

a ∝ k2t
2/3, (3.11)

donde k2 también es una constante de integración. Sin embargo, observacionalmente se ha encon-

trado que el Universo tardío se expande de manera exponencial, lo cual indica que los objetos

astrofísicos que vemos se alejan más rápidamente de nosotros mientras más lejos se encuentren. De

esta manera en 1998, dos grupos de colaboradores, demostraron este hecho por medio de observa-

ciones de Supernovas tipo Ia (SN Ia), las cuales pueden ser consideradas como candelas estándar

(tienen magnitudes absolutas cercanamente idénticas). Por lo tanto hay otras especies que necesi-

tan ser consideradas para explicar lo que vemos y medimos, ya que ni la radiación ni la materia

muestran este comportamiento. Además, como sabemos, la materia domina sobre la radiación a

tiempos actuales, por lo tanto podemos calcular la edad de un universo conformado de materia.

Para ello recordemos que el parámetro de Hubble está definido como H = ȧ
a
, para el tiempo actual
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tenemos:

H0 =
ȧ|t=0

a|t=0

, (3.12)

este tipo de universo tiene un comportamiento para el factor de escala dado por la ecuación (3.11),

por lo tanto ȧ = 2
3
K2t

−1/3
0 . Sustituyendo en (3.12) finalmente obtenemos que la edad de un universo

contenido sólo de materia al tiempo actual es,

t0 =
2

3H0

∼ 6.5× 109años. (3.13)

Sin embargo, se han observado estrellas con edades mayores, indicando una vez más que el Universo

necesita de constituyentes extra que expliquen este problema [6]. Por otra parte, otro motivo para

pensar en la presencia de otros componentes que nos ayuden a entender el comportamiento del

Universo es dado por la ecuación de aceleración, dicha ecuación se conoce como la ecuación de

Raychaduri y se obtiene derivando la ecuación de Friedmann respecto del tiempo y sustituyendo

la ecuación del fluido expresándose como,

ä

a
= −4πG

3

∑
i

(ρi + 3Pi) . (3.14)

Se ha observado que el Universo tiene una expansión acelerada, por lo que el lado izquierdo de

la ecuación (3.14) tiene que ser mayor a cero, y como 4πG
3

es una constante positiva, la única

manera de que el lado derecho de la ecuación sea positiva es mediante la condición ρ + 3P < 0.

Esto implica que si hacemos uso de la ecuación de estado, el Universo acelera solo si se cumple

que w < −1
3
. Esto se puede entender como un fluido exótico con presión negativa ejerciendo una

fuerza de repulsión. Al fluido con estas características se le conoce comúnmente como energía

oscura. Se puede observar que hay una infinidad de valores posibles para la ecuación de estado de

la DE, inclusive pudiendo evolucionar en el tiempo con diferentes comportamientos (estudiaremos

algunos casos en las siguientes secciones). El modelo estándar de cosmología adopta un valor de

w = −1 y se conoce como constante cosmológica, introducida por primera vez por Albert Einstein
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para explicar un universo estacionario, pero abandonada por el mismo señalándola como una de

las propuestas más erróneas de su vida. Ahora la comunidad, ha vuelto a adoptar esta idea para

explicar una aceleración cósmica, inclusive siendo el modelo más prometedor para explicar las

diferentes mediciones astrofísicas que existen en la actualidad mediante distintas e independientes

técnicas. Para entender su importancia, analicemos un universo que solo contiene una constante

cosmológica. Para empezar, analicemos la ecuación del fluido (3.6) con w = −1. Bajo esta condición

la ecuación de estado para la constante cosmológica es P = −ρ, convirtiendo la ecuación del fluido

en ρ̇ = 0. Esto indica que la densidad de energía oscura es constante en el tiempo ρΛ ≡ constante,

sugiriendo que la constante cosmológica ha permeado al Universo desde sus inicios de manera

constante, y estamos viviendo una etapa donde predomina sobre las demás especies. Además, si

analizamos la evolución de un universo con constante cosmológica ρ = ρΛ obtenemos que el factor

de escala se comporta exponencialmente como:

a = ek3t (3.15)

donde k3 es una constante de integración. De esta manera la constante cosmológica nos ayuda a

entender la dinámica del Universo de una mejor manera, favoreciendo lo que vemos a través de

distintas mediciones.

3.1.1. La formación de estructura en el Universo

Las ecuaciones vistas en la sección anterior nos permiten entender al universo asumiendo que

es homogéneo e isotrópico, esto es válido en promedio solo cuando consideramos grandes escalas.

Observando el Universo cercano vemos que existe estructura como estrellas, galaxias y cúmulos de

galaxias, las cuales no parecen ser homogéneas e isotrópicas. Pequeñas perturbaciones a cantidades

del fondo homogéneo, como la métrica y la densidad de energía estuvieron presentes en el inicio

del Universo, creciendo a través de inestabilidades gravitacionales las cuales son reflejadas en los
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grandes y complejos objetos que observamos cerca de nuestra galaxia actualmente. Se cree que

estas perturbaciones provienen de fluctuaciones de energía cuántica en una etapa muy temprana

del Universo, alargadas a un tamaño clásico por el proceso de inflación. Este proceso se mencionará

brevemente más adelante.

Desafortunadamente existen pocas soluciones exactas en relatividad general que incorporen

inhomogeneidades espaciales y anisotropías en la materia y por lo tanto en la geometría. Por lo

tanto usualmente se utiliza una aproximación perturbativa partiendo de la métrica homogénea e

isotrópica FLRW como una solución del fondo del Universo con propiedades simples y después

incrementando la complejidad de las perturbaciones inhomogéneas orden por orden. De acuerdo al

trabajo de Bardeen [119], las perturbaciones de la métrica pueden ser distinguidas en contribuciones

escalares, vectoriales y tensoriales. Una razón de separar así las perturbaciones de la métrica dentro

de estos tres tipos, es que las ecuaciones se desacoplan a orden lineal, y por lo tanto podemos

resolver cada tipo de perturbación por separado. Por lo tanto, a primer orden las perturbaciones

escalares pueden escribirse modificando la métrica como,

ds2 = −a(τ)
[
(1 + 2ψ) dτ 2 − (1 + 2φ) dxidx

i
]
, (3.16)

donde hemos escogido el tiempo conforme dτ = dt/a y se han introducido dos potenciales escalares.

Al estar relacionados la geometría y la energía, el tensor de energía también es modificado como,

T 0
0 = −(ρ+ δρ),

T 0
i = −T io = vi(ρ+ P ),

T ij = δij(P + δP ) + σij, (3.17)

donde σii = 0, δρ y δP representan las fluctuaciones de la densidad y la presión respectivamente,

y v es el campo de velocidad. Se ha considerado una perturbación anisotrópica σii en T ii . Es im-
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portante resaltar, que hemos escrito la ecuación anterior en el gauge newtoniano, donde los modos

vectoriales y tensoriales equivalen a cero desde un inicio. Esto está principalmente relacionado con

la libertad de escoger un marco en el cual realizar las expansiones de la perturbación.

Resolviendo las ecuaciones de EInstein (3.16) y (3.17) en el espacio de Fourier a orden cero,

obtenemos las ecuaciones (3.3), (3.14) vistas en la sección anterior y es lo que usualmente se conoce

como fondo del Universo. A primer orden obtenemos que las fluctuaciones en la métrica son dadas

por,

k2φ+ 3
ȧ

a

(
φ̇+ ψ

ȧ

a

)
= 4πGa2δT 0

0 , (3.18)

k2

(
φ̇+ ψ

ȧ

a

)
= 4πGa2 (ρ+ P ) θ, (3.19)

φ̈+
ȧ

a

(
ψ̇ + 2φ̇

)
+ ψ

(
2
ä

a
− ȧ2

a2

)
+
k2

3
(φ− ψ) =

4πGa2δT ii
3

, (3.20)

k2 (φ− ψ) = 12πGa2(ρ+ P )σ, (3.21)

del mismo modo las perturbaciones de la energía están descritas por,

δ̇ = − (1 + w)
(
θ − 3φ̇

)
− 3

ȧ

a
δ

(
δP

δρ
− w

)
, (3.22)

θ̇ = − ȧ
a

(1− 3w) θ − ẇ

1 + w
θ +

δP/δρ

1 + w
k2δ − k2σ + k2ψ, (3.23)

donde se ha definido θ = ik · v y w es la ecuación de estado del fluido total del Universo.

En 2006, el físico George Smoot fue galardonado con el distinguido premio nobel junto con

su colega John C. Mather. Su trabajo está relacionado con el estudio del fondo de microondas

mediante un satélite artificial nombrado COBE, con el cual lograron medir las anisotropías del

CMB (véase Smoot et. al. [120] para más detalles). En principio, el CMB nos dicta que el Universo

estaba en equilibrio térmico en épocas tempranas, sin embargo en el trabajo de Smoot midieron una
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diferencia de temperatura δT/T ∼ 10−5. Estas anisotropías pueden relacionarse con la formación

de estructura que observamos actualmente, y desde entonces las mediciones han sido refinadas

obteniendo información más precisa. Uno de los objetivos primordiales en cosmología es rastrear

esas anisotropías que han evolucionado a lo largo de nuestra historia permitiendo que la estructura

del Universo se forme.

3.2. Análisis de las anisotropías del CMB

El fondo cósmico de microondas es considerado por muchos como la principal herramienta para

investigar nuestro Universo. Una de sus fortalezas es que prácticamente los fotones provenientes

del CMB han viajado en un Universo casi transparente desde la época de recombinación, en donde

se formaron las primeras generaciones de estrellas. Esto nos permite obtener información de la

evolución del Universo en sus etapas más tempranas. Además, otra ventaja de estudiar el CMB

es que se puede definir naturalmente en una esfera, haciendo una análisis computacional más

eficiente que analizarlo en tres dimensiones. A pesar de que las mediciones de la temperatura

son entendidos en el espacio real, el espacio armónico es una elección natural para estudiar las

propiedades estadísticas de la radiación del CMB. Por lo tanto si descomponemos el campo de

radiación en esféricos armónicos tenemos:

T (γ) = ΣlmYlm(γ)alm, (3.24)

donde alm son los coeficientes de los armónicos esféricos y l es el mulitpolo a considerar. Estamos

interesados en la distribución de potencia angular asumiendo la homogeneidad y la isotropía del

Universo, podemos deducir la invariancia rotacional del CMB y luego reemplazar el promedio del

conjunto con una suma sobre m. De esta manera la distribución de potencia angular está codificada
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en (ver el trabajo de Komatsu [121] para más detalles):

Cl = 4π
∑
m

alma
∗
lm

2l + 1
, (3.25)

además esta relación está caracterizada por una incertidumbre conocida como varianza cósmica

dada por la siguiente expresión,

∆Cl
=

√
2

2l + 1
Cl. (3.26)

El espectro de potencia de las perturbaciones escalares en un universo sin curvatura de fondo es un

ajuste excelente para presentar los datos, como se puede ver en la figura 3.2, donde comparamos

el espectro calculado de mejor ajuste con los datos. La región sombreada en la figura indica la

varianza cósmica, es decir, el error estadístico debido al hecho de que solo observamos el cielo

desde un solo lugar. Es importante mencionar que la expresión dada por la ecuación (3.26) ha sido

derivada asumiendo fluctuaciones gaussianas, que en principio han sido originadas por el proceso de

inflación. Además, de la expresión puede verse fácilmente como ∆Cl
disminuye monótonamente con

el multipolo l. En la práctica, no podemos usar la región cercana al plano galáctico para analizar

el CMB, así que el error se incrementa como ∆Cl
=
√

2
(2l+1)f

Cl, donde f describe la fracción del

cielo usado para el análisis. Típicamente f ∼ 0.7.

Entender los primeros instantes del Universo es uno de los retos primordiales en cosmología,

ya que nadie ha logrado reconciliar la gravedad con el modelo estándar de física de partículas, el

cual nos describe con precisión las interacciones microscópicas de las partículas elementales que

conforman la materia. Sin embargo, la teoría de inflación es la más aceptada por la comunidad

debido a que logra explicar algunos paradigmas relacionados con mediciones del Universo. Esta

teoría sugiere que dos puntos totalmente opuestos en el Universo han estado previamente en con-

tacto y por lo tanto tienen la misma temperatura (como demuestra el CMB), esto sería imposible

de lograr a menos que el espacio-tiempo se haya expandido a una velocidad inclusive mayor a la

de la luz a principios del Universo. El modelo de inflación explica lo antes mencionado suponiendo

que el espacio en el Universo muy temprano (antes de que las partículas existieran) tenía una den-
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Figura 3.2: Espectro de potencia angular de temperatura del CMB. Esta imagen fue tomada de
Ade et. al. [122]. Los puntos rojos con barras de error son los datos medidos y la línea verde es
el modelo teórico que mejor se ajusta. La región sombreada indica el error teórico de la varianza
cósmica. La precisión es esencialmente una variación cósmica limitada a l ∼ 2000.

sidad de energía muy grande ocasionando a su vez una gran presión que causó en el espacio una

expansión rapidísima y a un ritmo exponencial. Al inicio (antes de este proceso) supongamos que

los puntos A y B estaban en contacto compartiendo información, sin embargo cuando empezó el

proceso de inflación el espacio entre los dos puntos crece tan rápido que es imposible comunicarse

entre ellos, siendo su distancia de separación aparente más rápida que la velocidad de la luz, a

una distancia donde ya no pueden afectarse mutuamente. Esto ocurre en un lapso muy pequeño

de tiempo (una pequeñísima fracción de segundo), e inmediatamente el universo se situó en una

etapa de expansión más calmada, haciendo al universo observable cada vez más grande hasta que

se pueden observar los puntos A y B en direcciones opuestas. Este mecanismo proporciona una

explicación para que los puntos A y B estuvieran en contacto en una etapa muy temprana del

Universo, y puedan estar separados una distancia muy grande durante la época de inflación y ser

vistos recientemente en el universo observable.
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El modelo más simple de inflación, consta de dos características que son relevantes en las me-

diciones del CMB. Una de ellas consiste en que el proceso de inflación genera un mecanismo que

ocasiona la formación de las semillas de la estructura cósmica, estas semillas son nombradas fluc-

tuaciones cuánticas en la densidad de energía primordial. Pueden entenderse como fluctuaciones

de energía muy pequeñas a escala sub-atómica, que han podido ser medidas en un laboratorio y

se conocen como partículas virtuales, ya que aparecen continuamente y luego desaparecen en una

escala de tiempo inversamente proporcional a su energía. Estas fluctuaciones demuestran que el

vacío está lleno de actividad y sus efectos pueden ser medidos con precisión. En consecuencia, el

modelo de inflación asume que las fluctuaciones cuánticas estaban presentes en la densidad de ener-

gía primordial, siendo separadas a escalas cósmicas a través del violento incremento del espacio.

Estas fluctuaciones pueden ser vistas en el CMB como puntos aleatorios ligeramente más calientes

o más fríos, manifestando que quizá fueron originados en un proceso cuántico tal y como predice

el modelo de inflación. Sin embargo, como se ha explicado antes, estas partículas virtuales suelen

entenderse solo a nivel cuántico, pero debido a la gran expansión en el proceso de inflación la escala

cuántica se convirtió en la escala cósmica. Por otra parte, la otra característica de inflación que

es relevante para el CMB es que el universo es geométricamente plano, como se ha estimado con

diferentes mediciones astrofísicas y se había predicho por el modelo de inflación, antes de tener

acceso a dichas observaciones. El mecanismo de inflación permite al universo ser plano a pesar

de que al inicio tuviera una geometría curva (positiva o negativa) debido a que se expandió de

una manera suficientemente rápida. Para los límites de nuestras mediciones, nuestra geometría es

plana. Sin embargo, no se puede descartar aún que el Universo tenga una geometría curva lige-

ramente positiva o negativa, y simplemente no tengamos la tecnología para observarla actualmente.

Aunque el modelo de inflación está motivado principalmente por las mediciones del CMB, hay

muchas otras formas de estudiar el comportamiento del Universo mediante diversas observaciones

astrofísicas, siendo la mayoría a través del estudio del espectro electromagnético en diferentes longi-

tudes de onda. La mayoría de las observaciones utilizadas en cosmología son enfocadas en el estudio
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de galaxias, ya sea individualmente como lo hacen las mediciones de sistemas lentes gravitacionales

fuertes o de manera general, por ejemplo estudiando las propiedades de millones de galaxias en

una gran parte del cielo. Gracias a estos y otros esfuerzos tenemos mapas en tres dimensiones de

las distribuciones de galaxias en el Universo observable. Si promediamos sobre grandes volúmenes

podremos ver que existe un tamaño característico para la agrupación de galaxias que corresponde

al tamaño promedio de los puntos calientes y fríos del CMB. En el caso de las galaxias, el tama-

ño especial del punto se denomina “escala de oscilaciones acústicas de bariones”. La huella de los

procesos físicos que produjeron los puntos calientes y fríos en el CMB también se detecta en la

distribución de las galaxias. Por otro lado, independientemente de las mediciones del CMB y las

distribuciones de galaxias, los cosmólogos estudian los primeros tres minutos del Universo en un

estudio denominado “Nucleosíntesis del big bang". Este proceso consiste en predecir la abundancia

de elementos ligeros: hidrógeno, deuterio, helio, litio y berilio. El primer núcleo atómico estaba

formado de un protón y un neutrón llamado deuterio. Antes de unos 100 segundos, cada vez que

un deuterio intentaba formarse, se dividía por fotones energéticos a más de mil millones de kelvin.

Después de 100 segundos, el universo se enfrío y expandió lo suficiente para que las fuerzas que

unen al protón y al neutrón superaran las colisiones con los fotones que intentaban desgarrarlos

permitiendo al deuterio sobrevivir intacto. En aproximadamente los siguientes 100 segundos, el

deuterio se convirtió en helio a través de una serie de interacciones nucleares. A los 1000 segun-

dos, se formaron los otros núcleos ligeros mediante un proceso en donde competían tres efectos: la

fuerza que une a los neutrones y protones, los fotones que pierden su energía debido a la expansión

del universo y el tiempo de desintegración de 10 minutos del neutrón. Las principales predicciones

de los cálculos de la nucleosíntesis son las fracciones cósmicas promedio de los átomos. Por lo que

existe una íntima relación entre la energía de los fotones y el número de núcleos que se forman. Para

que la abundancia nuclear predicha coincida con las observaciones, debe haber alrededor de dos

mil millones de fotones por cada protón. Por supuesto, siendo estos fotones el CMB. Los cálculos

predicen que los átomos del universo son principalmente de hidrógeno con el 75 % de abundancia

mientras que el siguiente elemento más abundante es el helio con aproximadamente el 25 %, siendo
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los demás elementos casi nulos en proporción. Además muestran que ningún elemento más pesado

que el berilio podría haberse formado en el universo temprano. Las mediciones de la abundan-

cia cósmica de elementos ligeros es consistente con los que se observan en el CMB, a excepción

del litio, donde se encuentra menos del predicho y hasta ahora es una de las principales debilidades.

3.3. Parámetros cosmológicos

A continuación se presentarán los seis parámetros del modelo estándar de cosmología, siendo

sus valores particulares ajustados por el espectro de potencias del CMB (ver figura 3.2). Hay

que resaltar que estos valores podrían cambiar al utilizar otro tipo de mediciones, pero hasta la

fecha se cree que sus variaciones no son sustanciales. Los primeros tres parámetros del modelo

cosmológico nos permiten conocer el contenido total del Universo. El primer parámetro toma en

consideración el contenido total de átomos en el Universo usualmente denotado como Ωb, según

lo predicho por el CMB equivale a Ωb = 0.05. Este hecho, es sin duda un resultado sorprendente

debido a que nos dice que los átomos solo conforman un 5% de la densidad de energía total del

Universo. El segundo parámetro proporciona información acerca del contenido total de materia

oscura en el Universo, este valor es ΩDM = 0.25 siendo en proporción cinco veces mayor que los

átomos en el Universo. Este resultado también es soportado por observaciones de movimientos

de estrellas y galaxias los cuales se han medido a lo largo de los años. Por último, el tercer

parámetro que nos permite abarcar el contenido total del Universo es la constante cosmológica

Λ siendo aproximadamente el 70% restante. A pesar de no saber con certeza qué es la constante

cosmológica, se ha podido medir directamente mediante la aceleración cósmica, y en el espectro de

potencias su valor está establecido por el primer pico. Además, el valor de Λ es consistente con las

observaciones provenientes de SN Ia siendo ΩΛ = 0.70. Además de estos tres componentes, existen

otros componentes en el Universo como la propia radiación proveniente del CMB, y los neutrinos.

Sin embargo, ya que su contribución es casi nula � 1 %, no los consideraremos debido a que no
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contamos con un nivel de precisión actualmente para obtener sus valores. Es importante señalar que

este trabajo está principalmente motivado en entender el comportamiento del Universo a través de

mediciones a bajos redshift, así que la contribución de la radiación y los neutrinos no es importante

para entender la dinámica del Universo tardío. Otro parámetro que es importante considerar es

aquel que captura nuestro escaso conocimiento de todo el complejo proceso de formación y posterior

explosión de las primeras estrellas y la formación de las primeras galaxias. La intensa luz de estas

primeras estrellas y galaxias rompió el hidrógeno en sus protones y electrones constituyentes,

reionizando el universo. Con el nivel actual de precisión, solo necesitamos un parámetro para

describir este hecho. En el proceso de reionización, alrededor del 5-8% de los fotones provenientes

del CMB se volvieron a dispersar. El parámetro que describe esta dispersión se conoce como la

profundidad óptica y su símbolo es τ . El valor medido es τ = 0.05−0.08 siendo el parámetro menos

conocido de los seis y toma en cuenta la polarización del CMB. Por otro lado, los dos parámetros

restantes caracterizan las semillas de las fluctuaciones que forman la estructura en el universo.

Estas fluctuaciones primordiales son descritas por el espectro de potencias primordial, en principio

de carácter similar al espectro de potencias de anisotropías del CMB, pero en vez de describir una

superficie desacoplada, describe fluctuaciones en la densidad en un espacio de tres dimensiones.

Observando el cosmos, podemos ver que actualmente las fluctuaciones tridimensionales en densidad

son grandes. En algunos lugares hay galaxias, en otros cúmulos de galaxias y en otros casi nada.

Suele usarse el espectro de potencias primordial para cuantificar las fluctuaciones de la densidad

en el inicio de la expansión cósmica. Uno de estos dos parámetros restantes es la amplitud del

espectro de potencias primordial codificado en el símbolo ∆2
R. El parámetro final, es el llamado

índice espectral usualmente denotado por el símbolo ns. Al igual que ∆2
R, el índice espectral ns

nos ayuda a entender las fluctuaciones primordiales. Su diferencia consiste en entender como las

fluctuaciones primordiales dependen de una escala angular. Actualmente sabemos que el valor es

ns = 0.95. Estos seis parámetros mencionados anteriormente ayudan a calcular las propiedades y

el espectro no solo para las mediciones del CMB sino en principio para cualquier medición, sin

embargo en este trabajo solo consideraremos los tres primeros parámetros Ωb, ΩDM y ΩΛ = 0.70.
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Este hecho es debido a que no consideraremos las perturbaciones cosmológicas, y para entender

el fondo del Universo solo se necesitan estos tres parámetros. Uno de los principales objetivos de

este trabajo consiste en buscar desviaciones a estos parámetros mediante diferentes observaciones

astrofísicas que nos permiten entender la dinámica del Universo.

El proceso de inflación podría estar relacionado con el proceso de expansión actual del Univer-

so, no lo sabemos. Ambos procesos tienen propiedades similares y tal vez sus orígenes provengan

de las mismas interacciones, sin embargo hay diferentes posibilidades para explicar la evolución

del Universo y quizás el modelo de inflación no sea el paradigma correcto para explicar su com-

portamiento. El camino para entender los mecanismos que rigen la conducta del Universo parece

estar demasiado lejos de su comprensión y la cosmología necesita estudiar todas las posibilidades,

al menos hasta que el modelo estándar de cosmología ΛCDM (donde Λ es conocida como la cons-

tante cosmológica), se consagre o sea reemplazado por un modelo más competitivo que no presente

deficiencias teóricas y observacionales que se mencionarán a continuación. Existe una diferencia

∼ 120 órdenes de magnitud entre lo que predice la teoría y lo que se observa, siendo su principal

debilidad [5, 6]. Pero también existen otros problemas como la medición del parámetro de Hubble

H0 (la razón de expansión actual del Universo) usando diferentes observaciones astrofísicas. Por un

lado, las mediciones más recientes del CMB proporcionan un valor de 67.36±0.54 (Aghanim et al.

[1]), mientras que las mediciones de SN Ia muestran un valor de 74.03±1.42 (Riess et al. [99]), ésta

última sugiriendo que las mediciones proporcionan evidencia para un Universo más allá del modelo

estándar de cosmología. Esto muestra una diferencia totalmente significativa de 4.4 σ entre ambas

técnicas, y por ésta razón es primordial analizar diferentes modelos alternativos para describir la ex-

pansión acelerada del Universo. Por lo tanto, a continuación analizaremos y propondremos algunos

modelos que explican este hecho de forma alternativa, teniendo sus propias fortalezas y debilidades.

Uno de los principales motivos para considerar en nuestro análisis solo los parámetros que des-

criben el fondo del Universo es debido a que las anisotropías son explicadas a partir de un análisis

perturbativo del fondo del Universo, además muchos de los parámetros que se mencionan ante-
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riormente son relevantes en etapas muy tempranas del Universo. Este trabajo está principalmente

relacionado con estudiar el comportamiento del Universo tardío (con observaciones a bajos redshift,

es decir z < 5) siendo los parámetros del fondo del Universo los más relevantes para entender su di-

námica. Además, ha sido demostrado en el trabajo de Wang [123] que al constreñir los parámetros

de las perturbaciones (junto con los del fondo del Universo) no existen diferencias significativas al

probar modelos con pequeñas desviaciones al modelo estándar. Debido a los modelos considerados

en este trabajo, que serán mencionados a continuación, nos enfocaremos en analizar únicamente

los parámetros del fondo del Universo con el objetivo principal de buscar pequeñas desviaciones al

modelo estándar de cosmología.

3.4. Modelo ωCDM

Se puede entender al modelo ωCDM como la primer extensión del modelo estándar de cos-

mología (ΛCDM), el cuál tiene propiedades similares, pero difiere en el valor de la ecuación de

estado para la energía oscura ω = −1. De esta manera, la ecuación de estado para la energía

oscura permanece constante en el tiempo y solo necesita cumplir con la condición ω < −1/3 para

obtener un Universo acelerado, agregando un parámetro libre extra (ω) en comparación al modelo

estándar. Consideraremos al modelo ωCDM con geometría plana, materia bariónica y materia os-

cura, y despreciaremos la densidad de energía de la radiación debido a que su contribución a bajos

corrimientos al rojo2 es del orden de ∼ 10−5. La ecuación adimensional E(z) puede ser escrita

como:

E(z)2
ω = Ωm0(1 + z)3 + (1− Ωm0)(1 + z)3(1+ω0), (3.27)

2Este modelo será contrastado con observaciones de sistemas lentes gravitacionales fuertes, las cuales tienen un
límite para la fuente de z ∼ 3.6, que pueden considerarse como mediciones del Universo tardío.
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donde Ωm0 es el parámetro de densidad de materia a z = 0 y el parámetro de desaceleración es

q(z)ω =
1

2E(z)2
ω

[
3Ωm0(1 + z)3 + 3(1 + ω0)(1− Ωm0)(1 + z)3(1+ω0)

]
− 1. (3.28)

3.5. Cosmología Cardassiana

3.5.1. Modelo Cardassiano Original

El modelo Cardassiano original fue introducido por Freese and Lewis [124] para explicar la

expansión acelerada del Universo sin DE. Motivado por teoría de branas, este modelo modifica la

ecuación de Friedmann como

H2 =
8πGρt

3
+Bρnt , (3.29)

donde H = ȧ/a es el parámetro de Hubble, a es el factor de escala del Universo (esta normalizado

entre el inicio del big bang donde vale cero y en la actualidad donde su valor es uno), G es la

constante gravitacional de Newton, B es una constante de acoplamiento dimensional que depende

de la teoría, y la densidad de materia total en el Universo es ρt = ρm+ρr. Las recientes mediciones

de Planck [85, 125] sugieren una densidad de energía para la curvatura Ωk ' 0, por lo tanto

asumiremos una curvatura plana. La ecuación de conservación se mantiene de la forma tradicional:

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0. (3.30)

La evolución de la densidad de materia (materia oscura y bariones), ρm = ρm0a
−3, y la densidad

de la radiación, ρr = ρr0a
−4, puede ser calculada de la ecuación (3.30). El segundo término del

lado derecho de la ecuación (3.29), conocido como el término Cardassiano, lleva al Universo a una

expansión acelerada si el exponente n satisface la condición n < 2/3. A tiempos tempranos en

el Universo, este término correctivo es despreciable y la dinámica del Universo es gobernada por

el término canónico de la ecuación de Friedmann. Cuando el Universo evoluciona, la densidad de
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energía tradicional y la debida a la corrección cardassiana se vuelven iguales al corrimiento al rojo

zCard ∼ O(1). Después, el término Cardassiano empieza a dominar la evolución del Universo y

produce una aceleración cósmica. La ecuación (3.29) reproduce el modelo estándar ΛCDM para

n = 0. Como en el caso estandar, es posible definir una nueva denisdad crítica para el modelo CO,

ρNc, que satisface la ecuación (3.29) y puede escribirse como ρNc = ρcF (B, n), donde ρc = 3H2/8πG

es la densidad crítica estandar, y F (B, n) es una función que depende de los parámetros del modelo

CO y de los componentes del Universo.

La ecuación de Raychaudhuri puede ser escrita en la forma:

ä

a
= −4πG

3
(ρt + 3pt)−B

[(
3n

2
− 1

)
ρnt +

3

2
nρn−1

t pt

]
, (3.31)

donde se usaron las ecuaciones (3.29) y (3.30). De la ecuación (3.29), es posible obtener el parámetro

de Hubble adimensional E2(z) ≡ H2(z)/H2
0 como,

E(z,Θ)2 = Ωstd + (1− Ωm0 − Ωr0)

[
Ωstd

Ωm0 + Ωr0

]n
, (3.32)

donde Θ = (Ωm0, h, n) es el vector de parámetros libres que será contrastado con los datos, Ωr0 =

ρr0/ρc es el parámetro de densidad estándar para la componente de radiación en la actualidad,

Ωm0 = ρm0/ρc es el parámetro de densidad observado para la materia (bariones y materia oscura), y

definimos Ωstd ≡ Ωm0(1+z)3 +Ωr0(1+z)4. Calculamos el parámetro de densidad para la radiación

como Ωr0 = 2.469 × 10−5h−2(1 + 0.2271Neff ) [126], donde Neff = 3.04 es el número estándar

de especies relativistas [127]. Note que también hemos impuesto una condición de planitud en el

contenido total del Universo [para detalles de como se obtiene la ecuación (3.32) vea 128, 129].

El parámetro de desaceleración, definido como q ≡ −ä/aH2, puede ser escrito

q(z,Θ) =
Ωstd − 1

2
Ωm0(1 + z)3

E2(z,Θ)
+

1− Ωm0 − Ωr0

(Ωm0 + Ωr0)n

[(
3n

2
− 1

)
+
nΩr0

2Ωstd

(1 + z)4

]
Ωn

std

E2(z,Θ)
. (3.33)

Para investigar si el modelo CO puede producir una aceleración cósmica, es necesario reconstruir
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q(z) usando los valores medios para los parámetros Θ.

3.5.2. Modelo Cardassiano politrópico modificado

Gondolo and Freese [130, 131] introdujeron una generalización simple del modelo Cardassiano

original, y lo llamaron el modelo Cardassiano politrópico modificado, agregando un exponente

adicional l [ver también 132]. La ecuación modificada de Friedmann es escrita como

H2 =
8πG

3
ρtβ

1/l, (3.34)

donde

β ≡ 1 +

(
ρCard
ρt

)l(1−n)

, (3.35)

y ρCard es la densidad de energía característica, con n < 2/3 y l > 0. De acuerdo con la previa

ecuación de Friedmann (3.29), también asumiremos Ωk ' 0. La ecuación (3.34) reproduce el modelo

ΛCDM para l = 1 y n = 0. Entonces, la ecuación de la aceleración es

ä

a
= −4πG

3
ρtβ

1/l + 4πG(1− n)ρt

(
1− 1

β

)
β1/l. (3.36)

El modelo CPM (ecuación 3.37) ha sido estudiadio por varios autores usando diferentes datos con

ρt = ρm [ver por ejemplo 133] y además con ρt = ρm + ρr junto con un término de curvatura [134].

Aquí consideraremos un modelo CPM plano con componentes de materia y radiación. La ecuación

adimensional del parámetro de Hubble E2(z,Θ) esta dada por:

E2(z,Θ) = Ωr0(1 + z)4 + Ωm0(1 + z)3β(z,Θ)1/l, (3.37)

donde

β(z,Θ) ≡ 1 +

[(
1− Ωr0

Ωm0

)l
− 1

]
(1 + z)3l(n−1), (3.38)
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siendo Θ = (Ωm0, h, l, n), el vector de parámetros libres que será ajustado a los datos.

Además, q(z,Θ), está dado como:

q(z,Θ) =
Ωm0β(z,Θ)1/l

2E2(z,Θ)

[
1− 3(1− n)

(
1− 1

β(z,Θ)

)]
(1 + z)3 +

Ωr0

E2(z,Θ)
(1 + z)4. (3.39)

Usamos los valores medios de Θ en la última expresión para reconstruir el parámetro de desace-

leración q(z) e investigar si el modelo CPM es consistente con una aceleración cósmica a tiempos

tardíos. Estimaremos los parámetros cosmológicos de ambos modelos cardassianos usando medi-

ciones del parámetro de Hubble y supernovas tipo Ia.

3.6. Parametrizaciones de la Energía Oscura

3.6.1. Parametrización CPL

Una forma de estudiar modelos de DE dinámicos, es a través de una parametrización de su

ecuación de estado. Una de las más populares es propuesta por Chevallier, Polarski [14] y Linder

[15] y se expresa como

ω(z) = ω0 + ω1
z

(1 + z)
, (3.40)

donde ω0 es la ecuación de estado a z = 0 y ω1 = dw/dz|z=0. El parámetro adimensional de Hubble

E(z) para la parametrización CPL es:

E(z)2
CPL = Ωm0(1 + z)3 + (1− Ωm0)(1 + z)3(1+ω0+ω1) exp

(
−3ω1z

1 + z

)
, (3.41)

por lo tanto el parámetro de desaceleración q(z) se expresa de la forma

q(z)CPL =
1

2E(z)2
CPL

[
3Ωm0(1 + z)3 + 3(1− Ωm0)(1 + w0 + w1)(1 + z)3(1+ω0+ω1) ×

exp

(
−3ω1z

1 + z

)
− 3w1(1− Ωm0)(1 + z)3(1+ω0+ω1)−1 exp

(
−3ω1z

1 + z

)]
− 1. (3.42)
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3.6.2. Parametrización JBP

Jassal et al. [16] propusieron el siguiente ansatz para parametrizar la ecuación de estado de la

energía oscura como

ω(z) = ω0 + ω1
z

(1 + z)2
, (3.43)

donde ω0 es la ecuación de estado a z = 0 y ω1 = dw/dz|z=0. El adimensional E(z) para la

parametrización JBP esta escrito de la siguiente manera

E(z)2
JBP = Ωm0(1 + z)3 + (1− Ωm0)(1 + z)3(1+ω0) exp

(
3ω1z

2

2(1 + z)2

)
, (3.44)

y el parámetro de desaceleración se escribe como

q(z)JBP =
1

2E(z)2
JBP

[
3Ωm0(1 + z)33(1− Ωm0)(1 + ω1)(1 + z)3(1+ω1) ×

exp

(
3ω1z

2

2(1 + z)2

)
+ 3ω1(1− Ωm0)z(1 + z)3(1+ω1)−2 exp

(
3ω1z

2

2(1 + z)2

)]
− 1. (3.45)

Por lo tanto, es posible reconstruir el parámetro q(z) contrastando los parámetros de cada

modelo y determinar si el Universo experimenta una fase acelerada a tiempos tardíos.

3.7. Modelo de brana con tensión variable

En esta sección propondremos un modelo de branas fenomenológico basado en el modelo de

Randall Sundrum II con una brana con tensión variable, llamado chrono-brane (CB) de aquí en

adelante. Este modelo es capaz de lograr una expansión acelerada sino que también está apoyada

por diferentes observaciones del Universo (vea Garcia-Aspeitia et al. [135] para todos los detalles).

Investigamos los efectos de una brana con tensión variable VBT (variable brane tension por sus

siglas en inglés) en términos del factor de escala (redshift), i.e. λ(a) o λ(z). Proponemos una función

polinomial para la tensión de la brana, la cual es dominante a tiempos tardíos en el Universo, pero
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subdominante en el Universo temprano.

La tensión de la brana establece los límites de altas y bajas energías. Siguiendo las referencias

[136, 137], las ecuaciones de campo de Einstein proyectadas en una variedad cuatro dimensional

con una VBT (vea [138, 139] para una brana con tensión constante) puede ser escrita en la forma:

Gµν + ξµν = κ2
(4)Tµν +

6κ2
(4)

λ
Πµν . (3.46)

No asumimos campos de materia en el bulto [137] el cual es AdS5 [139]. Por lo tanto, la ecuación

de Friedmann es: H2 = (κ2
(4)/3)

∑
i ρi [1+ρi/(2λ)], recuperando la forma canónica cuando λ→∞.

La tensión de la brana puede ser re-escrita como λ(a) ≡ λ0λ̂(a), con λ0 como parámetro libre. La

función general adimensional, λ̂(a), da el comportamiento de la tensión de la brana en términos

de el factor de escala. Esta forma de escribir λ evita problemas con las constantes fundamentales,

eliminando la dependencia temporal. Por ejemplo, λ̂(a) ha sido absorbida por alguno de los tensores

asociados en (3.46).

Para producir una aceleración cósmica en las últimas etapas del Universo con una brana con

tensión variable VBT sin energía oscura, solo consideramos materia (bariónica y materia oscura)

y radiación como componentes del Universo, siendo una de las peculiaridades más interesantes de

este modelo. Una ecuación adimensional de Friedmann, E(z)2 ≡ H2(z)/H2
0 , puede ser re-escrita

como

E(z)2 = E2
nb(z) +

M
λ̂(z)

[
Ω2
m0(z + 1)6 + Ω2

r0(z + 1)8
]
, (3.47)

donde E2
nb(z) = Ωm0(z + 1)3 + Ωr0(z + 1)4,M = 3H2

0/2κ
2
4λ0, and Ωm0 = Ωb0 + ΩDM0. La compo-

nente de la radiación puede ser expresada como Ωr0 = 2.469 × 10−5(H0/100kms−1Mpc−1)−2(1 +

0.2271(3.04)). De la condición de planitud obtenemos,

M =
1− Ωm0 − Ωr0

Ω2
m0 + Ω2

r0

λ̂(0). (3.48)
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El parámetro de desaceleración puede ser expresado como, q(z) = (qI(z) + qII(z))/E2(z), donde:

qI(z) ≡ 1

2
Ωm0(z + 1)3 + Ωr0(z + 1)4, (3.49a)

qII(z) ≡ M
λ̂(z)

[2Ω2
m0(z + 1)6 + 3Ω2

r0(z + 1)8 − 1

2λ̂(z)

dλ̂(z)

dz
[Ω2

m0(z + 1)7 + Ω2
r0(z + 1)9]]. (3.49b)

Note que las ecuaciones (3.47) y q(z) se reducen a esas mostradas en [30] cuando la tensión de la

brana es constante.

Para explorar la cosmología de fondo, proponemos el siguiente ansatz para la VBT: λ̂(a) =

a−n → λ̂(z) = (z+1)n, donde n ∈ R es el parámetro libre y λ̂(1) = λ̂(0) = 1 para el factor de escala

y el redshift respectivamente. Otros autores han analizado el caso λ̂(a) = 1 − a−1 → |λ̂(z)| = z

[31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]. Esta forma (n = 1) se infiere a través de la ley de Eötvös

λ(T ) = K(Tc − T ), donde K es una constante, Tc es una temperatura crítica, y T ∼ a−1, es

la temperatura del Universo (ver [33] para más detalles). Por lo tanto, desde un punto de vista

fenomenológico, nuestra propuesta λ̂(z) podría obtenerse a partir de una generalización de la ley

de Eötvös, similar al teorema de Gauss en n-dimensiones.



Capítulo 4

Resultados y Conclusiones

4.1. Resultados

En este capítulo presentaremos los resultados más relevantes de los diferentes modelos cos-

mológicos estudiados en este trabajo. Los resultados están basados en estimar los parámetros

cosmológicos de cada modelo mediante un análisis Bayesiano, así como entender las repercusiones

más importantes para explicar la evolución del Universo bajo estos diferentes enfoques. Presenta-

remos los resultados en el mismo orden en que los modelos fueron descritos en la sección anterior.

Primero presentaremos los resultados del modelo estándar de cosmología, el modelo ΛCDM. A

continuación se presentarán los resultados del modelo ωCDM, el cuál fue estudiado mediante el

uso de observaciones de sistemas lentes gravitacionales fuertes. A continuación, se presentarán los

resultados de los modelos Cardassianos, que fueron contrastados con observaciones de SN Ia y

mediciones del parámetro de Hubble H(z). Luego se presentarán los resultados de los modelos

CPL y JBP, que fueron analizados por medio de sistemas lentes gravitacionales fuertes del mismo

modos que el modelo ωCDM. Por último, presentaremos los resultados de el modelo VBT que fue

contrastado con las observaciones: SN Ia, H(z), y SLS. Además se mencionarán algunas de las

consecuencias más importantes en la estimación de parámetros a través de las diferentes obser-

vaciones astrofísicas y se discutirán cuestiones relevantes en la elección de diferentes priors para

53
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constreñir los modelos cosmológicos.

En la estimación de parámetros hemos considerado una probabilidad gaussiana L(Θ) ∝ e−χ
2
(Θ)/2,

donde χ2(Θ) es dado por cada una de las funciones chi-cuadrada que se definieron en la sección

(2). Los parámetros libres Θ para cada modelo fueron estimados a través de un analysis bayesiano

MCMC mediante el módulo para python llamado emcee dado por [140]. Checamos las convergen-

cias de las cadenas usando la prueba de Gelman-Rubin propuesta por [141], parando la fase de

quemado si todos los parámetros tienen un valor menor a 1.07.

4.2. Resultados del modelo ΛCDM

Para analizar los parámetros del fondo del Universo para el modelo estándar de cosmología

(Ω0m y h) hemos considerado las mediciones de datos observacionales de Hubble y Supernovas

tipo Ia. Los lentes gravitacionales han sido descartados debido a que el único parámetro libre que

es posible constreñir es Ω0m, este parámetro tiene constricciones débiles utilizando lentes gravi-

tacionales fuertes como ya ha sido encontrado por diferentes autores (ver por ejemplo el trabajo

de Biesiada 2006 [50] para más detalles) y corroborado en este trabajo. Esto es debido a que la

cantidad de materia que existe entre un lente gravitacional y el observador (nosotros en la tierra)

siempre es cero, ya que la única forma de medir un lente gravitacional es que la luz viaje hasta

nosotros sin ser interrumpida por objetos materiales. El otro parámetro h no es considerado en ésta

técnica debido a que se cancela, ya que está basado en un cociente de dos distancias de diámetro

angular (véase la sección 2.3 para mas detalles).

Los parámetros (Ω0m, h) se estimaron mediante un análisis estadístico bayesiano MCMC asu-

miendo un prior plano en ambos parámetros: 0 < Ω0m < 1 y 0 < h < 1. Los valores del mejor

ajuste para los parámetros del modelo ΛCDM están dados en la tabla 4.1, además los contornos
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Tabla 4.1: Valores medios para los parámetros (Ωm0, h) del modelo ΛCDM derivados por cada
conjunto de datos.

Conjunto de datos χ2
min Ωm0 h

H(z) 15.91 0.265+0.0348
−0.0324 0.718+0.015

−0.015

SN Ia 682.9 0.2971+0.0346
−0.0331 0.732+0.0175

−0.0173

0.2 0.3 0.4

m0

0.67

0.70

0.73

0.76

0.79

h

0.70 0.75
h

H(z)
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Figura 4.1: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0 y h del modelo ΛCDM usando las mediciones de BAO, SN Ia y H(z).

de confidencia estadística para las diferentes mediciones se presentan en la figura 4.1. Entre los

resultados más importantes resalta la consistencia a 1 σ entre las diferentes observaciones para

ambos parámetros. Es importante mencionar que se realizará una comparación entre los diferen-

tes modelos en la sección 4.8 con el fin de analizar el modelo más prometedor para describir la

dinámica del Universo tardío. Vale la pena señalar que el valor para la constante de Hubble H0

se desvía considerablemente de los valores obtenidos por las mediciones de Planck 2015 [85], este

resultado que ya ha sido corroborado por diferentes autores es actualmente uno de los problemas

más grandes a los que se enfrenta el modelo estándar.
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4.3. Resultados del modelo ωCDM

Consideramos una probabilidad gaussiana L(Θ) ∝ e−χ
2
SL(Θ)/2, donde χ2

SL(Θ) es dado por la

ecuación (2.14). El modelo ωCDM fue contrastado con observaciones de sistemas lentes gravita-

cionales fuertes considerando dos parámetros libres Ω0m y ω0, además consideramos un parámetro

adicional f solo en el tercer caso (vea la tabla 4.2). Como mencionamos anteriormente, se supone

un prior gaussiano en Ω0m, por lo tanto, nuestra atención se centra en el parámetro ω0. Encon-

tramos consistencia para las constricciones obtenidas en las primeras tres pruebas (ver figuras 4.2

y 4.3), es decir, el valor ω0 no se ve afectado si un nuevo parámetro adicional f es considerado o

los sistemas con Dobs > 1 son excluidos. Sin embargo, los valores χ2
min y χ2

red reflejan la calidad

de las constricciones cosmológicas: mejora cuando excluimos los sistemas en la región Dobs > 1, y

sin cambios significativos cuando consideramos el parámetro correctivo f , de acuerdo con estudios

previos [f ∼ 1; f = 1.010 ± 0.017 para 56, 101, respectivamente]. Sin embargo, cuando se consi-

deran diferentes submuestras (vea las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 prueba T4 a T13) ω0 adquiere valores

diferentes, la mayoría apuntando a un universo con DE fantasma (ω0 < −1) y dos casos (T4 y

T10) donde ω0 es positivo, lo que no satisface la condición para un Universo en expansión acelera-

da a tiempos tardíos ω0 < −1/3, produciendo un q(z) no físico (ver Figura 4.7). A continuación,

analizamos con más detalle algunos resultados clave obtenidos de las submuestras.

La cuarta prueba T4 se realizó utilizando sistemas en la región de Dobs < 0.5, esta submuestra

consta de 30 puntos. Nueve de ellos tienen la peculiaridad de que su ecuación de lente teórica Eq.

(2.12) proporciona Dth < 0.5 solo cuando ω0 se vuelve positivo. Sin embargo, tres de estos sis-

temas (MG0751+2716, SL2SJ085019−034710, y SL2SJ02325−040823) nunca ingresan a la región

mencionada. Estas son consecuencias de la forma funcional de Dth, que da el mismo resultado para

diferentes valores de ω0. Como repercusión, los parámetros cosmológicos muestran problemas de

convergencia con el método MCMC, p. ej. observe que la distribución posterior Ωm0-ω0 presenta

contornos dobles de confidencia (ver figura 4.4).

La prueba T10 considera sistemas con dispersión de velocidades para las galaxias lentes en la
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región σ > 276 km s −1. Este caso proporciona valores más grandes para χ2
red que las pruebas

anteriores, lo que indica un Universo sin una etapa de aceleración dentro de 3σ. La región Dobs > 1

(T6) presenta el valor más alto de χ2
red para el modelo ωCDM. Estos problemas indican que

algunos sistemas dentro de estas regiones podrían tener algunas incertidumbres que afectan las

cantidades medidas θE y σ. La tabla A.5 muestra los 32 sistemas con Dobs > 1. Muchos de estos

sistemas aparecen marcados, lo que significa que tales objetos son: lentes no confirmados, o tienen

estructuras fuente complejas con múltiples arcos y contra-arcos, o la lente de primer plano está

claramente compuesta de dos componentes distintos, tienen medidas inciertas de desplazamiento

al rojo, o los arcos (anillos) están incrustados a la luz de la lente frontal. Remitimos al lector

interesado a las referencias presentadas en la Tabla A.4. Sugerimos que estos sistemas con Dobs > 1,

no deben usarse en la estimación de parámetros cosmológicos [vea también 61]. Finalmente,

examinamos tres regiones diferentes de acuerdo con el desplazamiento al rojo de la galaxia lente,

excluyendo aquellos sistemas con Dobs > 1. Descubrimos que: 0.2 ≤ zl ≤ 0.4 presenta las peores

constricciones, aunque con valores similares a los obtenidos con la muestra completa; zl < 0.2 y

zl > 0.4 muestran las segundas y terceras mejores estimaciones (consulte los valores de χ2
red en la

tabla 4.7). En general, obtenemos un buen ajuste a los datos y los peores resultados (mayor χ2
red)

son los correspondientes a las submuestras: Dobs > 1 (SS4), σ < 210 km s −1 (SS5) y σ > 276 km

s −1 (SS8) . El mejor valor de χ2
red se obtiene utilizando SS3, es decir, cuando 0.5 < Dobs < 1.

Para la mayoría de las pruebas, los valores estimados para las constricciones ω0 se desvían del

modelo de concordancia ΛCDM (ω0 = −1) hacia la región fantasma. Cuando se usa la muestra com-

pleta, nuestros límites ω0 (∼ −2.6) son inconsistentes con ω0 = −1.56±0.54 y ω0 = −1.026±0.041,

obtenido por [45, 98] respectivamente. Sin embargo, nuestra mejor estimación ω0 = −1.653+0.264
−0.322

obtenida en la región 0.5 ≤ Dobs < 1 (T5) es consistente con los valores antes mencionados y los

obtenidos por Cao et al. [56] (ω0 = −1.15+0.34
−0.35) usando el mismo método (46 SLS) con un pará-

metro correctivo f , y [57] (ω0 = −1.48+0.54
−0.94) suponiendo una generalización de la distribución de

masa para la galaxia lente (118 SLS). Para juzgar la calidad de nuestras constricciones, también

calculamos el FOM (Eq. 2.26) para cada prueba. Las constricciones más fuertes (es decir, el FOM
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Tabla 4.2: Valores medios de los parámetros (Ωm0, w0) para el modelo ωCDM y el parámetro
correctivo f derivados de emplear diferentes pruebas de SLS. Etiquetamos algunas submuestras
como U (unreliables), ya que presentan constricciones débiles en todos los modelos cosmológicos
estudiados con lentes gravitacionales, y presentan resultados no confiables en el análisis Bayesiano.

Conjunto de datos: número de datos χ2
min χ2

red Ωm0 w0 f
modelo ωCDM

T1 (todos los sistemas: 205) 597.693 2.944 0.309+0.006
−0.006 −2.606+0.513

−0.610 —
T2 (Dobs ≤ 1: 173) 409.759 2.396 0.311+0.006

−0.006 −2.593+0.794
−0.860 —

T3 (todos los sistemas con f : 205) 589.197 2.917 0.311+0.006
−0.006 −2.603+1.002

−0.917 1.017+0.006
−0.006

T4 (Dobs < 0.5: 30)U 67.469 2.410 0.312+0.006
−0.006 0.653+0.175

−4.515 —
T5 (0.5 ≤ Dobs ≤ 1: 143) 263.795 1.871 0.308+0.006

−0.006 −1.653+0.264
−0.322 —

T6 (Dobs > 1: 32)U 186.417 6.214 0.309+0.006
−0.006 −2.628+0.571

−0.665 —
T7 (σ < 210 km s−1: 64)U 201.766 3.254 0.309+0.006

−0.006 −2.100+0.416
−0.525 —

T8 (210 km s−1 ≤ σ < 243 km s−1: 53) 118.092 2.316 0.309+0.006
−0.006 −2.633+0.550

−0.641 —
T9 (243 km s−1≤ σ ≤ 276 km s−1: 49) 107.252 2.282 0.311+0.006

−0.006 −1.854+0.672
−0.958 —

T10 (σ > 276 km s−1: 39)U 128.989 3.486 0.311+0.006
−0.006 0.234+0.116

−0.127 —
T11 (Dobs ≤ 1 and zl < 0.2: 52) 110.663 2.213 0.311+0.006

−0.006 −3.134+0.807
−0.603 —

T12 (Dobs ≤ 1 and 0.2 ≤ zl ≤ 0.4: 49) 137.509 2.926 0.311+0.006
−0.006 −3.627+0.588

−0.276 —
T13 (Dobs ≤ 1 and zl > 0.4: 72) 149.099 2.129 0.311+0.006

−0.006 −1.163+0.318
−0.446 —

más alto) se obtienen cuando 0.5 ≤ Dobs < 1 (ver tabla 4.8). Por otro lado, la región Dobs < 0.5

proporciona las constricciones menos confiables, como se espera de los problemas de convergencia

y los contornos de doble confianza (ver Figura 4.4).

Presentamos la reconstrucción del parámetro de desaceleración en la figura 4.7 usando las es-

timaciones obtenidas en cada prueba. Observe que las estimaciones dadas por las pruebas T4 y

T10 exhiben valores no físicos, es decir, no proporcionan una aceleración cósmica en el Universo

a épocas tardías y sus q(z) están en desacuerdo con la predicción teórica estándar a altos despla-

zamientos al rojo (q(z) → 0.5). Las constricciones obtenidas de otras muestras proporcionan una

fase acelerada en los últimos tiempos. Sin embargo, solo T13 produce un valor q0 = q(z = 0) de

acuerdo con el modelo estándar (q0ΛCDM ∼ −0.5), mientras que los valores restantes de la muestra

están en tensión con el modelo estándar.
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Figura 4.2: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los pa-
rámetros Ωm0 y ω0 del modelo ωCDM para la muestra completa y la muestra final (FS) excluyendo
sistemas lentes gravitacionales fuertes (SLS) con un valor Dobs > 1.
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Figura 4.3: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 % y 99.7 % para los
parámetros Ωm0 y ω0 del modelo ωCDM y el parámetro correctivo f para la muestra completa.
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Figura 4.4: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0 y ω0 del modelo ωCDM para diferentes regiones según el valor de Dobs.
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Figura 4.5: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0 y ω0 del modelo ωCDM para diferentes regiones según el valor de la dispersión de
velocidades σ.
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Figura 4.6: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0 y ω0 del modelo ωCDM para diferentes regiones en el redshift de la lente zl.
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Figura 4.7: Reconstrucción del parámetro q(z), usando las constricciones obtenidas para el modelo
ωCDM.
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4.4. Resultados de los modelos Cardassianos

Se realizó un análisis estadístico bayesiano MCMC para estimar los parámetros (Ωm0, h, n) y

(Ωm0, h, n, l) para los modelos CO y CPM respectivamente. Estos modelos fueron constrastados

con observaciones de SN Ia y mediciones del parámetro de Hubble H(z), las cuales consisten de

mediciones de cronómetros cósmicos y oscilaciones acústicas de bariones [vea la sección 2.1 para

más detalles]. La función de probabilidad gaussiana construida para cada conjunto de datos viene

dada por LOHD ∝ exp(−χ2
OHD/2), LcJLA ∝ exp(−χ2

cJLA/2), LfJLA ∝ exp(−χ2
fJLA/2), y Ljoint ∝

exp(−χ2
tot/2), donde χ2

tot = χ2
OHD + χ2

cJLA. En todos nuestros cálculos, consideramos 3000 pasos

para estabilizar las estimaciones (fase de quemado), 6000 pasos MCMC y 1000 caminantes que se

inicializan en una región alrededor de los puntos esperados de máxima probabilidad, que se estima

con el método “differential evolution"proveniente de la paquetería scipy de python. Para ambos

modelos, CO y CPM, asumimos los siguientes priors: Ωm0[0, 1] y n[−1, 2/3]. Para el parámetro l

consideramos el prior [0, 6]. Para el parámetro h se consideran tres valores: un prior plano [0, 1] y

dos priors gaussianos, uno por Riess et al. [83, el primer punto en la Tabla A.1], y el otro por Ade

et al. [85] de las mediciones de Planck 2015 (h = 0.678±0.009). Cuando se usan los datos de cJLA,

también tomamos un prior plano para el parámetroM [−1, 1]. Los siguientes priors α[0, 2], β[0, 4.0],

M1
B[−20,−18] y ∆M [−0.1, 0.1] se consideran cuando se emplea la muestra fJLA. Para juzgar la

convergencia de la muestra, pedimos que la fracción de aceptación esté en el rango [0.2 − 0.5] y

verifiquemos el tiempo de autocorrelación que tiene que ser O(60− 80).

Llevamos a cabo cuatro corridas utilizando diferentes conjuntos de DOH: la muestra de obser-

vaciones completa dada en la Tabla A.1, los 31 puntos obtenidos usando el método ED (OHDDA),

y dos muestras que contienen los puntos de ED más esos puntos homogeneizados provenientes de

BAO utilizando un rd común, estimado a partir de mediciones de Planck y WMAP (Tabla A.2).

También estimamos los parámetros cosmológicos de los modelos CO y CPM utilizando las mues-

tras cJLA y fJLA. Además, realizamos un análisis en conjunto considerando cada muestra de DOH

y la muestra de cJLA. Las tablas 4.3 y 4.4 proporcionan los mejores ajustes para los parámetros
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utilizando los diferentes conjuntos de datos y priors en h. Las tablas 4.5 y 4.6 dan las constricciones

del siguiente análisis conjunto: OHD + cJLA (J1), OHDDA + cJLA (J2), OHDhpl + CJLA (J3),

y OHDhw9 + CJLA (J4). También damos el valor mínimo para la función chi-cuadrada, χmin, y

χred = χmin/dof reducido, donde el grado de libertad (dof) es la diferencia entre el número de

puntos y los parámetros libres.

4.4.1. cJLA vs. fJLA en la estimación de los parámetros cosmológicos

Cardassianos

El uso de la muestra fJLA para inferir valores a los parámetros cosmológicos tiene un alto

costo computacional cuando se prueban varios modelos. Para lidiar con esto, usamos la muestra

cJLA en lugar de la muestra fJLA. Sin embargo, la muestra cJLA se construyó bajo la suposición

de que la evolución del Universo está dada según la cosmología estándar. Para evaluar cómo las

constricciones del modelo cardassiano están sesgadas cuando se usan las diversas muestras de

SNIa, realizamos la estimación de parámetros con diferentes combinaciones de modelos, priors y

muestras. Las diversas constricciones se presentan en las Tablas 4.3 y 4.4. Observe que los valores

medios para los parámetros cosmológicos en el modelo CO obtenidos de ambas muestras de SNIa

son los mismos. Para el modelo MPC, la mayor diferencia se observa en el parámetro l (con prior

plano en h), ∼ 0.18σ. Es más pequeño para el parámetro n cuando se emplea un prior gaussiano

en h. La figura 4.8 ilustra la comparación de los contornos de confidencia estadística para estos

parámetros utilizando ambas muestras cJLA y fJLA (con prior plano en h). La figura 4.9 muestra

que no existe una diferencia significativa en la reconstrucción del parámetro q(z) para los modelos

CO y CPM utilizando las constricciones obtenidas de ambas muestras de SNIa. Por lo tanto, para

optimizar el tiempo computacional, en el siguiente análisis solo usamos la muestra comprimida de

JLA.
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Figura 4.8: Comparación de los contornos de confidencia Ωm0-n (panel izquierdo) y n-l (panel
derecho) para los parámetros de los modelos CO y CPM dentro de los niveles de confianza a 1σ y
3σ usando las muestras cJLA (lineas discontinuas) y fJLA (lineas sólidas) respectivamente. En la
estimación de parámetros, un prior plano es considerado. La cruz y la estrella marcan los valores
medios de cada conjunto de datos.
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Figura 4.9: Reconstrucción del parámetro de desaceleración q(z) para el modelo CO (panel izquier-
do) y CPM (panel derecho) usando las constricciones de las muestras cJLA y fJLA cuando un prior
plano en h es considerado. Note que no hay una diferencia significativa en el comportamiento de
q(z) usando las distintas muestras.
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Figura 4.10: Contornos de confidencia de los parámetros Ωm0-n (panel izquierdo) y n-l (panel
derecho) para los modelos CO y CPM dentro del nivel de confidencia a 1σ y 3σ usando la muestra de
DOH en Tabla A.1, la muestra de DOHED, y dos muestras que contienen los puntos del método de
ED más los puntos homogeneizados de las mediciones de BAO usando los valores de rd provenientes
de las mediciones de WMAP y Planck. Un prior plano en h fue considerado en la estimación de
parámetros.

4.4.2. Los efectos de la submuestra homogénea de DOH en la estimación

de parámetros.

En el capítulo 2, se construyó una muestra homogénea de DOH independiente del modelo

para evitar o reducir las constricciones sesgadas debido a asumir una cosmología o a los errores

sistemáticos subestimados en las mediciones de BAO. Las tablas 4.3 - 4.4 proporcionan los valores

estimados para el modelo CO y CPM a partir de la combinación de la nueva muestra de DOH. El

aumento en el error de rd también aumenta el error en H(z), reduciendo el ajuste para (χred). A

pesar de esto, la ventaja de estos nuevos valores es que podrían ser considerados independientes

de asumir un modelo cosmológico. La figura 4.10 muestra los contornos de los parámetros Ωm0 - n

CO (panel izquierdo) y n - l CPM (panel derecho) respectivamente utilizando diferentes muestras

de DOH. Tenga en cuenta que todas las estimaciones son consistentes dentro de los niveles de

confidencia a1σ y 3σ. La figura 4.11 ilustra las reconstrucciones para q(z) utilizando los diferentes

conjuntos de datos DOH. Observe que para el modelo CO, las muestras de DOH homogeneizadas

dan valores q(0) ligeramente diferentes a los obtenidos de la muestra en la Tabla A.1. Para el

modelo CPM, estas diferencias son menos significativas
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Figura 4.11: Reconstrucción del parámetro de desaceleración q(z) para los modelos CO (panel
izquierdo) y CPM (panel derecho) usando las constricciones de diferentes muestras de DOH cuando
un prior plano en h es considerado.

4.4.3. Los efectos de un prior gaussiano differente en h.

Uno de los problemas más importantes en cosmología es la tensión hasta más de 3σ entre las

mediciones locales de la constante de Hubble H0 y las obtenidas de las anisotropías del CMB [142].

La última estimación de la colaboración de Planck [85], h = 0.678 ± 0.009, no está de acuerdo

con el primer valor dado en la Tabla A.1. Por lo tanto, el uso de diferentes priors gaussianos en

h conducirá a diferentes estimaciones en los parámetros de los modelos CO y CPM. Por lo tanto,

llevamos a cabo todos nuestros cálculos con ambos casos. La figura 4.12 ilustra cómo los contornos

de confianza para los parámetros Ωm0 - n y l - n de los modelos CO (panel izquierdo) y CPM (panel

derecho) obtenidos desde DOHhpl cambian usando cada prior gaussiano. Aunque son consistentes

a 3σ, la tensión en las constricciones es notable. A pesar de estas diferencias, ambos resultados

conducen al Universo a una fase de expansión acelerada pero con amplitud, q(0) y redshifts de

transición ligeramente diferentes (es decir, el z al que el Universo pasa de una fase desacelerada a

una acelerada). Además, las estimaciones del modelo CO y CPM son consistentes con la cosmología

estándar, incluso cuando se consideran diferentes priors gaussianos.
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4.4.4. Implicaciones cosmológicas de las constricciones de los modelos

CO y CPM

La figura 4.14 muestra las distribuciones posteriores marginalizadas 1D y los contornos 2D

68 %, 95 %, 99 % para los parámetros Ωm0, h y n del modelo CO obtenido de DOHhpl, cJLA y J3

con priors planos (panel izquierdo) y gaussianos (panel derecho) en h. Suponiendo un prior plano

en h, las estimaciones de Ωm0, h obtenidas de los diferentes conjuntos de datos son consistentes

entre ellas y están de acuerdo con las mediciones de Planck para el modelo estándar. Para el

parámetro n encontramos una tensión en las constricciones obtenidas de los diferentes conjuntos

de datos. Sin embargo, las estimaciones tienen grandes incertidumbres siendo consistentes entre

ellos dentro del nivel de condifencia a 1σ. Nuestras restricciones para n son consistentes dentro

del nivel de confidencia a 1σ con aquellas que han sido obtenidas por otros autores, por ejemplo,

n = −0.04+0.07
−0.07 [143], n = 0.16+0.30

−0.52 [144], y n = −0.022+0.05
−0.05 [145]. Vale la pena señalar que, cuando

se usan los datos de cJLA, Ωm adquiere valores extremadamente bajos (vea el contorno Ωm0 - n),

que es consistente con los resultados de Wei et al. [144] que obtuvo un contorno similar utilizando

el conjunto de datos Union 2.1. Además, los valores para χ2
red provenientes de SN Ia sugieren que

sus errores (muestra cJLA) están subestimados.

Por otro lado, cuando se considera el prior gaussiano en h dado por Riess et al. [83], los DOHhpl

proporcionan un mejor ajuste para los parámetros del modelo CO que aquellos que se obtiene

cuando se utiliza un prior plano (vea los valores χ2
red). Los datos de SN Ia no muestran diferencias

estadísticas importantes en la estimación de parámetros cuando se emplean los diferentes priors.

Observe que para el análisis en conjunto (ver Fig. 4.14), n prefiere valores alrededor de n ∼ 0.

La figura 4.15 muestra los ajustes para los DOHhpl (panel superior) y los datos de cJLA (panel

inferior) utilizando los DOHhpl, cJLA y J3 para el modelo CO. Se realizó un análisis Monte Carlo

para propagar el error a nivel de confidencia a 1σ y 3σ. La comparación entre estos resultados

y el ajuste para ΛCDM revela que ambos modelos están de acuerdo con los datos y que no hay

una diferencia significativa entre ellos. Además, cuando se usan las constricciones J1, J2 y J4,
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Figura 4.14: Distribuciones 1D y niveles de confianza 2D al 68 %, 95 %, 99.7 % para los parámetros
Ωm0, h y n del modelo CO asumiendo un prior plano (izquierda) y gaussiano (hRiess derecha) en h.

encontramos resultados consistentes dentro del nivel de confianza a 1σ. Por lo tanto, el término

adicional a la ecuación. (3.29) canónica de Friedmann actúa como una CC. Sin embargo, en los

modelos CO, este término puede obtenerse mediante una dimensión adicional en lugar de la energía

de vacío esperada.

Para confirmar que el modelo CO puede conducir a una aceleración cósmica tardía, recons-

truimos el parámetro de desaceleración utilizando los valores medios derivados de los diferentes

conjuntos de datos. La figura 4.16 muestra que la dinámica de q(z) es similar para los modelos

ΛCDM y CO cuando se utilizan constricciones con DOHhpl, cJLA y J3, es decir, el universo tiene

una fase tardía de expansión acelerada. Observe que aunque los niveles de confianza en la recons-

trucción q(z) obtenida de las constricciones de SNIa son mayores que los obtenidos por DOHhpl,

son consistentes entre ellos. La diferencia podría explicarse por el parámetro libre adicional (M)

en el análisis de SNIa.

La figura 4.17 muestra las distribuciones posteriores marginalizadas 1D y los contornos 2D
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Tabla 4.3: Valores medios para los parámetros del modelo CO (Ωm0, h, n) derivados de los DOH
y los datos de SN IA para las muestras cJLA y fJLA.

modelo CO
Parámetro DOH DOHED DOHhpl DOHhw9 cJLA fJLA

Prior plano en h
χ2
min 25.37 15.22 21.25 22.52 32.95 682.28
χ2
red 0.52 0.54 0.44 0.46 1.22 0.93

Ωm0 0.25+0.02
−0.02 0.30+0.06

−0.06 0.25+0.02
−0.03 0.25+0.03

−0.03 0.22+0.11
−0.12 0.22+0.11

−0.12

h 0.65+0.03
−0.03 0.69+0.06

−0.05 0.66+0.04
−0.03 0.66+0.04

−0.03 0.72+0.19
−0.19 0.72+0.18

−0.18

n 0.26+0.16
−0.15 −0.19+0.51

−0.50 0.23+0.20
−0.20 0.16+0.22

−0.22 0.16+0.17
−0.26 0.16+0.18

−0.26

M(M1
B) – – – – 0.07+0.5

−0.66 −18.96+0.49
−0.64

∆M – – – – – −0.06+0.02
−0.01

α – – – – – 0.14+0.006
−0.006

β – – – – – 3.10+0.08
−0.07

Prior gaussiano en h = 0.732± 0.017
χ2
min 28.86 14.47 22.83 23.91 32.95 682.28
χ2
red 0.60 0.51 0.47 0.49 1.22 0.93

Ωm0 0.24+0.01
−0.01 0.31+0.03

−0.04 0.24+0.01
−0.01 0.24+0.01

−0.01 0.22+0.11
−0.12 0.22+0.11

−0.12

h 0.71+0.01
−0.01 0.72+0.01

−0.01 0.72+0.01
−0.01 0.72+0.01

−0.01 0.73+0.01
−0.01 0.73+0.01

−0.01

n −0.01+0.08
−0.08 −0.43+0.28

−0.30 −0.02+0.09
−0.10 −0.11+0.10

−0.11 0.16+0.17
−0.26 0.16+0.18

−0.26

M(M1
B) – – – – 0.10+0.05

−0.05 −18.94+0.05
−0.05

∆M – – – – – −0.06+0.02
−0.01

α – – – – – 0.14+0.006
−0.006

β – – – – – 3.10+0.08
−0.07

Prior gaussiano en h = 0.678± 0.009
χ2
min 25.24 14.53 20.79 22.04 32.95 –
χ2
red 0.52 0.51 0.43 0.45 1.22 –

Ωm0 0.26+0.01
−0.01 0.33+0.05

−0.07 0.26+0.02
−0.02 0.25+0.02

−0.02 0.22+0.11
−0.12 –

h 0.67+0.008
−0.008 0.67+0.009

−0.009 0.67+0.008
−0.008 0.67+0.008

−0.008 0.67+0.009
−0.009 –

n 0.15+0.06
−0.06 −0.05+0.27

−0.32 0.17+0.08
−0.08 0.09+0.08

−0.09 0.16+0.17
−0.26 –

M – – – – −0.06+0.03
−0.03 –
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Tabla 4.4: Valores medios para los parámetros del modelo CPM (Ωm0, h, n, l) derivados de los
DOH y SN Ia usando las muestras cJLA y fJLA sample.

modelo CPM
Parámetro DOH DOHED DOHhpl DOHhw9 cJLA fJLA

Prior plano en h
χ2
min 25.31 17.95 21.17 22.98 33.76 682.92
χ2
red 0.53 0.66 0.45 0.48 1.29 0.93

Ωm0 0.25+0.04
−0.04 0.32+0.06

−0.07 0.25+0.04
−0.05 0.25+0.04

−0.04 0.22+0.12
−0.13 0.22+0.12

−0.13

h 0.64+0.03
−0.02 0.68+0.07

−0.05 0.65+0.03
−0.03 0.65+0.04

−0.03 0.72+0.18
−0.19 0.72+0.18

−0.18

n 0.17+0.34
−0.68 0.10+0.38

−0.60 0.25+0.29
−0.68 0.15+0.34

−0.65 0.36+0.07
−0.33 0.33+0.09

−0.50

l 0.77+1.45
−0.43 2.13+2.34

−1.33 0.95+1.90
−0.58 0.92+1.66

−0.52 2.61+2.27
−1.83 2.09+2.51

−1.49

M(M1
B) – – – – 0.08+0.50

−0.67 −18.97+0.49
−0.65

∆M – – – – – −0.06+0.02
−0.01

α – – – – – 0.14+0.006
−0.006

β – – – – – 3.10+0.08
−0.07

Prior gaussiano en h = 0.732± 0.017
χ2
min 27.75 14.92 22.40 23.42 33.75 683.17
χ2
red 0.59 0.55 0.47 0.49 1.29 0.93

Ωm0 0.24+0.01
−0.01 0.32+0.03

−0.04 0.24+0.02
−0.02 0.23+0.02

−0.02 0.22+0.12
−0.14 0.22+0.12

−0.13

h 0.71+0.01
−0.01 0.72+0.01

−0.01 0.72+0.01
−0.01 0.72+0.01

−0.01 0.73+0.01
−0.01 0.73+0.01

−0.01

n −0.34+0.40
−0.42 −0.03+0.24

−0.49 −0.19+0.39
−0.50 −0.28+0.39

−0.46 0.36+0.07
−0.33 0.34+0.08

−0.47

l 0.62+0.49
−0.20 2.12+2.29

−1.20 0.75+0.80
−0.30 0.77+0.73

−0.28 2.60+2.27
−1.81 2.26+2.44

−1.63

M(M1
B) – – – – 0.10+0.05

−0.05 −18.94+0.05
−0.05

∆M – – – – – −0.06+0.02
−0.01

α – – – – – 0.14+0.006
−0.006

β – – – – – 3.10+0.08
−0.07

Prior gaussiano en h = 0.678± 0.009
χ2
min 25.03 14.70 20.84 21.96 33.79 –
χ2
red 0.53 0.54 0.44 0.46 1.29 –

Ωm0 0.25+0.02
−0.02 0.35+0.05

−0.08 0.26+0.03
−0.03 0.25+0.02

−0.03 0.22+0.12
−0.13 –

h 0.67+0.008
−0.008 0.67+0.009

−0.009 0.67+0.009
−0.009 0.67+0.009

−0.008 0.67+0.009
−0.009 –

n −0.01+0.35
−0.57 0.24+0.19

−0.53 0.16+0.26
−0.60 0.03+0.31

−0.58 0.36+0.07
−0.36 –

l 0.71+0.95
−0.34 2.08+2.44

−1.37 0.96+1.55
−0.55 0.87+1.22

−0.45 2.59+2.27
−1.8 –

M – – – – −0.06+0.03
−0.03 –
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Tabla 4.5: Valores medios para los parámetros (Ωm0, h, n) derivados de un análisis en conjunto
DOH+cJLA.

Modelo CO
Conjunto de datos χ2

min χ2
red Ωm0 h n M

Prior plano en h
J1 58.91 0.71 0.25+0.01

−0.01 0.68+0.01
−0.01 0.12+0.06

−0.06 −0.04+0.03
−0.03

J2 48.28 0.58 0.30+0.05
−0.05 0.68+0.02

−0.02 −0.001+0.15
−0.17 −0.03+0.06

−0.06

J3 54.28 0.66 0.25+0.02
−0.02 0.69+0.01

−0.01 0.11+0.07
−0.07 −0.02+0.04

−0.04

J4 55.17 0.67 0.25+0.02
−0.02 0.67+0.01

−0.01 0.10+0.07
−0.08 −0.07+0.04

−0.04

Prior gaussiano en h = 0.732± 0.017
J1 63.34 0.76 0.25+0.01

−0.01 0.70+0.01
−0.01 0.05+0.05

−0.05 0.001+0.02
−0.03

J2 50.73 0.61 0.27+0.04
−0.05 0.71+0.01

−0.01 0.001+0.14
−0.15 0.03+0.04

−0.04

J3 57.37 0.69 0.24+0.02
−0.02 0.70+0.01

−0.01 0.06+0.06
−0.07 0.01+0.03

−0.03

J4 60.96 0.73 0.24+0.02
−0.02 0.70+0.01

−0.01 0.04+0.07
−0.07 −0.01+0.03

−0.03

Prior gaussiano en h = 0.678± 0.009
J1 59.04 0.71 0.26+0.01

−0.01 0.67+0.007
−0.007 0.13+0.05

−0.05 −0.05+0.02
−0.02

J2 48.53 0.58 0.31+0.04
−0.05 0.67+0.008

−0.008 0.001+0.15
−0.17 0.05+0.03

−0.03

J3 54.80 0.66 0.26+0.02
−0.02 0.68+0.007

−0.007 0.13+0.06
−0.07 −0.04+0.02

−0.02

J4 55.18 0.65 0.25+0.02
−0.02 0.67+0.007

−0.007 0.10+0.07
−0.07 −0.06+0.02

−0.02

Tabla 4.6: Valores medios para los parámetros del modelo CPM (Ωm0, h, n, l) derivados de un
análisis en conjunto de DOH+cJLA.

Modelo CPM
Conjunto de datos χ2

min χ2
red Ωm0 h n l M

Prior plano en h
J1 58.61 0.71 0.25+0.02

−0.02 0.68+0.01
−0.01 −0.03+0.34

−0.56 0.74+0.90
−0.35 −0.04+0.03

−0.03

J2 48.25 0.58 0.32+0.05
−0.07 0.68+0.02

−0.02 0.25+0.13
−0.51 2.00+2.244

−1.33 −0.03+0.06
−0.06

J3 54.23 0.66 0.25+0.03
−0.03 0.68+0.01

−0.01 0.06+0.29
−0.58 0.89+1.29

−0.47 −0.02+0.04
−0.04

J4 55.14 0.67 0.25+0.03
−0.03 0.67+0.01

−0.01 0.06+0.28
−0.58 0.91+1.29

−0.49 −0.07+0.04
−0.04

Prior gaussiano en h = 0.732± 0.017
J1 62.91 0.75 0.24+0.02

−0.02 0.70+0.01
−0.01 −0.14+0.36

−0.51 0.70+0.72
−0.29 −0.0006+0.03

−0.03

J2 50.81 0.61 0.30+0.04
−0.06 0.71+0.01

−0.01 0.22+0.14
−0.54 1.77+2.44

−1.17 0.03+0.04
−0.04

J3 57.32 0.69 0.24+0.02
−0.02 0.70+0.01

−0.01 0.002+0.29
−0.55 0.88+1.12

−0.44 0.01+0.03
−0.03

J4 60.91 0.73 0.24+0.02
−0.02 0.70+0.01

−0.01 −0.007+0.29
−0.55 0.89+1.15

−0.45 −0.01+0.03
−0.03

Prior gaussiano en h = 0.678± 0.009
J1 58.85 0.70 0.25+0.02

−0.02 0.67+0.007
−0.007 −0.02+0.33

−0.57 0.74+0.92
−0.35 −0.05+0.02

−0.02

J2 48.45 0.58 0.33+0.04
−0.06 0.67+0.008

−0.008 0.26+0.12
−0.51 2.10+2.42

−1.42 0.05+0.03
−0.03

J3 54.82 0.66 0.26+0.03
−0.03 0.68+0.007

−0.007 0.09+0.28
−0.59 0.91+1.35

−0.49 −0.04+0.02
−0.02

J4 55.19 0.66 0.25+0.02
−0.03 0.67+0.007

−0.007 0.06+0.27
−0.57 0.91+1.25

−0.48 −0.06+0.02
−0.032
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Figura 4.15: Ajuste a los DOHhpl (panel izquierdo) y la muestra cJLA (panel derecho) usando los
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prior plano en h. La reconstrucción q(z) de las constricciones de J3 es mostrada en ambos paneles.
La línea discontinua y punteada representan el 68 % y 99.7 % niveles de confianza respectivamente.
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68 %, 95 %, 99 % para los parámetros del modelo CPM Ωm0, h, n y l obtenidos de DOHhpl, cJLA

y J3 con priors planos (panel izquierdo) y gaussianos (panel derecho) en h. Considerando un prior

plano en h, los diferentes conjuntos de datos proporcionan constricciones ligeramente diferentes en

Ωm0 y h. Por ejemplo, DOHED estima valores más altos (bajos) en Ωm0 (h) y SN Ia valores más

bajos (altos). Sin embargo, los límites son consistentes dentro de 1σ. Para las restricciones n y

l, también obtuvimos una tensión marginal usando diferentes datos, pero son consistentes dentro

de 1σ. Observe que nuestras constricciones incluyen n = 0 y l = 1, que reproduce la dinámica

del modelo ΛCDM. Todos nuestros límites son similares dentro de 1σ a los que se han obtenido

por otros autores, p.ej Li et al. [146] que combina datos de SN Ia, BAO y CMB n = 0.014+0.36
−0.94,

l = 1.09+1.01
−0.46, Magaña et al. [147] usando lentes gravitacionales fuertes estima n = 0.41 ± 0.25,

l = 5.2 ± 2.25, Zhai et al. [145] proporciona n = 0.16+0.08
0.09 , l = 1.38+0.25

−0.22 del análisis conjunto de

CMB, BAO más SN Ia ( JLA), y Zhai et al. [148] obtienen n = 0.02+0.26
−0.41, l = 1.1+0.8

−0.4 del análisis

conjunto de CMB , BAO, SN Ia, fσ8 y el valor H0 de Riess et al. [149]. Además, los valores χ2
red

indican que DOHED proporcionan constricciones para CPM mejores (imparciales) y los valores

de los datos de SN Ia sugieren que sus errores (cJLA muestra) están subestimados. Teniendo en

cuenta el prior gaussiano en h por Riess et al. [83], los DOH, DOHhpl y DOHhw9 implica mejoras

en las constricciones de CPM (ver los valores χred). Para la prueba de SN Ia (cJLA), no existe

una diferencia significativa con el caso de prior plano. Observe que los límites estrictos se estiman

a partir del análisis en conjunto (vea también la Fig. 4.17). La figura 4.18 muestra los ajustes a

los DOHhpl y cJLA usando DOHhpl, cJLa y J3 de las constricciones para el modelo CPM y el

modelo ΛCDM con un prior plano en h. Para propagar los errores en DOH, µ(z) y q(z), hemos

utilizado un análisis Monte Carlo. Para ambas técnicas DOH y µ(z), no existe una diferencia

estadística significativa entre el modelo CPM y el modelo estándar. Se obtiene un buen acuerdo a

1σ empleando las constricciones J1, J2 y J4. Además, la Figura 4.19 muestra la reconstrucción del

parámetro q(z) usando las estimaciones de los DOH y SN Ia. Para las constricciones de DOH, la

dinámica de q(z) para el modelo CPM está de acuerdo con la del modelo estándar. Cuando se usan

las estimaciones de SN Ia, el historial de la aceleración cósmica para el modelo CPM es consistente
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Figura 4.17: Distribuciones 1D y niveles de confianza 2D al 68 %, 95 %, 99.7 % para los parámetros
Ωm0, h, n, and l del modelo CPM asumiendo un prior plano (izquierda) y gaussiano (hRiess) en h.

con el model ΛCDM dentro de nivel de confidencia a 1σ y 3σ. Por lo tanto, el escenario para el

modelo CPM es viable para explicar la aceleración cósmica tardía sin un componente de energía

oscura y su dinámica cosmológica es casi indistinguible del modelo estándar.

4.5. Resultados del modelo CPL y JBP

Estos modelos fueron analizados con sistemas lentes gravitacionales fuertes. En la estimación

de parámetros hemos considerado una probabilidad gaussiana L(Θ) ∝ e−χ
2
SL(Θ)/2, donde χ2

SL(Θ)

es dado por a ecuación (2.14). Los parámetros libres Θ para cada modelo fueron estimados a tra-

vés de un analysis bayesiano MCMC. Consideramos 1000 pasos de fase de quemado, 5000 pasos

MCMC y 1000 caminadores inicializados cerca de la región de máxima probabilidad de acuerdo a

otras observaciones astrofísicas.
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Figura 4.19: Reconstrucción del parámetro de desaceleración q(z) para el modelo CPM y ΛCDM
usando las constricciones de los DOHhpl (panel izquierdo) y datos de SN Ia (panel derecho) con un
prior plano en h. La reconstrucción q(z) de las constricciones de J3 es mostrada en ambos paneles.
La línea discontinua y punteada representan el 68 % y 99.7 % niveles de confianza respectivamente.
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En todos los escenarios, hemos considerado las siguientes pruebas en el analysis Bayesiano.

La primer prueba (T1) fue realizada empleando la muestra completa usando la aproximación SIS

dada por ecuación 2.13; la segunda prueba (T2) fue hecha usando la submuestra uno SS1 (por

sus siglas en inglés); y la tercer prueba (T3) fue llevada acabo usando también la submuestra SS1

agregando un nuevo parámetro (f) que toma en consideración sistemáticos desconocidos como ha

sido mencionado previamente por ecuación (2.16). También realizamos pruebas con los datos de

SLS bineados en Dobs: la submuestra SS2, SS3 y SS4 con las pruebas T4 a T6 respectivamente.

Además, estimamos los parámetros de los modelos con los datos de SLS bineados en σ usando: las

submuestras SS5 (T7); SS6 (T8); SS7 (T9); y SS8 (T10). Finalmente constreñimos los parámetros

cosmológicos con los datos de SLS bineados en el redshift de la lente (zl) para: las submuestras

SS9 (T11), SS10 (T12), y SS11 (T13). Estas pruebas fueron llevadas acabao asumiendo un prior

gaussiano para Ω0m = 0.3111± 0.0056, de acuerdo con las observaciones más recientes de Planck

[1]. También asumimos los siguientes priors: −4 < ω0 < 1, −5 < ω1 < 5 y (0.8)2 < f < (1.2)2.

La tabla 4.7 proporciona los mejores valores ajustados para los parámetros libres de cada modelo

usando los diferentes casos mencionados anteriormente. También presentamos los valores para χ2
min

y χ2
red y el número de puntos observacionales usado en cada escenario. La tabla 4.8 da los valores

AIC, BIC, y FOM para cada modelo cosmológico usando las diferentes muestras de SLS (FS,

SS1-SS11).

4.5.1. Constricciones para CPL

Note que a pesar de que la parametrización CPL para la ecuación de estado de la energía oscura

(Eq. 3.40) agrega un nuevo parámetro extra en comparación del modelo ωCDM, el cuál también

ha sido contrastado con las mismas observaciones, los rangos de los valores para χ2
min y χ2

red son

muy similares. Las constricciones para ω0 estimadas para las pruebas T1-T3 son muy similares

(∼ −2.4,−2.7), sin embargo los valores para ω1 no concuerdan entre las diferentes pruebas (ver

figuras 4.20 y 4.21). Cuando las submuestras son consideradas (T4 to T13, figuras 4.22, 4.23 y
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4.24), ω0 es positivo solo para la región zl > 0.4 (ver figura 4.24), y adopta un valor negativo para

las otras submuestras. El parámetro ω1 es muy sensible a cada caso teniendo diferentes valores

medios en cada prueba.

Cuando un nuevo parámetro f , (T3) es tomado en cuenta, no se muestran mejoras sustanciales

en el valor de χ2
red. EL resultado para el parámetro correctivo f es consistente con los obtenidos

por Cao et al. [56, 101]. Una vez más, las constricciones de ω0 y ω1 parecen empeorar en la

región Dobs < 0.5 (T4), mostrando problemas de convergencia reflejados en dobles contornos en

la correlación de los parámetros cosmológicos (ver figura 4.22). Note que se obtienen valores más

grandes para la χ2
red que los valores que se obtienen con la muestra completa (tabla 4.7) solo para

las regiones: Dobs > 1 (T6), σ < 210 km s−1 (T7) y σ > 276 km s−1 (T10). Por otro lado, el valor

más pequeño para χ2
red está dado para la región 0.5 < Dobs < 1, sugiriendo un mejor ajuste para

el modelo.

Cuando la muestra completa es usada, las constriciones para ω0 y ω1 no son consistentes con las

observaciones de Scolnic et al. [45] y Aghanim et al. [98] (ω0 = −1.009±0.159 ω1 = −0.129±0.755

y ω0 = −0.961± 0.077 ω1 = −0.28± 0.29, respectivamente) pero muestran consistencia a 1σ con

esos obtenidos por Cao et al. [56] (ω0 = −0.024 ± 2.42 ω1 = −6.35 ± 9.75) usando 46 SLS. A

pesar de lo anterior, algunas submuestras son consistentes con los trabajos de Scolnic et al. [45]

y Aghanim et al. [98], mostrando diferentes comportamientos para la energía oscura (fantasma y

quintaesencia). El parámetro ω0 adopta un valor positivo en la región zl > 0.4, un valor similar es

reportado en el trabajo de Cao et al. [56] usando una muestra con 80 SLS. Para todas las pruebas,

el estimador FOM muestra constricciones más ajustadas en la región 0.2 ≤ zl ≤ 0.4 (T12), y unas

malas constricciones en la región 243km s−1 < σ ≤ 276km s−1 (T9).

Reconstruimos la función q(z) usando las constricciones obtenidas para cada prueba (ver figura

4.25). Note que T4, T10 y T13 nos llevan a constricciones que resultan en comportamientos no

físicos para q(z). Por el contrario, los proporcionados por las pruebas T5, T7 y T13 nos llevan a

un época de aceleración-desaceleración la cual es característica de modelos donde la ecuación de

estado de la energía oscura es parametrizada, es decir una realentización de la aceleración cósmica
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Figura 4.20: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para
los parámetros Ωm0, ω0 y ω1 del modelo CPL para la muestra completa y la muestra final (FS)
excluyendo sistemas lentes gravitacionales fuertes (SLS) con un valor Dobs > 1.

[150, 151, 152, 153, 154]. A pesar de que las constricciones en T13 producen una fase de aceleración

en el Universo, no ocurre a z = 0.

4.5.2. Constricciones para el modelo JBP

Los parámetros libres de la parametrización JBP son: Ω0m, ω0 y ω1 al igual que en el caso del

modelo CPL, sin embargo la ecuación de estado de la energía oscura difiere en ambos casos. Es

valioso resaltar que el rango de los valores para χ2
min y χ2

red son similares a esos obtenidos para los

modelos ωCDM y CPL. Para las primeras 3 pruebas (T1-T3), las constricciones para ω0 difieren

muy poco, encontrándose en el régimen fantasma (ver Tabla 4.7, figuras 4.26 y 4.27). Sin embargo,

el parámetro ω1 tiene cambios notables en su valor para cada caso (ver figuras 4.26 y 4.27). El

parámetro correctivo f no introduce mejoras significativas en el valor de χ2
red, y es consistente con

los valores reportados en Cao et al. [56], Treu et al. [101]. Cuando diferentes submuestras son usadas

(es decir T4 a T13), las constricciones de los parámetros cosmológicos son muy sensibles a los datos
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Figura 4.21: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para
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completa.
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Figura 4.22: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0, ω0 y ω1 del modelo CPL para diferentes regions del valor de Dobs.
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parámetros Ωm0, ω0 y ω1 del modelo CPL para diferentes regiones del valor de la dispersión de
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Figura 4.25: Reconstrucción del parámetro q(z), usando las constricciones obtenidas para el modelo
CPL.

seleccionados (ver figuras 4.28, 4.29 y 4.30). El parámetro ω0 prefiere valores negativos llevando

al Universo a una etapa de expansión acelerada en todos los escenarios excluyendo a la región

Dobs < 0.5 (T4). El parámetro ω1 también adopta valores distintos en todos los casos. Como en los

modelos wCDM y CPL, obtenemos valores grandes para la función χ2
red para las regiones: Dobs > 1

(T6), σ < 210 km s−1 (T7) y σ > 276 km s−1 (T10). Similarmente, el mejor valor para χ2
red es

también en la región 0.5 < Dobs < 1 (T5). La región Dobs < 0.5 presenta problemas de convergencia

como en los modelos anteriores, mostrando dobles contornos de confidencia en todos los parámetros

libres y resulta en constricciones positivas para el parámetro ω0, incompatible con un Universo en

aceleración. Para las primeras tres pruebas, las constricciones del modelo JBP son inconsistentes

con los obtenidos por Wang et al. [153] (ω0 = −0.648 ± 0.252, ω1 = −3.419 ± 2.290) y Magana

et al. [155], (ω0 = −0.80 ± 0.45, ω1 = −3.78 ± 3.73). Sin embargo, las constricciones obtenidas

para ω0 en la región 0.5 ≤ Dobs ≤ 1 es consistente con esos estimados por Magana et al. [155] y

Wang et al. [153], aunque ω1 es solo consistente con el valor obtenido por Magana et al. [155]. El

estimador FOM nos resulta en constricciones ajustadas en la región 0.5 ≤ Dobs < 1 (T5) y débiles

en las regiones Dobs < 0.5 (T4) y 0.2 ≤ zl ≤ 0.4 (T12). La figura 4.31 muestra la reconstrucción del

parámetro de desaceleración para el modelo JBP usando las constricciones derivadas de cada caso.

Es de resaltar el comportamiento de la función q(z) mostrando una desaceleración del Universo a

tiempos tardíos para las pruebas T5 y T13. Este comportamiento es consistente con muchos autores
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Figura 4.26: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para
los parámetros Ωm0, ω0 y ω1 del modelo JBP para la muestra completa y la muestra final (FS)
excluyendo sistemas lentes gravitacionales fuertes (SLS) con un valor Dobs > 1.

para estas parametrizaciones [ver por ejemplo 152, 153]. Note que también T4 y T10 presentan un

comportamiento no estandar, es decir, nunca cruzan la región de aceleración. Los casos restantes

están de acuerdo con el conocimiento estandar.

4.6. Comparación de las constricciones cosmológicas con len-

tes gravitacionales para los modelos ωCDM, CPL y JBP

Como podemos ver en la tablas 4.2 y 4.7, Los valores de χ2
min y χ2

red son muy similares en-

tre los 3 modelos para todas las muestras, incluso cuando el modelo ωCDM tiene un parámetro

menos que los otros modelos. Es de mencionar, que el valor medio del parámetro f obtenido con

diferentes modelos es consistente (f = 1.018+0.007
−0.007) entre ellos y está de acuerdo con los resultados

reportados por [56, 101]. Por lo tanto, esto indica que los posibles errores sistemáticos que afec-

ten la separación de la imágen estan estimados a un máximo de 5% cuando f es considerado el
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Figura 4.27: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para
los parámetros Ωm0, ω0 y ω1 del modelo JBP usando el parámetro correctivo f para la muestra
completa.
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Figura 4.28: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0, ω0 y ω1 del modelo JBP para diferentes regiones del valor de Dobs.
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Figura 4.30: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
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Figura 4.31: Reconstrucción del parámetro q(z), usando las constricciones para el modelo JBP.
Note que T4 está fuera del rango mostrado en la figura, en este caso T4 no predice un universo
acelerado y por lo tanto no se encuentra dentro de nuestras regiones.

mismo valor para todos los sistemas. Sin embargo, ya que las mediciones de los SLS son hechos

con diferentes instrumentos y bajo distintas circunstancias, se esperaría que cada sistema tenga

sus propios errores sistemáticos. Considerando al parámetro correctivo f como independiente para

cada sistema, obtenemos que algunas de las mediciones presentan desviaciones más allá de las pro-

puestas por Treu et al. [101] y Cao et al. [56]. Esto puede verse en la figura 4.32, la cual muestra los

valores obtenidos para el parámetro correctivo f cuando es considerado independiente para cada

SLS, la muestra completa de sistemas muestra valores muy alejados en algunos sistemas, situación

que logra corregirse en nuestra muestra restringida de 143 SLS para la región 0.5 < Dobs < 1.

Para analizar esta situación se realizaron simulaciones de sistemas lentes gravitacionales fuertes,

asumiendo diferentes perfiles de masa en la galaxia lente, encontrando que esas desviaciones del

parámetro f pueden estar relacionadas con asumir una distribución de masa más compleja que

una SIS (vea Amante et al. [156] para más detalles). Además Las tablas 4.2 y 4.7 muestran que

hay cuatro regiones que presentan comportamientos no físicos para la EoS de la energía oscura

(es decir, no satisface ω0 < −1/3) o tienen valores superiores en la función χ2
min con respecto a la

muestra completa, etiquetamos estas submuestras como poco confiables (marcadas con una letra U

en las tablas) ya que tienen aspectos similares entre los modelos cosmológicos presentados en este

trabajo siendo las siguientes regiones: SS2 (Dobs < 0.5) que presentan problemas de convergencia
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Figura 4.32: Histograma de la función de densidad de probabilidad de los valores del mejor ajuste
para el parámetro correctivo f para la muestra completa (panel izquierdo) y la submuestra SS3
0.5 < Dobs < 1 (panel derecho) para el modelo ωCDM, asumiendo f como un parámetro libre e
independiente para cada SLS.

en la estimación de parámetros cosmológicos y un universo no acelerador en z = 0 para los modelos

ωCDM y JBP, SS4 (Dobs > 1) que muestra un valor no físico para la ecuación de la lente y un

valor χ2
min más alto para todos los modelos, SS5 (σ < 210 kms−1) y SS8 (σ > 276 kms−1) los

cuales muestran valores de la función χ2
min más altos que los obtenidos para la muestra completa

y también muestran un universo no acelerado en SS8 para el modelo ωCDM.

Aunque los parámetros cosmológicos tienen valores medios diferentes para las muestras restan-

tes, la mayoría son consistentes a 1 σ de nivel de confianza para todos los modelos. Sin embargo,

para constreñir los parámetros cosmológicos, recomendamos el uso de la muestra restringida (SS3),

que muestra las mejores constricciones y una menor dispersión en el valor del parámetro correctivo

f, cuando se considera un parámetro independiente en cada SLS (ver figura 4.32). Las constric-

ciones de la submuestra SS3 para los diferentes modelos también muestran consistencia con las

mediciones de CMB y SNe Ia. Por lo tanto, favorecemos la muestra SS3 para realizar constricciones

cosmológicas.

Los criterios para la selección de modelo están presentados en la tabla 4.8. Discutimos la
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comparación entre los modelos cosmológicos para tres muestras: FS, FS + f y SS3. Agregamos a

la discusión actual las muestras FS, FS + f, porque son las muestras completas (además, como

apreciamos los valores para χ2
red son muy similares entre los tres modelos). Sin embargo, destacamos

los resultados para la muestra SS3. Presentamos los criterios de selección del modelo, para las

constricciones obtenidas de la muestra FS (con y sin el parámetro f), y la muestra SS3. Para

discernir entre modelos (en cualquier muestra), es necesario comparar los diferentes criterios; El

modelo preferido se obtiene a través de la evaluación entre los estimadores AIC, BIC y FOM .

Cuando realizamos la comparación de la muestra completa, el modelo ωCDM produce los valores

más bajos de AIC y BIC. Midiendo las diferencias relativas ∆AIC = AICi−AICmin, y ∆BIC =

BICi − BICmin (donde el subíndice i se refiere a diferentes modelos y AICmin (BICmin) es el

valor más bajo de AIC (BIC)) hay un soporte sustancial para los tres modelos (∆AIC < 2 o

∼ 2). Sin embargo, existe evidencia positiva contra los modelos CPL y JBP (4.5 < ∆BIC < 5.1

respectivamente). Analizando los criterios FOM , los valores más altos se obtienen de el modelo

ωCDM. Por lo tanto, todos los estimadores sugieren que ωCDM es el modelo favorito de las

constricciones para la muestra completa. Del mismo modo, los valores AIC, BIC y FOM de

las constricciones para FS + f sugieren lo mismo, que el modelo ωCDM es el preferido. Como se

mencionó anteriormente, sugerimos el uso de muestra SS3 para estimar parámetros cosmológicos.

En particular, para las constricciones obtenidas para la muestra SS3, los valores más bajos de AIC y

BIC se obtienen del modelo CPL. De hecho, la diferencia relativa ∆AIC con respecto a este modelo

(∼ 3.1 y 6.2 para el modelo JBP y ωCDM respectivamente) señala un apoyo considerablemente

menor para estos modelos. Además, el ∆BIC ∼ 3.1 y ∼ 3.2 para los modelos JBP y ωCDM

respectivamente, sugieren una evidencia positiva contra ambos modelos. Al analizar los criterios

FOM, se obtiene el valor más alto para el modelo CPL, es decir, produce las constricciones más

fuertes. Por lo tanto, todos los criterios sugieren que CPL es el modelo favorito de la muestra SS3.

Sin embargo, es importante mencionar que no existe evidencia suficiente para descartar el modelo

ωCDM. Por lo tanto, cuando los datos SLS se utilizan como prueba cosmológica en el rango de

0.5 ≤ Dobs ≤ 1, se favorece una energía oscura dinámica con una parametrización CPL para
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explicar la aceleración cósmica tardía.

4.7. Resultados del modelo de brana con tensión variable

VBT

En esta sección estudiaremos los resultados más importantes del modelo de VBT. La tabla

4.9 nos proporciona los valores medios de los parámetros libres y la función chi-cuadrada usando

cada conjunto de datos. Se contrastó el modelo de branas con las siguientes observaciones: SN Ia,

BAO, H(z), SLS y CMB. Para los detalles acerca de las observaciones de BAO y CMB consulte

Garcia-Aspeitia et al. [135]. Obtenemos valores medios para Ωm0 consistentes, dentro de 1σ, el

cual también está de acuerdo por los estimados para el escenario estandar (ΛCDM). Obtenemos

valores consistentes para el exponente n entre el rango ∼ [5.5− 7.9] a 1σ de nivel de confianza. La

figura 4.33 muestra la distribución posterior 1D y los niveles de confianza 2D a 68 %, 95 %, 99.7 %

para los parámetros del modelo de branas a excepción de SLS. La figura 4.34 muestra la distribu-

ción posterior y los niveles de confianza para los parámetros Ωm0 y n, y los niveles de confianza

2D a 68 %, 95 % para los parámetros λ0/ρc-n. Se han analizado independientemente de las otras

observaciones, debido a que el método de sistemas lentes gravitacionales fuertes no depende del

parámetro h, y han sido estimados usando solo la muestra recomendada de 143 sistemas, encon-

trando consistencia con las demás observaciones astrofísicas. La figura 4.36 muestra los contornos

de confianza a 68 % y 99.7 % λ0/ρc-n. Note que se sobreponen a λ0/ρc ∼ 0.06, confirmando que las

constricciones de λ0 son consistentes entre ellas, resolviendo la tensión de los observables encon-

trada en [30]. Además, el análisis en conjunto corresponde a una tensión de la brana de ∼ 1040eV4

en la época de Nucleosíntesis, en concordancia con otras observaciones [157, 158].

La figura 4.35 ilustra un buen ajuste a H(z) y el reconstruido q(z) para el modelo usando los valo-

res medios. Para el análisis en conjunto, obtenemos un Universo que empieza una fase acelerada a

z = 0.641± 0.018. El comportamiento de q(z) para el modelo de branas es consistente con ΛCDM
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Tabla 4.7: Valores medios de los parámetros de los modelos CPL y JBP (Ωm0, w0, w1) y el parámetro
correctivo f derivados de las diferentes pruebas empleando datos de SLS. La etiqueta U hace
referencia a las submuestras que presentan constricciones débiles y sus resultados no son confiables.

Conjunto de datos χ2
min χ2

red Ωm0 w0 w1 f
Modelo CPL

T1 (205) 596.893 2.955 0.309+0.006
−0.006 −2.413+0.644

−0.712 −2.349+3.025
−1.907 –

T2 (Dobs ≤ 1: 173) 409.780 2.410 0.311+0.006
−0.006 −2.768+0.833

−0.764 0.163+2.914
−3.270 –

T3 (205) 588.971 2.930 0.311+0.006
−0.006 −2.728+0.933

−0.835 0.922+2.589
−3.631 1.018+0.007

−0.006

T4 (Dobs < 0.5: 30)U 59.088 2.188 0.311+0.006
−0.006 −0.465+0.420

−0.313 3.756+0.881
−1.462 —

T5 (0.5 ≤ Dobs ≤ 1: 143) 255.552 1.825 0.308+0.006
−0.006 −0.735+0.319

−0.395 −4.202+1.208
−0.592 —

T6 (Dobs > 1: 32)U 184.319 6.356 0.309+0.006
−0.006 −2.156+0.710

−0.838 −3.173+2.752
−1.361 —

T7 (σ < 210: 64)U 196.854 3.227 0.309+0.006
−0.006 −1.292+0.500

−0.641 −3.912+1.767
−0.813 —

T8 (210 ≤ σ < 243: 53) 116.000 2.320 0.309+0.006
−0.006 −2.205+0.668

−0.789 −3.159+2.728
−1.369 —

T9 (243 ≤ σ ≤ 276: 49) 107.363 2.334 0.311+0.006
−0.006 −1.856+0.889

−1.062 −1.208+3.130
−2.580 —

T10 (σ > 276: 39)U 126.821 3.523 0.311+0.006
−0.006 −0.501+0.486

−0.518 2.172+1.462
−1.417 —

T11 (zl < 0.2: 52) 110.539 2.256 0.311+0.006
−0.006 −3.107+0.857

−0.624 −1.148+3.690
−2.743 —

T12 (0.2 ≤ zl ≤ 0.4: 49) 117.784 2.561 0.311+0.006
−0.006 −1.226+0.206

−0.205 4.664+0.250
−0.520 —

T13 (zl > 0.4: 72) 144.466 2.094 0.311+0.006
−0.006 0.049+0.536

−0.711 −3.672+1.567
−0.925 —

Modelo JBP

T1 (205) 597.116 2.956 0.309+0.006
−0.006 −2.473+0.616

−0.676 −2.030+3.471
−2.151 –

T2 (Dobs ≤ 1: 173) 409.750 2.410 0.311+0.006
−0.006 −2.671+0.801

−0.811 0.201+3.209
−3.408 –

T3 (205) 589.058 2.931 0.311+0.006
−0.006 −2.627+0.991

−0.894 0.911+2.875
−3.770 1.018+0.007

−0.006

T4 (Dobs < 0.5: 30)U 64.908 2.404 0.311+0.006
−0.006 5.534+0.394

−3.499 3.166+1.367
−3.321 —

T5 (0.5 ≤ Dobs ≤ 1: 143) 258.744 1.848 0.308+0.006
−0.006 −1.047+0.324

−0.413 −3.921+1.705
−0.805 —

T6 (Dobs > 1: 32)U 185.158 6.385 0.309+0.006
−0.006 −2.355+0.684

−0.778 −2.666+3.285
−1.730 —

T7 (σ < 210: 64)U 198.932 3.261 0.309+0.006
−0.006 −1.617+0.502

−0.645 −3.419+2.520
−1.181 —

T8 (210 ≤ σ < 243 : 53) 116.777 2.336 0.309+0.006
−0.006 −2.370+0.648

−0.742 −2.682+3.262
−1.718 —

T9 (243 ≤ σ ≤ 276 : 49) 107.317 2.333 0.311+0.006
−0.006 −1.869+0.821

−0.985 −0.752+3.553
−2.941 —

T10 (σ > 276 : 39)U 127.730 3.548 0.311+0.006
−0.006 −0.260+0.522

−0.357 2.514+1.755
−2.675 —

T11 (zl < 0.2: 52) 110.569 2.257 0.311+0.006
−0.006 −3.112+0.846

−0.619 −1.012+3.686
−2.823 —

T12 (0.2 ≤ zl ≤ 0.4: 49) 137.834 2.996 0.311+0.006
−0.006 −3.524+2.070

−0.359 −0.246+4.167
−3.461 —

T13 (zl > 0.4: 72) 147.010 2.131 0.311+0.006
−0.006 −0.589+0.510

−0.696 −3.182+2.633
−1.341 —
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Tabla 4.8: Valores AIC, BIC y FOM para los modelos ωCDM, CPL y JBP derivados de las
diferentes pruebas empleando datos provenientes de mediciones de SLS.

Datos ωCDM CPL JBP

AIC BIC FOM AIC BIC FOM AIC BIC FOM

T1 (205) 601.693 608.339 332.502 602.893 612.862 132.565 603.116 613.085 126.143
T3 (205) 595.197 605.166 24095.061 596.971 610.263 11552.400 597.058 610.350 9245.958
T5 (143) 267.795 273.720 584.736 261.552 270.441 586.979 264.744 273.632 338.777

dentro de 1σ de nivel de confianza, con q(0) ' −0.60 a z = 0.

Comparamos el criterio de información Akaike (AIC) y Bayesiano (BIC) entre el modelo VBT y

ΛCDM usando cada conjunto de datos. Cuando el análisis en conjunto es considerado, obtenemos

∆AIC∼ 5.6 y ∆BIC ∼ 0.95, es decir, evidencia débil a favor y no suficiente evidencia en contra de

el modelo VBT. Como conclusión principal, considerando que los datos prefieren una constricción

para el parámetro n consistente con n = 6, sugerimos que una brana con tensión variable λ(z) =

λ0(1 + z)6.19±0.12 puede imitar la dinámica de la DE. Aunque a primer ojo este resultado parece

trivial, el origen de la aceleración es diferente a la propuesta en el escenario estándar. En modelos

con dimensiones extras la topología influencia la aceleración, obteniendo en algunos casos una

energía oscura fantasma. Nuestros resultados son también consistentes con esos explorados en

[159]. Tambien realizamos estimaciones usando diferentes priors gaussianos en h. Obtenemos que

los contornos λ0/ρc-n provenientes de datos de H(z) obtienen valores pequeños para n (6.17+1.00
−0.83) y

valores grandes de λ0/ρc, pero siguen siendo consistentes a 3σ. En el análisis de SNIa, la diferencia

en los contornos de confianza de λ0/ρc-n es despreciable. Una desviación de 3 % en el valor de

n (6.00+0.10
−0.09) y un pequeño cambio es notable en el análisis en conjunto. También consideramos

errores más pequeños (0.75 % de los originales) en las mediciones de H(z), como es sugerido por

[160], llevándonos a contornos de confianza más pequeños y una desviación del 1 % (7.32+0.82
−0.73) de

nuestro valor para n. Usamos diferentes priors en los parámetros de SN Ia y encontramos que n es

principalmente afectado por la estimación de Ωm0. Por lo tanto, aunque los diferentes sistemáticos
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Tabla 4.9: Valores medios para los parámetros (Ωm0, h, n) del modelo VBT derivados por cada
conjunto de datos y un análisis en conjunto.

Conjunto de datos χ2
min Ωm0 h n λ0(10−12eV4)

H(z) 14.46 0.318+0.039
−0.042 0.730+0.017

−0.017 7.400+1.100
−0.926 3.20+1.05

−0.95

BAO 9.49 0.297+0.031
−0.028 0.718+0.016

−0.016 6.730+0.287
−0.289 2.62+0.77

−0.57

CMB 3.64 0.288+0.014
−0.013 0.732+0.017

−0.017 6.420+0.185
−0.185 2.52+0.19

−0.17

SN Ia 691.10 0.231+0.114
−0.120 0.731+0.017

−0.017 5.580+0.815
−0.568 1.48+2.40

−1.16

SLS 261.21 0.28+0.017
−0.017 — 7.92+0.926

−0.763 3.42+0.88
−0.78

Joint 716.43 0.31+0.008
−0.008 0.706+0.009

−0.009 6.190+0.121
−0.120 2.81+0.12

−0.11

en los datos introducen diferentes errores en las constricciones estimadas, los resultados finales son

consistentes dentro de 3σ niveles de confianza.

4.8. Comparación entre los diferentes modelos cosmológicos

En esta sección resaltaremos los resultados más importantes de los diferentes modelos estudia-

dos en esta Tesis. Para ello, realizaremos una comparación bajo algunas consideraciones generales

las cuales nos permitan equiparar los modelos de una manera imparcial. Estos resultados mues-

tran los valores obtenidos asumiendo un prior plano en los diferentes parámetros analizados. Es

importante mencionar que este trabajo no fue hecho únicamente bajo la consideración de priors

planos, sin embargo, otros priors fueron asumidos para analizar el impacto en la estimación de

parámetros utilizando como condición inicial valores que han sido extraídos de las colaboraciones

más importantes en el mundo. Los resultados asumiendo priors diferentes no serán comentados en

esta sección, ya que algunas técnicas estudiadas en este trabajo no permiten realizar una confron-

tación directa entre los diferentes modelos.

Para realizar la comparación entre los distintos modelos, utilizaremos los criterios de informa-

ción de Akaike y el criterio de información bayesiano que han sido presentados anteriormente en la

sección 2.5. En la tabla 4.10 se muestran los resultados obtenidos en la estimación de parámetros
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Figura 4.33: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 95 %, 99.7 % para
los parámetros Ωm0, h, y n del modelo de branas.
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Figura 4.34: Distribuciones posteriores 1D y los niveles de confianza 2D al 68 %, 99.7 % para los
parámetros Ωm0, y n del modelo de branas (panel izquierdo) y niveles de confianza 2D al 68 %,
99.7 % de los parámetros λ0/ρc-n asumiendo ρc = 8.070 × 10−11h2eV4 (panel derecho). Se usaron
mediciones de SLS.
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Figura 4.35: El ajuste del modelo VBT a los datos de H(z) y la reconstrucción de q(z) usando las
constricciones de los datos. La dinámica del modelo ΛCDM es graficada por comparación.
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Figura 4.36: Contornos de confianza de los parámetros λ0/ρc-n dentro de 1σ y 3σ de nivel de
confianza para cada conjunto de datos con ρc = 8.070× 10−11h2eV4.

cosmológicos para cada modelo. Los resultados han sido divididos para visualizar el impacto de las

constricciones en cada una de las observaciones. Para comparar el mejor modelo que se ajusta a

los datos, se muestran en la tabla los valores obtenidos para ambos criterios. Entre los resultados

más importantes podemos mencionar que el modelo MPC es el modelo que menos prefieren las

mediciones de H(z), además, el modelo VBT resulta como el menos elegido para las observaciones

de SN Ia. El modelo ΛCDM es el que proporciona valores más pequeños en los parámetros AIC

y BIC. Sin embargo, analizando las mediciones H(z) podemos observar que tanto el modelo CO

como el modelo VBT muestran un soporte sustancial debido a que presentan una diferencia en el

criterio AIC <1.32 en comparación con el modelo ΛCDM. En cuanto a la diferencia del parámetro

BIC el modelo CO muestra una diferencia de ∆BIC ∼ 2.7 y el modelo VBT muestra una diferencia

∆BIC ∼ 1.9. En ambos casos no podrían descartarse los modelos debido a que no existe evidencia

suficiente en contra de los modelos. Además, comparando las mediciones de SN Ia entre los dis-

tintos modelos, nuevamente el modelo CO muestra un soporte empírico sustancial teniendo una
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Tabla 4.10: Valores medios para los parámetros del modelo CO (Ωm0, h, n) derivados de los DOH
y los datos de SN IA para las muestras cJLA y fJLA.

Comparación entre los diferentes modelos cosmológicos
Parámetro ΛCDM CO MPC VBT

H(z)ED
χ2
min 15.91 15.22 17.95 14.46

Ωm0 0.265+0.0348
−0.0324 0.30+0.06

−0.06 0.32+0.06
−0.07 0.318+0.039

−0.042

h 0.718+0.015
−0.015 0.69+0.06

−0.05 0.68+0.07
−0.05 0.730+0.017

−0.017

n – −0.19+0.51
−0.50 0.10+0.38

−0.60 7.4+1.10
−0.92

l – – 2.13+2.34
−1.33 –

AIC 19.91 21.22 25.95 20.46
BIC 22.77 25.52 31.68 24.76

SN Ia
χ2
min 682.9 682.28 682.92 691.10

Ωm0 0.297+0.0346
−0.0331 0.22+0.11

−0.12 0.22+0.12
−0.13 0.231+0.114

−0.120

h 0.732+0.0175
−0.0173 0.72+0.18

−0.18 0.72+0.18
−0.18 0.731+0.017

−0.017

n – 0.16+0.18
−0.26 0.33+0.09

−0.50 5.580+0.815
−0.568

l – – 2.09+2.51
−1.49 –

AIC 686.9 688.28 690.92 697.10
BIC 696.11 702.10 709.34 710.91

diferencia de ∆AIC ∼ 1.38 y una diferencia ∆BIC <6 respecto al modelo ΛCDM. El modelo MPC

y el modelo VBT no parecen ser favorecidos por los datos ya que sus respectivos valores AIC y

BIC tienen una diferencia de más de cuatro unidades mostrando poco soporte empírico y evidencia

muy fuerte en contra. Por otra parte, comparando los parámetros del fondo del Universo (Ωm0,h)

podemos observar que son consistentes a 3 σ para las dos mediciones analizadas. Los parámetros n

y l no pueden ser comparados directamente, ya que sus contribuciones se originan de condiciones

iniciales diferentes.

Es importante mencionar que se analizaron 3 modelos mediante la estimación de sus pará-

metros utilizando sistemas lentes gravitacionales. Ya que la técnica de lentes gravitacionales es

independiente del parámetro h, y el modelo om0 no puede ajustarse sin asumir un prior, los mo-

delos utilizados, fueron la primer extensión al modelo estándar y dos modelos con energía oscura

dínámica, es decir energía oscura evolucionando en el tiempo. Los resultados de estos modelos y

sus comparaciones han sido mencionadas en la sección 4.6.
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4.9. Conclusiones

En este trabajo se ha llevado a la tarea de estudiar el problema de la energía oscura. Para

ello hemos realizado un análisis teórico de sus repercusiones más importantes en la evolución del

Universo, así como entender los parámetros que describen al mismo Universo. En la actualidad

se cuenta con un sin fin de técnicas que permiten medir y entender las propiedades de objetos

astrofísicos, estas técnicas cada vez son más precisas ayudándonos a entender más allá de lo que

la humanidad nunca soñó. El modelo estándar de cosmología ΛCDM permite describir el com-

portamiento del Universo, sin embargo hasta la fecha no se conocen muy bien sus constituyentes.

Esto ha motivado a la comunidad científica a realizar varios esfuerzos utilizando distintas obser-

vaciones que nos permitan desentreñar la naturaleza de lo aún desconocido. De esta manera, este

trabajó también intentó analizar diferentes modelos cosmológicos mediante un análisis estadístico

bayesiano para estimar los parámetros de cada modelo con algunas de las técnicas más recientes

de observaciones. Unos de los resultados más sobresalientes se debe a la gran adaptación del mo-

delo estándar de cosmología con las diferentes observaciones consideradas en este trabajo, ya que

muestra gran consistencia con los datos. Sin duda, el modelo estándar suele ser prometedor, pero

buscar pequeñas desviaciones a ese modelo podría ayudarnos a comprender mejor los componentes

que conforman nuestro Universo. Algunos de los modelos analizados en este trabajo, los cuales

proponen pequeñas desviaciones al modelo original, muestran resultados estadísticos igualmente

competentes que los que lo hace el modelo estándar, e inclusive los sistemas lentes gravitacionales

parecen preferir un Universo con energía oscura dinámica que uno con energía oscura constante

(ver la sección 4.6 para más detalles).

Entre los modelos estudiados en este trabajo, se llevó acabo un análisis de la primer extensión

del modelo estándar de cosmología, el cual es llamado el modelo ωCDM. Este modelo describe

una energía oscura constante (no evoluciona en el tiempo) pero a diferencia del modelo estándar

el valor de la ecuación de estado de la energía oscura debe satisfacer ω < −1/3. Por otra parte

se estudiaron tres alternativas para explicar la aceleración cósmica tardía sin un componente de
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energía oscura: los modelos cardassiano original (CO) y cardassiano politrópico modificado (CPM),

además de una propuesta basada en dimensiones extra el modelo de brana con tensión variable

VBT, siendo excelentes laboratorios para estudiar las desviaciones de la Relatividad General. Los

modelos establecen la modificación de la ecuación canónica de Friedmann como consecuencia de la

dinámica de un universo que emerge de ideas novedosas de las dimensiones espacio-temporales y

se basa en una acción generalizada de Einstein-Hilbert. Además, se analizaron parametrizaciones

de la ecuación de estado de la energia oscura ω, en particular el modelo CPL y JBP. Por último, el

modelo estándar fue comparado con algunos de nuestros resultados provenientes de otros modelos

alternativos, encontrando una superioridad con sus competidores debido principalmente a que

muestra los valores más pequeños en los criterios de información de Akaike (AIC) y Bayesiano

(BIC).

Para contrastar los parámetros cosmológicos de los distintos modelos, utilizamos 51 datos ob-

servacionales de Hubble, 740 mediciones de SNIa, usando la muestra completa del catálogo JLA

(fJLA) y 31 módulos de distancia bineados para obtener una muestra comprimida del catálogo

JLA (cJLA). La compilación de DOH contiene 31 puntos medidos usando la técnica de edad di-

ferencial en galaxias de tipo temprano y 20 medidos usando mediciones de BAO. Estos últimos

puntos están sesgados debido a que se asume una cosmología ΛCDM para estimar el horizonte de

sonido en la época de arrastre, que se utiliza para calcular H(z). Además, estos puntos se estiman

teniendo en cuenta errores sistemáticos muy conservadores. Por lo tanto, construimos dos mues-

tras homogeneizadas e independientes del modelo para los puntos de agrupamiento utilizando un

rd común obtenido de las mediciones de Planck y WMAP. Además, compilamos y utilizamos la

muestra más grande de sistemas lentes gravitacionales fuertes que existe en la actualidad, con 204

sistemas que tienen medidas espectroscópicas de la dispersión de velocidades, un radio de Einstein

estimado y presentan las medidas del corrimiento al rojo de la lente y la fuente.

El primer modelo puesto a prueba fue la primer extensión del modelo estándar, el modelo ωCDM

el cual fue contrastado con observaciones de sistemas lentes gravitacionales fuertes. Para ello usa-

mos distintas muestras: la muestra completa (FS), la muestra completa excluyendo los sistemas
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que presentan valores Dobs > 1 (vea la tabla A.5 para más detalles) y la muestra completa con

un parámetro correctivo f (FS + f) el cuál nos ayuda a cuantificar las desviaciones de asumir

la galaxia lente como una esfera singular isoterma (SIS), además para evaluar el impacto en la

estimación de parámetros de los diferentes observables hemos separado la muestra completa en

diferentes submuestras según sus valores para la ecuación de la lente (Dobs), la dispersión de ve-

locidades (σ) y el redshift de la galaxia lente (zl). Descartando las regiones no confiables, todos

los casos el modelo ωCDM presentan valores para ω0 < −1, a pesar de que los valores medios son

diferentes en cada caso, la mayoría muestran consistencia a 1 σ de nivel de confianza. Además los

parámetros cosmológicos de los distintos modelos fueron analizados en conjunto con un parámetro

extra que nos dicta la correción al modelo de la lente por no ser una SIS perfecta. El valor ob-

tenido para el parámetro correctivo f es muy similar a los reportados por [56, 101]. Se encontró

mejora en las constricciones reflejadas en el valor χ2
red cuando excluimos los sistemas en la región

de Dobs > 1. Respecto a la dispersión de velocidades, las regiones σ < 210 km s −1 y σ > 276

km s −1 presentan valores más grandes en la función χ2
red en comparación a la muestra completa,

sugiriendo que algunos sistemas en esas regiones pueden estar apartándose de una esfera singular

isoterma o existen efectos sistemáticos que no fueron considerados.

Además analizamos los modelos CO y CPM con observaciones de SN Ia y mediciones del

parámetro de Hubble H(z). Encontramos que las diferentes muestras de DOH proporcionan cons-

tricciones consistentes en los parámetros cosmológicos de los modelos CO y CPM. Además, no

hay diferencias significativas en las constricciones obtenidas de la muestra cJLA y las estimadas a

partir de la muestra fJLA. Además, obtuvimos constricciones consistentes a un nivel de confianza

de 3σ cuando se emplean diferentes priors gaussianos en la constante de Hubble h. Realizamos un

análisis en conjunto con la combinación de cJLA y una muestra de DOH homogeneizada. Nuestros

resultados mostraron que los parámetros libres de los modelos CO y CPM son consistentes con la

dinámica tradicional dictada por la ecuación de Friedmann (ver Tablas 4.3 - 4.6) que tiene una

constante cosmológica (CC). Sin embargo, en los modelos cardassianos, los términos adicionales en
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la ecuación canónica de Friedmann imitan la CC pero provienen del tensor de energía momento, a

diferencia de la forma tradicional donde la CC se agrega a mano en la ecuación de Friedmann. Por

supuesto, esos problemas que afectan a la CC se transferirán a la interpretación de la geometría

n-dimensional y, como consecuencia, al surgimiento del término n del tensor de energía-momento.

Por lo tanto, la idea es interpretar y conocer la topología global de nuestro Universo para generar

una solución para el problema de DE y la aceleración actual del Universo.

También analizamos 2 modelos dinámicos de energía oscura: los modelos CPL y JBP donde la

ecuación de estado de la energía oscura está en forma paramétrica, y se permite que evolucione en

el tiempo en términos del corrimiento al rojo. Para constreñir estos modelos se usó la compilación

de lentes gravitacionales fuertes mencionada anteriormente (detalles de los sistemas pueden encon-

trarse en A.4 y en [156] ). Probamos lo modelos usando los mismos casos que en el modelo ωCDM.

Primero considerando todos los sistemas, segundo excluyendo los sistemas con Dobs > 1 (sistemas

no físicos), y finalmente usando la muestra completa con un nuevo parámetro f que toma en con-

sideración algunos sistemáticos que podrían afectar los observables, además de las submuestras de

los SLS, separándolas según sus valores para Dobs, σ y zl. Descubrimos que la muestra completa

de SLS proporciona valores similares para el parámetro ω0 para los dos modelos. Sin embargo,

ω1 es muy sensible a cada caso presentado en este trabajo, pero la mayoría siendo consistentes a

1 σ de nivel de confianza. El parámetro f muestra consistentcia entre los dos modelos (con un

error de 5%), con valores similares a los reportados por [56, 101]. Encontramos que algunas de las

submuestras consideradas en este trabajo proporcionan valores para los parámetros cosmológicos

que son inconsistentes con otras observaciones (SNe Ia, CMB). Sin embargo, las mejoras en las

constricciones para los modelos se reflejan en el valor χ2
red cuando excluimos los sistemas en la

región de Dobs > 1. Esta región no física (también encontrada por Leaf y Melia [61]) parece estar

relacionada con aquellos sistemas con diferentes tipos de incertidumbres (por ejemplo, lentes no

totalmente confirmadas, arcos múltiples, desplazamientos al rojo inciertos, subestructura de len-

te compleja). Por lo tanto, como un subproducto de nuestro análisis, los resultados con Dobs > 1

apuntan hacia aquellos sistemas con parámetros observados no confiables o aquellos que se apartan
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de nuestra hipótesis de distribución de masa esférica isotérmica. Con respecto a la dispersión de

velocidades, algunas de las regiones seleccionadas proporcionan constricciones más débiles (valores

más grandes en la función χ2
red): σ < 210 km s −1 y σ > 276 km s −1. Chen et al. [64] también

encontró constricciones débiles para los parámetros del modelo lente asumiendo diferentes regiones

en la dispersión de velocidades.

Comparando los tres diferentes modelos cosmológicos que se analizaron con lentes gravitacio-

nales, descubrimos que nueve sistemas que se encuentran en la región Dobs < 0.5 no pueden ser

modelados adecuadamente por la ecuación teórica de la lente en ningún modelo, obteniendo dobles

contornos de confianza estadística para los parámetros cosmológicos. Finalmente, el valor más bajo

de χ2
red para cada modelo se logra en la región 0.5 ≤ Dobs ≤ 1, con valores para los parámetros

cosmológicos (−1.653 ≤ ω0 ≤ −0.735 y −4.202 ≤ ω1 ≤ −3.921) en buen acuerdo con los que se

espera obtener de otras observaciones astrofísicas. Por otro lado, los criterios de selección de mo-

delo muestran que se prefiere el modelo CPL en la región 0.5 ≤ Dobs ≤ 1 (T5), es decir, los datos

de SLS apuntan hacia un comportamiento dinámico de energía oscura para la región recomendada

en este trabajo, consistente con los tres criterios diferentes presentados en la tabla 4.8, obteniendo

ω0 = −0.735+0.319
−0.395 y ω1 = −4.202+1.208

−0.592 para esta región. Cabe destacar que aunque el modelo

CPL es preferido para esta submuestra, no existen suficientes evidencias para descartar el modelo

ωCDM. Suponiendo f como un parámetro libre e independiente en cada SLS, la dispersión (en

comparación con las estimaciones de Ofek) del valor de f parece ser mayor para algunos sistemas

medidos. Para estudiar esta desviación, analizamos un catálogo simulado de 788 SLS, que imita

la distribución de los datos compilados en este trabajo. Cuando el radio de Einstein de la muestra

simulada se compara con el obtenido de un ajuste SIE, encontramos que el error es inferior al

10% para la mayoría de los objetos (ver Amante et al. [156]). Ya que la mayoría de los datos en

nuestra compilación de SLS provienen de modelos que suponen SIE, esto admite el rango utilizado

en nuestro trabajo. Además, suponiendo una ley de potencias en la distribución de masa para la

galaxia lente para el catálogo simulado, encontramos una mayor dispersión (35 % o menos), sin

embargo, incluso para estos modelos lentes más complejos, no encontramos una ecuación de la
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lente observacional con características no físicas, es decir con valores (Dobs > 1). Sin embargo, un

análisis más profundo debería hacerse, en particular para considerar los sesgos sistemáticos, que

nos ayuden a estimar con mayor precisión los parámetros cosmológicos y mejorar nuestro método.

Por último, construimos un modelo de mundo brana que produce un universo en expansión

acelerada sin un componente de DE. Presentamos una nueva forma de construir modelos RS

utilizando una VBT λ(z), llamada crono-brana. Utilizamos el ansatz λ(z) = (z + 1)n, inspirado

en potenciales de campo escalar, que surgen de la estructura del espacio-tiempo. Para constreñir

el exponente n, y los parámetros del modelo utilizamos observaciones de SN Ia, BAO, H(z), CMB

y SLS (vea Garcia-Aspeitia et al. [135] para los detalles en las observaciones de BAO y CMB).

Encontramos valores medios consistentes para los diferentes parámetros utilizando cada conjunto

de datos. Del análisis en conjunto (usando todas las observaciones excepto SLS) estimamos n ∼

6.19± 0.12, es decir, proporciona un término en la ecuación de Friedmann que imita la dinámica

de la DE muy cerca de una CC a tiempos tardíos. Además, Ωm0 y h están en excelente acuerdo

con los valores esperados del modelo estándar. Nuestro modelo también alivia la tensión entre las

constricciones para λ0 obtenidas de los datos cosmológicos y las del régimen de altas energías. Por

ejemplo, obtenemos del análisis conjunto λ = 8.35 × 1040eV4 en z ∼ 3 × 108 para la época de

nucleosíntesis, sin afectar los procesos primordiales ya establecidos. Para la época actual z = 0,

tenemos λ = 2.81× 10−12eV4.

Todas nuestras constricciones cosmológicas se ajustan bien a los datos y predicen una fase

de expansión acelerada a z ∼ 0.6. Nuestros resultados sobre la evolución del factor de escala

exhiben una singularidad futura para el caso del modelo VBT. Reconstruimos el comportamiento

cosmológico de una EoS efectiva y descubrimos que el Universo acelera cuando ωeff < 0.00025 a

z < 0.65, obteniendo q(0) ' −0.60. Estudiamos el parámetro de densidad para cada componente y

recuperamos valores muy cercanos al modelo estándar. Este es un resultado clave porque el modelo

VBT reproduce con éxito el modelo de concordancia y proporciona pistas sobre la naturaleza de

la DE y la aceleración cósmica tardía. Sugiriendo al modelo VBT como un excelente candidato ha

tomar en cuenta en un futuro cercano.
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Un análisis más detallado de las perturbaciones de los diferentes modelos proporcionaría in-

formación viable acerca de cual podría ser un modelo prometedor para describir la energía oscura

junto con la formación de estructura en el Universo. Sin embargo, para evaluar el impacto de las

perturbaciones, en las constricciones se debe llevar a cabo un análisis completo del CMB, que

está más allá del alcance de este trabajo. La principal finalidad de este trabajo, ha sido entender

las diferentes ventanas que pueden permitirnos acercarnos al entendimiento de nuestro Universo,

sin duda las mediciones de cronómetros cósmicos, supernovas de tipo Ia y lentes gravitacionales

seguirán mostrándonos un camino hacia la comprensión del Universo. Los resultados no muestran

un camino claro y el análisis estadístico será fundamental para discernir entre el modelo que más

se adapte para explicar la realidad. Algunos de los logros más importantes en este trabajo, ha

sido la recopilación de dos muestras, las cuales son las más grandes del mundo en la actualidad,

la primera conformada de sistemas lentes gravitacionales fuertes utilizando galaxias elípticas como

lentes, con un total de 204 mediciones, así como la muestra más grande de mediciones de datos

observacionales de Hubble con un total de 51 mediciones. Por el lado teórico, el resultado más

sobresaliente ha sido la inclusión de un modelo proveniente de mundos brana que es capaz de

reproducir una expansión acelerada del Universo, sin la necesidad de incluir un fluido (energía

oscura) con propiedades extrañas. La pequeña aportación de este trabajo ha sido, proporcionar

las herramientas que nos ayudan a tener un panorama del estudio del Universo utilizando diversos

frentes. La inclusión del análisis bayesiano en el área de cosmología será fundamental para una

comprensión más detallada sobre los posibles modelos que permitan dar solución a los problemas

del presente.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Compilación de datos observacionales de Hubble

En la tabla A.1 presentamos la compilación de mediciones para el parámetro de Hubble más

grande en la actualidad. Contiene 31 puntos provenientes de mediciones de cronómetros cósmicos

y 20 puntos que han sido obtenidos mediante mediciones de oscilaciones acústicas de bariones.

Además, presentamos el valor de H0 medido con SN Ia.

A.1.1. Muestra homogénea de datos provenientes de BAO

La tabla A.2 muestra los datos homogeneizados provenientes de mediciones de oscilaciones

acústicas de bariones, para ello se asumieron dos diferentes valores para el horizonte de sonido rd

en los 20 puntos, de acuerdo con las mediciones de Planck 2015 y WMAP9. Se han considerado dis-

tintas fuentes de errores que podrían afectar a rd debido a asumir una cosmología diferente, hemos

propagado estos errores en cuadratura para obtener una muestra homogeneizada e independiente

del modelo.

105
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z H(z) σH Referencia Método
km s−1Mpc−1 km s−1Mpc−1

0 73.24 1.74 [83] SN Ia/Cepheid
0.07 69 19.6 [73] ED
0.1 69 12 [76] ED
0.12 68.6 26.2 [73] ED
0.17 83 8 [76] ED
0.1791 75 4 [72] ED
0.1993 75 5 [72] ED
0.2 72.9 29.6 [73] ED
0.24 79.69 2.65 [79] Clustering
0.27 77 14 [76] ED
0.28 88.8 36.6 [73] ED
0.3 81.7 6.22 [163] Clustering
0.31 78.17 4.74 [164] Clustering
0.35 82.7 8.4 [165] Clustering
0.3519 83 14 [72] ED
0.36 79.93 3.39 [164] Clustering
0.38 81.5 1.9 [166] Clustering
0.3802 83 13.5 [75] ED
0.4 95 17 [76] ED
0.4004 77 10.2 [75] ED
0.4247 87.1 11.2 [75] ED
0.43 86.45 3.68 [79] Clustering
0.44 82.6 7.8 [167] Clustering
0.4497 92.8 12.9 [75] ED
0.47 89 34 [168] Clustering
0.4783 80.9 9 [75] ED
0.48 97 62 [76] ED
0.51 90.4 1.9 [166] Clustering
0.52 94.35 2.65 [164] Clustering
0.56 93.33 2.32 [164] Clustering
0.57 92.9 7.8 [78] Clustering
0.59 98.48 3.19 [164] Clustering
0.5929 104 13 [72] ED
0.6 87.9 6.1 [167] Clustering
0.61 97.3 2.1 [166] Clustering
0.64 98.82 2.99 [164] Clustering
0.6797 92 8 [72] ED
0.73 97.3 7 [167] Clustering

Tabla A.1: 52 mediciones del parámetro de Hubble H(z) (en km s−1Mpc−1) y sus errores, σH , a
un corrimiento al rojo z. El primer punto no fue incluido en el análisis montecarlo (MCMC), solo
fué considerado como prior gaussiano en algunas pruebas. La columna método se refiere a como
fué obtenido el valor de H(z) : ED indica el método de edad diferencial, y clustering indica que
provienen de mediciones de oscilaciones acústicas de bariones (BAO).
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z H(z) σH Referencia Método
km s−1Mpc−1 km s−1Mpc−1

0.7812 105 12 [72] ED
0.8754 125 17 [72] ED
0.88 90 40 [76] ED
0.9 117 23 [76] ED
1.037 154 20 [72] ED
1.3 168 17 [76] ED
1.363 160 33.6 [74] ED
1.43 177 18 [76] ED
1.53 140 14 [76] ED
1.75 202 40 [76] ED
1.965 186.5 50.4 [74] ED
2.33 224 8 [169] Clustering
2.34 222 7 [170] Clustering
2.36 226 8 [171] Clustering

z H(z)± σH(rdpl) H(z)± σH(rdw9)
km s−1Mpc−1 km s−1Mpc−1

0.24 82.37 ± 3.94 79.69 ± 4.28
0.3 78.83 ± 6.58 76.26 ± 6.63
0.31 78.39 ± 5.46 75.83 ± 5.60
0.35 88.10 ± 9.45 85.23 ± 9.37
0.36 80.16 ± 4.37 77.54 ± 4.63
0.38 81.74 ± 3.40 79.08 ± 3.81
0.43 89.36 ± 4.89 86.44 ± 5.18
0.44 85.48 ± 8.59 82.69 ± 8.55
0.51 90.67 ± 3.66 87.71 ± 4.13
0.52 94.61 ± 4.20 91.52 ± 4.63
0.56 93.59 ± 3.96 90.54 ± 4.42
0.57 96.59 ± 8.76 93.44 ± 8.78
0.59 98.75 ± 4.66 95.53 ± 5.07
0.6 90.96 ± 7.04 87.99 ± 7.14
0.61 97.59 ± 3.97 94.41 ± 4.47
0.64 99.09 ± 4.53 95.86 ± 4.97
0.73 100.69 ± 8.03 97.40 ± 8.12
2.33 223.99 ± 11.12 216.69 ± 11.97
2.34 222.105 ± 10.38 214.85 ± 11.31
2.36 226.24 ± 11.18 218.86 ± 12.05

Tabla A.2: DOH homogeneizados e independientes del modelo provenientes de BAO (en km
s−1Mpc−1) y sus errores, σH , a diferentes corrimientos al rojo z. Los valores de H(z) fueron obteni-
dos usando el horizonte de sonido en la época drag medidos por Planck y WMAP respectivamente.
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A.2. Muestra comprimida JLA

La tabla A.3 muestra 31 módulos de distancia que han sido ajustados a la muestra total de

740 SN Ia medidas por el catálogo JLA. Esta muestra nos permite ahorrar tiempo de cómputo

sin obtener diferencias notables en comparación a la muestra completa, permitiéndonos ser más

eficientes en constreñir modelos cosmológicos.

A.3. Compilación de sistemas lentes gravitacionales

A continuación se presenta en la tabla A.4 nuestra compilación de sistemas lentes gravitacio-

nales, la cual consta de 205 puntos, donde se han considerando solo galaxias de tipo temprano

actuando como lentes que abarcan el intervalo del redshift entre 0.0625 < zl < 0.958 para la lente

y 0.196 < zs < 3.595 para la fuente. Es la compilación de SLS más grande en la actualidad.

A.3.1. SLS con valores para la ecuación de la lente (Dobs > 1)

En la tabla A.5 se muestran los 32 sistemas que presentan un valor para la ecuación teórica

de la lente con Dobs > 1. Muchos de estos sistemas aparecen marcados (†), lo que significa que la

fuente pueden tener estructuras complejas con múltiples arcos, o la lente puede estar compuesta

de diferentes componentes, o tiene mediciones inciertas del corrimiento al rojo o los arcos o anillos

no están formados fuera de la galaxia lente. Para más detalles visite las referencias proporcionadas

en la tabla A.4. Sugerimos que estos sistemas no deben ser usados en la estimación de parámetros

cosmológicos.
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zb µb
0.010 32.953886976
0.012 33.8790034661
0.014 33.8421407403
0.016 34.1185670426
0.019 34.5934459829
0.023 34.9390265264
0.026 35.2520963261
0.031 35.7485016537
0.037 36.0697876073
0.043 36.4345704737
0.051 36.6511105942
0.060 37.1580141133
0.070 37.4301732516
0.082 37.9566163488
0.097 38.2532540406
0.114 38.6128693372
0.134 39.0678507056
0.158 39.3414019038
0.186 39.7921436157
0.218 40.1565346033
0.257 40.5649560582
0.302 40.9052877824
0.355 41.4214174356
0.418 41.7909234574
0.491 42.2314610669
0.578 42.6170470706
0.679 43.0527314851
0.799 43.5041508283
0.940 43.9725734093
1.105 44.5140875789
1.300 44.8218674621

Tabla A.3: Muestra comprimida JLA la cual contiene 31 módulos de distancia bineados ajustados
a la muestra completa JLA por Betoule et al. [71]. La primera columna es el z bineado y la segunda
columna es el módulo de distancia bineado.
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Tabla A.4: Compilación de 204 mediciones de sistemas lentes fuertes.

Nombre del sistema Colaboración zl zs θE(′′) σ0 (Km s−1) Referencia
SDSSJ0819+4534 SLACS 0.194 0.446 0.85 225 ±15 [103]
SDSSJ0959+4416 SLACS 0.237 0.531 0.96 244 ±19 [102]
SDSSJ1029+0420 SLACS 0.104 0.615 1.01 210 ±11 [102]
SDSSJ1103+5322 SLACS 0.158 0.735 1.02 196 ±12 [102]
SDSSJ1306+0600 SLACS 0.173 0.472 1.32 237 ±17 [103]
SDSSJ1313+4615 SLACS 0.185 0.514 1.37 221 ±17 [103]
SDSSJ1318-0313 SLACS 0.240 1.300 1.58 213 ±18 [103]
SDSSJ1420+6019 SLACS 0.063 0.535 1.04 205 ±10 [102]
SDSSJ1443+0304 SLACS 0.134 0.419 0.81 209 ±11 [102]
SDSSJ1614+4522 SLACS 0.178 0.811 0.84 182 ±13 [102]
SDSSJ1644+2625 SLACS 0.137 0.610 1.27 229 ±12 [103]
SDSSJ1719+2939 SLACS 0.181 0.578 1.28 286 ±15 [103]
HE0047-1756 CASTLES 0.408 1.670 0.80 190 ±27 [172]
HE0230-2130 CASTLES 0.522 2.162 0.87 240 ±34 [172]
J0246-0825 CASTLES 0.723 1.686 0.53 265 ±37 [173]
HE0435-1223 CASTLES 0.454 1.689 1.22 257 ±36 [174]
MG0751+2716 CASTLES 0.350 3.200 0.41 320+170

−110 [175]
SDSSJ092455.87+021924.9 CASTLES 0.393 1.523 0.88 230 ±32 [176]
LBQS1009-0252 CASTLES 0.871 2.739 0.77 245 ±34 [177]
J1004+1229 CASTLES 0.950 2.640 0.83 240 ±34 [178]
SDSSJ115517.35+634622.0 CASTLES 0.176 2.888 0.76 190 ±27 [179]
FBQ1633+3134 CASTLES 0.684 1.518 0.35 160 ±22 [180]
MG1654+1346 CASTLES 0.254 1.740 1.05 200+120

−80 [181]
DES J2146-0047 DES 0.799 2.38 0.68 215 ±21 [105]
SDSSJ0151+0049 BELLS 0.517 1.364 0.68 219 ±39 [182]
SDSSJ0747+5055 BELLS 0.438 0.898 0.75 328 ±60 [182]
SDSSJ0747+4448 BELLS 0.437 0.897 0.61 281 ±52 [182]
SDSSJ0801+4727 BELLS 0.483 1.518 0.49 98 ±24 [182]
SDSSJ0830+5116 BELLS 0.53 1.332 1.14 268 ±36 [182]
SDSSJ0944−0147 BELLS 0.539 1.179 0.72 204 ±34 [182]
SDSSJ1159−0007 BELLS 0.579 1.346 0.68 165 ±41 [182]
SDSSJ1215+0047 BELLS 0.642 1.297 1.37 262 ±45 [182]
SDSSJ1221+3806 BELLS 0.535 1.284 0.7 187 ±48 [182]
SDSSJ1234−0241 BELLS 0.49 1.016 0.53 122 ±31 [182]
SDSSJ1318−0104 BELLS 0.659 1.396 0.68 177 ±27 [182]
SDSSJ1337+3620 BELLS 0.564 1.182 1.39 225 ±35 [182]
SDSSJ1349+3612 BELLS 0.44 0.893 0.75 178 ±18 [182]
SDSSJ1352+3216 BELLS 0.463 1.034 1.82 161 ±21 [182]
SDSSJ1522+2910 BELLS 0.555 1.311 0.74 166 ±27 [182]
SDSSJ1541+1812 BELLS 0.56 1.113 0.64 174 ±24 [182]
SDSSJ1542+1629 BELLS 0.352 1.023 1.04 210 ±16 [182]
SDSSJ1545+2748 BELLS 0.522 1.289 1.21 250 ±37 [182]
SDSSJ1601+2138 BELLS 0.544 1.446 0.86 207 ±36 [182]
SDSSJ1631+1854 BELLS 0.408 1.086 1.63 272 ±14 [182]
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Nombre del sistema Colaboración zl zs θE(′′) σ0 (Km s−1) Referencia
SDSSJ2122+0409 BELLS 0.626 1.452 1.58 324 ±56 [182]
SDSSJ2125+0411 BELLS 0.363 0.978 1.2 247 ±17 [182]
SDSSJ2303+0037 BELLS 0.458 0.936 1.02 274 ±31 [182]
SDSSJ0008-0004 SLACS 0.44 1.192 1.16 193 ±36 [103]
SDSSJ0029-0055 SLACS 0.227 0.931 0.96 229 ±18 [103]
SDSSJ0037-0942 SLACS 0.196 0.632 1.53 279 ±10 [103]
SDSSJ0044+0113 SLACS 0.12 0.196 0.79 266 ±13 [103]
SDSSJ0109+1500 SLACS 0.294 0.525 0.69 251 ±19 [103]
SDSSJ0157-0056 SLACS 0.513 0.924 0.79 295 ±47 [103]
SDSSJ0216-0813 SLACS 0.332 0.524 1.16 333 ±23 [103]
SDSSJ0252+0039 SLACS 0.28 0.982 1.04 164 ±12 [103]
SDSSJ0330-0020 SLACS 0.351 1.071 1.1 212 ±21 [103]
SDSSJ0405-0455 SLACS 0.075 0.81 0.8 160 ±7 [103]
SDSSJ0728+3835 SLACS 0.206 0.688 1.25 214 ±11 [103]
SDSSJ0737+3216 SLACS 0.322 0.581 1 338 ±16 [103]
SDSSJ0808+4706 SLACS 0.219 1.025 1.23 236 ±11 [103]
SDSSJ0822+2652 SLACS 0.241 0.594 1.17 259 ±15 [103]
SDSSJ0841+3824 SLACS 0.116 0.657 1.41 225 ±8 [103]
SDSSJ0903+4116 SLACS 0.43 1.065 1.29 223 ±27 [103]
SDSSJ0912+0029 SLACS 0.164 0.324 1.63 326 ±12 [103]
SDSSJ0936+0913 SLACS 0.19 0.588 1.09 243 ±11 [103]
SDSSJ0946+1006 SLACS 0.222 0.608 1.38 263 ±21 [103]
SDSSJ0956+5100 SLACS 0.24 0.47 1.33 334 ±15 [103]
SDSSJ0959+0410 SLACS 0.126 0.535 0.99 197 ±13 [103]
SDSSJ1016+3859 SLACS 0.168 0.439 1.09 247 ±13 [103]
SDSSJ1020+1122 SLACS 0.282 0.553 1.2 282 ±18 [103]
SDSSJ1023+4230 SLACS 0.191 0.696 1.41 242 ±15 [103]
SDSSJ1100+5329 SLACS 0.317 0.858 1.52 187 ±23 [103]
SDSSJ1106+5228 SLACS 0.096 0.407 1.23 262 ±9 [103]
SDSSJ1112+0826 SLACS 0.273 0.63 1.49 320 ±20 [103]
SDSSJ1134+6027 SLACS 0.153 0.474 1.1 239 ±11 [103]
SDSSJ1142+1001 SLACS 0.222 0.504 0.98 221 ±22 [103]
SDSSJ1143-0144 SLACS 0.106 0.402 1.68 269 ±5 [103]
SDSSJ1153+4612 SLACS 0.18 0.875 1.05 269 ±15 [103]
SDSSJ1204+0358 SLACS 0.164 0.631 1.31 267 ±17 [103]
SDSSJ1205+4910 SLACS 0.215 0.481 1.22 281 ±13 [103]
SDSSJ1213+6708 SLACS 0.123 0.64 1.42 292 ±11 [103]
SDSSJ1218+0830 SLACS 0.135 0.717 1.45 219 ±10 [103]
SDSSJ1250+0523 SLACS 0.232 0.795 1.13 252 ±14 [103]
SDSSJ1330-0148 SLACS 0.081 0.712 0.87 185 ±9 [103]
SDSSJ1402+6321 SLACS 0.205 0.481 1.35 267 ±17 [103]
SDSSJ1403+0006 SLACS 0.189 0.473 0.83 213 ±17 [103]
SDSSJ1416+5136 SLACS 0.299 0.811 1.37 240 ±25 [103]
SDSSJ1430+4105 SLACS 0.285 0.575 1.52 322 ±32 [103]
SDSSJ1436-0000 SLACS 0.285 0.805 1.12 281 ±19 [103]
SDSSJ1451-0239 SLACS 0.125 0.52 1.04 223 ±14 [103]
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Nombre del sistema Colaboración zl zs θE(′′) σ0 (Km s−1) Referencia
SDSSJ1525+3327 SLACS 0.358 0.717 1.31 264 ±26 [103]
SDSSJ1531-0105 SLACS 0.16 0.744 1.71 279 ±12 [103]
SDSSJ1538+5817 SLACS 0.143 0.531 1 189 ±12 [103]
SDSSJ1621+3931 SLACS 0.245 0.602 1.29 236 ±20 [103]
SDSSJ1627-0053 SLACS 0.208 0.524 1.23 290 ±14 [103]
SDSSJ1630+4520 SLACS 0.248 0.793 1.78 276 ±16 [103]
SDSSJ1636+4707 SLACS 0.228 0.674 1.09 231 ±15 [103]
SDSSJ2238-0754 SLACS 0.137 0.713 1.27 198 ±11 [103]
SDSSJ2300+0022 SLACS 0.228 0.464 1.24 279 ±17 [103]
SDSSJ2303+1422 SLACS 0.155 0.517 1.62 255 ±16 [103]
SDSSJ2321-0939 SLACS 0.082 0.532 1.6 249 ±8 [103]
SDSSJ2341+0000 SLACS 0.186 0.807 1.44 207 ±13 [103]
Q0047-2808 LSD 0.485 3.595 1.34 ±0.01 229 ±15 [106]
CFRS03-1077 LSD 0.938 2.941 1.24 ±0.06 251 ±19 [68]
HST14176+5226 LSD 0.81 3.399 1.41 ±0.08 224 ±15 [68]
HST15433 LSD 0.497 2.092 0.36 ±0.04 116 ±10 [68]
SL2SJ021247−055552 SL2S 0.75 2.74 1.27 ±0.04 273 ±22 [63]
SL2SJ021325−074355 SL2S 0.717 3.48 2.39 ±0.07 293 ±34 [63]
SL2SJ021411−040502 SL2S 0.609 1.88 1.41 ±0.04 287 ±47 [63]
SL2SJ021737−051329 SL2S 0.646 1.847 1.27 ±0.04 239 ±27 [63]
SL2SJ021902−082934 SL2S 0.389 2.15 1.30 ±0.04 289 ±23 [63]
SL2SJ022346−053418 SL2S 0.499 1.44 1.22 ±0.11 288 ±28 [63]
SL2SJ022511−045433 SL2S 0.238 1.199 1.76 ±0.05 234 ±21 [63]
SL2SJ022610−042011 SL2S 0.494 1.232 1.19 ±0.04 263 ±24 [63]
SL2SJ023251−040823 SL2S 0.352 2.34 1.04 ±0.03 281 ±26 [63]
SL2SJ084847−035103 SL2S 0.682 1.55 0.85 ±0.07 197 ±21 [63]
SL2SJ084909−041226 SL2S 0.722 1.54 1.10 ±0.03 320 ±24 [63]
SL2SJ084959−025142 SL2S 0.274 2.09 1.16 ±0.04 276 ±35 [63]
SL2SJ085019−034710 SL2S 0.337 3.25 0.93 ±0.03 290 ±24 [63]
SL2SJ085540−014730 SL2S 0.365 3.39 1.03 ±0.04 222 ±25 [63]
SL2SJ085559−040917 SL2S 0.419 2.95 1.36 ±0.10 281 ±22 [63]
SL2SJ090407−005952 SL2S 0.611 2.36 1.40 ±0.04 183 ±21 [63]
SL2SJ095921+020638 SL2S 0.552 3.35 0.74 ±0.02 188 ±22 [63]
SL2SJ135949+553550 SL2S 0.783 2.77 1.14 ±0.03 228 ±29 [63]
SL2SJ140454+520024 SL2S 0.456 1.59 2.55 ±0.08 342 ±20 [63]
SL2SJ140546+524311 SL2S 0.526 3.01 1.51 ±0.05 284 ±21 [63]
SL2SJ140650+522619 SL2S 0.716 1.47 0.94 ±0.03 253 ±19 [63]
SL2SJ141137+565119 SL2S 0.322 1.42 0.93 ±0.03 214 ±23 [63]
SL2SJ142031+525822 SL2S 0.38 0.99 0.96 ±0.14 246 ±23 [63]
SL2SJ142059+563007 SL2S 0.483 3.12 1.40 ±0.04 228 ±19 [63]
SL2SJ220329+020518 SL2S 0.4 2.15 1.95 ±0.06 213 ±21 [63]
SL2SJ220506+014703 SL2S 0.476 2.53 1.66 ±0.06 317 ±30 [63]
SL2SJ221326−000946 SL2S 0.338 3.45 1.07 ±0.03 165 ±20 [63]
SL2SJ221929−001743 SL2S 0.289 1.02 0.52 ±0.13 189 ±20 [63]
SL2SJ222012+010606 SL2S 0.232 1.07 2.16 ±0.07 127 ±15 [63]
SL2SJ222148+011542 SL2S 0.325 2.35 1.40 ±0.05 222 ±23 [63]



A.3. COMPILACIÓN DE SISTEMAS LENTES GRAVITACIONALES 113

Nombre del sistema Colaboración zl zs θE(′′) σ0 (Km s−1) Referencia
SL2SJ222217+001202 SL2S 0.436 1.36 1.44 ±0.15 221 ±22 [63]
SDSSJ0029+254401.7 BELLS 0.5869 2.4504 1.34 241 ±45 [104]
SDSSJ0201+322829.6 BELLS 0.3957 2.8209 1.70 256 ±20 [104]
SDSSJ0237−064112.9 BELLS 0.4859 2.2491 0.65 290 ±89 [104]
SDSSJ0742+334148.9 BELLS 0.4936 2.3633 1.22 218 ±28 [104]
SDSSJ0755+344539.5 BELLS 0.7224 2.6347 2.05 272 ±52 [104]
SDSSJ0856+201040.5 BELLS 0.5074 2.2335 0.98 334 ±54 [104]
SDSSJ0918+451856.7 BELLS 0.5238 2.3440 0.77 119 ±61 [104]
SDSSJ0918+510452.5 BELLS 0.5811 2.4030 1.60 298 ±49 [104]
SDSSJ1110+280838.4 BELLS 0.6073 2.3999 0.98 191 ±39 [104]
SDSSJ1116+091503.0 BELLS 0.5501 2.4536 1.03 274 ±55 [104]
SDSSJ1141+221628.8 BELLS 0.5858 2.7624 1.27 285 ±44 [104]
SDSSJ1201+474323.2 BELLS 0.5628 2.1258 1.18 239 ±43 [104]
SDSSJ1226+545739.0 BELLS 0.4980 2.7322 1.37 248 ±26 [104]
SDSSJ2228+120503.9 BELLS 0.5305 2.8324 1.28 255 ±50 [104]
SDSSJ2342−012032.5 BELLS 0.5270 2.2649 1.11 274 ±43 [104]
SL2SJ020457-110309 SL2S 0.609 1.89 0.54 ±0.07 250 ±30 [183]
SL2SJ020524-093023 SL2S 0.557 1.33 0.76 ±0.09 276 ±37 [183]
SL2SJ021801-080247 SL2S 0.884 2.06 1.00 ±0.03 246 ±48 [183]
SL2SJ023307-043838 SL2S 0.671 1.87 1.77 ±0.06 204 ±21 [183]
SDSSJ0143−1006 SLACS 0.2210 1.1046 1.23 203 ±17 [62]
SDSSJ0159−0006 SLACS 0.1584 0.7477 0.92 216 ±18 [62]
SDSSJ0324+0045 SLACS 0.3210 0.9199 0.55 183 ±19 [62]
SDSSJ0324−0110 SLACS 0.4456 0.6239 0.63 310 ±38 [62]
SDSSJ0753+3416 SLACS 0.1371 0.9628 1.23 208 ±12 [62]
SDSSJ0754+1927 SLACS 0.1534 0.7401 1.04 193 ±16 [62]
SDSSJ0757+1956 SLACS 0.1206 0.8326 1.62 206 ±11 [62]
SDSSJ0826+5630 SLACS 0.1318 1.2907 1.01 163 ±8 [62]
SDSSJ0847+2348 SLACS 0.1551 0.5327 0.96 199 ±16 [62]
SDSSJ0851+0505 SLACS 0.1276 0.6371 0.91 175 ±11 [62]
SDSSJ0920+3028 SLACS 0.2881 0.3918 0.70 297 ±17 [62]
SDSSJ0955+3014 SLACS 0.3214 0.4671 0.54 271 ±33 [62]
SDSSJ0956+5539 SLACS 0.1959 0.8483 1.17 188 ±11 [62]
SDSSJ1010+3124 SLACS 0.1668 0.4245 1.14 221 ±11 [62]
SDSSJ1031+3026 SLACS 0.1671 0.7469 0.88 197 ±13 [62]
SDSSJ1040+3626 SLACS 0.1225 0.2846 0.59 186 ±10 [62]
SDSSJ1041+0112 SLACS 0.1006 0.2172 0.60 200 ±7 [62]
SDSSJ1048+1313 SLACS 0.1330 0.6679 1.18 195 ±10 [62]
SDSSJ1051+4439 SLACS 0.1634 0.5380 0.99 216 ±16 [62]
SDSSJ1056+4141 SLACS 0.1343 0.8318 0.72 157 ±10 [62]
SDSSJ1101+1523 SLACS 0.1780 0.5169 1.18 270 ±15 [62]
SDSSJ1116+0729 SLACS 0.1697 0.6860 0.82 190 ±11 [62]
SDSSJ1127+2312 SLACS 0.1303 0.3610 1.25 230 ±9 [62]
SDSSJ1137+1818 SLACS 0.1241 0.4627 1.29 222 ±8 [62]
SDSSJ1142+2509 SLACS 0.1640 0.6595 0.79 159 ±10 [62]
SDSSJ1144+0436 SLACS 0.1036 0.2551 0.76 207 ±14 [62]
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Nombre del sistema Colaboración zl zs θE(′′) σ0 (Km s−1) Referencia
SDSSJ12+29 SLACS 0.09 0.59 1.35 232 ±7 [62]
SDSSJ13+08 SLACS 0.09 0.53 1.00 178 ±8 [62]
SDSSJ13+17 SLACS 0.20 0.37 1.01 250 ±12 [62]
SDSSJ14+33 SLACS 0.06 0.77 1.02 190 ±6 [62]
SDSSJ14+61 SLACS 0.16 0.65 1.00 180 ±15 [62]
SDSSJ14+28 SLACS 0.09 0.41 1.53 230 ±6 [62]
SDSSJ15+36 SLACS 0.14 0.73 1.17 194 ±11 [62]
SDSSJ15+22 SLACS 0.26 0.39 0.78 285 ±16 [62]
SDSSJ15+20 SLACS 0.13 0.35 1.01 243 ±9 [62]
SDSSJ15+30 SLACS 0.16 0.56 0.84 194 ±15 [62]
SDSSJ16+21 SLACS 0.20 0.48 0.57 197 ±16 [62]
SDSSJ16+14 SLACS 0.12 0.58 1.39 231 ±9 [62]
SDSSJ23−00 SLACS 0.29 1.00 1.14 184 ±13 [62]
SDSSJ23+01 SLACS 0.18 0.27 0.59 245 ±15 [62]
Q0142-100 CASTLES 0.491 2.719 1.12 246+17

−47 [181] [184]
MG0414+053 CASTLES 0.958 2.639 1.19 247+10

−13 [181] [184]
B0712+472 CASTLES 0.406 1.339 0.71 164±7 [181] [184]
HS0818+1227 CASTLES 0.390 3.115 1.42 246+17

−42 [181] [184]
B1030+074 CASTLES 0.599 1.535 0.78 257+10

−18 [181] [184]
HE1104-1805 CASTLES 0.729 2.303 1.595 303+11

−10 [181] [184]
B1608+656 CASTLES 0.630 1.394 1.135 267+6

−15 [181] [184]
HE2149-2745 CASTLES 0.603 2.033 0.85 191+7

−9 [181] [184]
MG1549+304 CASTLES 0.111 1.170 1.15 227±18 [181] [185]
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Tabla A.5: 32 sistemas lentes gravitacionales con Dobs > 1.

Nombre del sistema Dobs θE(′′) Marca
SDSSJ1318-0313 1.207548476671243 1.58
SDSSJ0801+4727 1.7690928325399644 0.49 †
SDSSJ1234−0241 1.234704134938535 0.53 †
SDSSJ1352+3216 2.4345927827771154 1.82 †
SDSSJ0008-0004 1.079816763956848 1.16 †
SDSSJ0252+0039 1.3407639908720494 1.04 †
SDSSJ0405-0455 1.0835693599307283 0.8 †
SDSSJ1100+5329 1.5071867558989571 1.52
SDSSJ1218+0830 1.0483021267443504 1.45
SDSSJ2238-0754 1.123259330363861 1.27 †
SDSSJ2341+0000 1.1652751780813544 1.44 †
SL2SJ022511−045433 1.1145194380761674 1.76
SL2SJ090407−005952 1.4495478313743804 1.40
SL2SJ220329+020518 1.4903288161448882 1.95 †
SL2SJ221326−000946 1.362770060019399 1.07 †
SL2SJ222012+010606 4.643580764983071 2.16 †
SL2SJ222217+001202 1.022314778682008 1.44 †
SDSSJ091807.86+451856.7 1.8853999737796163 0.77 †
SL2SJ023307-043838 1.4747541461571618 1.77
SDSSJ0143−1006 1.0349508604157698 1.23
SDSSJ0757+1956 1.323692987529667 1.62 †
SDSSJ0826+5630 1.318113655499309 1.01 †
SDSSJ0851+0505 1.0303196656712754 0.91 †
SDSSJ0956+5539 1.147828113281079 1.17 †
SDSSJ1048+1313 1.0760178574880814 1.18
SDSSJ1056+4141 1.0128377643232576 0.72 †
SDSSJ1142+2509 1.0835264989141573 0.79 †
SDSSJ1301+0834 1.094376326151474 1.0 †
SDSSJ1430+6104 1.0701919604254106 1.0 †
SDSSJ1433+2835 1.0028649501362656 1.53 †
SDSSJ1541+3642 1.0779263693220975 1.17 †
SDSSJ2309−0039 1.1675511061635446 1.14
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