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Resumen

En la literatura, es un hecho ampliamente aceptado que el limite es una nocion dificil para la
mayoria de los estudiantes, especificamente, se identifica la ensefianza del concepto de limite
de una funcion de dos variables como un area de oportunidad, ya que existe escasa investigacion
sobre la ensefianza y aprendizaje de este concepto.

En ese sentido, el objetivo de este trabajo es el disefio de una secuencia de aprendizaje del
concepto de limite de una funcion de dos variables usando Geogebra 3D. La decision de usar
este software se debe a que los graficadores pueden facilitar el aprendizaje de las funciones y el
desarrollo de habilidades de visualizacion espacial. GeoGebra 3D fue usado para ofrecer una
representacion gréfica y para que los estudiantes llevaran a cabo la manipulacion de parametros
(variacion de éstos), la rotacion de los elementos graficos y la simulacion de una perspectiva
tridimensional; en esencia, se tratd de beneficiarse del dinamismo que ofrece GeoGebra 3D.

Por otro lado, para dejar de manifiesta la comprensidn que se desea promover con la secuencia

de aprendizaje, se tomaron en consideracion principios de la Teoria de Registros de
Representaciones Semidticas de Duval. De esta teoria se tomaron los dos tipos de
transformacion en los contextos de representacion: el tratamiento y la conversion. Para el disefio,
se toma como eje central los registros gréficos, a través de la grafica de la funcién de dos
variables, y el registro algebraico que esta presente en la definicion de limite funcional, asi como
el registro verbal, también presente en la definicion de limite de una funcion escalar de dos
variables.

Se considera que a través de la secuencia de aprendizaje que se propone se pueden aportar datos
empiricos sobre el beneficio o desventajas de la implementacion de la tecnologia, en este caso
del software GeoGebra 3D, en el aprendizaje del concepto de limite. Por otro lado, esta
investigacion siguié una metodologia con un enfoque cualitativo, de corte transversal, no
experimental, y de tipo empirica. La secuencia de aprendizaje se construyd teniendo en cuenta
los objetivos de aprendizaje para el tema de limite, centrdndose en la definicién para que se
comprendiera dicho concepto; y se usaron los registros de representacion gréfico, algebraico y
verbal como base para el disefio de las tareas y actividades. Por otro lado, la aplicacion de la
secuencia de aprendizaje se llevo a cabo de manera virtual con 4 estudiantes de una licenciatura
en matematicas.

En cuanto a los resultados, se obtuvo que la mayoria de los estudiantes llevaron a cabo los
tratamientos en los registros de representacion gréafico, algebraico y en menor medida en el
registro verbal, y en referencia a la realizacion de conversiones se reporta que todos los
estudiantes pudieron llevar a cabo alguna conversion, estas podian ir del registro de
representacion grafico al verbal, o del registro representacion algebraico al registro verbal. De
la evidencia que se obtuvo de las producciones de los estudiantes se considera importante tener
en cuenta algunas caracteristicas que a nuestro juicio son relevantes considerar al momento de
disefiar una secuencia de aprendizaje como la que aqui se propone.
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Algunas de esas caracteristicas son: que exista una intencionalidad en las transformaciones
propuestas; que haya una eleccion adecuada de registros de representacion; que se promueva
una interaccién dindmica entre los estudiantes y el software GeoGebra 3D.

Palabras Clave: Representaciones semioticas, Calculo Multivariable, ensefianza-aprendizaje
en nivel superior, software graficador, y definicion de limite.
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Abstract

One of the problems that have been found in the teaching of Calculus is the difficulty of students
to achieve a satisfactory understanding of the concepts. One of those concepts is the limit, which
has been a recurring research topic in Educational Mathematics for years. In the literature, it is
a widely accepted fact that the limit is a difficult notion for most students, specifically, the
teaching of the concept of the limit of a function of two variables is identified as an area of
opportunity, since there is little research on teaching and learning this concept.

In this sense, the objective of this document is the design of a learning sequence of the concept
of the limit of a function of two variables using GeoGebra 3D. The decision to use this software
Is because 3D plotting can facilitate the learning of functions and the development of spatial
visualization skills. GeoGebra 3D was used to offer a graphical representation and for the
students to carry out the manipulation of parameters (and it’s variation), the rotation of the
graphic elements and the simulation of a three-dimensional perspective; in essence, it was about
taking advantage of the dynamism that GeoGebra 3D offers.

On the other hand, in order to show the understanding that the learning sequence was intended
to promote, principles of Duval's Theory of Registers of Semiotic Representations were taken
into consideration. This theory makes use of two types of transformation in the contexts of
representation: treatment and conversion. For the design, the graphic registers were taken as the
central axis, through the graph of the function of two variables, and the algebraic register that is
present in the definition of functional limit, as well as the verbal register, also present in the
definition limit of a scalar function of two variables. It is considered that through the proposed
learning sequence, empirical data can be provided on the benefits or disadvantages of the
implementation of the technology, in this case the GeoGebra 3D software, in learning the
concept of limit.

On the other hand, this research followed a methodology with a qualitative, cross-sectional,
non-experimental, and empirical approach. The learning sequence was built taking into account
the learning objectives for the limit topic, focusing on the definition so that said concept was
understood; and the registers of graphic, algebraic and verbal representation were used as the
basis for the design of the tasks and activities. On the other hand, the application of the learning
sequence was carried out virtually with 4 students of a College degree in mathematics.
Regarding the results, it was obtained that most of the students carried out the treatments in the
graphic and algebraic representation registers and to a lesser extent in the verbal register, and in
reference to the realization of conversions it is reported that all the students could carry out some
conversion, these could go from the register of graphic representation to the verbal register, or
from the register algebraic representation to the verbal register.

From the evidence obtained from the students' productions, it is considered important to take
into account some characteristics that in our opinion are relevant to consider when designing a
learning sequence such as the one proposed here. Some of these characteristics are: that there is
an intention in the proposed transformations; that there is an adequate choice of representation
registers; that a dynamic interaction is promoted between the students and the GeoGebra 3D
software.
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Key Words: Semiotic representations, multivariable calculus, higher-level teaching-learning,
graphing software, and definition of limit.
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Introduccion

El concepto de limite ha sido un tema frecuente de investigacion en la Matemética Educativa
durante afios. En la literatura es un hecho ampliamente aceptado que el limite es una nocion
dificil para la mayoria de los estudiantes (Kabael, 2014). Algunas dificultades en torno al
concepto de limite se deben, segin Hernandez, Prada y Ramirez (2017) a las préacticas de
ensefianza, en donde algunas de éstas se han limitado a la realizacion de procesos mecanicos
asociados con al desarrollo de competencias del pensamiento variacional.

Es este estudio se abordo6 el limite de una funcién de dos variables, nocién que es
fundamental en las matematicas y sus aplicaciones (Martinez y Trigueros, 2012). Ademas, es
necesario enfatizar que, segun Martinez y Trigueros (2012), existe un vacio de investigaciones
que limita la comprension de cémo los estudiantes aprenden las ideas principales involucradas
en el estudio del Célculo Multivariable.

El trabajo que aqui se presenta tuvo por objetivo el disefiar una secuencia de aprendizaje
para promover la comprension del concepto de limite de una funcién escalar de dos variables
usando Geogebra 3D para estudiantes de una Licenciatura en Matematicas. Se utilizo GeoGebra
3D, ya que segun Del Rio (2016) los elementos tecnologicos facilitan la ensefianza y aprendizaje
del Célculo, y apoyan la comprensién conceptual en el Célculo Multivariable (Kashefi, Ismail
y Mohamad, 2017).

En este sentido, se empled el software GeoGebra 3D como un elemento tecnoldgico que
promueve el aprendizaje y ensefianza del Calculo. Ademas, dicho software fue una herramienta
gue nos permitid representar de manera efectiva el registro de representacion semidtica gréafico,
y en conjunto con los registro algebraico y verbal nos permitieron, a través de la transformacion
de conversion, evidenciar la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos
variables.

La secuencia se disefio teniendo como base los constructos de tratamiento y conversion
de la TRRS de Duval (2006) para presentar las actividades que tuvieron como objetivo promover
la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables en estudiantes de
una licenciatura en matematicas. La comprension se entiende en este trabajo como la habilidad
para pasar de un registro a otro, lo cual implica relacionar y coordinar diversas representaciones
de un mismo concepto u objeto.

El cambio de registro es una movilizacion que requiere que haya una coordinacion
interna por parte del sujeto entre los diversos sistemas de representacion semioticos posibles
que se pueden elegir y usar (Duval, 2006). En sintesis, lo que se busco lograr fue que los
estudiantes tuvieran la capacidad de relacionar distintas maneras de representar el limite de una
funcidn escalar de dos variables y pasar de un registro de representacion a otro de manera natural
para que lograran comprender este concepto.
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Se siguidé una metodologia de corte cualitativa, no experimental y transversal. Cualitativa
ya que ésta se basa més en una logica y proceso inductivo, es decir, se explora y se describe, y
luego se pueden generar perspectivas tedricas; ademas de que una investigacion cualitativa es
de perspectiva interpretativa centrada en el entendimiento del significado de las acciones de
seres Vivos, sobre todo de los humanos y sus instituciones, busca interpretar lo que va captando
activamente. Por otro lado, la investigacion fue no experimental (Hernandez, Fernandez y
Baptista, 2010) ya que no se realizé la manipulacién ni comparacion deliberada de variables en
grupos, ademas de que s6lo se observo el fendmeno en su ambiente natural para después
analizarlo. Finalmente, la investigacion se puede catalogar como transversal, ya que se
recolectaron los datos en un solo momento, es decir en un tiempo unico.

Mediante la secuencia de aprendizaje se pretendid abonar tanto al campo préactico y
tedrico de la Matematica Educativa. Lo anterior a través del acrecentamiento de herramientas
didacticas que mejoraran la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y también como una
aplicacion de la investigacion en Matematica Educativa. En este sentido, se tuvo el interés de
gue mediante la secuencia de aprendizaje se facilitara el aprendizaje y se lograra la comprensién
del concepto de limite de una funcidn escalar de dos variables. La secuencia disefiada se espera
pueda ser utilizada como una alternativa en la ensefianza del concepto de limite de una funcion
escalar de los cursos de Célculo Multivariable, en este sentido también se espera que la
secuencia propuesta abone en la comprension de mejores formas de promover el aprendizaje las
matematicas, y en especifico del Célculo de varias variables.

En otro orden de ideas, de la aplicacion de la secuencia de aprendizaje se esperaba que
todos los estudiantes llevaran cabo cada una de las actividades propuestas. Esto para que nos
permitiera establecer las transformaciones de tratamientos y conversiones en los registros de
representacion grafico, algebraico y verbal del concepto de limite. Dichos tratamientos y
conversiones se quedarian evidenciados teniendo como base las producciones escritas,
manifestaciones verbales, y deméas elementos recogidos a través de la videograbacion que nos
proporcionaron los software, para poder determinar si si se logré o no dichas transformaciones
en los registros de representacion.

En este tenor, y haciendo un comparativo con lo que se esperaba y lo que sucedi6 en
cuanto a lo que realizaron los estudiantes, se tiene que la mayoria de los estudiantes llevaron a
cabo los tratamientos en los registros de representacion grafico, algebraico y en menor medida
en el registro verbal, que se habian estipulado que llevasen a cabo. Por otro lado, y referente a
la realizacidn de conversiones por parte de los alumnos, se reporta que todos los estudiantes
pudieron llevar a cabo alguna conversion, la evidencia recabada asi lo deja ver. Las conversiones
hechas por los estudiantes podian ir del registro de representacion grafico al verbal, o del registro
representacion algebraico al registro verbal.

Tambien cabe hacer mencion, que en algunos casos de las producciones realizadas por
los estudiantes en las diversas actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje, no nos
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permitieron establecer ya sea tratamientos o conversiones debido a la falta de informacion o
porque respondieron parcialmente, y en algunos casos especificos no respondieron.

De la evidencia que se obtuvo de las producciones de los estudiantes se considera
importante tener en cuenta algunas caracteristicas que a nuestro juicio y dada la evidencia son
relevantes considerar al momento de disefiar una secuencia de aprendizaje como la que aqui se
propone. Algunas de esas caracteristicas que se consideran importantes son: que las tanto los
tratamientos y conversiones se promuevan, es decir, que exista de antemano una intencionalidad
en las transformaciones y que no se espere que se daran de manera natural; que se permita un
transito dindmico entre registros de representacion, lo cual requiere de una eleccion adecuada
de registros de representacion, en nuestro caso, se considerd fundamental el registro grafico
dado que permite tener una nueva representacion del limite de una funcién de dos variables; y
finalmente, que se promueva una interaccién permanente y fluida entre los estudiantes y el
software dinamico GeoGebra 3D, esto para provocar que los alumnos manipulen y exploren la
vista tridimensional de la representacion del limite de una forma no estatica.

Finalmente, en este escrito se presenta en primera instancia, el capitulo donde se exhiben
los antecedentes de nuestra tematica de estudio, la problematica que envuelve al tema que se
estudia, el problema que se atiende desde esta investigacion, la pregunta, el supuesto y objetivo
de investigacion, asi como la justificacion que da sustento a la pertinencia de esta investigacion;
en el segundo capitulo se abordan los elementos tedricos que sustentan esta tesis; en el capitulo
tres se describe la metodologia que se siguid para lograr los objetivos propuestos del presente
trabajo; en el cuarto capitulo se exponen los resultados de la aplicacidn de la secuencia; mientras
que en el quinto capitulo se muestran las conclusiones a las que se llegd en este escrito;
posteriormente se exhibe una seccion en donde se indican las referencias bibliogréficas usadas;
y finalmente, se pone a la vista una seccion dedicada a los anexos.
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Capitulo 1.

El presente capitulo esta organizado de la siguiente manera: en primera instancia se presenta
una seccion dedicada a la motivacion para la realizacion de este trabajo de investigacion; en una
segunda seccién se describen los antecedentes, los cuales permitieron enmarcar esta
investigacion; y finalmente, en una tercera seccion, se expone la problematica, el problema, la
pregunta, el objetivo general, y la justificacion de la investigacion.

1.1. Motivacion

Algunas investigaciones han puesto de manifiesto que en el proceso de ensefianza-aprendizaje
del Célculo hay obstaculos, errores y dificultades. Uno de los conceptos del Calculo que presenta
dificultades para su aprendizaje es el limite de una funcion. Aunque la literatura especializada
muestra que la investigacion se ha centrado en el limite de funciones de una variable.

Dadas las dificultades en torno al proceso de ensefianza-aprendizaje propias del Calculo
se podria esperar que en topicos del Célculo Multivariable también existan dificultades. Sin
embargo, es importante enfatizar la escasez de investigaciones que abordan la ensefianza-
aprendizaje del Calculo Multivariable y en especial, el concepto de limite de una funcion escalar
de dos variables. En este sentido, algunos trabajos afirman que el paso o extrapolacion de la
comprension del concepto de limite de una funcién en una variable al limite de una funcién
escalar de dos variables no es automatico. Por lo que, si consideramos las dificultades en el
aprendizaje del limite de una funcién de una variable, es plausible encontrar también
dificultades en el limite de una funcion de dos variables.

La informacidn sobre dificultades en el limite de una funcion de dos variables es escasa.
Dada la escasez de trabajos en el tema, se ha decidido investigar sobre el aprendizaje del
concepto de limite de una funcion escalar de dos variables. Lo que tiene por objetivo abonar y
arrojar algo de luz sobre la ensefianza-aprendizaje del Calculo Multivariable.

La investigacion gir6é en torno al disefio e implementacion de una secuencia de
aprendizaje para el concepto de limite de una funcién escalar de dos variables. Para lo cual se
hizo uso del software GeoGebra 3D para presentar el registro de representacion grafico, que
junto a los registros de representacion algebraico y verbal fueron elementos centrales para el
disefio de las tareas y actividades de la secuencia de representacion.

El uso de este software, GeoGebra 3D, respondio al hecho de que cominmente se utiliza
unicamente una sola representacion de un objeto matematico en las clases del nivel superior (la
representacion algebraica). Con el software se ofrecio otra representacion, una que se baso en
el registro gréafico, utilizando los términos de la Teoria de Registros de Representaciones
Semioticas (TRRS) de Duval .

La TRRS sostiene que para el entendimiento y aprendizaje, sobre todo la comprension
en matematicas, se requiere de al menos dos tipos de registros de representacion de un mismo
objeto matematico, y que estos interactlen a traves del tratamiento y la conversion. En esta



investigacion se decidi6 usar solamente los registros de representacion el grafico, algebraico y
verbal, ya que se consideraron mas apropiados para abordar la definicion del limite de una
funcion escalar de dos variables.

Para concluir, cabe enfatizar que la principal motivacion para la realizacion de esta
investigacion tuvo que ver con la necesidad de indagar sobre el aprendizaje del Calculo
Multivariable, lo anterior con la finalidad de abonar a la disciplina de la Matematica Educativa.
En este sentido, se tiene la conviccion de que a través de esta investigacion se hizo un aporte a
través de datos empiricos sobre la ensefianza del concepto de limite de una funcion escalar de
dos variables.

1.2. Antecedentes

En esta seccion se describen trabajos referentes al limite, al aprendizaje y la ensefianza del limite,
los errores y dificultades en torno al limite, el uso de la tecnologia como herramienta para
promover aprendizajes matematicos, en especial el concepto de limite de una funcion de dos
variables.

Esta seccion se organiza de la siguiente manera: investigaciones donde se aborda la
ensefianza y aprendizaje del limite; las dificultades de los estudiantes cuando trabajan con el
concepto de limite; el limite en la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de
Zacatecas; y finalmente, el uso de la tecnologia en la ensefianza y aprendizaje del Célculo. Cabe
enfatizar que la clasificacion que aqui se hace se toma de manera parcial de la propuesta por
Bressoud, Ghedamsi, Martinez y Térner (2016) que se presenta en ICME 13 (International
Congress on Mathematical Education) llevado a cabo en Alemania en 2016.

La eleccion de la propuesta de Bressoud et al. (2016) responde al hecho de que algunos
trabajos representativos sobre problematicas de diversas areas en torno a la ensefianza y
aprendizaje del Célculo a nivel mundial son presentados en este congreso. Por lo anterior, se
considera que las secciones que se presentan a continuacion son areas de investigacion
pertinentes y actuales que abordan problemaéticas diversas, donde se utilizan metodologias,
teorias, herramientas e instrumentos que nos ayudaron a validar y dar sustento a nuestro trabajo.
Sin embargo, la propuesta de Bressoud et al. (2016) no reporta estudios sobre la ensefianza y
aprendizaje del Céalculo Multivariable, lo que apoya lo manifestado por otros autores, como
Martinez y Trigueros (2012), que sostienen que esta parte del Célculo es poco estudiada.

1.2.1 Algunas investigaciones donde se ha abordado la ensefianza y aprendizaje del limite

En esta seccion se describen algunas investigaciones que abordan la ensefianza y aprendizaje
del limite, cabe mencionar que se describen trabajos en diversas areas del Calculo, como el
Integral, Diferencial y el Multivariable. La intencion de esta seccion es poner de relieve la
tendencia de la utilizacion de la TRRS en investigaciones que abordan el limite de funciones, y
también exponer el privilegio que se le da a la tecnologia en cuestiones de ensefianza y



aprendizaje del Calculo en donde la TRRS es el sustento tedrico que permite promover la
comprension de un objeto, concepto o constructo matematico.

Si bien no todos los trabajos que se describen en esta seccion abordan tematicas
relacionadas al aprendizaje y la ensefianza del Calculo Multivariable, que es la categoria donde
recae nuestro trabajo de investigacion, aun asi se han decidido exponer, ya que consideramos
que nos dan una mirada mas amplia y critica sobre aspectos que se presentan en torno a la
adquisicion de conceptos y procedimientos del Calculo de una variable, y que se podrian
considerar y extrapolar al campo del Calculo Multivariable.

Uno de los marcos tedricos de la Matematica Educativa que frecuentemente se usan en trabajos
de investigacion que analizan la ensefianza y aprendizaje del limite de una funcion, es la TRRS.
Como en Radillo y Gonzélez (2014) donde se ofrece una alternativa para mejorar la ensefianza
del Calculo Diferencial a través de la comprension de los objetos matematicos. Estos autores
consideran la comprension como un proceso mental que involucra el desarrollo de una variedad
de representaciones internas apropiadas junto con las relaciones funcionales entre ellas, de tal
forma que se puedan producir representaciones externas adecuadas para la resolucién de tareas
que involucren a dicho objeto de manera determinante. Es decir, para comprender un objeto
matematico es necesario conocer Yy articular diversas representaciones semioticas, transitar de
unaa laotra, lo que Duval (2006) llama conversion. Por lo anterior, estos autores en su propuesta
buscan articular las principales formas de representacion (la numérica o tabular, la geométrica
o gréfica, la analitica o algebraica y la verbal) del concepto de limite de una funcion.

En este sentido, de los resultados y conclusiones de Radillo y Gonzalez (2014) se
rescatan los dos que consideramos mas importantes para nuestra investigacion: en primer lugar
se pone de manifiesto la necesidad de implementar actividades con apoyo de la computadora o
calculadora graficadora para que los estudiantes tengan mayor libertad para explorar las
funciones y sus limites; y en segundo lugar se debe poner mayor énfasis en los procesos de
conversion entre representaciones, esto para evitar que las interpretaciones errdneas o
incompletas distorsionen la construccion de significado del limite de la funcién.

Lo que se rescata de Radillo y Gonzélez (2014) es importante para nuestra investigacion
ya que se puede intuir una compatibilidad muy significativa entre la TRRS y los softwares
graficadores, lo que apoya a nuestro estudio, ya que en éste se plantea una secuencia de
aprendizaje donde dicho software se utiliz6 como una herramienta que nos permitio representar
diversos registros de representacion, elementos de la TRRS, para promover la comprension (en
términos de Duval) a través de la conversion. Otro de los resultados de Radillo y Gonzélez
(2014) versa sobre la importancia de poner atencion en el proceso de conversion en los registros
de representacion, esto para que se logre la comprension, por lo que se puso especial énfasis en
el analisis de las producciones de los estudiantes cuando utilizaron registros, esto para poder
poner de manifiesto la comprension del concepto que se busco construir.



Por otro lado, en Del Rio (2016) se utiliza la TRRS y se dan fundamentos tedricos que
sustentan la utilizacion de la vista grafica 3D de GeoGebra como herramienta para la ensefianza
y el aprendizaje del Célculo Diferencial e Integral. Aunque también aborda cuestiones de
relacionadas con el Calculo Multivariable, y especificamente con el limite de una funcion de
dos variables. Del Rio (2016) propone “una actividad que podria aportar a mejorar la
comprension de estas cuestiones, aprovechando las virtudes del entorno de trabajo de
GeoGebra” (p. 10), donde las tareas buscaban posibilitar un trabajo desde lo grafico y algebraico
para promover la articulacion entre esos registros de representacion semidtica, algo muy similar
a lo que se realizd en nuestra investigacion, buscar la promocién de un concepto matematico a
través del uso e interaccion con el software GeoGebra 3D mediante diversos registros de
representacion por medio de la conversion, constructo de la TRRS. Del Rio (2016) concluye
que la vista grafica 3D en el entorno de geometria dindmica de GeoGebra posibilita
construcciones que pueden mejorar la comprension de los conceptos del Céalculo Diferencial e
Integral, asi como algunos topicos del Calculo Multivariable.

Asi como Radillo y Gonzalez (2014) y Del Rio (2016) usaron la Teoria de
Representaciones Semidticas de Duval (2006) para dar sustento a su investigacion, otros
trabajos también se apoyan en estos constructos, tal es el caso de Blazquez, Ortega, Gatica y
Benegas (2006) donde se estudi6 el concepto de limite de una funcién de una variable; Gonzélez,
Morales y Sigarreta (2013) quienes analizaron el concepto de infinito; y finalmente, Palomino,
Hurtado y Barrios (2009) que investigaron el concepto de limite de una funcion de una variable
y su relacion con los sistemas de representacion.

Por lo anterior, queda de manifiesto que el software GeoGebra 3D es una herramienta
que posibilita la representacion de diversos registros de representacién, y que teniendo como
sustento tedrico la TRRS, se pueden proponer situaciones de aprendizaje que promuevan la
comprensidn de objetos, conceptos y procedimientos matematicos. En este sentido, el trabajo
de Del Rio (2016) nos sirvi6 para considerar a GeoGebra 3D y la TRRS como una dupla idonea
para nuestro trabajo, que nos ayudd a dar sustento en la creacién de una secuencia de aprendizaje
que promueve la comprension del limite de una funcion escalar de dos variables. Segin Del Rio
(2016) GeoGebra 3D ayuda a través de los registros de representacion a promover la
aprehensién de conocimientos conceptuales del Calculo, incluido los del Calculo Multivariable,
es este sentido se puede decir que se uso el trabajo de Del Rio (2016) como evidencia empirica
de la factibilidad de usar el software GeoGebra 3D con la TRRS.

Reconocemos que existen diversos enfoques tedricos que abordan la ensefianza y
aprendizaje del Calculo del limite de una funcién como se describe en Trujillo, Vera y Prada
(2017), sin embrago para nuestra investigacion nos enfocamos y tomamos como base la TRRS
de Duval (2006), dado que trabajos como los de Del Rio (2016) dejan ver que este enfoque
teorico se puede articular de manera formidable con elementos tecnoldgicos como los software,
tal es el caso de GeoGebra 3D; ademas de que la TRRS nos permiti6 dar elementos para poder



argumentar la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables a
través de la conversion entre diferentes registros de representacion.

1.2.2. Dificultades de los estudiantes al trabajar con limites

Segln Artigue (1995; 1998) la ensefianza de los principios del Célculo es problemaética. Y lo
anterior lo concluye de numerosas investigaciones que ponen de manifiesto que no es facil para
los estudiantes adentrarse en el campo conceptual del Calculo, y “se encuentran grandes
dificultades para hacerlos entrar en verdad en el campo del Célculo y para hacerlos alcanzar una
comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que son el centro de este
campo de las matematicas” (Artigue, 1998, p. 97).

En este sentido Artigue (1998) afirma que las dificultades presentes en el aprendizaje del
Calculo son fuertes y persistentes, y que ademas, son de diversa indole y se imbrican y refuerzan
mutuamente en redes complejas. Esta autora ofrece una clasificacion para las dificultades en el
aprendizaje del Calculo, las cuales son:

¢ Dificultades ligadas a la complejidad matematica de los objetos basicos de este campo
conceptual, como por ejemplo, los nimeros reales, las funciones y las sucesiones.

e Dificultades relacionadas a la conceptualizacion de la nocion de limite y a su dominio
técnico.

e Dificultades ligadas a la obligada ruptura con modos caracteristicos de pensamiento del
funcionamiento algebraico.

De estas dificultades de aprendizaje que se mencionan sobre el limite de una funcion de
una variable, se pueden extender al campo del aprendizaje del limite de una funcién de dos
variables. Lo anterior en virtud de que lejos de simplificarse los objetos matematicos cuando se
pasa del estudio en un contexto bidimensional a uno tridimensional, dichos objetos se vuelven
mas complejos, y por lo general aumenta su nivel de abstraccion. Por lo que dichas dificultades,
sobre todo las que versan sobre la conceptualizacion del objeto matematico de limite y de la
eficaz utilizacion técnica pueden ser encontradas al momento de que se pretenda que los
estudiantes aprendan el limite en el contexto multivariable, es decir, cuando se procure que
aprendan sobre el limite de una funcién de dos variables.

Otra de las dificultades que se heredaran al campo del Célculo Multivariable, es la
complejidad ligada al pensamiento algebraico que persiste en los estudiantes, sobre todo la que
tiene que ver con la idea de igualdad. Esta, en el pensamiento algebraico tiene una significacion
diferente con la que se tiene en el pensamiento analitico, en el algebraico, la igualdad se usa
principalmente para mostrar que dos expresiones son iguales, lo anterior a través de
transformaciones sucesivas de una expresion a la otra, mientras que en el analitico se necesita
desarrollar una vision de la igualdad ligada a la idea de proximidad infinita. Idea que se puede



trasladar a un entorno tridimensional con el constructo de bola abierta, que cabe enfatizar, no es
nada sencillo.

En este sentido, en este trabajo se profundizé en las dificultades ligadas al concepto de
limite. En Artigue (1998) se describen dichas dificultades que surgen de obstaculos
epistemoldgicos, donde éstas se categorizan en:

e Dificultad relacionada con el sentido comin de la palabra limite que induce
concepciones persistentes del limite como barrera infranqueable o como Gltimo término
de un proceso.

¢ Dificultad que se genera por el obstaculo de la sobregeneralizacion de las propiedades
de procesos finitos a procesos infinitos.

¢ Dificultad relacionada por la fuerza de una geometria de las formas que impide que se
identifiquen claramente los objetos involucrados en el proceso de limite y su topologia
subyacente.

e Dificultades que tienen su origen en las caracteristicas propias de la definicion formal
del concepto de limite. La complejidad légica del concepto formal de limite que rompe
parcialmente con las concepciones previas de la nocion de limite.

Se considera que se manifestaron y superaron las dificultades que identificd Artigue
(1998) entorno al concepto de limite, ya que dichas dificultades no estriban en si es un limite de
una variable o no, sino mas bien en la naturaleza del concepto de limite, al sentido coman de la
palabra, las caracteristicas propias de la definicidn, que lejos de simplificarse cuando se pasa
del limite de una variable a dos, se vuelve mas complicada y abstracta. Por lo anterior, se
contempld que los estudiantes pudieran haber presentado las dificultades en torno al aprendizaje
del limite de una funcion de dos variables, pero que fueron consideradas para el disefio de la
secuencia de aprendizaje.

Por otra parte, Hitt y Paez (2005) y Medina (2001), también advierten que en la
construccién del concepto de limite hay dificultades. Por una parte, se encuentran dificultades
de aprendizaje que tienen que ver con la complejidad del concepto en si, y por el otro,
dificultades de aprendizaje relacionadas en la forma de como se ensefia dicho concepto, que
segun Hitt y Paez (2005) es la gran mayoria de las dificultades que presentan los estudiantes
para comprender el tema de limites, es decir, la forma en que se ensefia el Calculo en muchas
ocasiones obstaculiza de alguna manera el que se logren construir conocimientos en los
estudiantes, en especial el concepto de limite. Por ejemplo, en Brandes y Hardy (2018) se
menciona que los cursos de Calculo frecuentemente son impartidos de una forma en que los
conocimientos que se promueven son solo procedimentales y no procuran una comprension
profunda. En otras palabras, el cbmo se ensefia dificulta la comprension, ya que como se expone
en Brandes y Hardy (2018) ésta no se promueve. Las dificultades que se presentan en los



estudiantes y que se derivan del como se ensefia son presentadas en una seccion posterior, donde
entre otras cosas se discute la forma de presentar el tema por parte de los profesores.

en.

Dichas dificultades de aprendizaje segun Hitt y Paez (2005, p. 134) se pueden categorizar

Ideas primitivas de limite. Antes de alguna ensefianza los estudiantes tienen ideas,
intuiciones, imagenes y conocimientos, que ha obtenido de la experiencia diaria y
situaciones cotidianas. En este sentido Cornu (1981, como se cita en Hitt y Pdez, 2005)
sefiala que los estudiantes utilizan en el lenguaje comun la idea de limite desde un punto
de vista geografico, en donde el limite no se sobrepasa, ni moral o reglamentariamente,
y €s visto como una cota que uno prohibe alcanzar.

Idea de limite como una idea de aproximacién. Una de esas ideas intuitivas que
predomina en la mayoria los estudiantes es la de pensar que el limite no es alcanzado o
que se alcanza en “en el infinito”.

Significados de las diferentes notaciones. La notacion matematica genera dificultades
tanto a los estudiantes como a los profesores. Por ejemplo, en la notacion n> oo existe la
creencia de considerar “un numero tan grande como se quiera” equivalente con la
existencia de un final.

Conflictos con la idea sobre el concepto de limite como una simple sustitucion. Es este
sentido, el pensar en el limite como una sustitucion conducira a una dificultad para
comprender que el limite de una constante es la constante. Y la dificultad serd mayor si
se presenta un parametro, por ejemplo, ii_T)rll(a + 5)2= (a + 5)2. En este tenor, cuando

se le proporciona la expresion algebraica, algunos estudiantes piensan que siempre debe
existir un método para calcularlo, y el problema de ello consiste en que lo usan
indistintamente tanto para funciones continuas como para discontinuas.

Conflictos en la lectura de gréaficas con respecto al limite. En este caso, algunos
estudiantes consideran que graficamente el limite es donde esta definida la funcién sin
considerar que la funcidén sea o no continua. Este suceso es el reflejo de la fuerte
influencia del proceso de sustitucion en el Célculo de limites.

Conflictos con la idea de que una funcion discontinua no tiene limite. En este caso una
dificultad es considerar que una funcién discontinua no tiene limite.

Significado del signo “=""en la notacion lim a, = L. En este caso el signo igual evoca

n—-oo

la controversia entre alcanzar o no el limite. También la interpretacion del signo de
igualdad entre los estudiantes se puede observar el tipo de pensamiento que ellos tienen
con relacion al infinito potencial y al infinito actual.

Los significados de los cuantificadores. Es decir, la presencia de cuantificadores en la
definicion de limite aumenta las dificultades del aprendizaje del concepto en si.
Dificultades con el uso adecuado de los cuantificadores cuando se intenta negar la
convergencia.



e Dificultades en el significado de demostracion en el contexto del tema de limites.
e La Intuiciony procesos de demostracion.

De estas dificultades que se mencionaron antes se presté mayor atencion a la idea de los
estudiantes sobre el concepto de limite como una simple sustitucion, asi como a conflictos en la
lectura de graficas con respecto al limite, ya que algunos estudiantes consideran que
gréficamente el limite es donde esta definida la funcion sin considerar que la funcion sea o no
continua. En este sentido, s6lo se contemplaron estas dificultades ya que se consider6 que son
las més importantes que se pudieran encontrar en los estudiantes de licenciatura en matematicas,
y que son las que estarian en posibilidades de poder sortearse con el software GeoGebra 3D. Asi
mismo, también cabe enfatizar que las dificultades que se contemplaron responden al objetivo
de la secuencia de aprendizaje, que fue promover la comprension del concepto de limite de una
funcién de dos variables, por lo que los aspectos graficos y el conocimiento conceptual nos
parecieron mas apremiantes de abordar en la secuencia de aprendizaje.

Aunado a lo anterior, también se consideraron otras problematicas, como por ejemplo
los significados de los cuantificadores en la definicion de limite, por lo que en las actividades
que se disefiaron se hizo una version intuitiva de estos a través de deslizadores en GeoGebra 3D
que los simulan en un entorno grafico. Cabe mencionar que Hitt y Paez (2005) mencionan que
dichas dificultades de aprendizaje del limite se dan en el Célculo general, por lo que se intuy6
que también estarian presentes en el aprendizaje del Calculo Multivariable.

En Hitt y Paez (2005) se describe que algunas de las dificultades de los estudiantes se
derivan de una deficiente ensefianza de la definicion de la no convergencia y del significado de
la demostracidn en el contexto del tema de limites, asi como una reduccion a una interpretacion
vaga e intuitiva que implica el infinito, es decir, algunas dificultades de aprendizaje que se
presentan en los alumnos surgen de la forma en como los profesores ensefian.

Por otro lado, otra de las dificultades de los estudiantes que se reportan en Brandes y
Hardy (2018), es la relacionada a que sus cursos de Célculo se basen exclusivamente en el libro
de texto. En donde éstos se adhieren a un formato de “definicion-teorema-ejemplo-ejercicio”,
en el que los ejercicios repiten la problematica de los ejemplos y algoritmos descritos en el texto.
Lo que puede derivar en que los estudiantes traten de resolver de manera algoritmica todos los
problemas y ejercicios que se les propone, sin que razonen sobre lo que hacen.

Brandes y Hardy (2018) sefialan para el caso especifico del aprendizaje del Célculo de
una variable, que a menudo se usan problemas y ejercicios “de rutina” que imitan problemas de
muestra encontrados en los libros de texto o las conferencias, excepto por pequefios cambios en
la redaccidn, la notacion, coeficientes, constantes o funciones y pueden resolverse mediante
métodos de resolucion bien practicados por los estudiantes. Por otro lado, y en cuanto a las
evaluaciones de los cursos de Célculo, Brandes y Hardy (2018) sefialan que al menos en los
Estados Unidos, las calificaciones provienen en gran medida de la resolucion de problemas
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rutinarios del libro de texto. En este caso, los ejercicios de los libros de texto se pueden resolver
principalmente mediante la identificacion de caracteristicas o similitudes superficiales con un
ejemplo conocido, lo que deriva en que las estrategias de los estudiantes para resolver los
ejercicios se basen en lo que recuerdan de manera superficial mas que en las matematicas
especificas de este; es decir, realizan los ejercicios de manera algoritmica con poco o nada de
empleo de las propiedades matematicas subyacentes.

Como se puede observar los cursos de Calculo usualmente se basan en libros de texto,
en donde los problemas y ejercicios rutinarios predominan, y que segin McGee y Martinez
(2014) éstos no promueven la comprension en los estudiantes. Por lo que las actividades de
nuestra secuencia de aprendizaje no se basaron de manera preponderante en problemas y
ejercicios rutinarios, sino en actividades de ensefianza que promovieran la comprension del
concepto de limite de una funcién escalar de dos variables a través de la definicion, donde la
comprension implicaria una conversion entre registros de representacion. Adicional a lo
anterior, se consideraron en las actividades de nuestra secuencia de aprendizaje algunas de las
dificultades como: las relacionadas al sentido comun de la palabra limite; las caracteristicas
propias de la definicion; las que se presentan en la lectura de gréaficas con respecto al limite,
ya que algunos estudiantes consideran que graficamente el limite es donde esta definida la
funcion sin considerar que la funcion sea o no continua; las dificultades relacionadas con la
idea de aproximacién, como las ideas intuitivas de los estudiantes de pensar que el limite no es
alcanzado o que se alcanza en el infinito (Hitt y Paez, 2005).

Algunas de las dificultades, que de acuerdo con la literatura tienen los estudiantes en el
aprendizaje del limite, se trataron con la ayuda de los registros de representacion gréafico,
algebraico y verbal de la TRRS mediante el software GeoGebra 3D. Como por ejemplo, se
abordd mediante la graficacion 3D en GeoGebra las dificultades de estudiantes sobre la idea que
tiene en torno a que el limite es donde esta definida la funcién sin considerar que la funcion sea
0 no continua (Hitt y Paez, 2005).

1.2.3. El limite en el curriculo oficial de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Auténoma de Zacatecas

En esta subseccion se aborda de manera general los objetivos de aprendizaje, las formas de
evaluar, asi como algunas directrices institucionales que permean en el proceso de ensefianza y
aprendizaje del concepto de limite de una funcién de dos variables en la Licenciatura en
Matematicas de la Unidad Académica de Mateméticas de la Universidad Autonoma de
Zacatecas. La finalidad de esta subseccion es contemplar de manera general qué aprendizaje se
espera que los estudiantes adquieran, lo cual nos sirvid para alinearnos con ello para cumplir
con los objetivos planteados en el plan curricular a través de las actividades que se plantearon
en la secuencia de aprendizaje.

En este sentido, el curso denominado “Calculo Diferencial de Varias Variables” del
“Mapa Curricular del Plan de Estudios E” que es ofrecido en el programa académico de
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Licenciatura en Matematicas de la Unidad Académica de Matematicas de la Universidad
Autonoma de Zacatecas, tiene por objetivo el:

Usar los conceptos y propiedades de los limites [el resaltado es nuestro], continuidad,
derivadas parciales de cualquier orden, derivadas direcciones o diferencial en la
resolucion de problema de funciones reales de varias variables, con un dominio
especifico y/o con restricciones para clasificar la naturaleza de los extremos de tales
funciones y describir su comportamiento geométrico asi como generalizar el concepto y
propiedades de diferenciacion a funciones vectoriales y describir algunas de las
aplicaciones fisicas basicas. (Unidad Académica de Matematicas, 2014, p. 1)

Como se puede ver el concepto de limite en el curso es fundamental en si mismo y
ademas es base para otros conceptos que se abordan el curso.

Por otro lado, también se puede ver en el plan analitico de este curso, que se sugiere
Ilevar a cabo las siguientes estrategias de aprendizaje:

e Establecimientos de objetivos y proporcionar informacion.

e Reforzar el esfuerzo y proporcionar el reconocimiento.

e Aprendizaje cooperativo mediado y activo.

e Cuestionamiento sucesivo (Cues).

e Aprendizaje basado en la resolucion de problemas.

e Asignacion de tareas y proporcionar practicas.

e Leccion magistral

e Resumen y toma de notas (de informacion proporcionada por el docente y/o
encontrada por él mismo).

Es importante enfatizar que el programa sintético de la UAM de la UAZ considera mas
estrategias de enseflanza que so6lo la “exposicion magistral” y contempla el uso de la tecnologia
como herramienta para la ensefianza que permea las actividades o experiencias de aprendizaje,
tal como se puede observar en la siguiente Figura 1.
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EXPERIENCIAS O ACTIVIDADES DE APRENDIZAIJE

TRABAIO COM INTERVENCION
DOCENTE

TRABAJO INDEPENDIENTE

Analisis de conceptos y
propiedades.

Resolucién de  Problemas ¥
presentacién de los mismos de
manera oral v escrita.

Tareas escritas o con apoyo de software.
Resimenes y toma de notas.

Analisis de conceptos v propiedades.
Propuesta de la programacion para

desarrollar un proyecto de aplicacidn. En
equipo preferentemente.

Figura 1. Experiencias de aprendizaje en donde se hace explicito el uso de la tecnologia.

Tomado de Unidad Académica de Matematicas (2014).

Como se puede ver en la Figura 1, en las experiencias o actividades de aprendizaje hay
dos tipos, una donde el trabajo es mediado por la intervencion del profesor y no se aborda el
contenido mediante elementos tecnoldgicos, y otra de trabajo independiente en donde se
pretende el uso de la tecnologia para el aprendizaje de los contenidos abordados, y que se
estudian de manera coordinada con otro curso: “Laboratorio de Calculo y Estadistica”. Sin
embargo los contenidos matematicos, asi como los elementos didacticos referentes al

Laboratorio de Célculo y Estadistica no se encuentran disponibles y se intuyd que queda a

criterio del profesor que imparte el curso.

En cuanto al contenido del concepto de limite, en la siguiente figura se presenta lo que
estd propuesto y que deben saber o comprender los estudiantes, entre lo que destaca la definicién
0 nocién de limite y saberes procedimentales como el Calculo de los mismos. Es decir, lo que
se busca es que los estudiantes adquieran conocimientos procedimentales y de corte conceptual,

tal como aparece en la Figura 2.
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Saberes Tedricos/Declarativos Saberes Procedimentales

Definicidn de limite (¢ — &, por Calculo de limites, aplicando la
vecindades y por sucesiones) de definicion.

una funcidén escalar o vectorial de

varias variables. Calculo de limites, aplicando las

propiedades.
Teoremas acerca de las propiedades

de limites. Identificacion de funciones
continuas asi como no continuas en
Definicién de continuidad en un un punto.

punto ¥ en un conjunto.
Extension del dominio de
Teoremas a cerca de las continuidad de una funcidn.
propiedades elementales de las
funciones continuas.

Figura 2. Saberes que se esperan en los estudiantes de la Licenciatura en Mateméticas de la
UAM de la UAZ. Tomado de Unidad Académica de Matematicas (2014).

Como se puede observar en la Figura 2, hay dos tipos de conocimientos, tedrico y
procedimental, aunque en nuestra secuencia de aprendizaje solo se consideraron los objetivos
de aprendizaje teoricos respecto al concepto de limite, tal como esta explicitado en el programa
sintético de la Licenciatura en Matematicas de la UAM de la UAZ.

1.2.4. El uso de la tecnologia en la ensefianza y aprendizaje del Calculo

En esta seccién se mencionan algunos trabajos que centran su atencion en la ensefianza o
aprendizaje del Calculo, pero sin embargo, todos ellos tienen en comun el uso de la tecnologia
para lograr sus objetivos de investigacion.

Segun Artigue (1998) los programas y curriculos en esos afios trataban de encontrar una
forma de introducirse en el campo conceptual del Célculo que fuera al mismo tiempo
significativa y accesible. Donde las aproximaciones intuitivas basadas en el uso de tecnologias
informaticas, calculadoras y computadoras parecen ser por lo general, las mas privilegiadas.

En este sentido Hanna (1996, como se cita en Bonilla, 2009) expone que cada vez mas
se aprecia la potencialidad de la computadora para comunicar conceptos matematicos a través
de una experimentacion. Donde esta experimentacion matematica puede jugar un papel
importante en el descubrimiento de demostraciones formales, y no eliminan tales
demostraciones. Otros autores que también reconocen la importancia de la tecnologia en la
ensefianza y aprendizaje del Calculo son Thompson, Byerley y Hatfiel (2013) y Bressoud et al.
(2016).
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En este sentido, De Aguas (2015) sefiala que GeoGebra es una herramienta que facilita
el alcance de los objetivos propuestos en temas que involucren graficas. En este mismo orden
de ideas, Bonilla (2009) aunque no utiliza el software GeoGebra, si usa un programa de
computo, denominado Cabri Il plus de caracteristicas semejantes a GeoGebra. En Bonilla
(2009) se articula un conjunto de constructos tedricos correspondientes a distintos enfoques de
la Matemaética Educativa y se utiliza un contexto computacional para realizar un analisis
epistemoldgico de la nocion de limite. En el trabajo de Bonilla (2009) se realiza una propuesta
didactica mediante actividades disefiadas en Cabri Il plus de la nocion de limite en funciones y
sucesiones. Donde el objetivo del trabajo fue el de elaborar un anélisis epistemolodgico de las
actividades elaboradas en Cabri Il plus sobre la nocién de limite.

Una de las conclusiones a la que lleg6 Bonilla (2009) fue que en las actividades sobre
limite de funciones a través del arrastre (drag), y en conjunto con una articulacién entre las
representaciones geométrica, algebraica y aritmética de los cuantificadores € y & se podia
mejorar la comprension del enunciado formal de la definicion, lo que podria ayudar a mejorar
en los estudiantes el concepto de limite. El trabajo de Bonilla (2009) fue un buen antecedente
para justificar las actividades propuestas en nuestra secuencia de aprendizaje, ya que es muy
similar, aunque nuestro trabajo abordo el limite de una funcion escalar de dos variables y el este
autor, el limite de una funcién de una variable. Sin embargo, en nuestra secuencia de aprendizaje
también se planted realizar al igual que Bonilla (2009) un arrastre (drag), que aunado a
transformaciones de tratamiento y conversion de los registros de representacion gréfico,
algebraico y verbal, buscamos la promocién de la comprension del concepto de limite de una
funcidn escalar de dos variables a través de la definicion de limite, aunque en nuestro caso nos
ocupamos de un tema del Calculo Multivariable, y no del Célculo de una variable. Por otro lado,
el trabajo de Pulido y Zambrano (2010) esta enclavado en la ensefianza y aprendizaje del Calculo
Multivariable, estos autores investigaron la construccién e interpretacion de los graficos de
funciones de dos variables con la ayuda de Recursos Educativos Abiertos (REA), que fueron
una herramienta eficaz para la comprension de las caracteristicas de las gréficas de funciones
de dos variables. Para la investigacion de estos autores se seleccionaron tres REA del repositorio
Knowledge Hub del Tecnoldgico de Monterrey. Estos REA fueron presentados a un profesor y
a los estudiantes de ingenieria civil de un curso de Célculo Multivariable de una universidad en
la ciudad de Bogota en Colombia en el afio 2009.

Segun Pulido y Zambrano (2010) los REA en la ensefianza y aprendizaje del Célculo
Multivariable pueden ser una buena herramienta para mejorar la comprension de los graficos de
funciones de dos variables. Segun estos autores una definicion de los REA puede ser:
“materiales digitalizados ofrecidos de forma abierta y gratuita a los educadores, estudiantes y
autodidactas, para utilizar y reutilizar en la ensefianza, aprendizaje e investigacion” (p. 166), y
que ademas los REA incluyen materiales para cursos, modulos, libros de texto, software y
cualquier otra herramienta que apoye el acceso al conocimiento.
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El objetivo del trabajo de Pulido y Zambrano (2010) se enfoc6 en observar el impacto
de los REA en la practica educativa de un profesor y en el aprendizaje de sus estudiantes para
el tema del uso de gréaficos de funciones de dos variables, donde se buscaba mejorar la
interpretacion de los graficos de funciones en dos variables.

Pulido y Zambrano (2010) consideran que los alumnos experimentan un aprendizaje
significativo a traves de un uso apropiado de herramientas tecnoldgicas, y que los maestros con
poca experiencia en el uso de dichas herramientas tienen gran dificultad en apreciar su poder
para promover el aprendizaje; por lo que la no introduccion de herramientas tecnoldgicas por
parte de los docentes no tendrd una influencia importante en los salones de clase, como a
menudo se espera.

En este sentido, segun Bajcsy (2002, como se cita en Pulido y Zambrano, 2010), las
herramientas tecnoldgicas nos pueden ayudar a organizar y dar estructura a los materiales que
el profesor utiliza con los estudiantes, y a simular y visualizar estructuras y procesos de diversas
areas de conocimiento, asi como a interactuar con ellos en tiempo real. Una de esas
visualizaciones posibles mediante las herramientas tecnoldgicas son las de funciones de dos
variables. Donde es evidente la dificultad en la que se encuentra el profesor para explicar
conceptos importantes de las funciones de dos variables en una sola gréfica, ya que no tendré
tiempo de dibujar dos o tres en diferentes vistas. En este sentido, concordamos con Bajcsy (2002,
como se cita en Pulido y Zambrano, 2010) en que algunos softwares graficadores pueden
simular y visualizar funciones de dos variables e interactuar con éstas, lo cual seria sumamente
dificil si el profesor las realizara de forma manual y si deseara representar mas de una al mismo
tiempo.

Segun Pulido y Zambrano (2010) las herramientas tecnologicas, como los softwares
graficadores, tienen una gran flexibilidad para apreciar diferentes caracteristicas de la grafica de
una funcion en dos variables. Adicional a lo anterior segln estos autores los REA hacen la
evaluacion del aprendizaje mas sencilla'y ayudan a comprender mejor el tema que se presenta a
través de ellos.

Estos autores exponen que el uso de los REA, con respecto a temas que tienen que ver
con los graficos como limites y derivadas, son herramientas poderosas que ayudan a
complementar a los textos guias con graficos dindmicos que permiten apreciar facilmente
detalles que no se pueden a percibir en graficos estaticos (como los libros de textos y las
ilustraciones en el pizarron de clase). De lo que se describe en Pulido y Zambrano (2010)
rescatamos para nuestro trabajo que, los recursos digitalizados, los cuales pueden incluir los
softwares graficador, son herramientas sumamente poderosas que ayudan a los estudiantes a
visualizar caracteristicas graficas que serian muy dificiles de ver en libros u otros materiales o
recursos de caracter grafico que simulan un entorno tridimensional. En suma, se rescato de
Pulido y Zambrano (2010) que las bondades de usar los softwares para promover la
visualizacion (que en nuestro estudio consideramos como un registro de representacion, el
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gréafico) que consideramos ayuda a promover la comprension de conceptos que se desenvuelven
en ambientes tridimensionales; como es el caso de nuestro trabajo, la comprension del limite de
una funcion escalar de dos variables.

Pulido y Zambrano (2010) concluyen que, por lo menos para el Calculo Multivariable y
los temas que tengan que ver con la comprension de las graficas en dos variables, los REA
resultan una herramienta Gtil para aumentar la comprension de graficos de funciones de dos
variables y temas que tengan que ver con su identificacion e interpretacion de sus caracteristicas,
lo que deriva en un beneficio para el aprendizaje y la ensefianza de temas matematicos.

1.2.4.1. La Teoria de los Registros de Representacion Semiotica y el software GeoGebra
Lo que es sumamente importante para la ensefianza de las matematicas desde la TRRS no es la
eleccion del mejor sistema de representacion, sino lograr que los estudiantes sean capaces de
relacionar muchas maneras de representar los contenidos matematicos y que se identifiquen las
caracteristicas de cada representacion. Es decir, no se debe de seleccionar la mejor
representacion matematica (por consenso o0 a juicios de valor) para cierto objeto, sino usar
diversas y adecuadas representaciones de dicho objeto para coordinarlas entre si, esto a traves
de la identificacion y traslado de las distintas caracteristicas de una representacion a otra. En
este sentido, el software proporciona herramientas para mostrar instantdneamente tantas
representaciones diferentes como sean necesarias, ademas de que el software puede dar una
percepcion dindmica de la transformacion de representacion frente al soporte estatico del papel
(Duval, 2006).

Aunado a lo anterior, segun Gamboa (2007), el uso de varios sistemas de representacion
mediante tecnologia permite dar significado concreto a los conocimientos matematicos, y que
la construccion de un concepto libre de contradicciones se dard a través de la coordinacion y
uso de diferentes registros de representacion relacionados con el mismo concepto matematico.
En este sentido, Gamboa (2007) sostiene que las computadoras amplian el rango disponible de
diferentes acercamientos para generar, recolectar, procesar e interpretar la informacién y que
los softwares dinamicos, como GeoGebra 3D, proporcionan una amplia gama de
representaciones de objetos y relaciones matematicas en diferentes registros, ademas de que
permiten que los estudiantes puedan pasar de unos registros a otros, lo que permite la
comprension de conceptos matematicos.

Hay que sefalar que la mayoria de los estudiantes tienen dificultades cada vez que se
requiere una conversion explicita o implicita en actividades matematicas. Para tratar de dar
solucion a las dificultades se deben usar tareas que sean menos globales que los problemas
matematicos. Adicional a lo anterior, también se deben investigar los diversos factores que
intervienen, ya sea en favor o en contra del reconocimiento del contenido matematico en una
representacion y la traduccién de la representacién en otro sistema semiético.

En los contextos de representacion en los que aparecen los objetos de conocimiento
matematico, surgen dos situaciones de reconocimiento en cierta manera opuestas:
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e Reconocer el mismo objeto en dos representaciones cuyos contenidos son muy
diferentes porque corresponden a dos registros diferentes. Aqui una simple asociacion
como la que relaciona palabras con imagenes puede ser suficiente, a condicion de
limitarse a casos simples y estandarizados.

e Reconocer dos objetos diferentes en dos representaciones cuyos contenidos parecen
semejantes porque corresponden al mismo registro. En este caso, para convertir una u
otra de estas dos representaciones es necesario hacer una doble discriminacion. Por una
parte, ser capaz de ver diferencias entre dos representaciones que parecen globalmente
semejantes y, por otra, ser capaz de distinguir en las representaciones de un registro las
caracteristicas del significante que son mateméaticamente pertinentes, para relacionarlas
con una representacion en otro registro, y las caracteristicas significativas en un registro
que no lo son para la conversion en el otro registro.

Asi, en el contexto de representacion semiética, que es donde aparecen los objetos de
conocimiento matematico, se tiene que en nuestra secuencia de aprendizaje aparecen
explicitamente tres registros de representacion del mismo objeto matematico, la representacion
grafica, algebraica y verbal del limite de una funcion escalar de dos variables.

Las situaciones de reconocimiento que se plantearon en la secuencia de aprendizaje
promovieron la conversion entre los registros verbal, grafico y algebraico, donde se pretendio
que el estudiante fuera capaz de distinguir en los distintos registros de representacion las
caracteristicas significativas del objeto (matematico) que fueran matematicamente pertinentes
para relacionarlas con una representacion en otro registro. Es pertinente enfatizar que el
estudiante también debia de ser capaz de identificar en los registros de representacion las
caracteristicas de las cuales se puede prescindir, es decir, las caracteristicas que no son
esenciales para la conversion entre un registro y otro.

El reconocimiento implica una comparacion, ésta se trata de determinar lo que podria
cambiar en las representaciones del registro final cuando se modifica una representacion del
registro inicial, y cambia respecto a la anterior en tres puntos (Duval, 2006, p. 162):

e Las variaciones de contenido, aqui variacion visual, se hacen de manera automatica, lo
que significa que de un gréfico a otro solo se ha de cambiar una variable visual a la vez
y no dos o tres, por otra parte, se explora el campo de las diferentes variaciones posible.

e La conversién no se realiza sobre la presentacion aislada o aleatoria de los casos
particulares sino en la correspondencia entre los medios de representacién de cada uno
de los dos registros de representacion semiética.

e La conversion se convierte en un método para analizar lo que es matematicamente
significativo en el contenido de la representacion dada. En otras palabras, este método
puede ser utilizado para el analisis de textos, empezando por el texto del problema.

El reconocimiento de diferencias, es decir, la comparacion, es necesaria para aprender a
diferenciar dos representaciones donde los contenidos presentan, a primera vista, poca
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diferencia, pero representan dos objetos matemaéticos distintos y da la posibilidad de una
verdadera exploracion experimental de las variaciones utilizadas a menudo en matematicas. Por
lo tanto, permite a su vez una coordinacién de los distintos registros que se construyen en la
cabeza” de los alumnos. Esta coordinacion no solamente permite a los alumnos cambiar de
registro y controlar ellos mismos su pertinencia, sino también acceder a una verdadera
comprension conceptual.

El uso de la TRRS junto con el software GeoGebra 3D se puede ver en Aranda y Callejo
(2010), donde éstos plantean una situacion de ensefianza y aprendizaje para el concepto de
integral definida con alumnos de bachillerato. El objetivo fue que los estudiantes construyeran
este concepto desde un enfoque centrado en la resolucion de problemas.

Aranda y Callejo (2010) utilizaron la tecnologia como un componente fundamental en
su propuesta de ensefianza, donde GeoGebra se utiliza como una herramienta para presentar
representaciones, ya que éste facilita la representacion de diferentes registros de representacion
y el establecimiento de conexiones entre ellas. Segin Aranda y Callejo (2010), GeoGebra tiene
una interfaz muy amigable con los estudiantes, y que se puede utilizar esa caracteristica para
mostrar simultaneamente diferentes registros de representacion y lograr la conversion entre
ellos.

Por su parte, Del Rio (2016) afirma que los alumnos universitarios atraviesan
dificultades al pasar del estudio del Calculo en una variable al estudio del Calculo en dos o0 mas
variables. Las dificultades a las que hace mencién este autor son: la visualizacion y la
produccion de imagenes mentales de los objetos tridimensionales, la necesidad de representar
los objetos tridimensionales en el plano bidimensional y la existencia de ciertas propiedades que
son vélidas en el plano, pero no en el espacio. Del Rio (2016) hace énfasis en las dificultades en
relacién con la representacion tridimensional. En este sentido, este autor apunta que el software
puede ser una herramienta que puede brindar nuevas posibilidades para la ensefianza y el
aprendizaje de matematicas que implican objetos del espacio tridimensional, sobre todo, en la
representacion en perspectiva de dichos objetos tridimensionales. Este autor sostiene que estos
recursos informaticos permiten graficar con facilidad objetos en tres dimensiones que pueden
ser Utiles para promover el uso por parte del alumno del registro gréafico.

Uno de estos recursos tecnologicos que ayudan a promover el aprendizaje en las
matematicas, y especificamente en el area del Calculo, es GeoGebra. Del Rio (2016) sostiene
que “es reconocido que el software GeoGebra aporta valiosos recursos para la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica” (p. 2).

En este mismo orden de ideas, de acuerdo con Lupiafiez y Moreno (2001), las
representaciones matematicas que se obtienen con programas informaticos, como GeoGebra,
permiten superar el caracter estatico que poseen los sistemas de representacion tradicionales,
como las representaciones hechas por los profesores en los pizarrones de las aulas de clase o en
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las ilustraciones de los libros de texto. En este sentido, las representaciones hechas por los
programas informaticos tienen la caracteristica de ser manipulables y dinamicas, es decir, se
puede actuar directamente sobre ellas y es posible intervenirlas matematicamente. Segln
Hohenwarter (2014), las representaciones dinamicas permiten una transformacion y
manipulacion de las mismas, que ayudan a los estudiantes a desarrollar de mejor manera sus
representaciones internas (mentales).

De Aguas (2015) considera que las herramientas tecnologicas, como los softwares
graficadores, facilitan alcanzar los objetivos relacionados a la ensefianza y aprendizaje de
conceptos matematicos que involucran el registro grafico, como fue el caso de nuestra
investigacion donde se abordo el limite de una funcion de dos variables; y por otro lado, se
puede ver la potencia y versatilidad de los programas computaciones de carécter grafico para
articularse con diferentes referentes tedricos, como se puede ver el en trabajo de Bonilla (2009).
Esto nos sugirié que es de gran beneficio la incorporacion de la tecnologia en la ensefianza y
aprendizaje del limite con un sustento tedrico como el que ofrece la TRRS, que fue como se
propuso en la secuencia de aprendizaje que se disefid en este trabajo.

Ademas, en Aranda y Callejo (2010), Del Rio (2016) y Hohenwarter (2014), se puede
percibir la funcionalidad e idoneidad de usar de manera conjunta GeoGebra y la TRRS (2006)
para abordar la ensefianza y aprendizaje del Calculo. Asimismo, hay otros estudios que muestran
el uso de la tecnologia en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Céalculo, aunque no con
GeoGebra o con la TRRS, pero dan fe de lo apropiado para usar la tecnologia en el aprendizaje
del Célculo (p.e. Pulido y Zambrano (2010), Bonilla (2009), Lupiafiez y Moreno (2001)).

1.2.5. Disefio de tareas para la ensefianza-aprendizaje del limite

En el disefio de tareas para la ensefianza del limite podemos mencionar el trabajo de Engler,
Vrancken, Hecklein, Miiller y Gregorini (2007) “Analisis de una propuesta didactica para la
ensefianza de limite finito de variable finita”, donde el objetivo fue proponer y analizar una
secuencia de actividades en el aula para la ensefianza del concepto de limite. Esta secuencia
tenia como finalidad promover en los alumnos el conocimiento matematico para producir un
saber que pudiera evolucionar y que ademas fuera funcional, es decir, que permitiera resolver
problemas.

Es importante enfatizar que el disefio de la propuesta didactica estuvo orientado a que
los alumnos abordaran el aprendizaje del concepto de limite finito de una variable finita
mediante distintas formas de representacion y algunas cuestiones relacionadas con las
aproximaciones. En Engler et al. (2007) se favorecio el trabajo de los estudiantes en diversos
contextos de representacion, como el verbal tabular, numérico, analitico y grafico, y mediante
actividades que buscaban el desarrollo de habilidades para poder transitar de un sistema de
representacion a otro.

Algunos de los resultados a los que llegaron Engler et al. (2007) fueron:
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e Para los estudiantes el concepto de limite de una funcién en un punto es lo mismo que
la imagen en dicho punto.

e Que existen inconvenientes para la construccion de graficos de funciones a partir de
condiciones dadas en forma verbal, en donde interviene el concepto de limite.

e Que en ciertos contextos se puede abordar més satisfactoriamente algunas situaciones
relacionadas con el concepto de limite si se complementan tales situaciones con una
representacion grafica.

¢ Que los estudiantes en un contexto de tabulacion de valores para encontrar el valor del
limite de una funcion en un punto cometen mas errores para encontrar a que valor tiende
la variable dependiente que para determinar a qué valores se aproxima la abscisa, entre
otros resultados.

Del trabajo de Engler et al. (2007) tomamos algunos elementos para nuestro trabajo
como por ejemplo: que suelen aparecer errores como los que reportan Hitt y Paez (2005) y que
se mencionan lineas arriba, y que tiene que ver con que no necesariamente tiene que coincidir
el limite con laimagen de la funcidn. Estos errores fueron tomados en consideracion en el disefio
de nuestra secuencia, para tratar que los estudiantes no los cometieran. Asimismo, se considero
que en algunos contextos se pueden abordar mas satisfactoriamente algunas situaciones
relacionadas con el concepto de limite si se complementan con una representacion grafica, por
lo que se reforzd y sustentd nuestra conviccion del uso de los registros de representacion, como
el grafico, a través de un software (en nuestro caso GeoGebra 3D), ya que éstos facilitan la
presentacion de la graficas (asi como otros registros) y nos ayudd a que los estudiantes
visualizaran algunos aspectos que no facilmente se pueden “ver” en otros recurso y materiales,
como los libros de texto.

Por su parte, Hitt y Paez (2005) proponen una serie de actividades con el fin de
desarrollarlas en el salén de clase en un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico
y autorreflexion. Las actividades tienen por objetivo propiciar un conflicto cognitivo, es decir,
un desequilibrio cognitivo en los estudiantes. En una de las actividades que proponen Hitt y
Paez (2005) se induce de manera natural el uso de una idea intuitiva sobre el infinito potencial,
es decir, actividades que incitan al estudiante a pensar en términos del infinito potencial, para
posteriormente proponer actividades que intentan promover un conflicto cognitivo si solo
proceden con ideas sobre el infinito potencial. Estas actividades estan enclavadas en los topicos
de sucesiones y series tanto divergentes como convergentes donde se espero un uso eficiente de
los procesos infinitos para el Calculo de limites en donde la cohabitacion del concepto de infinito
potencial con el infinito actual tendra que estar en equilibrio.

Por otro lado, segin Winslow et al. (2014, como se cita en Brandes y Hardy, 2018), los
estudiantes de nivel preuniversitario y en algunos casos los de nivel universitario, tienden a tener
una praxeologia (entendida segun Chevallard, como la actividad humana que se realiza de
manera regular que puede describirse con un modelo Unico) definida principalmente por la
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préactica. Este pragmatismo segun estos Ultimos autores se da en los cursos de Calculo
Diferencial e Integral en los que la evaluacion se refiere principalmente al bloque practico y no
aborda las formas en que lo tedrico subyace a lo practico, es decir, el trabajo de los estudiantes
consiste principalmente en reconocer los tipos de tareas e identificar una técnica adecuada para
darle solucion, por lo que se podria decir, que segun Brandes y Hardy (2018) los libros de texto
suelen promover a final de cuentas sélo un tipo de conocimiento, el procedimental.

Cabe enfatizar que el objetivo de este apartado fue recoger algunas ideas que nos
sirvieron para el disefio de las actividades de nuestra secuencia de aprendizaje, como por
ejemplo: tratar de evitar que se presenten algunos errores que se reportan en la puesta en marcha
de una secuencia en Engler et al. (2007), y que estan relacionados con elementos gréaficos; usar
hasta donde sea posible, ideas intuitivas sobre el limite de una funcion escalar de dos variables
en las actividades de nuestra secuencia de aprendizaje, aunque cabe resaltar que Hitt y Paez
(2005) usan las ideas intuitivas en torno al infinito, pero de igual manera estos autores resaltan
en su trabajo las bondades de usar ideas intuitivas en el campo del Calculo; y finalmente, de
Brandes y Hardy (2018) retomamos la idea de no disefiar actividades que promuevan
exclusivamente conocimientos de corte procedimental, esto mediante el disefio de actividades
diferenciadas interrelacionadas que contribuyan y susciten en conjunto, la comprension del
limite de una funcion escalar de dos variables mediante la definicion.

1.3. Problematica

La ensefianza del Calculo constituye uno de los mayores desafios de la educacion actual, ya que
en su ensefianza y aprendizaje aparecen numerosas dificultades relacionadas con un
pensamiento de orden superior en el que se encuentran implicados procesos como la abstraccion,
el analisis y la demostracion (Vrancken, Gregorini, Engler, Muller y Hecklein, 2006). Segun
estos autores la enorme dificultad de la ensefianza y del aprendizaje del concepto de limite se
debe a su riqueza y complejidad, asi como al hecho de que los aspectos cognitivos implicados
en dicho concepto no se pueden generar puramente a partir de la definiciébn matematica.

Por otro lado, segin Brandes y Hardy (2018), hasta el momento, la investigacion sobre
la ensefianza y el aprendizaje del Célculo se ha centrado en el Célculo de una sola variable.
Aunque cabe sefialar que hay algunos trabajos en el campo del Célculo Multivariable, por
ejemplo Del Rio (2016), en éste se presenta un estudio donde se describe como los alumnos
universitarios atraviesan dificultades al pasar del estudio del Calculo en una variable al de dos
0 mas variables. Una de estas dificultades es que a los estudiantes no les es posible extrapolar
los conocimientos y nociones del Calculo de una variable al Multivariable. Es decir, la transicion
del Célculo de una variable al Calculo Multivariable es dificil y no es automatico, por ejemplo,
la generalizacion sobre el entendimiento de funciones de una variable al de dos, en particular en
el caso de representaciones graficas (Martinez y Trigueros, 2012).

Complementan las ideas Brandes y Hardy (2018), quienes mencionan que la
investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje del Calculo se centra en el Calculo de una
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variable, Sin embrago, si existen investigaciones en el Calculo Multivariable, como por ejemplo
Untarti, Kusuma (2019), en donde se identifican los tipos de errores en la resolucién de
problemas en un curso de Célculo Multivariable. Aungue cabe enfatizar que investigaciones que
aborden la ensefianza-aprendizaje del limite en el seno del Calculo Multivariable son escasas.

Algunos de los trabajos sobre la ensefianza y aprendizaje de objetos y conceptos
matematicos en el seno de lo multivariable apoyan el uso de la tecnologia, ya que consideran
que tiene beneficios tanto para ensefianza como para el aprendizaje. Por ejemplo, Dimovski,
Trompeska, Cvetkoska y Kochoski (2016) sostienen que una visualizacion adecuada (entendida
como la implementacion de graficos o animaciones creados en un software) en tareas
matematicas para temas de Célculo Multivariable mejora la calidad de los aprendizajes en los
estudiantes.

La implementacion de la visualizacién, segin Dimovski et al. (2016), implicaria que en
lugar de los dibujos generalizados, que en la ensefianza tradicional representan muy toscamente
la situacion abstracta, los graficos o la animacion se disefiarian a través de herramientas
tecnoldgicas (como un software, en el caso de Dimovski et al. (2016) Matlab) para presentar
una situacion matematica concreta a la que se refiere la tarea correspondiente. Dimovski et al.
(2016) consideran que promoviendo un ambiente dindmico, en donde se presenten preguntas
como “y si se cambiaran algunos pardmetros, ¢qué pasaria?” e incitando a los estudiantes a que
vean qué sucederia realmente en la grafica o en la animacién con el software si se manipulan
dichos pardmetros, se promueve una visualizacion que ayuda a la mejora en la calidad de los
aprendizajes de diversos topicos del Calculo Multivariable. Uno de esos tdpicos es el de limite
de una funcion de dos variables, en donde Dimovski et al. (2016) refieren que la visualizacion,
tiene un impacto significativo en la mejora de la calidad de los conocimientos esenciales de ese
concepto matematico.

Otro de los trabajos que resalta la importancia de la tecnologia y la visualizacion en el
Célculo Multivariable es Habre (2001), segln este autor la tecnologia ayuda a desarrollar
habilidades de visualizacion. Esta visualizacion o pensamiento visual tiene un papel
fundamental para el entendimiento del Calculo, por lo que es dificil para imaginar un curso
exitoso de Calculo que no enfatice elementos visuales de los diferentes objetos, conceptos o
ideas matematicas de esta materia.

Por otro lado, Kashefi, Ismail y Mohamad (2017) afirman que el Calculo Multivariable
es uno de los cursos mas dificiles de estudiar para la mayoria de los estudiantes de ingenieria, y
deja entre ver que de manera general, se han identificado diversas problematicas en torno al
aprendizaje del Célculo basico y del Multivariable. Estos autores mencionan que ha habido
intentos de mejorar el aprendizaje y la ensefianza del Calculo Multivariable a traves de la
promocion de la comprension de los conceptos, y que se considera que se puede mejorar el
aprendizaje en esta area de las matematicas mediante la mejora de las habilidades de resolucién
de problemas y pensamiento matematico de los alumnos, asi como mediante el uso de
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herramientas tecnoldgicas para apoyar la comprension conceptual y los métodos de resolucion
de problemas.

Asi como Kashefi et al. (2017), Milenkovi¢ y Takaci (2019) también sefialan que en el
aprendizaje y la ensefianza del Calculo Multivariable hay problematicas, una de las cuales es la
dificultad en la comprension en los estudiantes de los objetos y constructos matematicos de esa
area del Calculo. Asimismo, estos autores vuelven a coincidir con Kashefi et al. (2017) en las
bondades del uso del software en el aprendizaje y ensefianza de esta area de las matematicas.

Milenkovi¢ y Takaci (2019) sostienen que las propiedades dindmicas de los softwares
como GeoGebra y Wolfram, entre otros, mejoran la visualizacién, la manipulacién de elementos
gréaficos, la rotacion de objetos, y ayudan a los estudiantes a observar los objetos desde otra
perspectiva. Segun estos autores, las potencialidades y aplicaciones de los softwares son
elementos que los profesores pueden usar para preparar materiales y recursos para la ensefianza
del Célculo Multivariable.

Segun Hernandez et al. (2017) la ensefianza del Calculo de manera general, se ha
limitado a la realizacion de procesos mecanicos donde no se logra una comprension de
conceptos e ideas. Lo anterior nos llevd a pensar que quiza uno de los aspectos multifactoriales
que podria dificultar la transicion del Calculo de una variable al Calculo Multivariable es la
forma en que se ensefia, ademas de las dificultades y obstaculos propios del concepto de limite
que emergen en la ensefianza y aprendizaje.

En este sentido, si la ensefianza se enfoca en procesos algoritmicos (por lo regular
algebraicos) se estaria favoreciendo unicamente un registro de representacion en el Célculo, lo
que derivaria en la no comprension del concepto de limite. En este sentido, concordamos con
Hernandez et al. (2017)en que un problema en la ensefianza del Calculo es el uso recurrente de
un Unico registro de representacion, lo cual se convierte en un obstaculo en la bdsqueda de la
comprension de los conceptos matematicos; esto tomando en consideracion a la TRRS, ya que
esta teoria estipula que para que haya una comprension, los estudiantes deben de pasar de un
registro a otro (realizar una conversion entre registros).

Para tratar de resolver estas dificultades, nosotros nos basamos en la TRRS de Duval
(2006) y en el software GeoGebra 3D. Segun Duval (2006), para que se comprenda cabalmente
un concepto de un objeto matematico es necesario que dicho objeto sea representado en al menos
dos registros de representacion, y que entre estos se realice una conversion, es decir, una
coordinacion entre registros que permita el transito entre ellos. En este sentido, la TRRS nos
sirvio para establecer la comprension en los estudiantes a través de la conversion entre registros,
y el software GeoGebra nos permitio presentar el registro de representacion semidtico grafico y
algunos elementos del registro algebraico, lo que nos ayudo a llevar a cabo el disefio de las
actividades de la secuencia de aprendizaje.
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Por otro lado, una de las dificultades que se pretendi6 superar en nuestra secuencia de
aprendizaje fue la idea del concepto de limite como una simple sustitucion, es decir, que el
estudiante sustituyera valores directamente en la expresion matemaética para encontrar el limite
de la funcién que se trataba. Otro de los aspectos que se tomaron en cuenta en la secuencia de
aprendizaje fue el que los alumnos le dieran un significado a los cuantificadores en la definicién
de limite, esto a través de distintas representaciones: grafica, algebraica y verbal. Estas
dificultades se pretendieron superar mediante el uso del software GeoGebra, la que tiene que
ver con la idea del limite como una sustitucion, en el sentido que ya se menciond lineas arriba,
se esperd que se lograra cuando los estudiantes interactuaron con el software, llevando a cabo
tratamientos y conversiones entre los distintos registros de representacion, para que lograran
una coordinacion y paso entre las representaciones, grafica, algebraica y verbal. Mientras la
dificultad relacionada con los significados de los cuantificadores en la definicion de limite, se
tratd de solventar mediante la promocion de una conversién por parte de los estudiantes entre
los registros gréfico, algebraico y verbal, para que se lograra la comprension de los
cuantificadores.

1.4. Problema

La ensefianza-aprendizaje del Céalculo es compleja (Artigue, 1995; Hernandez et al., 2017;
Engler et al., 2007), si bien existen diversas investigaciones sobre los conceptos centrales del
Célculo como: funciones (Martinez y Trigueros, 2012), limites (Kabael, 2014; Engler, et al.,
2007; Pons, Valls y Llinares, 2012), derivadas, integrales (Trigueros y Martinez, 2018), en el
caso de los limites estas investigaciones se centran en el limite de una funcion de una variable
(Bonilla,2009; Radillo y Gonzalez, 2014). En este sentido, en el estudio del limite de una
funcion de una variable, los principales resultados giran en torno a la mejora de la comprensién
de dicho concepto mediante la articulacion entre diferentes representaciones, como por ejemplo,
la geométrica, algebraica y aritmética; y la necesidad de implementar actividades de ensefianza
y aprendizaje con apoyo de la computadora o calculadora graficadora.

Martinez y Trigueros (2012) afirman que en general existe poca investigacion sobre la
ensefianza y aprendizaje del Calculo Multivariable, situacidn que se verifica en Brandes y Hardy
(2018), Del Rio (2016), Kashefi, Ismail y Mohamad (2017) y Milenkovi¢ y Taka¢i (2019), los
cuales apoyan a Martinez y Trigueros (2012) sobre la insuficiente literatura al respecto, y
especifico del limite en el seno del Célculo de varias variables. Por ello se consider6 pertinente
una investigacion que asumiera el disefio de una secuencia que diera cuenta de la ensefianza y
aprendizaje del concepto de limite de una funcidn escalar de dos variables mediante el uso y
transito de diferentes registros de representacion semidtica a través del software GeoGebra 3D.

Vrancken et al. (2006) ponen de manifiesto que la ensefianza del Calculo constituye uno
de los mayores desafios de la educacion actual, y en este sentido, que el concepto de limite es
uno de los que causa mayor dificultad (Blazquez et al., 2006). Por lo anterior, se considerd
idéneo el uso del software GeoGebra 3D, ya que éste nos ayudd, dadas las bondades que se le
atribuyen de mejorar el aprendizaje del Céalculo en general y del Multivariable, a mejorar la
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ensefianza y aprendizaje del limite de una funcion escalar de dos variables, y de lograr el
objetivo de este trabajo, disefiar una secuencia de aprendizaje para este concepto, que promueva
una conceptualizacion del limite de una funcidn escalar de dos variables. Se eligio este concepto
ya que éste es trascendental en el aprendizaje del Célculo (Bustos, 2013), y es utilizado en otros
constructos matematicos que se ensefian posterior a éste, como por ejemplo, la continuidad y la
derivada de una funcion.

Por otro lado, segin Guzman (1998) las respuestas de los estudiantes estan dadas en un
solo registro, y éste es el mismo en el cual es planteada la pregunta o problema matemaético.
Estas afirmaciones las obtuvo Guzman (1998) con estudiantes universitarios del area de
ingenieria en un curso de Célculo Diferencial en una variable. Si bien el trabajo de Guzman
(1998) no se inscribe dentro de las problematicas de la ensefianza-aprendizaje del Calculo
Multivariable, consideramos factible que esta problematica, la del uso de un unico registro,
también se da para estudiantes de una licenciatura en matematicas. Por lo anterior, se consider6
prudente disefiar una secuencia de aprendizaje que promoviera el uso y transito entre distintos
registros de representacion, el gréfico, algebraico y verbal para estudiantes de una licenciatura
en matematicas.

El uso recurrente de un unico registro de representacion en el proceso de ensefianza se
convierte en un obstaculo en busca de la comprensién de los conceptos matematicos (Hernandez
et al., 2017). Por lo anterior, nos propusimos disefiar una secuencia de aprendizaje para el
concepto de limite de una funcion escalar de dos variables que articulara al menos dos registros
de representacion, esto con la ayuda de GeoGebra 3D.

Lo anterior se realiz6 atendiendo investigaciones como la de Blazquez (2001, como se
cita en Bonilla, 2009), en donde se asegura que dominar un concepto consiste en usar de manera
eficiente diferentes registros de representacion y realizar un transito entre al menos dos de esos
registros de representacion, es decir, realizar una conversion entre registros, si usamos los
términos de Duval (2006).

Una de las propuestas para abordar dificultades en la adquisicién de conceptos e ideas
en el Célculo es el uso del software, ya que éste es un valioso recurso para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas, y en especial del Calculo. Aunque Del Rio (2016) sostiene que
no se puede concluir que los problemas asociados a la ensefianza y el aprendizaje del Calculo
se resolveran de forma definitiva a través de herramientas tecnologicas.

En este sentido, para este trabajo de investigacion, se busco que los estudiantes llevaran
a cabo una conversion entre al menos dos registros de representacion, grafico, algebraico o
verbal, esto para poder establecer la comprension o no del concepto abordado. Dado que los
softwares son promotores del aprendizaje en Calculo, se disefié una propuesta de aprendizaje
con la ayuda de Geogebra 3D, donde éste nos sirvié como herramienta para mostrar el registro
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de representacion gréafico, que junto a los registros algebraico y verbal, permitieron que se
lograra la conversion entre registros.

1.5. Pregunta de investigacion e Hipdtesis
La pregunta de investigacion que guio el presente trabajo gir6 en torno a:

¢Cuales son las caracteristicas de una secuencia de aprendizaje que mediante el software
GeoGebra 3D, promueva la comprension del concepto de limite de una funcién escalar de dos
variables en estudiantes de una licenciatura en matematicas?

Mientras que la hipétesis que se planteo fue: que mediante la articulacion y transito, que
en términos de Duval (2006) es la conversion, entre los registros de representacion semidtica
gréfico, algebraico y verbal del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables que
se presentaron mediante el software GeoGebra 3D, se promoverd en los estudiantes de la
licenciatura en matematicas la comprension de dicho concepto.

1.6. Objetivo General

El objetivo general de este trabajo fue disefiar una secuencia de aprendizaje para promover la
conversion y el tratamiento que propone Duval (2006) en los registros gréfico, algebraico y
verbal, con el fin de generar la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de
dos variables usando el software GeoGebra 3D en estudiantes de la licenciatura en matematicas
de la Universidad Autobnoma de Zacatecas.

1.6.1. Objetivos Especificos

Para dar cuenta y ayudar a alcanzar el objetivo general arriba especificado se tuvieron los
siguientes objetivos especificos:

o Identificar en el plan de estudios de la Licenciatura en Mateméticas de la Unidad
Académica de Matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas los objetivos de
aprendizaje propuestos para el tema de limite de una funcion de dos variables e
interpretar dichos objetivos en términos de la TRRS.

e Construir un escenario de aprendizaje y llevar a cabo el disefio de actividades y tareas
en GeoGebra 3D que promovieran la conversion y el tratamiento entre los registros
gréficos, algebraico y verbal para lograr la comprensién del concepto de limite de una
funcion escalar de dos variables en los estudiantes de la licenciatura en matematicas de
la Universidad Autdnoma de Zacatecas.

e Diseflar las interacciones que debian de tener los estudiantes de la licenciatura en
matematicas con las actividades de aprendizaje y con el profesor.

e Analizar las producciones de los estudiantes, derivadas de la implementacion de las
actividades de ensefianza-aprendizaje, para establecer si se logré la comprension del
concepto de limite de funciones escalar de dos variables.
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1.7. Justificacion de la investigacion

Diversas nociones del Céalculo Multivariable son fundamentales en las matematicas y sus
aplicaciones. Sin embargo, existe un vacio de investigaciones que limita la comprension de
como los estudiantes aprenden las principales ideas involucradas en el estudio del Célculo
Multivariable (Martinez y Trigueros, 2012). Dado ese vacio, en este estudio se abordo la nocion
de limite, que es una “nocion dificil para la mayoria de los estudiantes (Kabael, 2014).

La propuesta didactica tiene un componente tecnoldgico, especificamente, nos
apoyamos del software Geogebra 3D. Lo anterior en virtud de que es reconocido que el software
GeoGebra 3D aporta valiosos recursos para la ensefianza y el aprendizaje de la matematica (Del
Rio, 2016) y en especifico del Calculo. Nuestra secuencia de aprendizaje busco articular
diferentes sistemas de representacion semidtica del limite de una funcién escalar de dos
variables de una forma dindmica a través Geogebra 3D, ya que el dinamismo segin Del Rio
(2016) permite una transformacion y manipulacion de las representaciones y esto ayuda a que
los estudiantes desarrollen de mejor manera sus representaciones internas (mentales).

Se eligio el tema de limite ya que en la ensefianza del Calculo, el concepto de limite
constituye seguin Bustos (2013), uno de los mayores desafios de la educacién actual en el campo
de las matematicas, ademas este concepto, el limite, es trascendental en el aprendizaje del
Calculo. Los problemas de aprendizaje del concepto de limite de una funcion, surgen en virtud
de que cuando se aborda dicho tema, acontece que los conceptos involucrados son tan abstractos
que los estudiantes presentan gran dificultad para relacionarlos, conduciendo esto a una simple
memorizacion de los mismos, sin que se presente un aprendizaje.

Asi, la secuencia de aprendizaje disefiada en este estudio consider6 a estudiantes
universitarios de una licenciatura en matematicas, ya que segin De Aguas (2015) el tema de
limite es de vital importancia para los futuros estudiantes universitarios de carreras profesionales
que incluyen en su curriculo el analisis matematico o el Céalculo.

1.8. Alcance de la investigacion

Pons et al. (2012) sostienen que se han puesto de manifiesto las dificultades que tienen los
profesores para la ensefianza a través de diversas investigaciones sobre el proceso de ensefianza
y aprendizaje del concepto de limite, aunque cabe enfatizar que estos autores lo afirmaron para
el caso del Célculo de una variable. En este sentido, y ya que como se menciona en Martinez y
Trigueros (2012), de la poca la literatura sobre la ensefianza-aprendizaje del Calculo
Multivariable que de claridad sobre lo que sucede en esta area, se consideré que también se
podian presentar dificultades en la ensefianza de algunos conceptos de esta rama de las
matematicas. Dada la escasa literatura al respecto, se considera que la secuencia de aprendizaje
que aqui se presenta ayuda a extender el conocimiento sobre la ensefianza-aprendizaje del
Célculo Multivariable, esto a través de la descripcion de las caracteristicas de una secuencia de
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aprendizaje, que mediante el software GeoGebra 3D promueve la conversion y el tratamiento
de los registros gréafico, algebraico y verbal del limite de una funcion escalar de dos variables
en estudiantes de una licenciatura en matematicas para lograr la comprension de dicho concepto.

En suma se considera que la secuencia de aprendizaje propuesta contribuye a mejorar la
ensefianza, asi como el aprendizaje del concepto de limite de una funcion escalar de dos
variables, dada las dificultades en la ensefianza y aprendizaje de dicho concepto, por lo que el
aporte que se hace con la secuencia, se considera puede dar algo de luz sobre el proceso de
ensefianza-aprendizaje de un concepto de Céalculo Multivariable, el de limite de una funcion
escalar de dos variables, que es un campo, como se dijo anteriormente, poco estudiado.

Por otro lado, también se busca que la propuesta tenga una utilidad préctica, es decir,
que se aplique en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Célculo Multivariable de la
Licenciatura en Matematicas de la Unidad Académica de Mateméticas de la Universidad
Autdénoma de Zacatecas, asi como de otras universidades de la region que tengan licenciaturas
en matematicas. El uso de nuestra secuencia de aprendizaje en la Universidad Autdbnoma de
Zacatecas y en otras instituciones, se espera se pueda lograr a través de la difusion del presente
trabajo a traves de la publicacion en alguna revista, y que pueda tener algin impacto en el ambito
regional, nacional o internacional. Lo anterior con la finalidad de ir refinando la secuencia de
aprendizaje para que tenga una efectividad en el desarrollo de la comprension del concepto de
limite de una funcidn escalar de dos variables.
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Capitulo 2. Marco Teorico

En este apartado se presentan los elementos tedricos que se utilizaron en nuestra investigacion
y que sirvieron, en una primera instancia, para determinar el tipo de actividades, sobre todo su
naturaleza en cuanto a las presentaciones, y por otra parte, el cuerpo tedrico nos ayudo a
interpretar las producciones de los estudiantes, con la finalidad de poder establecer la
comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables.

El cuerpo tedrico que nos sirvid para lograr nuestro objetivo de investigacion fue la
Teoria de los Registros de Representacion Semiotica, aunque cabe resaltar que solo algunos
elementos de ésta fueron los que tomamos en consideracion para nuestro trabajo, los cuales se
describen mas adelante. Cabe enfatizar que en el disefio de la secuencia se tienen como
elementos centrales los registros de representacion gréafico, algebraico y verbal, los cuales
fueron presentados mediante GeoGebra 3D.

De lo anterior se concluye que la TRRS fue un elemento esencial en el trabajo que aqui
se presenta, ya que a través de este cuerpo tedrico se estuvo en condiciones de lograr el objetivo
de aprendizaje propuesto en la secuencia, el de promover la comprension mediante la
conversion, a través de actividades de aprendizaje que usaron los registros de representacion
elegidos de una funcién escalar de dos variables para estudiantes de la licenciatura en
matematicas. En este trabajo fue fundamental el uso de GeoGebra 3D, ya que nos permitid
trabajar con diferentes registros de representacion. Esta potencialidad de representar diferentes
registros hizo que fuese factible el usar la TRRS, y poder dar constancia de la comprension o no
del concepto de limite a través de la conversion.

2.1. Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS)

El estudio de los fendmenos relativos al conocimiento s6lo es posible a través de la nocién de
representacion (Duval, 1999). Segln este autor, las representaciones han sido el centro
neuralgico en las reflexiones que surgen de las preocupaciones que tienen que ver con la
posibilidad y construccion de un conocimiento cierto, ya que para que éste pueda ser movilizado
por un sujeto, se debe de llevar a cabo una actividad de representacion.

En este tenor, el estudio de los signos-sintomas es reconocido como semidtica, en este
sentido, el enfoque semidtico en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas emergio a raiz de
la dificultad sobre la comprension y la necesidad de recurrir a otros tipos de representaciones
que constituyen el lenguaje de la matematica.

Segun Duval (2006), la actividad matematica se realiza necesariamente en un “contexto
de representacion” donde los estudiantes deberian ser capaces de reconocer el mismo objeto
matematico de conocimiento en otros contextos de representacion y usarlos. Los contextos de
representacion usados en la actividad matematica son necesariamente semiéticos y tener en
cuenta la naturaleza semiotica de las mismas implica considerar tanto las formas en que se
utilizan como los requisitos cognitivos que involucran.
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Duval (2006) llama semiosis y noesis a los actos cognitivos como la aprehension
conceptual de un objeto, la discriminacion de una diferencia o la comprensién de una inferencia.
La semiosis es la actividad ligada a la produccidn de representaciones, que depende de los signos
que forman parte del sistema utilizado para generarlas y llama noesis a la actividad ligada a la
aprehension conceptual de los objetos representados incluyendo las diferentes actividades y
procesos cognitivos desarrollados por el sujeto.

Segun Duval (2006) existen por lo menos dos caracteristicas de la accidon cognitiva
involucrada en las habilidades matematicas:

e Diversos registros de representacion semiotica.

e Que los objetos de conocimiento no son accesibles fisicamente a través de evidencias
sensoriales directas 0 mediante el uso de instrumentos. Es decir, que los objetos
matematicos son accesibles s6lo mediante signos y representaciones semidticas.

Duval (2006) sefiala que la unica forma de acceder y trabajar con los objetos
matematicos es a través de signos y representaciones semioéticas. Sin embargo, la necesidad de
signos no se limita a esto, pues su principal papel no es representar objetos matemaéticos sino
trabajar en ellos y con ellos, sustituyendo unos signos por otros.

En este sentido, lo fundamental en los contextos de representacion es la propiedad de
transformacion ya que el procesamiento matematico siempre implica alguna transformacién de
representaciones semioticas. Esta transformacion depende del sistema semiotico de
representacion dentro de las representaciones que se producen.

Cabe sefialar que el contenido de cada representacion semiotica no depende sélo de los
conceptos o de los objetos representados, sino también de los sistemas semidticos de
representacion empleados. Por ello cambiar de un sistema a otro significa cambiar el contenido
de representacion sin cambiar las propiedades matematicas representadas.

Para Duval (2006) la actividad matematica requiere que los individuos empleen diversos
sistemas de representacion semidtica y solo elijan uno segun el proposito de la actividad (de
acuerdo con las necesidades de comunicacion o teniendo en cuenta el coste del tratamiento). En
otras palabras, la actividad matematica requiere una coordinacion interna, que ha de ser
construida entre los diversos sistemas de representacion que pueden ser elegidos y usados; sin
esta coordinacion dos representaciones diferentes significaran dos objetos diferentes, sin
ninguna relacién entre ambos, incluso si son dos “contextos de representacion” diferentes del
mismo objeto.

Duval (2006) sostiene que la actividad matematica debe satisfacer dos requisitos:

e Que las representaciones semidticas deben ser usadas necesariamente, incluso si se elige
el tipo de representacion semiotica.
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e Que los objetos matemaéticos representados nunca deben confundirse con el contenido
de las representaciones semioticas utilizadas.

Por otro lado, segun Duval (1999), las representaciones semiéticas tienen la
especificidad de que consisten y son relativas a un sistema particular de signos como el lenguaje,
la escritura algebraica, los graficos cartesianos, entre otros, y que pueden ser convertidas en
representaciones “equivalentes’ en otro sistema semioético, pero pudiendo tomar significaciones
diferentes para los sujetos que utilizan dichas representaciones.

Duval (1999) es enfatico en el hecho de que la nocion de representacion semiotica
presupone la consideracion de sistemas semidticos diferentes y una operacion cognitiva de
conversion de las representaciones de un sistema semiotico a otro. Dicha conversion puede ser
descrita en primer lugar como un cambio de forma en la que un conocimiento esta representado,
aunque mas adelante en este escrito esto se abordara de una manera mas profunda. Lo que si se
puede comentar en este momento es que la importancia de un cambio de forma de la
representacion, es decir la conversion, se da por razones de economia en los tratamientos del
contenido matematico, es decir, para hacer mas “facil” manejar cierto objeto o procedimiento
matematico.

Por otro lado, los sistemas semioticos deben de cumplir tres actividades cognitivas a toda
representacion, la primera, constituir una marca o un conjunto de marcas perceptibles que sean
identificables como una representacion de alguna cosa en un sistema determinado; la segunda,
transformar las representaciones de acuerdo con las Unicas reglas propias al sistema, de modo
que se obtengan otras representaciones que puedan constituir una ganancia de conocimiento en
comparacion con las representaciones iniciales; la tercera actividad cognitiva que se debe
cumplir es la referente a convertir las representaciones producidas en un sistema de
representacion en otro sistema, de tal manera que éstas Gltimas permitan explicitar otras
significaciones relativas a aquello que es representado.

Cuando un sistema semi6tico cumple las tres actividades cognitivas mencionadas lineas
arriba, entonces se estaria hablando de registros de representacion (Duval, 1999), ejemplos de
éstos son el lenguaje natural, las lenguas simbolicas, los graficos y las figuras geométricas, entre
otros.

Para los sujetos, segun Duval (1999), una representacion puede funcionar
verdaderamente como tal, si les permite el acceso al objeto representado Unicamente cuando se
cumplen dos condiciones: la primera es que se disponga de al menos dos sistemas semioticos
diferentes para producir la representacion de un objeto, de una situacion, de un proceso, etcétera;
y la segunda, que espontaneamente dichos sujetos puedan convertir de un sistema a otro las
representaciones producidas sin siquiera notarlo.

Cuando las dos condiciones arriba mencionadas no se cumplen, la representacion y el
objeto representado se confunden y no se puede distinguir dos representaciones diferentes de un
mismo objeto como representaciones de ese mismo objeto (Duval, 1999).
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Por otro lado, cuando analizamos cualquier actividad matematica tenemos que distinguir
en primer lugar dos clases de transformacion de representaciones semidticas: la conversion y el
tratamiento (Duval, 2006).

Desde un punto de vista matematico, la conversion y el tratamiento son un todo en el
conocimiento matematico, y el primer requisito metodologico para analizar los problemas de la
comprension matematica de los estudiantes es diferenciar por completo estas dos clases de
transformacion.

El tratamiento es el que hace relevante la eleccion del mejor cambio de registro (ya sea
por su potencia para la generalizacion o por lo intuitivo de éste) para resolver el problema dado.
Un tratamiento segun Duval (1999) es una transformacion que se efectla en el interior de un
mismo registro, aquel en el que se utilizan las reglas de funcionamiento propias, en otras
palabras, un tratamiento no moviliza mas que un solo registro de representacion.

Por otro lado, la conversion se define como una transformacion que hace pasar de un
registro a otro, y que requiere la coordinacion por parte del sujeto que la efectia (Duval, 1999).
Como se acaba de mencionar la conversion es una transformacion de la representacion de un
objeto, de una situacion o de una informacién dada en un registro, en una representacion de este
mismo objeto, en esta misma situacion o de la misma informacion en otro registro. Las
operaciones habitualmente designadas con los términos de traduccion, ilustracion,
transposicion, interpretacion, codificacion, etcétera, son operaciones que hacen corresponder
una representacion dada en un registro con otra representacion en otro registro.

La conversion es, a final de cuentas, una transformacion externa relativa al registro de
representacion de partida. Donde el contenido de la representacion obtenida puede cubrir solo
parcialmente el de la representacion de partida, y la puesta en correspondencia que permite la
conversion, frecuentemente se efectla al precio de una seleccion en el contenido de la
representacion de partida y también al precio de una organizacion de sus elementos.

Aunque al parecer la conversién es un proceso cognitivo mas complejo que el
tratamiento (Duval, 2006), segun este autor el problema que la mayoria de los estudiantes
encuentra es tan profundo que “la conversion puede ser considerada como el umbral de la
comprension” (Duval, 2006, p. 149). Es decir, “la conversion seria el resultado de la
comprension conceptual y cualquier problema con la conversion seria indicativo de conceptos
erroneos” (Duval, 2006, p. 157). Aunque debe quedar claro que la comprension no significa dar
un salto desde el contenido de una representacion hasta el concepto matematico representado,
sino en relacionar diversos contenidos de representacion del mismo concepto (Duval, 2006),
como gréaficas, expresiones algebraicas y expresiones verbales, en nuestro caso, que ayudarian
a promover la conversion entre estos.

Hay que sefialar que la conversion no se reduce a una codificacion, el cambiar la
representacion de objetos o relaciones matematicas de un sistema semiotico a otro es siempre
un salto cognitivo, donde la comprension matematica requiere una coordinacion interna entre
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los diversos sistemas de representacion semiéticos posibles que se pueden elegir y usar, y
rescatar lo fundamental del registro de salida que le permita pasar al registro de llegada.

La habilidad para movilizar diversas representaciones conjuntamente de manera
interactiva o en paralelo depende del desarrollo de esta coordinacién, y la comprension
conceptual no es la condicion de tal coordinacion, sino que surge de su desarrollo.

Como ya se mencion6 anteriormente, para comprender un determinado conocimiento
matematico es necesario que los objetos sean representados de diferentes formas. En este
sentido, los objetos matematicos tienen diferentes registros de representacion, tales como:
registro verbal, registro tabular, registro grafico, registro algebraico, registro simbolico y
registro figural (Duval, 2006).

Sin embargo, para esta investigacion sélo se utilizaron los registros gréficos, algebraicos
(donde éste esta inmerso en el registro simbdlico, segun Romiti, Sgreccia, y Caligaris, (2014))
y verbal para presentar las actividades de la secuencia de aprendizaje que se propone. A
continuacion, se describen los registros (que se retoman de Romiti et al., (2014)) que fueron
base para las actividades de nuestra secuencia.

Registro grafico: contempla representaciones de funciones en un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales y bocetos informales que prescindan de un sistema de referencia. Este
tipo de registro nos permitio representar mediante GeoGebra 3D, elementos graficos en un
entorno que simula un espacio 3D, en donde presentamos un cilindro, diferentes funciones de
dos variables, y otros elementos graficos. Se usé GeoGebra 3D ya que este graficador ha dado
indicios de su efectividad para facilitar el aprendizaje de las funciones, el limite de una funcion,
asi como tematicas y objetos matematicos en donde se pueden articular y relacionar diferentes
representaciones, como el limite de una funcion de dos variables. Este software graficador se
usoé para ofrecer una representacion grafica, que fue complementaria a la representacion
algebraica y verbal.

En este sentido, el registro grafico esta vinculado al concepto de visualizacion de
Zimmermann (1990, citado en Hitt, 2003), quien afirma que conceptualmente el papel del
pensamiento visual es tan fundamental para el aprendizaje del Analisis Matematico que es dificil
imaginar un curso exitoso de esta materia que no enfatice los elementos visuales como las
gréficas del tema si se tiene la intencion de promover un entendimiento conceptual, basado en
la interpretacion y entendimiento de las gréficas de los sistemas de coordenadas. En este sentido
el software GeoGebra 3D facilito la representacion de diferentes registros de representacion, y
en especial el registro grafico (que en nuestro caso fue en tres dimensiones), asi como el
establecimiento de conexiones entre ellas, ya que este programa informatico tiene una interfaz
muy amigable con los estudiantes. En general, se puede decir que GeoGebra 3D es una
herramienta con la capacidad de mostrar simultdneamente diferentes registros de representacion,
como el grafico, el algebraico y verbal, que son los que se utilizaron en esta investigacion para
el disefio de actividades de aprendizaje que permitieran a los estudiantes, a través de una
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interaccion con éstas y con el profesor, promover la conversion entre registros y que se dé la
comprension del concepto de limite de una funcién escalar de dos variables.

Un ejemplo de representacion grafica como las que se usaron en las actividades de la

secuencia de aprendizaje es la que se presenta en la Figura 3 que se muestra a continuacion, en
x4 ., .

J;Z + 4 (funcién tomada de Leithold (1998))

con ayuda del software 3D. Esta grafica podria haber sido usada en coordinacion con los
registros algebraico y verbal para encontrar el limite de f(X, y) cuando (x, y) = (0, 0) en alguna
de las actividades y tareas de nuestra secuencia, pero no fue asi.

4
donde se expone la gréfica de la funcion f(x,y) = iz

4_ .4
Figura 3. Ejemplo de una representacion gréafica (grafica de la funcion £ (x,y) = Z—=en

y2+x2

GeoGebra 3D).

Otra perspectiva de la Figura 3 se puede observar en la Figura 4, dicha perspectiva se
logra a través de la rotacion de la vista grafica de la funcion f(x, y), que es una de las cosas que
nos permite realizar el software GeoGebra 3D, y que consideramos de gran ayuda para que el
estudiante visualizara una representacion grafica de una funcién escalar de dos variables de
forma adecuada. Esta representacion en coordinacion con las representaciones algebraica y
verbal, fueron las que a través de las actividades de aprendizaje nos permitieron promover la
comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables.
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4__ 4
Figura 4. Rotacién de la vista grafica de la funcién f(x, y) = ;’2:;2
3D, que provee una nueva perspectiva de la misma funcion f(x, y).

Registro algebraico: la matematica se apoya en un lenguaje simbolico formal, a veces
denominado algebraico, que sigue una serie de convenciones propias. Los simbolos algebraicos
pueden considerarse objetos con valor propio y representan un concepto, una operacion, una
entidad matematica segun ciertas reglas. Los simbolos algebraicos pueden involucrar una sola

letra: X, y, entre otras, o varias letras y niameros: sen(x), log(x), hm,ﬁ1 entre otros.

A su vez, se considera el registro algebraico integrado por dos partes:

e Algebraico de predominio procedimental: es aquel en el que el alumno deba aplicar para

resolver un problema planteado, estrategias sencillas o rutinarias, como puede ser:
- 25
-5

o Casos de factores, por ejemplo, calcular llmxes

o Resultados de limites conocidos: limy._ o —— n(x)  limy 4 (1 +§)X entre otros.

o Aplicaciones directas de propiedades reIamonadas con el concepto (algebra de
los limites, composiciones de funciones, entre otras).

e Algebraicos de predominio conceptual: es aquel en donde el alumno necesita conocer y
manejar los simbolos matematicos propios de las definiciones y propiedades, en este
caso el de limite. En este tipo de actividades es necesario trabajar con mayor rigor para
entender la légica de las definiciones y propiedades para poder resolverlo, si bien por lo
general se aplican procedimientos algebraicos en busca de la solucion, se trata de una
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instancia en la que se involucra un pensamiento méas formal, abstracto y comprensivo
que el anterior.

Un ejemplo de una representacion algebraica que se podria haber utilizado en las
actividades de la secuencia de aprendizaje es la que se presenta a continuacion:

( l)irr(l1 3)(2x + 3y) = 11. Esta representacion algebraica se usa en un ejemplo en Leithold
xy)=(1,

(1998), dicho ejemplo versa sobre el Calculo del limite de una funcion de dos variables
utilizando la definicion (misma que se da en Leithold (1998)) “para demostrar que:
lim (2x + 3y) = 11 ” (Leithold (1998, p. 929).
(x.y)—(1,3)
Registro verbal: contempla elementos de la lengua natural para representar entes
matematicos, situaciones matematicas, etcétera.

Un ejemplo de una representacion del tipo verbal es la que se presenta a continuacion,
en donde se da la definicion del limite de una funcién de dos variables:

Sea f la funcion de dos variables definida en algun disco abierto B((x,, yo); T), excepto
posiblemente en (x,, y,). Entonces el limite de f(x,y) conforma (x, y) tiende a x,, y,
es L, lo que se denota por

lim f(x,y) =L
(x,y1-(x0,¥0)

si para cualquier ¢ > 0, sin importar que tan pequefia sea, existe una § > 0 tal que si

0 < (x — x9)2+ (y — y0)2 < & entonces |f(x,y) — L| < & (Leithold, 1998,
p. 928)

En esta definicion se puede ver que se usa el registro verbal y el algebraico para presentar
el limite de una funcion de dos variables, pero como se puede observar, se emplean
mayoritariamente elementos de la lengua natural para definir el limite.

En este tenor, en el presente estudio se hizo uso del software GeoGebra 3D como una
herramienta que nos ayudO a presentar y lograr la conversion entre distintos registros de
representacion semidtica del limite. EI uso de este software se debe a que los graficadores, como
es el caso de GeoGebra 3D pueden facilitar el aprendizaje de las funciones, asi como tematicas
y objetos matematicos en donde se pueden articular y relacionar diferentes representaciones
semioticas.

Se considera que una de las potencialidades de GeoGebra 3D es el poder representar una
perspectiva tridimensional, que se puede usar en el Célculo Multivariable en actividades de
ensefianza-aprendizaje de constructos matematicos dependientes de dos variables que son
susceptibles de graficacion. Dicha graficacion tridimensional seria sumamente complicada de
realizar sin la ayuda del software, ademas de que éste permite un cierto dinamismo que hace
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posible la manipulacién y visualizaciéon de representaciones de objetos, lo cual rompe con lo
estatico e invariante de las representaciones presentadas en libros o en el pizarron.

Con la dupla TRRS-GeoGebra 3D se buscd presentar los diferentes registros de
representacion ayudando a los estudiantes a liberarse de tareas en las que desarrollarian
aprendizajes basicamente procedimentales. EI no centrarse en estos aprendizajes, podria hacer
que los estudiantes se centren en la exploracion y discusion de los conceptos (Turégano, 1998).
Con las diversas representaciones se buscO promover la conversion entre registros de
representacion para que los alumnos adquirieran un conocimiento conceptual. En este sentido,
otra de las bondades del software es que éste juega un papel importante debido a su potencia
visual, que ayuda a la formacion y transformacion de intuiciones y a la creacion de iméagenes
del concepto, y esto debido también a la facilidad del software para presentar y realizar calculos,
eximiendo al estudiante de esta tediosa labor (Turégano, 1998).

En sintesis, la TRRS fue factible, adecuada e iddnea para usarse como el sustento teérico
de la secuencia de aprendizaje, ya que dicha secuencia hizo uso de elementos tecnoldgicos,
como lo fue el software GeoGebra 3D, el cual permitid trabajar con diferentes registros de
representacion de un mismo objeto matematico, lo que nos posibilito disefiar actividades y tareas
para que los estudiantes interactuaran con dichos registros. Las interacciones entre alumno,
secuencia y profesor estuvieron enfocadas en lograr la comprensién del concepto de limite, que
quedaria plasmado a través de la o las conversiones que realizaran los alumnos. Las tareas y
actividades de aprendizaje se disefiaron de tal manera que los estudiantes debian de realizar
traducciones de informacion de una representacion en otra, asi como de pasar de una
representacion a otra del limite.

Ya para finalizar este capitulo, la importancia de la TRRS en nuestro trabajo reside en
que la determinacién de la comprension del limite en los estudiantes quedaria exteriorizada a
través de la conversion entre los diferentes registros de representacion, es decir, a través del
paso espontaneo y natural de un registro de representacion semidtica a otro.
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Capitulo 3. Metodologia

El presente capitulo estd constituido de la siguiente manera: en primer lugar, se expone la
naturaleza de la investigacion con base en el objetivo general que guio el presente estudio;
posteriormente, se describe la poblacién de estudio; en la tercera seccidn se relacionan los
objetivos especificos de nuestra investigacion y los métodos con los que se alcanzaron; y
finalmente, se describe la aplicacion del instrumento y el instrumento mismo (secuencia de
aprendizaje).

3.1. Naturaleza de la investigacion

En esta seccion se describe la naturaleza de la investigacion, la cual estuvo en funcién del
objetivo general. También se describen algunos de los que a nuestro juicio, son los alcances de
nuestro trabajo.

Para lograr determinar el tipo de investigacion, su enfoque, alcance y contribucién, fue
necesario partir del objetivo general de este trabajo, lo que nos permite explicar la naturaleza de
los datos. En este caso, se propuso como objetivo general: el disefiar una secuencia de
aprendizaje que promoviera la comprensién del concepto de limite de una funcion escalar de
dos variables en estudiantes de licenciatura de matematicas usando como medio el software
GeoGebra 3D.

De esta manera, la metodologia de este proyecto tuvo un enfoque cualitativo (Kothari,
2004), en el sentido de que se exploré un problema en el cual los datos que se reportan tienen
una naturaleza descriptiva. Dicho problema tiene que ver con el disefio e implementacion de
una secuencia aprendizaje en situacion escolar.

Consideramos apropiado el adoptar el enfoque cualitativo, dado que lo que se buscé en
este trabajo fue dar “descripciones detalladas de situaciones, eventos, personas, interacciones,
conductas observadas y sus manifestaciones” (Hernandez et al. 2010, p. 9), de donde se
extrajeran significados de los datos y no se necesitara reducirlos a nimeros ni a analizarlos
estadisticamente (Hernandez et al. 2010). Otra razén por la que consideramos adecuado el
enfoque cualitativo se debi6 al hecho de que la investigacion cualitativa se fundamenta, segun
Hernandez et al. (2010), “en una perspectiva interpretativa centrada en el entendimiento del
significado de las acciones de seres vivos, sobre todo de los humanos” (p. 9), y “busca interpretar
lo que va captando activamente” (p. 9). En nuestro caso se busco dar cuenta de si los estudiantes
comprendieron el concepto de limite de una funcion escalar de dos variables con la ayuda del
software Geogebra 3D.

En suma, se puede decir que, segin Hernandez et al. (2010), “el enfoque cualitativo
puede concebirse como un conjunto de practicas interpretativas que hacen al mundo “visible”,
lo transforman y convierten en una serie de representaciones en forma de observaciones,
anotaciones, grabaciones y documentos” (p. 10), para intentar “encontrar sentido a los
fendmenos en funcion de los significados que las personas les otorguen” (p. 10). Por lo que en
nuestro caso, se adopto el analisis de la comprension del limite de una funcion escalar de dos
variables mediante la definicion en una secuencia de aprendizaje mediada por GeoGebra 3D.
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La presente investigacion es un estudio transversal, ya que se llevd a cabo en un so6lo
momento del tiempo (Kothari, 2004). En este sentido, el programa curricular establece un
periodo definido para que se lleven a cabo actividades que promuevan el aprendizaje de
determinados conceptos y objetos matematicos, por lo que se estuvo sujeto a ese tiempo
delimitado, y ademés de que para lograr el objetivo de nuestra investigacion no hizo falta que
se hicieran intervenciones en diversos periodos de tiempo.

Cabe enfatizar que en la revision de literatura sobre el problema y problematica que aqui
se trata no se encontrd abundante investigacion al respecto, por lo que nuestro trabajo es de corte
exploratorio, ya que tiene la intencién de familiarizar en medida de lo posible con el fendbmeno
de ensefianza y aprendizaje del concepto en cuestion y que se adquieran nuevos conocimientos
al respecto (Kothari, 2004).

Por otro lado, nuestra investigacion es del tipo aplicada, dado que se buscé que la
secuencia pueda ser utilizada para mejorar el aprendizaje de matematicos en formacion. De
cierta manera se pretende coadyuvar en el tratamiento de un problema (Kothari, 2004), con la
aportacion de una secuencia de aprendizaje que puede ofrecer datos sobre la mejora del
aprendizaje mediante la inclusion de elementos tecnolégicos.

Como evidencia de la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos
variables a través de la definicion mediante la ayuda de tecnologia, se recabaron datos que
generaron de la experiencia, observacion y analisis de las producciones de los estudiantes,
conocimientos respecto a la eficacia de nuestra secuencia de aprendizaje, por lo que la
investigacién que se presenta aqui es de tipo empirica (Kothari, 2004).

3.2. La poblacion de estudio
La poblacion de estudio estuvo conformada por estudiantes de la Licenciatura en Matematicas
de la Unidad Académica de Matematicas de la Universidad Autdnoma de Zacatecas.

La implementacion de la secuencia de aprendizaje se realiz6 con estudiantes de tercer
semestre de esta licenciatura. La poblacién de estudio en el momento de la aplicacion radicaba
en la zona metropolitana de la ciudad de Zacatecas y estuvo conformada por 4 estudiantes del
grupo de alumnos inscritos en el curso denominado “Cdlculo Diferencial de Varias Variables”.

Cabe sefialar que no se considerd necesario realizar una prueba diagndéstica para analizar
el conocimiento previo de los estudiantes. Sin embargo, en un analisis retrospectivo sobre la
aplicacion de la secuencia, se estima que hubiese sido muy importante preguntar a los
estudiantes qué sabian del tema, o si ya lo habian visto este tema en alguna otra materia. En este
sentido, también se cree que podria haber sido benéfico que se hubiese tenido una relacion de
trabajo mas estrecha con el profesor titular de materia, esto para conocer mas a los estudiantes
que participaron en esta investigacion, aunque esto por cuestiones diversas no fue posible.
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En este tenor, cabe enfatizar que se decidid no realizar la prueba diagndstica dado que la
secuencia de aprendizaje partio de actividades intuitivas que evocaban de forma gréfica la
definicién del concepto de limite de una funcién escalar de dos variables, para después
formalizar esas ideas intuitivas mediante la definicién formal de limite, por lo en su momento
no se juzgd necesario. Se considerd que los estudiantes de antemano conocian los elementos
algebraicos y verbales que aparecen en la definicion formal de limite de una funcion escalar de
dos variables, ya que son conocimientos que se analizan en cursos que son prerrequisito para
estudiar “Calculo Diferencial de Varias Variables”.

Finalmente, dado que la presente investigacion no pretendié generalizar los resultados a
poblaciones mas amplias, no se considerd prudente el uso de herramientas probabilisticas ni de
obtener muestras representativas de la poblacion.

3.3. Los objetivos especificos de la investigacion y los métodos para

alcanzarlos
En esta seccion se relacionan los objetivos especificos de nuestra investigacion con los métodos
e instrumentos que permitieron lograr su cumplimiento, lo que a su vez, nos permitio alcanzar
nuestro objetivo general. Los objetivos especificos se abordaron en fases, y se presentan a
continuacion:

Fase I:

Obijetivo especifico: identificar en el plan de estudios de la Licenciatura en Matematicas
de la Unidad Académica de Matematicas de la Universidad Autbnoma de Zacatecas los
objetivos de aprendizaje propuestos para el tema de limite (los objetivos de aprendizaje del plan
de estudios en relacién con la definicion de limite se pueden ver el Anexo 1, aunque cabe hacer
la aclaracion, que el plan de estudios estd establecido por competencias, pero para esta
investigacién se tomd como base un objetivo de aprendizaje especifico). De donde de dichos
objetivos se selecciono el correspondiente a la definicion de limite (g — 8) por vecindades de una
funcion escalar de dos variables.

En el plan de estudios analizado, también se especifica que se deben de abordar los
teoremas y propiedades de los limites, sin embargo, dado el objetivo de esta tesis no se
abordaron esos contenidos, ya que escapan al interés y alcance de este trabajo de investigacion.

Una vez que se selecciond el objetivo de aprendizaje sobre la comprension del concepto
de limite por vecindades de una funcion escalar de dos variables a travées de la definicion, se
procedio a interpretar dicho objetivo en términos de la TRRS. Lo cual se llevo a cabo a través
de una adaptacion del instrumento que se retomo de Sandoval (2018) (Anexo 1).

En sintesis, en esta fase para cumplir el objetivo especifico que se menciona, se utilizé
el método de analisis de documentos a traves de la técnica de analisis de contenido. De dicho
analisis de contenido, se obtuvieron los datos y se registraron en fichas de registros.

Por otro lado, en la segunda y tercera fases se llevo a cabo el disefio de la secuencia de
aprendizaje. Como meétodo para lograrlo se realizaron de manera simultanea ambas fases, es
decir, el disefio de la secuencia de aprendizaje comprendié dos objetivos especificos
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cercanamente relacionados, el construir un escenario y realizar el disefio en GeoGebra 3D y, el
disefar las interacciones del estudiante con el software y el profesor. De lo anterior, se partio
para proponer las fases que se mencionan: lanimero 2, donde se describe el disefio en GeoGebra
3D; y la nimero 3, sobre el disefio de las instrucciones e interacciones.

Fase 2:

Obijetivo especifico: construir un escenario de aprendizaje y llevar a cabo el disefio de
actividades en GeoGebra 3D que promuevan la conversion y el tratamiento entre los registros
gréficos, algebraico y verbal para lograr la comprension del concepto de limite por vecindades
de una funcion escalar de dos variables a través de la definicion en los estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas.

Para lograr el objetivo especifico de esta fase, como primer paso se plantearon las
actividades en el software GeoGebra 3D que permitieron alcanzar el objetivo de ensefianza a
través de la conversion entre diferentes sistemas de representaciones semioticas del concepto de
limite en el contexto de una funcion escalar de dos variables. La conversion permitié que se
estableciera la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables a
través de vecindades mediante el uso de la TRRS.

Para lograr la conversion, asi como los tratamientos en los registros de representacion,
fue necesario programar las actividades en el software, es decir, se introdujeron las funciones
matematicas que se propusieron para las actividades. En esta fase, se realizé la programacion
de elementos gréficos, se definieron comandos e instrucciones en el software GeoGebra 3D que
permitieron presentar las actividades de ensefianza, de forma que propiciaran la conversion entre
registros de representacion.

Fase 3:

Obijetivo especifico: disefiar las interacciones que deberan tener los estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas con las actividades de aprendizaje y con el profesor.

Para lograr el objetivo especifico de esta fase se buscé que para cada actividad se
especificara qué elementos del software debian de ser manipulados por los estudiantes. Dicha
manipulacion tenia la intencién de promover tratamientos y conversiones para los distintos
objetivos especificos de aprendizaje.

Para lograr dicha conversion, se propuso una adaptacién del instrumento de Sandoval
(2018). El instrumento que se propuso fue una tabla (Anexo 1) en cuya primera columna se
explicitan los objetivos de aprendizajes establecidos en el plan de estudios, donde acotamos a
un objetivo particular, el de comprender el concepto de limite de una funcion escalar a través de
vecindades mediante la definicion, que es el centro de la secuencia de aprendizaje; en la segunda
columna se interpreto dicho objetivo seleccionado del plan de estudios en acciones encaminadas
a lograrlo, en términos de tratamientos y conversiones entre registros de representacion; en la
tercera columna se presentan las actividades que buscaron que se lograra el objetivo de
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aprendizaje especifico; y finalmente, en la cuarta columna, se da la justificacion de cada
actividad propuesta.

En sintesis, lacolumna 1y 2 surgieron de la fase 1, mientras que de la fase 2 y 3 surgieron
las columnas 3 y 4 del Anexo 1. Las cuales estan relacionadas de la siguiente manera, del
objetivo de aprendizaje que se desprendid del objetivo general de aprendizaje, se planearon las
actividades y tareas de aprendizaje para el concepto de limite de una funcién escalar de dos
variables a través de vecindades, y finalmente, estas actividades sirvieron para dar una
justificacién en términos del objetivo de aprendizaje.

Fase 4:

Objetivo especifico: analizar las producciones de los estudiantes, derivado de la
implementacidn, para establecer si se logrd en los alumnos la comprension del concepto de
limite de una funcion escalar de dos variables a través de vecindades.

Para lograr el objetivo especifico de la fase 4 se realiz6 un andlisis de las respuestas de
los estudiantes mediante la identificacion de los escenarios de registros de representacion que
dieran evidencia de si se logré comprender el concepto de limite de una funcion escalar de dos
variables a través de la definicion. Una vez analizadas las producciones de los estudiantes, esto
nos permitio justificar si se cumplié con lo que se propuso en la secuencia de aprendizaje.

Cabe enfatizar que adicional a las respuestas y producciones de los estudiantes, también
se analizaron las grabaciones de la implementacion, realizada mediante los programas Zoom y
ShareX.

Tabla 1. Adaptacion del instrumento de Sandoval (2018), que nos sirvié para llevar a cabo el
objetivo especifico de investigacion de la fase 4.

Tareas y actividades (presentacion de estas)

Evidencia de _
Justificacion lo realizado Cumplimiento
Actividad . del objetivo de
de la actividad por los

estudiantes

aprendizaje

Descripcion de
la actividad y lo
que se espera
que realicen los
estudiantes.

Aqui se dan las
razones por las
cuales se
realizaron  de
cierta forma las
tareas y
actividades que
se presentaron.

Fotos (sus
pantallas),
dialogos, hojas
de trabajo,
etcétera.

Verificacion de
si se cumplio o
no se cumplio lo
que se
especificd en la
actividad para
el alcance del
objetivo.
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Basandonos en este instrumento, se hizo una reflexion sobre las posibilidades de mejora
de la secuencia, asi como de aspectos a perfeccionar, relativos al uso del software GeoGebra
3D.

3.4. La aplicacion

Antes de realizar la aplicacion del instrumento para recolectar los datos de analisis se cuestiono
al docente titular del curso acerca del conocimiento y dominio de los estudiantes respecto a las
herramientas tecnoldgicas que se utilizaron, tales como Zoom y GeoGebra 3D; se nos informo
que los alumnos conocian el manejo adecuado de dichas herramientas, por lo que no se
considerd necesario realizar alguna capacitacion de dichos estudiantes en el uso de los
softwares.

La aplicacion de la secuencia de aprendizaje se llevé a cabo en una sesion de 2 horas, y
se hizo de manera remota a través de la plataforma Zoom mediante una videollamada. Esta nos
permitio videograbar la interaccidn entre el aplicante (el investigador) y los estudiantes de tercer
semestre de la Licenciatura en Matematicas participantes.

La secuencia contiene las instrucciones y dirige las interacciones que debieron darse
entre el estudiante y las actividades de aprendizaje, asi como también las que debieron de
realizarse entre los aplicantes y los estudiantes. Las actividades que se estipularon en la
secuencia de aprendizaje estuvieron planteadas en un documento Word, el cual podia ser
impreso por los estudiantes, aunque no era estrictamente necesaria dicha impresion, ya que el
estudiante podia responder en el mismo documento electronico si asi lo preferia. En dicho
documento se encontraban las actividades, asi como también la guia que éstos necesitaban para
poder llevar a cabo la manipulacion de parametros y demas herramientas que permitian la
visualizacion en una perspectiva tridimensional.

Cabe sefialar que cada estudiante trabajo de manera independiente, y para recoger
evidencia de lo realizado por cada uno de los estudiantes, se les indic6 que debian de activar en
su computadora el programa ShareX antes de realizar cualquier actividad relacionada con la
secuencia de aprendizaje. Esto para que se generara una videograbacion, la cual debia ser
enviada al final de la sesion.

El programa ShareX nos permitid recoger el audio y la imagen de la pantalla de cada
uno de los estudiantes, lo que nos permitio recabar informacion sobre lo que los estudiantes
comentaban para si mismos, asi como lo que realizaron en su computadora, como por ejemplo,
las manipulaciones del software GeoGebra 3D que llevaron a cabo (las rotaciones de las vistas
de los elementos gréaficos y las maniobras realizadas a los parametros del programa, entre otras).

Adicional a los datos que se recogieron con el software ShareX, se solicitd que cada uno
de los estudiantes enviara, ya fuera por medio de un escaner o mediante fotografias, las
producciones que realizaron al responder las actividades que se les plantearon en la secuencia
de aprendizaje, esto para obtener informacion que nos permitiera presumir la conversion en los
diferentes registros de representacion. Cabe sefialar que dicha informacion que nos fue enviada
fue complementada con la que nos proporciond el software ShareX y la plataforma Zoom.
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3.5. El instrumento de recoleccion de datos

En esta seccion se presenta el instrumento de recoleccion de datos, que en nuestro caso son las
actividades y tareas que aparecen en la secuencia de aprendizaje, y que se complementan con el
documento de GeoGebra 3D (denominado “LimiteDV.ggb’’). Ambos documentos conforman la
secuencia de aprendizaje.

En este sentido, las actividades y tareas que se les propusieron a los estudiantes realizar
en la secuencia de aprendizaje, se presentan a continuacion.

Si bien en los objetivos de aprendizaje estipulados en el plan de estudios de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas se menciona la
definicion de limite por vecindades y por sucesiones de una funcién escalar o vectorial de varias
variables, nuestra secuencia de aprendizaje fue disefiada para que se comprendiera el concepto
de limite de una funcion escalar de dos variables a traves de la definicion, donde se aborda a
través de vecindades (¢ — ). Para determinar si se logré la comprension del concepto de limite
se hizo uso de la conversidn entre registros de representacion.

La funcionalidad del instrumento adaptado de Sandoval (2018) consiste en que se pude
leer como una tabla horizontal, en donde se parti6 del objetivo de aprendizaje para disefiar las
actividades que promovieron la comprension del concepto de limite a través de vecindades, y
que ademas estas actividades tuvieran una justificacion con base en el objetivo de aprendizaje.
Lo cual puede ser mas visible y claro, dada la correspondencia en horizontal de objetivo-
actividades-justificacion que se da en el instrumento. En este sentido, el instrumento (Anexo 1)
nos ayudo a establecer si los estudiantes comprendieron el concepto de limite, esto a través de
las conversiones evidenciadas.

Por otro lado, si las producciones de los estudiantes no hubieran evidenciado un transito
0 conversion entre registros de representacion, nos habria permitido concluir que no se logré la
comprension esperada.

En la secuencia que se propone, se presenta un cilindro en un entorno grafico que simula
un ambiente tridimensional. La finalidad de dicho cilindro es representar de manera intuitiva la
definicién de limite de una funcion escalar de dos variables. En donde la sentencia “...para
cualquier ¢ > 0, sin importar que tan pequeiia sea, existe una ¢ > 0 tal que si...” implicaria una
vecindad, lo cual de manera grafica en un ambiente tridimensional se podria ver como una
interseccion entre un disco abierto con dos planos horizontales perpendiculares al plano xy, que
formarian el cilindro que se propone. Donde el radio del disco abierto puede controlarse por
parte del estudiante mediante un deslizador (e en el programa de GeoGebra 3D), al igual que la
altura en el eje z de los dos planos, que puede ser manipulada a placer por los alumnos por un
deslizador (d en el programa de GeoGebra 3D).

Los deslizadores e y d pueden controlar las intersecciones entre el disco abierto y los
planos, que de forma grafica representa un cilindro dindmico. Por lo que dichos deslizadores
pueden modificar la altura'y el diametro de dicho cilindro. Esto implica que si el estudiante elige
un valor para d como el radio de un disco abierto en un punto (x,, y,), l0s puntos dentro de ese
disco tienen que cumplir que su imagen se encuentre entre una determinada altura dada por e
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(una altura entre dos planos imaginarios) cerca de la imagen del punto (x,, y,), para que exista
el limite de la funcion. Es decir, cualquier imagen de un punto dentro del disco abierto (x,, v,)
debe encontrarse como un punto de la superficie de la funcién contenida dentro del cilindro
formado, en otras palabras, la superficie contenida por la interseccion entre el cilindro y la
funcion.

3.5.1. La construccion de la representacion grafica del limite de una funcion escalar de
dos variables

Como parte que integra la secuencia se aprendizaje para el concepto de limite de una funcion
escalar de dos variables a través de la definicion, se disefié un programa en GeoGebra 3D que
representd de manera grafica dicho limite. Esta representacion grafica se interpretd
geométricamente de la definicién:

Sea f la funcion de dos variables definida en algun disco abierto B((x,, y,); I), excepto
posiblemente en (x,, ¥,). Entonces el limite de f (x, y) conforme (x, y) tiende a (x,, o)
es L, lo que se denota por

fy) =L

lim
xy1=(x0,¥0)

si para cualquier e > 0, sin importar que tan pequefia sea, existe una § > 0 tal que

si 0 </(x — x0)%2+ (¥ — ¥9)2< & entonces |f(x,y) — L| < & (Leithold,
1998, p. 928)

El registro gréafico del limite de la funcion se presentd a través de un cilindro en donde
se tratd de “encerrar/contener’ la porcion de la superficie de la funcion que tenia una ecuacion
z = f(x,y) Y que se encontraba por arriba del disco B((x,, y,); 0). Esto responde a la definicién
y la emula, ya que establece que los valores de la funcion f(x,y ) se aproximan al limite L
conforme el punto (x,y) tiende al punto (x,, y,) Si el valor absoluto de la diferencia entre
f(x,y )y L puede hacerse arbitrariamente pequefia al considerar el punto (x, y) suficientemente
cercano a (xg, yo), pero sin llegar a ser (x,, y,). Cabe mencionar que en la definicion que se
tomd no se menciona nada acerca del valor de la funcién en el punto (x,, ¥,), €S decir, no es
necesario que la funcion f(x,y) estuviera definida en (x,, y,) para que el

( Ili{n ) f(x,y) = L exista, aunque en nuestro caso, las funciones que se seleccionaron para
XY= (X0,Yo

mostrar la existencia de limite, si eran continuas en todos sus puntos.

La idea del cilindro surgio de la interpretacion de la definicion del limite de la funcion
de dos variables, ya que para que exista el limite de dicha funcion, la porcion de la superficie de
la funcion f(x,y ) que se encuentra arriba del disco B((xq,yo); 6) debeestarentre L - ey L +
€ siempre que el punto (x, y) del plano xy esté en el disco abierto B((xg, ¥o); 6). Es decir, el
limite de una funcién se puede representar de forma grafica si la porcion de la funcién f(x,y )
en el eje z puede forzarse a que esté entre L - € y L + ¢ al restringir al punto (x,y) del plano
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xy al disco abierto B((xg,v,); 6). Para representar el limite de forma gréfica en GeoGebra 3D
se disefd el cilindro de dimensiones ¢, §. En donde € representado a través de deslizador e, era
la altura del cilindro y también representaba la distancia entre f(x,y ) y L. Por otro lado, un
deslizador llamado d representaba a &, y era el radio del cilindro, lo que simulaba el radio de un
disco abierto B((x,v,); 8). En este sentido, de manera natural, la interseccion de los planos
imaginarios delimitados por L - e y L + & con el disco B((xy,Y,); &) forman un cilindro, el
cual a través de los deslizadores en GeoGebra 3D puede manipularse para hacerse cada vez mas
pequefio, tanto como se quiera.

En este sentido, los valores de € y § que dan paso a representar a dos planos y un disco
abierto respectivamente, tal como se muestra en la Figura 5, sirven para formar el cilindro de
dimensiones € y § que se muestra en la Figura 6.

~ Vista Grafica 3D X
LIINtcy Oy Ov &v G~

Figura5.Planos L - ey L + ¢,y disco abierto B((xg,v,); 9).
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~ Vista Gréfica 3D X

1] tc~ D~ I~ kv o

Figura 6. Cilindro formado por la interseccion de los planos L - e y L + €y el disco abierto
B((x0,¥0); 6.

El cilindro con las dimensiones ¢ y &, fue manipulado a través de los deslizadores e y d
de GeoGebra 3D para llevar a cabo las actividades que se propusieron en la secuencia de
aprendizaje que se presentd en la subseccion anterior. Esta construccion en GeoGebra fungid
como el registro de representacion grafico, que en conjunto con los registros algebraico y verbal
del limite de una funcidn escalar de dos variables, sirvieron para promover en primera instancia,
tratamientos que permitieran introducir el registro grafico y relacionarlo con el registro
algebraico, para que posteriormente se lograra una conversion entre registros, es decir, que se
pasara de un registro a otro.

3.5.2. Secuencia de aprendizaje

La secuencia de aprendizaje tuvo por objetivo general de aprendizaje el comprender el concepto
de limite de una funcion escalar de dos variables a través de la definicion (por vecindades € —
d).

Las indicaciones generales que se dieron a los estudiantes fueron las siguientes:

e Realiza cada actividad de forma individual.
e Puedes imprimir el documento Word para trabajar sobre €l de manera fisica o0 puedes
trabajar directamente el archivo.

Otras generalidades sobre la secuencia de aprendizaje se pueden observar en el Anexo
2, sin embargo, a continuacion se presentan las actividades propuestas a los estudiantes.
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Actividad 1.

Considera la funcion f(x,y) = x +y (puedes encontrarla en el documento de GeoGebra
denominado “LimitesDV.ggb”). Deberas seleccionarla de una lista desplegable como la que se
muestra a continuacion, que contiene diferentes funciones de dos variables:

. X+y
Lista desplegable

de funciones

Analizaremos el comportamiento de f(x, y) cerca del punto (x,y) = (1,1). Para ello, una vez
abierto el archivo de Geogebra, encontraras tres deslizadores: e,d y s.

e nos permite controlar la altura de un cilindro (o qué tan largo es).
d nos permite determinar lo ancho de este mismo cilindro a través de su diametro.

s es un modo de controlar qué tanto de la funcion se grafica, la utilidad de s es que para
algunas funciones f(x, y) se pueda tener bajo control que lo que se mira no se traslape.

Para analizar el comportamiento de la funcion f(x, y) cerca del punto (x,y) = (1,1), daremos
al deslizador denominado “Valor de x =" el valor de 1.1, mientras que al deslizador “Valor de
y =" se le debera de dar el valor de 1.1. O sea que se analizara lo que pasa en (x,y) = (1,1)
desde un punto cercano (1.1,1.1).

Nota:

Para poder rotar la vista de la grafica de una funcion f(x,y ) en GeoGebra debes seleccionar la
casilla “Rotar la Vista Grafica 3D”del ment que se muestra a continuacion. La vista grafica
permite tener una perspectiva diferente, pero la gréafica de la funcion sigue siendo la misma.
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Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

|l Al e > 84 @) <

ACy )

Clic

| Seleccionar

,,,,,,,,,,

Abrir

Rota la Vista Grafica 3

Desplaza Vista Grafica
Aproximar

Alejar

Mostrar/ocultar objeto
Mostrar/ocultar etiqueta

Copiar estilo visual

Borrar

Vista frontal

Para desplazar la vista gréafica de una funcién f(x,y ) en GeoGebra, ya sea de forma vertical u
horizontal, debes seleccionar la casilla “Desplaza Vista Grafica” del mismo ment anterior, tal
como se muestra a continuacion. Al igual que en la rotacion, el desplazamiento s6lo nos da una
perspectiva diferente de la vista grafica, es decir, la funcion con la que trabajamos es la misma,

solo la vemos desde un angulo diferente.

Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

K [ oAl Lael DDl || A @l LN

A Cy D~ -

Clic

Seleccionar

7777777777777777777777777777

Ahora realiza lo siguiente:

Abrir

ABC

Rota la Vista Gréfica 3D

Desplaza Vista Gra’ﬂcal

Aproximar

Alejar

Mostrar/ocultar objeto
Mostrar/ocultar etiqueta

Copiar estilo visual

Borrar

Vista frontal

a) Daun valor a e (de preferencia entre 2.0 y 2.6) y deberas de manipular d de tal manera
que con el cilindro formado se pueda contener parte de la superficie que esta normada

por la funcion f(x, y).

Lo que debes obtener sera similar a lo que se muestra en las Graficas 1y 2, en
donde hay dos perspectivas diferentes del mismo cilindro con los mismos valores de e
y d, pero rotados a través de la herramienta de “Rotar la Vista Grafica 3D”.
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Figura 7. Grafica de la funcion f(x,y) = x + y, y el cilindro formado porun ey d
especifico.

Figura 8. Rotacion de la vista gréafica en donde aparece la funcion f(x,y) = x + y, yel
cilindro.

b) Toma el valor de e que le asignaste en a) y dividelo entre 2, es decir, ahora el cilindro
debera tener una altura de e/2. Al igual que en a) deberas de manipular d de tal forma
que el nuevo cilindro contenga la superficie de la grafica (encerrar o dejar dentro del
cilindro parte de la superficie de la gréafica, en donde las “tapas” deben de sobresalir de
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la superficie de f(x,y), puedes rotar la vista grafica y usar el “zoom” para constatar la
contencion) como en el inciso anterior. Cuando obtengas esa d, realiza una captura de
pantalla de tu trabajo.

¢) Realiza el mismo procedimiento que llevaste a cabo en b), pero ahora con un valor de
e/3. De igual forma que en los incisos anteriores, realiza la contencion de parte de la
superficie de la funcidn f(x, y) con el cilindro. Encuentra algun valor adecuado de d.

d) Ahora realiza la actividad de contencion de la superficie de la funcion f(x,y) con un
valor de e/5. Encuentra un valor de d y realiza una captura de pantalla.

e) Encuentra un valor de d adecuado para que se cumpla la contencién de la superficie de
la funcion f(x, y) con el cilindro si se le da un valor de e/10 al deslizador.

Nota: En este momento, quizés te convenga hacer uso del zoom de GeoGebra
para observar que el cilindro efectivamente contenga la superficie.

f) Recordemos que el deslizador e representa la altura de un cilindro; debido a la capacidad
de representacion del software GeoGebra, la variacion minima de este deslizador es
0.001. Ignorando esta situacion de capacidad para trabajar s6lo con milésimas de los
deslizadores, ¢consideras que es posible seguir dando valores a e y d como en los
anteriores incisos? Explica ampliamente tu respuesta.

g) Describe qué pasoé con d cada vez que cambiaste el valor de e. Describe ampliamente la
relacionentre e y d.

En la Actividad 1 se busco que el estudiante se familiarizara con los deslizadores y con
los elementos que en las Actividades 2 y 3 le permitirian percatarse de la relacion de lo que
representan los deslizadores d y e, es decir, de la relacion entre € — & de la definicion de limite
de una funcién. En esta actividad se analizé la funcion f (x, y) = x + y, cercadel punto (x,y) =

(1,1).

Se considera que en esta actividad se promueven tratamientos en el registro grafico. Esto
a través de la modificacion de los deslizadores e y d que modifican las dimensiones del cilindro
que se usa en la actividad.

También se busco en esta actividad que los estudiantes realizaran tratamientos en el
registro algebraico, esto en el proceso de hacer cada vez méas pequefios los valores de las
variables representadas por los deslizadores d y e. En esta actividad también se pretendi6 que
los estudiantes realizaran Unicamente tratamientos. Los cuales por un lado, estuvieron
encaminados a que se identificar que es posible ir acercAndose cada vez mas a un punto de la
imagen de la funcion haciendo a d y e mas pequefios, y por otro lado, que existe una relacion
entre d y e al momento de modificar a e.

Actividad 2.

Considera la funcion f(x,y) = e*¥. Analizaremos el comportamiento de la funcién f(x,y)
cerca del punto (x,y) = (0, 0). Para esto debemos de ajustar los deslizadores “Valor de x ="y
“Valor de y = a 0 (cero).

a) Propon un valor para e, uno que tu consideres apropiado teniendo en cuenta que se
realizara el mismo procedimiento que en la Actividad 1 para e y d. Manipula d en
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GeoGebra 3D de tal forma que el cilindro formado por e y d contenga la superficie de
la funcion f(x,y ). Da valores de e y d que satisfagan la condicion antes mencionada;
asimismo, proporciona una captura de pantalla en donde se pueda ver dicha contencién
de f(x,y ) por el cilindro.

b) Encuentra valores para d que sean adecuados para los valores de e/2, e/3, e/4, e/5,
e/10,y e/20, de tal manera que la superficie de la funcion f (x, y ) quede contenida por
el cilindro. Proporciona una captura de pantalla de la contencion de f(x,y) por el
cilindro, para los valores de e/20 y el d correspondiente.

c) Nuevamente, ignorando la capacidad de representacion de nimeros muy pequefios de
los deslizadores, ¢se podria seguir con el procedimiento de a) y b), es decir, seguir
construyendo cilindros dando valores a e cada vez mas pequefios y encontrando un d
adecuado para la contencion de la funcion f(x,y) cerca del punto (x,y) = (0,0)?
Explica ampliamente.

d) Describe ampliamente la relacidn entre e y d en esta actividad.

e) ¢Que pasa con el valor de d cuando se hace e mas pequefio?

En la Actividad 2 se usé una funcién en la cual se esperaba que los estudiantes no
tuvieran dificultades para realizar la contencion de la superficie a través del cilindro. Y se
pretendio que el alumno, al manipular los deslizadores d y e para contener mediante el cilindro
la parte de la superficie de la funcion f(x,y) = e*¥, comenzara a observar una relacion entre
los deslizadores d y e.

En esta actividad, al igual que en la Actividad 1, se busco que el estudiante realizara
tratamientos en el registro grafico y el algebraico. En el caso del registro grafico se pretendid
gue los alumnos manipularan los deslizadores que modifican el tamafio del cilindro, y como las
manipulaciones de dichos deslizadores se dan dentro de un mismo registro, se estaria hablando
de tratamientos. En este sentido, también se estaria hablando de tratamientos en el registro
algebraico, si los estudiantes calcularon y fueron dando valores cada vez méas pequefios a los
deslizadores d y e.

Actividad 3.

Ahora considera la funcion f(x,y) = sin(x) + sin(y). En donde se analiza la funcién f(x, y)
cerca del punto (x,y) = (2.7, 2.1). Para esto debemos de ajustar los deslizadores “Valor de x
=727y “Valordey="a?2.1l.

a) Si e tomael valor de 3.28, propdn un valor de d adecuado para que el cilindro contenga
la superficie de la funcion f(x,y) = e*”. Encuentra el valor de esa d y proporciona una
captura de pantalla en donde se pueda visualizar la contencion de la superficie de £ (x, y)
cercana al punto (x,y) = (2.7,2.1) por el cilindro.

b) Propdn 2 valores para e y d respectivamente, de tal forma que ambos sean menores que
el e de a). Recuerda que deberas elegirlos de tal forma que la superficie cercana al punto
(x,y) = (2.7,2.1) de la funcion f(x,y) = sin(x) + sin(y) esté contenida por el
cilindro.

c) ¢Que pasa cuando se hace mas pequefio e? Explica de manera detallada.
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d) ¢Consideras que este proceso de, dado un e encontrar un d, para crear un cilindro que
contenga la superficie de la funcion f (x, y) = sin(x) + sin(y) cerca del punto (x,y) =
(2.7,2.1) se podria llevar a cabo de forma permanente? Es decir, ;siempre podrias
encontrar un d dado un e? Explica ampliamente tu respuesta.

e) En las actividades 1, 2 y 3, ¢siempre podria construirse el cilindro para contener la
superficie de f(x, y) cerca de los puntos donde se desea analizar?

En la Actividad 3 se pretendio que el estudiante identificara de manera indirecta, junto
con las Actividades 1y 2, que si la funcion es suave y continua podria siempre hacer cada vez
mas pequefio el deslizador e y encontrar un deslizador d, de tal forma que se puede contener
parte de la superficie de una f(x,y) a través del cilindro formado. En esta actividad (la 3) se
buscd la contencidn de la funcion f(x,y) = sin(x) + sin(y) cerca de un punto determinado.

En esta actividad también se plane6 que los discentes pudieran realizar con mayor soltura
tratamientos en los registros grafico y algebraico. En este sentido, los tratamientos que se
debieron de haber realizado por parte del estudiante en el registro grafico, debieron darse a
través de la manipulacion de los deslizadores que controlan la altura y lo ancho del cilindro que
contendria parte de la gréafica, haciendo dichos deslizadores cada vez mas pequefios.

Mientras que los tratamientos en el registro algebraico, se llevarian a cabo cuando los
estudiantes calculen los valores del deslizador e y le asignen un valor correspondiente a cada d.

Actividad 3.1
(*) Definicion del limite de una funcion de dos variables:

Sea f la funcion de dos variables definida en algun disco abierto B((xq,Vo); 7), excepto
posiblemente en (x,, y,). Entonces el limite de f(x,y) conforme (x, y) tiende a x,, y, €S L, lo

que se denota por lim f(x,y) =L, si para cualquier £ > 0, sin importar qué tan
(x,y1->(x0,¥0)

pequefia sea, existe una & > 0 tal que si 0 <./(x — x0)2+ (y — yo)% < 8, entonces
If(x,y) — L| < &

Observa que |f(x,y) — L| es la distancia entre los numeros f(x,y) y L, y
J(x — x0)2+ (¥ — v,)? es ladistancia entre el punto (x,y) y el punto (x, ¥o)-

Teniendo en cuenta lo anterior, contesta lo siguiente:

a) Tomando en consideracion la definicion de limite (*) ¢Que relacion debe existir entre &
y € de tal manera que se cumpla dicha definicion?

b) Supon que el € y 6 de la definicion de limite (*) se corresponden respectivamente con
el e y d del programa de GeoGebra 3D, ¢se cumple la definicion de limite (*) para las
Actividades 1, 2 y 3 en los puntos que se dan?, es decir, ¢existe el limite de la funcion
f(x,y) cerca del punto (x,y) dado? Explica ampliamente por qué si 0 por qué no se
cumple la definicion en cada caso.
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En la Actividad 3.1 se dio la definicion del limite de una funcion de dos variables y se
presentaron cuestionamientos con relacion a si en las funciones que se presentaron en las
actividades 1, 2 y 3 existia el limite, dados ciertos puntos.

En esta actividad se debian de realizar tratamientos y conversiones. En cuanto a los
tratamientos, estos se debieron de llevar a cabo en el registro verbal (inciso a), ya que se
pretendio que los estudiantes identificaran si existia una relacion entre el 5 y € de la definicion
cuando existe el limite de una funcién en un punto. Dichos tratamientos debieron manifestarse
a través de elementos de la lengua natural (registro verbal) para describir la relacion entre 8 y €
que debia de identificarse en la definicion.

Mientras que en el inciso b, lo que se esperaba era que los estudiantes realizaran una
conversion. Es decir, que transitaran o pasaran del registro grafico al registro verbal. La
conversion quedaria explicita cuando el estudiante utilizara elementos de la lengua natural para
describir la representacion gréfica que emula el proceso de acercamiento a la imagen de una
funcién a través de la aproximacion de un punto especifico que se presenta en la definicion.

Actividad 4.

4.1 ;Consideras que es posible la contencion por el cilindro para cualquier grafica de una
funcién?

x2y
x4 +y2’
que se deben ajustar los deslizadores correspondientes a los siguientes valores (x, y) = (0.001,

0). El deslizador “Valor de x =" puede tomar un valor cercano al que se propone, en caso de que
tengas dificultad para ajustarlo a ese valor, sin embargo tendra que ser diferente de 0.

4.2 Considera la funcion f(x,y) = La analizaremos cerca del punto (0, 0), por lo

a) Propon un valor para e y encuentra el correspondiente para d que sean adecuados para
que el cilindro construido por éstos contenga la superficie de la funcion f(x,y) en el
punto (X, y) = (0.001, 0). Encuentra valores para e y d y proporciona una captura de
pantalla de la contencion de la superficie de la funcién f (x, y).

b) Considerando el valor de e que propusiste en a), encuentra un valor adecuado para d si
ahora se toma el valor de e/2 . Recuerda que el cilindro debe de contener la superficie
de la funcion f(x, y) cerca del punto (0, 0). Encuentra valores para e y d y proporciona
una captura de pantalla que evidencie la contencion de la superficie de la funcion f (x, y).

c) Paralosvaloresde e/3, e/4,e/5,e/7y e/10 encuentra el valor correspondiente de d,
de tal manera que el cilindro construido (tanto por e y d) contenga la superficie de la
funcion f(x,y) en el punto (X, y) = (0.001, 0). Proporciona una captura de pantalla de
dicha contencion.

d) ¢Pudiste hacer cada vez mas pequefio a e como se pidio en b) y ¢)?, ¢encontraste alguna
relacién entre e y d?, ¢por qué crees que pasa?

e) De acuerdo con la definicion de limite (*), ¢existe el limite de la funcion f(x,y) =
2

x4x+ ;’2 cerca del punto (0, 0)? Justifica ampliamente tu respuesta.
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En la Actividad 4 se presento la funcion f(x,y) =

2x%y .

, que se deseaba analizar cerca
x4+ y2
del punto (0, 0). En esta actividad no se podia construir un e cada vez mas pequefios, por lo que
no se podia encontrar cilindros pequefios que contuvieran la superficie de la funcion en el punto

dado.

En esta actividad se esperd que los estudiantes realizaran tanto tratamientos como
conversiones entre registros de representacion. Los tratamientos quedarian de manifiesto cuando
se observara que el estudiante manipula los deslizadores e y d tratando de contener mediante el
cilindro parte de la grafica de la funcion tratada (incisos a, b y c).

Mientras que la conversion quedaria de manifiesto si los estudiantes justifican por qué
no es posible ir haciendo los deslizadores e y d cada vez mas pequefios. Se esperé que se

realizara una conversion del registro grafico al verbal. También se esperaba otra conversion por
2x%y

parte de los estudiantes cuando se les pidio que determinaran si la funcion f(x,y) = e

tiene limite en el punto (0, 0). En este caso, se confid en que los estudiantes utilizarian elementos
ya sea graficos o algebraicos para describir mediante el registro verbal cuando una funcién tiene
0 no limite en un punto determinado.

Actividad 5.

Ahora trabajaremos con la funcion f(x,y) = cerca del punto (x, y) = (0, 0).

x2 +y?
Analizaremos la funcion en el punto (0, 0.1), por lo deberas ajustar los deslizadores a esos
valores.

a) Propon un valor para e y el respectivo d de tal forma que el cilindro formado por éstos
contenga la superficie de la funcion f(x,y) cerca del punto (X, y) = (0, 0). Encuentra
valores para e y d, asi como una captura de pantalla de la contencion de la superficie de
).

b) Paralos valores de e/2, e/4, e/5 Yy e/10 encuentra valores correspondientes para d, de
tal manera que el cilindro construido (tanto por e y d) contenga la superficie de la
funcion f(x, y) cerca del punto (x, y) = (0, 0).

c) ¢Pudiste encontrar un e y hacerlo cada vez mas pequefio, tal como se pidi6 en a) y b)?,
¢Encontraste alguna relacion entre e y d?, ¢ por qué crees que pasa? Explicaampliamente
tu respuesta.

d) De acuerdo con la definicion de limite (*), ¢existe éste en el punto (X, y) = (0, 0)? Explica
tu respuesta lo mas posible.

X

xZ2 +y2'!

del punto (X, y) = (0, 0). En esta actividad no se podia encontrar un e para un cilindro que

contuviera la funcion en el punto dado. Asi mismo para la presente actividad se estipuld que los
estudiantes realizaran tanto tratamientos como una conversion entre registros de representacion.

Para la actividad 5 se present6 la funcion f(x,y) = y se deseaba analizar cerca

En cuanto a los tratamientos en los registros de representacion, se esperaba que los
estudiantes manipularan los deslizadores e y d, de forma que intentaran hacer cada vez mas
pequefio e, asi como también decrecer a d, por lo que la actividad matematica estaria inscrita
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en el registro gréfico, dicha manipulacion de los deslizadores, permitiria a los estudiantes crear
un cilindro para intentar contener parte de la gréafica de la funcién abordada. Por otro lado,
también los tratamientos se llevarian a cabo en el registro algebraico, ya que la actividad
propuesta pretendio que los estudiantes calcularan en una primera instancia el deslizador e, y
posteriormente estimaran mediante la manipulacion del deslizador d un valor adecuado que les
permitiera construir un cilindro.

Por otro lado, la actividad también pretendié que los estudiantes realizaran una
conversion del registro grafico al registro verbal, aunque también se esperaba que en la
expresion verbal usada por los estudiantes, pudieran presentarse elementos algebraicos
presentes en la definicion de limite, articulados con elementos graficos proporcionados por el
software GeoGebra 3D para describir o explicar si existe o no el limite de la funcion f(x,y) =

x —
el el punto (x, y) = (0, 0).

Actividad 6.
A manera de cierre de las actividades, contesta lo siguiente:

1) ¢Cbémo podrias explicar la relacion entre € y § para que se cumpla la definicion de limite
(*)? Explica con tus palabras, y describe ampliamente.

2) Comenta de manera amplia ¢de qué manera visualizaste de forma grafica cudndo NO se
cumple la definicidn de limite (*)?, ¢que implica la no existencia del limite en términos
de ey d?,y ¢como describirias la no existencia del limite de una funcion a través de la
contencion por un cilindro?

3) ¢Qué conclusion puedes obtener cuando se da el caso que & debe tener un valor
especifico (invariante) aun y cuando & si cambia?, tal como paso en la Actividad 4.

4) ¢Qué conclusion puedes obtener cuando se da el caso que € toma valores relativamente
grandes (y no puede “contener” la grafica de una funcion f(x, y)) para distintos valores
de 6?, tal como pasé en la actividad 5.

5) Gréaficamente, ;cdmo podrias darte cuenta cuando una funcién f(x,y) no tiene limite
en un punto dado? Describe ampliamente.

6) ¢Cdémo tendria que ser la gréafica de una funcién f(x,y) para que posea limite en un
punto (X, y)? explica ampliamente.

En esta actividad se pretendié que cada una de las preguntas propiciaran conversiones
entre los registros de representacion utilizados, el gréafico, al algebraico y el verbal.

En la pregunta 1 se esperé que los estudiantes transitaran del registro algebraico al
verbal; en la pregunta 2 se esperd que los estudiantes pasaran del registro grafico al verbal,
mientras que en la pregunta 3 se considerd que los discentes pasaran ya sea del registro
algebraico o gréafico al registro verbal; en la pregunta 4 se espero que cada estudiante pasara del
registro grafico al verbal; en la pregunta 5 se considerd que los estudiantes realizaran una
conversion del registro grafico al verbal; y finalmente, en la pregunta 6, se considerd que los
alumnos realizaran un transito del registro grafico al verbal.
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3.6. Puesta en escena

Previo a la puesta en escena de la aplicacion de la secuencia de aprendizaje, se realizé una
prueba piloto. En dicha prueba participaron tres egresados de la Licenciatura en Matematica
Educativa de la Universidad Autonoma de San Luis Potosi, los cuales mostraron interés y buena
disposicion para llevar a cabo todas y cada una de las actividades presentadas en la secuencia
de aprendizaje. Las condiciones en las que se llevo a cabo el pilotaje fueron las mismas en las
que se desarrolld con los alumnos de la Universidad Auténoma de Zacatecas (nuestra poblacion
de estudio), es decir, las actividades se llevaron a cabo a distancia mediante la plataforma de
videollamadas Zoom, también se filmo la sesion, y se les enviaron archivos los archivos Word
y GeoGebra 3D respectivamente.

De ésta se obtuvo importante informacion que ayudo a prever problemas durante la
realizacion de las actividades que se propusieron en la secuencia. Una de las situaciones que se
presentd en la prueba piloto fue que algunos de los participantes no pudieron abrir el programa
de GeoGebra 3D. Por lo anterior, se pidié al profesor titular de curso que instruyera a los
estudiantes para que realizaran la instalacion de la version del software GeoGebra 3D adecuada
para que se pudiera trabajar sin problemas con el archivo “LimitesDV.ggb”.

Otra de las situaciones que se previeron a partir de la prueba piloto fue que era necesario
enviar un video tutorial sobre el manejo del programa ShareX, asi como el enlace de la pagina
web de donde se deberia de descargar dicho programa. Sin embargo, una de las dificultades que
se presentaron en este sentido, fue que hubo un estudiante que no tenia equipo de computo con
sistema operativo Windows, sino que tenia MacOS, uno para el cual no hay version compatible
para el programa que permitiria grabar la pantalla del computador de los estudiantes (aunque
posterior a la aplicacion de la secuencia tomamos conocimiento que el sistema MacOS tiene
integrada la aplicacién Quiktime, que no necesita instalarse y permite grabar la pantalla, pero
que desafortunadamente, ni el estudiante ni los aplicadores los sabiamos). Por lo que se le pidid
a este alumno que realizara capturas de pantalla cuando manipulaba el software GeoGebra 3D.
Si bien las capturas de pantalla se pueden realizar sin necesidad de instalar algin software,
dichas capturas no ofrecen suficiente informacién sobre la manipulacion GeoGebra 3D por parte
de los estudiantes como lo hace una videograbacion.

Una vez que se programd la sesion para la aplicacion de la secuencia de aprendizaje, se
envid via el profesor titular del curso el enlace para que pudieran acceder a la videollamada de
la plataforma Zoom (en la Figura 5 se puede observar la plataforma Zoom antes de que se
unieran los estudiantes).
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Figura 9. Captura de pantalla de la plataforma Zoom en donde se realizd la videollamada para

la sesion de trabajo con los estudiantes.

Ya en la videollamada se procedio a videograbar la sesion, lo cual quedé a cargo de los

aplicadores. Los aplicadores son dos, uno de ellos es un profesor investigador de la misma
universidad en donde se llevd a cabo esta investigacion, y el otro aplicador es el autor de este
trabajo. Y una vez que se comenzo con la sesion, se les comentd a los estudiantes que:

Las actividades que estaban por realizar formaban parte de un trabajo de investigacion.
Las actividades que debian realizar no repercutirian en sus calificaciones del curso, pero
se les solicitd que no las llevaran a cabo a la ligera, ya que su cooperacion resultaria muy
importante y de gran ayuda en la presente investigacion.

Que sus respuestas serian absolutamente confidenciales, asi como su identidad.

Que realizaran todas las actividades de la secuencia de aprendizaje.

Que si tenia alguna duda o comentario, ya fuera de las actividades propuestas en la
secuencia de aprendizaje, o en el uso de algunos de los softwares que se utilizaron, que
lo expresaran con los aplicadores.

Que pulsaran “play” al software ShareX antes de que comenzaran las actividades de la
secuencia. Y finalmente,

Se les agradeci6 su buena disposicion y su cooperacion.

Como se habia estipulado, la aplicacién de la secuencia de aprendizaje se llevé a cabo

en una sesion de 2 horas. Al término de ésta los estudiantes enviaron via correo electronico las
actividades que se les solicitd en la secuencia de aprendizaje, asi como los archivos de las
videograbaciones en donde quedan evidenciadas las interacciones de los discentes con el
GeoGebra 3D. Las videograbaciones permitieron hacer interpretaciones sobre las producciones
de los alumnos en términos de conversiones y tratamientos de los distintos registros de
representacion semiética que se usaron en las actividades de la secuencia de aprendizaje, esto
con la finalidad de poder establecer la comprensién de la definicién del concepto de limite de
una funcion escalar de dos variables.

La aplicacion de la secuencia de aprendizaje se llevo de manera virtual, como se habia

previsto. En este tenor, algunas de las dificultades que se presentaron fueron las siguientes:

Un estudiante expreso6 que en su equipo de computo el programa GeoGebra 3D presentd
dificultades para trabajar de manera simultanea con el documento Word y con la
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plataforma Zoom, debido a que la computadora se paralizaba por momentos; lo que
causé que tardara mas tiempo en realizar las actividades de la secuencia.

e Un estudiante tenia problemas con la conexion a internet, su red de internet la catalogd
Zoom como “inestable”. Esto ocasiond que, en por lo menos tres ocasiones, el alumno
saliera de la videollamada, volviéndose a integrar en los segundos siguientes.

De la aplicacién de la secuencia de aprendizaje se tiene como incidencia que de la
totalidad de integrantes del curso (seis), dos estudiantes no enviaron las actividades que se les
asignd en la secuencia de aprendizaje. Por lo que Unicamente se reportan en la seccién de
resultados las producciones de cuatro estudiantes, los cuales enviaron de forma completa todas
las actividades realizadas.

Cabe mencionar que la interaccion entre los aplicadores y los estudiantes fue minima,
debido a que las actividades de la secuencia de aprendizaje estaban planeadas para que se
Ilevaran a cabo de manera auténoma por los alumnos. Aungue se les comento a los estudiantes
que podria preguntar o externar sus dudas en cualquier momento, ya fuera a través de la bandeja
del chat de la plataforma Zoom o directamente durante la videollamada, los estudiantes no
expresaron tener duda alguna.
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Capitulo 4. Resultados y su analisis

En este capitulo se exhiben los resultados que emanan de la aplicacion de la secuencia de
aprendizaje, y a manera de cierre de este capitulo, también se presenta un analisis de dichos
resultados.

Los resultados que se presentan a continuacion sirvieron, previo analisis de las
producciones de los estudiantes de las diferentes actividades, a determinar algunas de las
caracteristicas que se consideran necesarias incluir en una secuencia de aprendizaje para que se
promuevan los tratamientos y conversiones necesarias para que se comprenda el concepto de
limite de una funcién escalar de dos variables de una manera sencilla y natural. Esto en el
contexto de un proceso de ensefianza-aprendizaje mediado por elementos tecnoldgicos que
permiten la representacion grafica tridimensional de objetos matematicos, en este caso la
representacion del limite de una funcion en un punto dado con el software GeoGebra 3D. En
este sentido, todas las dificultades, asi como las actividades que se llevaron a cabo sin ningln
contratiempo contribuyeron a determinar dichas caracteristicas que se mencionaron lineas
arriba.

La presentacion de los resultados se hace de la siguiente manera, se muestran las
producciones de cada estudiante por separado, y se exhibe por actividad lo realizado por cada
alumno (en tablas). Las siguientes tablas que muestran lo que los estudiantes realizaron, son la
columna 3y 4 respectivamente de la Tabla 1 (adaptacion del instrumento de Sandoval (2018)).
Se decidi6 presentar los resultados de las producciones de los estudiantes de esta manera debido
a que el nimero de alumnos es reducido, y consideramos que de esta manera se tendria una
mejor perspectiva de lo que logré cada estudiante en las diferentes actividades de la secuencia
de aprendizaje.

Para simplificar la lectura y para identificar a cada uno de los alumnos, se denoté a E1
como el estudiante numero 1, E2 como el estudiante 2, E3 representa al alumno nimero 3,y E4
hace referencia al estudiante ndmero 4. Cabe enfatizar que las respuestas dadas por los
estudiantes son tomadas textualmente, y al transcribirse no se les modifica de ninguna manera,
ni en ortografia ni gramatica, es decir, se presentan las producciones de los estudiantes tal cual
las realizaron.

4.1. Producciones del estudiante niamero 1 (E1) de cada una de las
actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje

Tabla 2. Actividad 1 realizada por el estudiante 1.

Actividad 1 (se abordan una funcién con limite en un punto dado) (ver Anexo 2)

Justificacion del cumplimiento o no de
Evidencia de lo realizado por los estudiantes lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje
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El estudiante 1 (E1) logra relacionar la variacion
de los deslizadores. Asi lo deja ver en la respuesta
al inciso “g”: Describe qué pasé con d cada vez
que cambiaste el valor de e. Describe
ampliamente la relacion entre e y d. En donde E1
expresa: “Mientras mas pequefio se hacia el valor
de e , mas pequefio se fue haciendo el valor de d
,es decir ,el valor de d depende del valor que

nosotros le demos a e.”

Esta actividad también tenia la intencion de que
los estudiantes se fueran percatando de que el
proceso de encontrar una d dada una e es posible
cuando la funcion es suave y continua. E1 asi lo
dejo ver en la respuesta al incisof) ... ;jconsideras
que es posible seguir dando valores a e y d como
en los anteriores incisos?... E1: “Si es posible ,ya
que siempre podremos acercarnos tanto como
queramos a 0 ,de tal forma que para cada e que
tomemos ,podremos encontrar una d que cumpla
con las condiciones mencionadas(parte del
cilindro debe contener a la superficie y las tapas
deben de sobresalir)”. Se considera que E1
cuando expresa: “siempre podremos acercarnos
tanto como queramos a 0 quiere decir que las
dimensiones (altura y ancho) del cilindro pueden
hacerse cada vez mas pequefas, acercandose
cada vez mas a cero.

Se cumple con los objetivos de la
actividad: que se relacione d y e, y que se
dé en el estudiante la idea de que el
proceso de encontrar una e cada vez mas
pequefia es posible (dadas ciertas
caracteristicas de la funcion analizada).

Las producciones de E1 en esta actividad
dejan ver que realizd los tratamientos
tanto graficos, como algebraicos que se
estipularon en las actividades. Ya que de
otra manera no podria haber determinado
que cada vez que se hacia mas pequefio
ae se debia de hacer también mas
pequefio a d.

Tabla 3. Actividad 2 realizada por el estudiante 1.

Actividad 2 (se abordan una funcién con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje
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En esta actividad hubo una dificultad para que
E1 se pudiera dar cuenta que si se hace a e cada
vez mas pequefio se tendra que cambiar a d,
también haciéndolo cada vez més pequefio. Lo
que ocasion6 que se presentara esta dificultad
fue que E1 escogid un e demasiado grande, con
valor de 4, lo que ocasiond, dada la forma de la
grafica f(x,y) = e*, que al hacerlo cada vez
mas pequefio fuera innecesario cambiar de
manera pronunciada el valor de d. Aunque cabe
enfatizar que la modificacion de d dado un
e, haciendo a ambos cada vez méas pequefos si
se llevd a cabo por E1, aunque él no lo considero
asi.

A continuacion se muestran dos capturas de
pantalla del trabajo de E1 en esta actividad, en
donde se puede ver que si se modificaron los
valores del deslizador d.

Cuando el valor de e tomado por E1 se dividio
sobre 10, el valor de d que se le asignd fue de
0.53. Mientras que para cuando se tomaba e /20,
E1 asignod a d el valor de 0.33.

Como se puede ver el estudiante E1 si cambi6 el
valor del deslizador d, sin embargo, al responder
el inciso e: ¢Qué pasa con el valor de d cuando

Se considera que el objetivo en esta
actividad no se logré del todo. Si bien se
logré que el estudiante se percatara de que
se pueden hacer cada vez méas pequefios
los deslizadores e y d, no se logro que se
diera cuenta que dichos deslizadores

estaban  relacionados de  manera
importante.
Aunque en lo que respecta a los

tratamientos en los registros grafico y
algebraico que se estipularon, si se
llevaron a cabo por parte de E1. En el
registro grafico los tratamientos quedaron
palpables ya que E1 modifico los
deslizadores d y e haciéndolos cada vez
mas pequefios. Y en el registro algebraico,
E1l calcul6 y asignd los valores tanto al
deslizador e como al d.
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se hace e méas pequefio?, E1 responde: En este
caso ,se pudo observar que aunque hiciéramos
el valor de e mas pequefio , el valor de d podia
mantenerse como se obtuvo para un e mas
grande.

Tabla 4. Actividad 3 realizada por el estudiante 1.

Actividad 3 (se abordan una funcion con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

En esta actividad E1 logra encontrar la relacion
entre los deslizadores e y d, parte importante para
que pueda realizar la conversién en las
actividades posteriores a esta.

Se considera que E1 identifica la relacion entre e
y d, ya que responde: El valor de d tambien se va
haciendo cada vez mas pequefio, cuando se le
cuestiona ¢Qué pasa cuando se hace mas
pequefio e?, por lo que podriamos conjeturar que
E1 reconoce la relacion entre los deslizadores. A
este resultado sélo pudo haber llegado si realizd
tratamientos tanto en el registro grafico como en
el algebraico. En el grafico a través de la
manipulacion de los deslizadores e y d.

Por otro lado, se puede ver que E1 identifica que
se puede construir un cilindro cada vez mas
pequefio para contener parte de la grafica de la
funcion f(x,y) = sin(x) + sin(y) en el punto
dado. Asi lo deja ver en su respuesta a la pregunta
¢Consideras que este proceso de, dado un e
encontrar un d, para crear un cilindro que
contenga la superficie de f(x, y) cerca del punto
(x,y) = (2.7,2.1) se podria llevar a cabo de
forma permanente?, a lo que E1 responde: Si ,ya

Se puede presumir que las ideas
fundamentales que se planearon que
aparecieran para esta actividad, la de que
se pueden hacer cada vez mas pequefios
los deslizadores e y d, asi como que estos
estan  relacionados, si se logro
satisfactoriamente.

También cabe enfatizar que se puede ver
a través del trabajo de E1, asi como en la
videograbacion de su pantalla, que este
alumno realizé los tratamientos en los
registros grafico y algebraico que se
estipularon en esta actividad.

Estos tratamientos consistieron
basicamente en trabajar y realizar
actividades matematicas en un contexto
de representacion utilizando las reglas de
funcionamiento propias en el interior de
un mismo registro, por un lado el gréfico,
y por el otro, el algebraico.

62



que mientras mas pequefio se va haciendo el
valor de e ,tambien se hace mas pequefio el d ,de
tal forma que estos valores que se van obteniendo
cumplen con la condicion dada de que parte de
la superficie debe de estar contenida dentro del
cilindro,es decir ,siempre y cuando la condicion
de mantener a la superficie “encerrada’dentro
del cilindro se cumpla se podran seguir
encontrando valores de e y d(donde d depende
del valor de e). Esta respuesta indica que el
estudiante realiz0 tratamientos en el registro
algebraico, esto al calcular los valores de e y los

respectivos valores asignados a las d.

Tabla 5. Actividad 3.1 realizada por el estudiante 1.

Actividad 3.1 (se abordan la definicion de limite)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr el
objetivo de aprendizaje

En esta actividad se puede percibir que E1
identifica en la definicion de limite que se
da, que & y & estan relacionados cuando
dicho limite existe en un cierto punto de una
funcidn dada, esto lo deja ver en la respuesta
que da cuando se le cuestiona: Tomando en
consideracién la definicion de limite (*)
¢ Qué relacion debe existir entre 6 y € de tal
manera que se cumpla dicha definicion?, a
lo que E1 responde, Delta depende del valor
de épsilon.

Por otro lado, en lo que respecta al paso del
registro grafico (relacionado con la
definicion de limite) al registro verbal, se
puede ver que E1 relaciona elementos del
grafico y los describe verbalmente,
relacionado lo grafico con la definicion del
concepto de limite de la funcion. La relacion
de los elementos graficos con la definicion

En esta actividad se cumplié el objetivo, que
fue que los estudiantes pudieran pasar de un
registro de representacion a otro. En este
sentido, se considera que E1 realiza una
conversion del registro gréfico al registro
verbal. Dicha conversion se puede intuir de la
respuesta que ofrece E1 al inciso b, en donde
traslada elementos graficos a una descripcion
verbal de cuando es que existe el limite de una
funcién en un punto dado. Por lo que se puede
decir, que E1 comprende la definicion del
concepto de limite de una funcién escalar de
dos variables.

También en la respuesta de E1 se puede
identificar que se llevaron a cabo los
tratamientos que se estipularon en la actividad.
Especificamente la que buscaba que se
realizara trabajo matematico en el registro
verbal, donde era necesario que los estudiantes
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se puede visualizar a través de la respuesta
que da E1 cuando se le cuestiona: ¢se
cumple la definicion de limite para las
Actividades 1, 2 y 3 en los puntos que se
dan?, es decir, ¢existe el limite de la funcion
f(x,y) cerca del punto (x,y) dado?, a lo
que E1 responde: “Si se cumple la definicion
de limite para cada uno de los casos ,ya que
siempre que nosotros tomemos un e
(epsilon) encontramos una d(delta) que
cumpla con que la distancia entre el punto
al que nos estamos acercando y los puntos
cercanos a el sea menor que d(diametro del
cilindro ) y al cumplirse esto tambien se
cumplira que la distancia entre las imagenes
de los puntos cercanos al punto en cuestion
y ese valor limite seran menores que el valor
de e(altura del cilindro )”.

identificaran la relacion entre el 6 y € de la
definicion para determinar cuando es que
existe el limite de una funcién en un punto
dado.

Por lo que se puede decir que si se lograron los
tratamientos y la conversion que se estipularon
en esta actividad.

Tabla 6. Actividad 4 realizada por el estudiante 1.

Actividad 4 (se abordan el punto de una funcion en donde no existe el limite)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

El estudiante E1 muestra en una de las | En esta actividad se considera que si se
respuestas que da en esta actividad, que realizé | cumplieron los objetivos planteados en la
y | actividad, tantos los relativos a la
planearon. Esto lo deja ver a través de la | realizacién de los tratamientos propuestos
respuesta que presenta ante la pregunta del
inciso d: ¢ Pudiste hacer cada vez mas pequefio | deslizadores e y d, asi como de la
a e como se pidio en b) y ¢)?, a lo que E1 | conversion de los registros grafico y
responde: No, lo que indica que si realizo los | algebraico al registro verbal para expresar la
tratamientos en el registro grafico y algebraico | existencia 0 no del limite de la funcion
que le permitirian llegar a la respuesta de que | analizada en un punto determinado.

no era posible ir haciendo cada vez mas
pequefio el deslizado e como el deslizador d.
Estos mismos tratamientos en los registros
graficos y algebraicos le permitieron

los tratamientos que se estipularon

en los registros grafico y algebraico de los

En general, se puede decir, que la actividad
plantada promovio y logro que E1 realizara
exitosamente los tratamientos y la
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determinar que no hay una relacion entre los | conversion  entre  los  registros
deslizadores e y d como sucedié en las tres | representacion usados.

primeras actividades, esto lo dejo ver en su
respuesta a la pregunta: ¢encontraste alguna
relacion entre e y d?, ¢por qué crees que
pasa?, en donde E1 respondio: No, para los
primeros valores de e si se pudo encontrar un
valor para d ,pero conforme se fue haciendo
mas pequefio e ,fue mas dificil encontrar una d
que cumpliera con la condicion ,hasta que
llego un momento en el que no se pudo
encontrar d, esto reafirma que E1 realizé todos
los tratamientos que se estipularon.

Por otro lado, y en relacién con la conversion,
en la respuesta que da E1 a la pregunta: De
acuerdo con la definicién de limite (*), ¢ existe
2x%y

x* +y?

del punto (0, 0)?, se puede ver que E1 realizé
una conversion del registro gréafico al registro
verbal y una del registro algebraico al verbal,
ya que respondid: No ,ya que no se cumple que
para toda epsilon mayor que cero , exista una
delta mayor que cero que cumpla con la
definicion de limite ,ya que conforme mas nos
vamos acercando al valor (0,0),mas se va
“distorsionando” la funcion ,lo cual hace cada
vez mas dificil encontrar d para un e que
cumpla con la definicion. En donde dicha
respuesta deja ver que usa elementos graficos
relacionandolos con la definicion del concepto
de limite, y algebraicos propios de la definicién
para expresar de forma verbal la no existencia
de dicho limite, por lo que estariamos hablando
de dos conversiones.

el limite de la funcion f(x,y) =

cerca

de

Tabla 7. Actividad 5 realizada por el estudiante 1.

Actividad 5 (se abordan el punto de una funcién en donde no existe el limite)
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En esta actividad E1 no respondi6 a los
diferentes cuestionamientos que se plantearon.
Sin embargo, gracias a la videograbacion de su
pantalla, se puede constatar que si hubo
tratamientos en el registro gréfico, tal como se
muestra enseguida, en donde se puede observar
que E1 modifica los valores del deslizador e
como d:

x
e ¥

=263

e=318
-

s-Eﬂ

Sin embargo, no es posible establecer la
conversion que se estipulaba en esta actividad.

En esta actividad no fue posible establecer
la conversion entre registros, dado que el
estudiante E1 no contest6 a las preguntas
propuestas en esta actividad. Por lo que se
considera que no se lograron los objetivos
propuestos para esta actividad en cuanto a
la conversion.

Sin embargo, aunque el estudiante E1 no
haya respondido a ninguna de las preguntas
propuestas de esta actividad, mediante la
videograbacién de la pantalla de E1 se
pudo constatar que si realizd los
tratamientos que se propusieron en esta
actividad, por lo que Ila actividad
matematica en forma de tratamientos
llevada a cabo por E1 en el registro grafico
en esta actividad si se logro.

Tabla 8. Actividad 6 realizada por el estudiante 1.
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En esta actividad el estudiante E1 da
evidencia de una conversion en la respuesta
que da a la pregunta 5: Gréaficamente, ¢cOmo
podrias darte cuenta cuando una funcion f(x,
y) no tiene limite en un punto dado?, a lo que
el estudiante responde: Si la grafica de la
funcion en torno a un punto sufre cambios
bruscos o se “dispara” en algun sentido del
espacio ,o se empieza a “arrugar” conforme
nos acercamos mas al punto donde queremos
conocer el comportamiento de la misma
,podriamos empezar a sospechar que no
existira el limite de la funcion cuando x se
acergue a un punto x_0. En donde se podria
presumir una conversion del registro grafico
al verbal.

En otra de las preguntas en donde también se
puede percibir una conversion entre registros,
es en la 2: ¢de qué manera visualizaste de
forma grafica cuando NO se cumple la
definicién de limite (*)?, a lo que E1
responde: Cuando al manipular e y d (la
altura del cilindro y el diametro del mismo)
se llegaba a un valor de e para el cual no
podiamos encontrar una d de tal forma que el
cilindro no cumplia con la condicion
requerida, en donde despliega y toma
elementos del registro gréfico y los describe
mediante el registro verbal, es decir, E1 pasa
del registro grafico al verbal en una pregunta
en la cual se le exhorta a que describa de
manera verbal cdmo es que se veria en una
grafica cuando no existe el limite de una
funcion en un punto dado a través de la
interpretacion de la definicion. En la
respuesta al cuestionamiento 2 se puede
observar que E1 tiene claro que dada una e se
tiene que encontrar una d adecuada de tal
forma que se contenga parte de la gréfica
analizada, asi lo deja ver en el complemento

En esta actividad se considera que si se
cumplié el objetivo de la actividad, el que se
lograra realizar alguna conversion entre los
registros de representacion utilizados, y que
estos esten relacionados con la definicion del
concepto de limite de una funcion escalar de
dos variables. Dicha conversion se pudo
constatar en la respuesta de E1 al
cuestionamiento 5 de esta actividad. En
donde el estudiante utiliza los elementos
graficos con lo que trabajé para describir
verbalmente cudndo una funcion f(x,y) no
tiene limite en un punto dado.
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a la respuesta que da a: ¢qué implica la no
existencia del limite en términos de e y d?, a
lo que responde: ¢qué implica la no
existencia del limite en términos de e y d?

4.2. Producciones del estudiante namero 2 (E2) de cada una de las
actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje

Tabla 9. Actividad 1 realizada por el estudiante 2.

Actividad 1 (se abordan una funcién con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

El estudiante E2 realiz6 las tareas propuestas
en esta actividad, lo que implica que se
llevaron a cabo los tratamientos que se
estipularon. En el caso del registro gréfico se
pueden observar como fue manipulando los
deslizadores e y d, siguiendo las
instrucciones, para que se percatara de que
dichos deslizadores se podian hacer mas
pequefios, tanto como el software GeoGebra
3D lo permite. La manipulacion de los
deslizadores se puede ver en las siguientes
capturas de pantalla que E2 mostré en su
trabajo.

v

L Jn

Se considera que si se logro lo estipulado en
esta actividad, dado que se realizaron los
tratamientos estipulados tanto en el registro
grafico como en el algebraico. También cabe
enfatizar que, adicional a los tratamientos
propuestos, el estudiante E2 reconocio la
relacion entre los deslizadores e y d, asi
como la posibilidad de ir haciéndolos cada
vez mas pequerios, parte fundamental de los
propdsitos para esta actividad.

El identificar que se pueden hacer cada vez
mas pequefios los deslizadores se puede
observar a través de la respuesta al
cuestionamiento del inciso f): ¢consideras
que es posible seguir dando valoresa e y d
como en los anteriores incisos?, a lo que E2
respondio: Si, creo que si es posible seguir
dando valores cada vez mas pequerfios de e y
encontrar un valor de d tal que la funcion
esté “contenida” dentro del cilindro que
tiene didmetro d, y de esa forma decir que
para todo valor de e dado, se puede
encontrar un valor de d.
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5=08

Mientras que en el caso del registro
algebraico, se pueden ver los tratamientos
realizados por E2 en los siguientes fragmentos
de los incisos a y b respectivamente: a) donde
se les da a los deslizadores los valores de
e=2.4 y d=1.5, para después en b) dar los
valores de e=2.4/2=1.2 y d=0.75, en donde se
puede apreciar que se realizaron los
tratamientos estipulados en la actividad.

Por otro lado, la identificacion de la relacion
entre los deslizadores e y d se puede ver en
la respuesta que da E2 al inciso g), en donde
A el estudiante dice: d también fue cambiando,
como haciamos el valor de e cada vez mas
chico, el valor de d también se hacia mas
.- ! ! pequefio. Es decir el valor d depende del
valor de e. Para cada e dado, existe un d tal
que una parte de la funcién esta contenida
en el cilindro de altura e y diametro d.

Tabla 10. Actividad 2 realizada por el estudiante 2.

Actividad 2 (se abordan una funcion con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

Los tratamientos que se esperaban en el registro
gréafico se pueden observar a través del cambio en
los valores de los deslizadores de e y d
(haciéndolos cada vez méas pequefios), aunque
dichos tratamientos también se pueden percibir a
través del cilindro de la grafica, ya que los
deslizadores tienen la finalidad de modificar el
tamario de dicho cilindro. Lo cual se puede ver
claramente en las siguientes capturas de pantalla
del trabajo de E2, en donde se percibe el
decrecimiento en las dimensiones del cilindro
(dependiente de los valores de los deslizadores).

Mediante las actividades matematicas que
realizd E2 se puede ver que se llevaron a
cabo los tratamientos en los registros
grafico y algebraico. Lo cual permiti6 que
se lograran también las ideas que querian
desarrollar en los estudiantes: el que era
posible hacer cada vez mas pequefios los
deslizadores, y que estan relacionados.

En cuanto a la posibilidad de hacer cada
vez mas pequefios los deslizadores, E2
comenté: Igual que en la actividad
anterior creo que si se puede dar valores
fijos de e cada vez mas pequefios, de
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Por otro lado, los tratamientos en el registro
algebraico se pueden ver en la respuesta que da
al inciso b): Encuentra valores para d que sean
adecuados para los valores de e/2, e/3, e/4,
e/5, e/10, y e/20, de tal manera que la
superficie de la funcién f (x, y ) quede contenida
por el cilindro, en donde E2 da valores a dichos
deslizadores 'y los va  manipulando
matematicamente: e/2=3/2=1.5,d=1.25;
e/3=3/3=1,d=1.1; e/4=3/4=.75,d=1;
e5=3/5=.6,d=0.9; y €/20=3/20=.15,d=0.4.

forma que

valores de tales que el cilindro contenga
a una parte de la grafica de la funcién en
este caso e”xy; mientras que en cuanto a
la relacion entre los deslizadores entre e y
d, E2 declaro: El d esté en funcién del e,
dado un e se puede encontrar un d tal que
el cilindro de altura e y diametro d
contenga una parte de la gréafica de la

funcion.

seguiremos encontrando

Tabla 11. Actividad 3 realizada por el estudiante 2.

produccion de E2 que ofrece en el inciso b) en

En esta actividad los tratamientos en el registro | Se considera que los tratamientos en los
algebraico se pueden observar en la | registros gréaficoy algebraico, estipulados en

la actividad, se lograron satisfactoriamente.
donde se le pide que proponga 2 valores para | También se puede decir que la idea de que
ey d respectivamente, de tal forma que ambos | es posible hacer cada vez més pequefio el
sean menores a los que se dan en el inciso a, y | cilindro se logro, ya que E2 dijo al respecto:
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donde el estudiante propone: 1) e=2.5 d=1.85;
y 2) e=1,d=0.78.

Mientas que los tratamientos en el registro
gréafico se pueden ver cuando E2 va haciendo
cada vez mas pequefio el cilindro para contener
parte de la grafica de la funcién abordada,
donde el tamarfio del cilindro depende de los
valores de los deslizadores e y d. La variacion
del tamafio del cilindro, cada vez mas pequefio
se pueden ver a continuacion en 2 capturas de
pantalla de E2.

Al hacer cada vez mas pequefio el cilindro E2
debié de haber manipulado los deslizadores,
realizando con esto tratamiento en el registro
gréafico.

Si, pero este de seria cada vez mas pequefio,
creo que si por que la funcion esta definida
de forma que no tiene discontinuidad cerca
del punto (2.7,2.1), entonces creo que Si
puede ser de forma permanente. Mientas
que en relacion con la posible relacién entre
los deslizadores E2 expreso: d también se
hace més pequefio, pero esta vez fue més
rapido, del valor e=3 al valor 3=2.5, dio un
gran salto el valor d; lo que indica que E2
identifica que existe una relacion entre
ambos deslizadores, muy marcada por
cierto.

Tabla 12. Actividad 3.1 realizada por el estudiante 2.

Actividad 3.1 (se abordan la definicion de limite)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

En la produccion de E2 se puede encontrar una
conversion del registro grafico al verbal. Esto
queda de manifiesto cuando E2 utiliza
elementos graficos que relaciona de la

En este caso la produccidn del estudiante E2
nos dio evidencia que realizd una
conversion del registro gréafico al verbal, sin
embargo no proporciono informacion que
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definicion de limite y los expone de forma
verbal para explicar por que en las funciones
de las Actividades 1, 2 y 3 si existe limite en
los puntos dados.

En este sentido cuando a E2 se le pregunta ¢se
cumple la definicion de limite (dada) para las
Actividades 1, 2 y 3 en los puntos que se dan?,
es decir, ¢existe el limite de la funcion f(x, y)
cerca del punto (x,y) dado?, a lo que el
estudiante expresa: para cada una de las
actividades 1, 2,3 si existe el limite de la
funcion cerca del punto dado, pues para cada
épsilon>0 dado existe un d , cuando moviamos
los valores de x e y , el cilindro se movia asi,
estabamos en una vecindad del punto (x, y) y
al ser d el diametro del cilindro nos
aseguramos que la distancia entre (x, y) y (xo,
yo) fuera menor a d, y al estar la funcion
contenida en el cilindro corroborabamos
|f(x,y) — L| < &. Lo cual nos indica la
conversion realizada por E2.

nos indicara si llevo a cabo el tratamiento
que se esperaba en el registro verbal.

En este sentido, los objetivos planteados
para esta actividad se cumplieron de manera
parcial.

Tabla 13. Actividad 4 realizada por el estudiante 2.

Actividad 4 (se abordan el punto de una funcién en donde no existe el limite)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

Los tratamientos realizados por E2 en el
registro grafico se pueden percibir a
continuacion a través del cambio de tamafio
del cilindro de la actividad en GeoGebra 3D.

Se considera que los objetivos que se
plantearon en esta actividad, el de que se
llevaran a cabo tratamientos y conversion
entre registros si se logro satisfactoriamente.
Ademas, es necesario enfatizar que la idea
de que la funcion tiene que ser suave y
continua para que exista su limite se
desarrolld en E2, ya que este estudiante
menciona cuando se le pregunta por qué cree
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Por otro lado, también se pueden ver
directamente los tratamientos en el registro
algebraico en las producciones que E2 muestra
en el inciso c, a saber: e=5/3, d=4; e=5/4,
d=3.8, entre otros.

Mientras que la conversion entre registros se
pone de manifiesto cuando se le cuestiona al
estudiante si existe el limite de la funcion
2x2
fy) = 7
que E2 respondid: No existe pues no es para
todo e>0, es decir dado por ejemplo un e=1/2,
no existe un d tal que se cumpla la condicion
de limite. En la respuesta de E2 se puede
observar que utiliza elementos del registro
algebraico y explica de manera verbal la
implicacion de que no pueda hacerse cada vez
mas pequefio el e de la definicién, es decir,
traslada o explica elementos algebraicos de la
definicién de limite de forma verbal.

cerca del punto (0, 0), alo

que no pudo hacer cada vez méas pequefio al
deslizador e en el inciso d: Creo que pasa
por que en el punto (0,0) la funcidén no es
continua. Lo cual fue posible gracias a los
tratamientos que se llevaron a cabo en el
registro gréfico.

Tabla 14. Actividad 5 realizada por el estudiante 2.

Actividad 5 (se abordan el punto de una funcién en donde no existe el limite)
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Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

Las producciones de E2 que se derivaron del
inciso a dejan ver que este estudiante realiz
tratamientos en el registro grafico, ya que
manipuld los deslizadores e y d tratando de
hacerlos cada vez mas pequefios y que
contuvieran parte de la grafica de la funcion,
como se puede ver a continuacion.

Aunque a E2 le quedd claro que no era posible
la contencion cerca de un punto especifico de la
grafica de la funcién, como lo deja ver en el
siguiente fragmento cuando se le consigna que
proponga un valor para e y el respectivo d de tal
forma que el cilindro formado por éstos
contenga la superficie de la funcién f(x,y)
cerca del punto (x, y) = (0, 0), a lo que responde:
No se puede pues como se ve en la captura de
pantalla, no toda la funcion queda contenida
dentro del cilindro se puede ver que el piquito”
de la funcion queda fuera.

Mientas que cuando se le cuestiond a E2 sobre
la existencia del limite de la funcion cerca del
punto (X, y) = (0, 0), el estudiante refirié que: No
existe el limite en el punto (0,0) pues la funcion
no es continua en ese punto es decir dado
cualquier e no existe un d tal que cumpla la
condicion de limite. Lo cual indica que el

Por las producciones de E2 se considera
que si se lograron los tratamientos y la
conversion entre los registros que se
planearon en esta actividad.

También se considera favorable el hecho
de que E2 se haya dado cuenta que, dada
la forma de la funcion, esta no tenia limite
en el punto analizado, lo cual se logr6 con
la ayuda de los tratamientos que se
Ilevaron a cabo en el registro gréfico, y con
la definicion del limite de una funcion. Los
elementos graficos que se presentaron en
GeoGebra 3D, por decirlo de alguna
manera, trataron de emular como es que se
podria determinar a través de la definicion
y con la ayuda de graficos, cuando es que
existe y cuando no el limite de una funcion
en un punto. Por lo que el software
GeoGebra 3D fue esencial para que los
estudiantes realizaran las actividades que
permitieran establecer si existe o no el
limite en esta actividad.

74



estudiante utiliza elementos del registro grafico
para expresar de manera verbal que el limite de
la funcion no existe, es decir, E2 pasa del
registro gréafico al registro verbal, al concluir que
dada la forma de la grafica no puede existir el
limite ya que “dado cualquier e no existe un d
tal” que podria indicar que E2 estaria pensando
en distancias entre las iméagenes de la funcion en

una vecindad cerca del punto (x, y) = (0, 0).

Tabla 15. Actividad 6 realizada por el estudiante 2.

Actividad 6 (se abordan sélo preguntas)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr el
objetivo de aprendizaje

En la pregunta 2 E2 describe de manera
verbal de qué manera visualizé de manera
gréafica cuando no se cumple la definicién de
limite, es decir, cuando no existe el limite en
un punto dado; E2 lo describe asi: [Cuando]
No existen valores para formar un cilindro
de forma que la funcion este contenida en él,
es decir la funcion se “sale” del cilindro. Y
complementa diciendo que: El limite de una
funcién no existe si no existen valores para
formar un cilindro tales que la funcion cerca
de un punto este totalmente contenida dentro
del cilindro. Lo cual podria dar indicios de
que el estudiante esta pensando la contencién
de la funcion en términos de distancias de
vecindades, ideas que se desprenden de la
definicion de limite.

En cuanto a la pregunta 5 E2 tambien deja
ver que logra una conversion entre registros,
del gréfico al verbal. Dicha conversion se
puede apreciar en la respuesta que da, ya que

Dado que E2 muestra haber realizado las
conversiones entre los registros que se habian
planeado, se considera que se lograron los
objetivos de aprendizaje de esta actividad. Los
cuales pretendian que los estudiantes usaran
los elementos graficos que se mostraron a
través de GeoGebra 3D para describir de
manera verbal cuédndo existe el limite de una
funcion en un punto, haciendo uso de
elementos graficos y algebraicos para la
identificacion de dicho limite. Es decir, se
busca una articulacion entre los diferentes
registros de representacion utilizados en las
actividades a lo largo de la secuencia de
aprendizaje.
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utiliza elementos gréficos para explicar de
manera verbal cuadndo una funcion f(x,y)
no tiene limite en un punto dado, E2 comenta
al respecto: Cuando la grafica de la funcién
tiene picos, agujeros o también cuando “da
saltos” en ese punto [no tiene limite].

4.3. Producciones del estudiante nimero 3 (E3) de cada una de las
actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje

Actividad 1 realizada por el estudiante 3

Tabla 16. Actividad 1 realizada por el estudiante 3.

Actividad 1 (se abordan una funcion con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

Los tratamientos en el registro grafico se
pueden percibir cuando E3 fue haciendo cada
vez mas pequefio el cilindro con el afan de
contener una porcion de la grafica de la
funcion cerca de un punto dado. Algunos de
los tratamientos en el registro grafico que
realiz6 E3 se pueden ver a continuacion.

En el trabajo de E3 se puede percibir que
llevé a cabo los tratamientos que se
estipularon para esta actividad, y se pudo
concluir que si logré6 realizar los
tratamientos que se estipularon. Asimismo,
también dejo ver que asimilé lo que se
esperaba en esta actividad: que se podia
hacer cada vez mas pequefio el cilindro (o
los deslizadores e y d si se quiere ver de esa
manera), y que dichos deslizadores estan
relacionados (ya que si se hace e cada vez
mas pequefio, también se debera de ir
haciendo d mas pequefio).

En este sentido, E3 deja claro que el proceso
de ir haciendo cada vez mas pequefios los
deslizadores que controlan el tamafo del
cilindro se puede seguir llevando a cabo, y
se lo atribuye a la forma de la grafica, asi lo
expresd E3 cuando se le cuestiond si era
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En cuanto a los tratamientos en registro
algebraico, se puede decir que E3 también los
llevd a cabo, dichos tratamientos quedan
expuestos en las capturas de pantalla que se
muestran a continuacién, en donde se puede
observar que se calcularon los valores de los
deslizadores e y d para modificarlos e ir
haciendo cada vez mas pequefio el cilindro de
la actividad en GeoGebra 3D.

5=409
-

En estas capturas de pantalla se puede observar
la modificacién de los deslizadores que
controlan el tamafio del cilindro de las
actividades en GeoGebra 3D.

posible seguir dando valores a e y d para
hacerlos mas pequerfios: Si por la curvatura
que obtenemos sobre la grafica y todo ira a
proporcion.

Mientas que, en cuanto a la relacion entre los
deslizadores, E3 coment6: Todo el tiempo se
trabajé de maneras proporcionales ambos
valores, en este caso d siempre fue un poco
mayor a la mitad del valor asignado a e,
bien con d=e/2 podia ser suficiente y
funcionaba. Por lo que se puede decir que
E3 si identifico la relacion entre los
deslizadores e y d en esta actividad, en
donde dependiendo de los valores de uno, se
modificaba el otro.

En suma se puede decir que los objetivos
planteados para esta actividad se lograron
satisfactoriamente.
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Tabla 17. Actividad 2 realizada por el estudiante 3.

Actividad 2 (se abordan una funcién con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

En esta actividad, al igual que en la 1, se
planearon tratamientos en los registros grafico y
algebraico. En cuanto a los tratamientos en el
registro algebraico, E3 mostré a traves de sus
producciones que calculd los valores de los
deslizadores y los fue usando, con el fin de ir
haciendo cada vez mas pequefio el cilindro. El
proceso de ir calculando y dando valores a los
deslizadores e y d se puede ver en las siguientes
capturas de pantalla del trabajo de E3.

v |

Mientas que los tratamientos en el registro
gréfico se pueden observar a través de las
producciones de E3, en donde se puede ver que
fue haciendo el cilindro cada vez méas pequefio,
tal como se esperaba que se llevara a cabo. Las
capturas de pantalla siguientes muestran cémo
E3 realizo trabajo en el registro gréafico, el cual
consistio en ir modificando el cilindro.

Las producciones de E3 dejan ver que se
llevaron a cabo los tratamientos que se
habian estipulado para esta actividad, y
que también logro formar la idea de que es
posible el proceso de ir haciendo los
deslizadores e y d cada vez mas pequefios
para formar cilindros también cada vez
mas pequefos. Asi respondié E3 cuando
se le cuestiond sobre este proceso de ir
haciendo cilindros méas pequefios: Si, si
podriamos seguir formando cilindros con
el valor e (su altura) cada vez mas
pequeria....

Por otro lado, en lo que respecta a si logro
identificar la  relacion entre los
deslizadores e y d en esta actividad, la
informacion que proporciond E3 no es
concluyente, ya que se enfoca mas en
explicar como la inclinacion de la
superficie de la funcién afecta los valores
de e y d por separado, y no su relaciéon. E3
responde de la siguiente manera cuando se
le cuestiona ¢qué pasa con el valor de d
cuando se hace e méas pequefio?: Depende
la inclinacién de la curva puede variar y
la ubicacion donde esté el cilindro. Lo
cual no deja claro si identifico una relacion
0 no, algo parecido a lo que pasé con E1,
en donde este estudiante no considero que
habia una relacion pronunciada cuando se
hacia pequefio el deslizador e, ya que un d
funcionaba para varios e.
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Tabla 18. Actividad 3 realizada por el estudiante 3.

Actividad 3 (se abordan una funcion con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

En esta actividad E3 realizd tratamientos en el
registro algebraico, esto se puede ver en el
Célculo y asignacion de los valores de los
deslizadores e y d, en donde se siguieron las
indicaciones de que se fueran haciendo cada vez
mas pequefios. El proceso de ir haciendo los
deslizadores cada vez méas pequefios por parte
de E3 se puede ver en las siguientes capturas de
pantalla.

En cuanto a los tratamientos que se
esperaban que se llevaran a cabo en esta
actividad, E3 si los logré llevar a cabo de
manera exitosa. Sin embargo, en la
actividad también se buscaba que se
desarrollaran 2 ideas fundamentales: que el
proceso de ir haciendo cada vez mas
pequefio el cilindro, esto a través de los
deslizadores, si era posible en esta
actividad; y que dichos deslizadores estan
relacionados en cuanto a su tamaifio,
basicamente, que al ir haciendo cada vez
maés pequefio al deslizador e, se tendria que
ir disminuyendo el d respectivo.

En este sentido, se considera que E3 si
logré asimilar en esta actividad la idea de
que es posible realizar de forma
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g_=jt5

-
En cuanto a los tratamientos en el registro
grafico se puede observar que el trabajo que
realizd E3 sobre el cilindro, al irlo haciendo
cada vez méas pequefio, deja ver que Si se
Ilevaron a cabo dichos tratamientos, los cuales
fueron previstos en esta actividad. Los
tratamientos en el registro grafico realizados por
E3 se pueden ver a continuacion.

Como se puede ver, los tratamientos en los
registros grafico y algebraico si se lograron
llevar a cabo por parte de E3.

permanente la construccion de un cilindro
cada vez mas pequefio que contenga las
imagenes de una vecindad cerca de un
punto determinado. Esto se deja ver en la
respuesta que da E3 cuando se le cuestiona:
¢siempre podria construirse el cilindro para
contener la superficie de f(x,y) cerca de
los puntos donde se desea analizar?; a lo
que responde: Si, mientras que el punto al
que nos aproximemos sea el indicado
dentro del plano. Aunque E3 también
menciona al respecto que, el hacer cada vez
mas pequefio el deslizador e y su
respectivo d, tiene restricciones cuando e
se hace muy pequefio. Asi lo deja ver E3
cuando se le pregunta si siempre podria
encontrar un d dado un e, a lo que
responde: No necesariamente para cuando
e llega a un punto muy reducido (sobre
GeoGebra se pudo observar para un valor
menor a 0.05) mientras que al resto de los
valores mayores si, siempre podria ser el
mismo. Lo que podria indicar que E3
estaria pensando en las restricciones
técnicas de GeoGebra 3D en cuanto al
manejo de decimales, y no de la idea de ir
haciendo cada vez mas pequefio al
deslizador e de forma indefinida para
construir cilindros cada vez mas pequefios.

Por otro lado, y en relacion con que E3
identificara la relacion entre los
deslizadores e y d que se esperaba en el
inciso ¢, no se encontrd informacion que
permitiera establecer que identifica que si
se hace mas pequefio e, tendria que
eventualmente, hacer mas pequefio a d
tambien.

Por lo que se considera que los objetivos en
esta actividad, se lograron parcialmente,
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especificamente los que se lograron fueron
los referentes a la realizacion de los
tratamientos en los registros grafico y
algebraico y que es posible ir haciendo
cada vez mas pequefio el cilindro de la
actividad.

Tabla 19. Actividad 3.1 realizada por el estudiante 3.

Actividad 3.1 (se abordan la definicion de limite)

Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

Se considera que E3 en la respuesta al
cuestionamiento del inciso a: ¢Qué relacion
debe existir entre 6 y € de tal manera que se
cumpla dicha definicion? (tomando en
consideracidn la definicidn que se da), deja de
manifiesto el tratamiento en el registro verbal,
dado que expresa a través de la lengua natural
aspectos que aparecen en la definicién de
limite de una funcion de dos variables, sobre
todo los relacionados a la distancia que
relaciona a 6 y €. E3 expresa lo siguiente con
relacion a la relacién entre 6 y € en la
definicion: o representard los valores sobre x
e y que nos aproximara a los puntos buscados
mientras que € es la aproximacion hacia la
funcion sobre x, y entonces ambos estan
relacionados sobre la funcion, sus valores y a
donde queremos aproximarnos, o0 bien,
obtener el limite como dice la definicion. En
donde podemos percibir cierta tendencia a
enfatizar que la funcion, los valores y “a donde
queremos aproximarnos” relacionan a o y &,
por lo que se considera que E3 identifica que
se relacionan a través de distancia.

Mientas que en cuanto al inciso b, se considera
que E3 logro la conversion del registro grafico

En esta actividad se considera que si se
lograron los objetivos propuestos en cuanto
a los tratamientos y la conversién que se
habian planeado. Se estima también que E3
logr6 asociar aspectos gréaficos con
elementos que aparecen en la definicion de
limite y los expreso de manera verbal, donde
se enfatiza la aproximacion a un punto
especifico.

81



al verbal que se habia estipulado. En este
sentido, E3 expresa lo siguiente cuando se le
pregunta si existe el limite de la funcidn
f(x,y) cerca del punto (x,y) dado en las
Actividades 1, 2 y 3: Si porque en base al
cilindro no[s] estamos aproximando lo mayor
posible al punto buscado a partir de x, Yy v,
representado como el centro de dicho
cilindro.

Se puede percibir que E3 usa elementos
graficos para describir de manera verbal
cuando si se cumple la definicion de limite,
sobre todo cuando hace alusion a que con el
cilindro se puede ir aproximando cada vez mas
a un punto dado, lo que se podria relacionar
con el juego de distancias de € y & que
aparecen en la definicion de limite.

Tabla 20. Actividad 4 realizada por el estudiante 3.

Actividad 4 (se abordan el punto de una funcion en donde no existe el limite)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

En esta actividad E3 realizd actividades
matematicas que se caracterizan como
tratamientos. En este sentido, E3 en su trabajo
mostré que fue calculando y dandole los valores
a los deslizadores e y d, siempre con miras en ir
haciéndolos méas pequefos; tal como se muestra
en las siguientes capturas de pantalla.

En cuanto a las producciones de E3 se
puede decir que soOlo se lograron
tratamientos en el registro grafico y
algebraico, los cuales se habian estipulado
previamente. Sin embargo, las
producciones que mostré E3 no permiten
concluir que se llevd a cabo la conversion
entre registros de representacion que se
habia esperado. También cabe enfatizar
que E3, debido a cuestiones y dificultades
técnicas con el software GeoGebra 3D no
pudo identificar que la funcién analizada
no tiene limite en el punto (0, 0).
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Como se muestra en las capturas anteriores, los
tratamientos realizados fueron en el registro
algebraico.

Mientras que, en cuanto a la manipulacion de los
elementos graficos de GeoGebra 3D, que
estuvieron enfocados en tratar de hacer cada vez
mas pequefio el cilindro, se puede ver en las
siguientes capturas de pantalla que si se llevaron
a cabo.

Por lo que se considera que se lograron llevar a
cabo tratamientos en el registro grafico.

En cuanto a la conversion gque se esperaba en el
inciso e, se considera que no se llevd a cabo, ya
que en el cuestionamiento de este inciso se le
preguntd a E3 si existe el limite de la funcion
cerca del punto (0, 0), a lo que respondié: Tiende
a 0, ya que el valor en el que nos aproximamos
siempre nos mantiene muy cerca de cero con

Se pudo observar una dificultad para
x* +y2’
no tiene limite en el punto (0, 0). Se
considera que la dificultad tiene su origen
en el software GeoGebra 3D y en la propia
complejidad en la forma de la funcion, ya
que al realizar un acercamiento a la grafica
de la funcién cerca del punto (0, 0) se
complica visualizar sus caracteristicas y
da la impresion de que si es posible
contener parte de la funcion con el
cilindro.

identificar que la funcion f(x) =

Por lo anterior, se puede decir que los
objetivos en esta actividad no fueron
alcanzados, mas que el referente a lograr
tratamientos.
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forme manipulamos los datos sobre el cilindro.
Si bien se puede inferir que E3 considera que la
funcion analizada si tiene limite en el punto (0,
0), cuando no lo tiene, se precisa que no se llevo
a cabo una conversidn entre registros, ya que los
pocos elementos graficos que usa (como el
cilindro) no los traduce ni explica con elementos
de la definicion de limite, en la cual se sustenta
el cilindro (aunque de una manera intuitiva).

Tabla 21. Actividad 5 realizada por el estudiante 3.

Actividad 5 (se abordan el punto de una funcion en donde no existe el limite)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

En las producciones de E3 se puede percibir que
realiz6 una manipulacién sobre los deslizadores
e y d que modifican el tamafio del cilindro que
se presenta en la actividad. Por lo que dicha
manipulacion del tamafio en el cilindro se
cataloga como tratamientos en el registro
grafico, dichos tratamientos se presentan a
continuacion en dos capturas de pantalla de E3.

Mediante las producciones de E3 se puede
establecer que se lograron llevar a cabo los
tratamientos planeados en esta actividad.
Sin embargo, en el trabajo de este
estudiante no se pudo establecer una
conversion entre registros, es decir, E3 no
desplegd elementos graficos, algebraicos
ni una coordinacion de estos para
determinar la no existencia de limite de la

funcion f(x,y) = xziyz en el punto (0,
0).

Por lo que el objetivo de lograr una
conversién no se logré en esta actividad,
aunque si la de llevar a cabo tratamientos.

Otra casa importante que se desprende de
esta actividad que realiz6 E3 es que
identifico que la relacion entre los
deslizadores e y d dependen de la forma
de la funcion, algo importante si se
considera que puede ayudar a identificar si
una funcion tiene limite o no en un punto
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Al igual que los tratamientos en el registro
gréafico, también se esperaban tratamientos en el
registro algebraico, los cuales también se
llevaron a cabo, tal como se muestra a
continuacion en las capturas de pantalla del
trabajo de E3.

X2 + y2

e=15

d=0.03

”®

e=075

.
d=0.03
O .
Por otro lado, en esta actividad se buscé que el
estudiante determinara si la funcion analizada
tenia limite en el punto (0, 0), a lo que E3
respondio: No existe. Si bien la respuesta de E3
es correcta, no se despliegan mediante el
lenguaje natural (registro verbal) elementos
gréaficos relacionados de manera intuitiva con la
definicidon de limite que sustenten la respuesta de
E3. Por lo que se considera que E3 no llevo a
cabo la conversion entre registros que se habia
estipulado.

determinado. Esto si cada vez que se hace
mas  pequefio el  deslizador e,
eventualmente se tendria que hacer mas
pequefio también el deslizador d.

Tabla 22. Actividad 6 realizada por el estudiante 3.

Actividad 6(se abordan sélo preguntas)
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Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

En esta actividad en la pregunta 5, E3 da
indicios de que traslada elementos
(algebraicos) y/o ideas que aparecen en la
definicion de limite a elementos graficos que
se presentan en GeoGebra 3D, como el ir
aproximandose cada vez més a la imagen de
un punto de una funcion. En este sentido, E3
responde de la siguiente manera cuando se le
pregunta coémo podria darse cuenta cuando
una funcién f(x,y) no tiene limite en un
punto dado, dice: Si por la misma definicion
en la que trabajamos, exploramos los puntos
cercanos tanto sobre X, y a izquierda y
derecha, como se irdn comportando y si se
aproximaran o no a un cierto punto o entorno.
En donde a pesar de tener un error en cuanto
a la forma en que pueden ser las trayectorias
de aproximacién, ya que E3 s6lo considera (0
asi lo deja ver) que se puede aproximar por la
derecha o izquierda; despliega elementos que
caen dentro del registro grafico (como las
exploraciones que menciona) para describir
de manera verbal cédmo es que se podria
determinar cuando es que existe el limite de
una funcién en un punto determinado. La
determinacion del limite por parte de E3
incluye la exploracion de las iméagenes de una
vecindad del punto (X, y) para ver como se va
“comportando” y determinar si se aproxima a
un cierto punto determinado, que en esencia
es la idea principal de la definicion de limite.
Por lo anterior, se considera que E3 realizd
una conversion del registro grafico al registro
verbal.

Aunque por otro lado, en la pregunta 6, en
donde se cuestiona que como tendria que ser

En esta actividad no se lograron todas las
conversiones entre registros de
representacion que se habia estipulado. Sin
embargo, se considera que se logré en E3 la
idea de aproximacion sucesiva a una imagen
de una funcidn a través de ir haciendo cada
vez mas pequefio el cilindro que contendra
parte de la funcion analizada. Aunque cabe
enfatizar, que también se esperaba que con la
ayuda del software GeoGebra 3D se les
facilitara a los estudiantes determinar cuando
es mas probable que no exista el limite de una
funcion en un determinado punto, esto a
través de la representacion grafica que
muestra el programa de cémputo de la
funcion. En este sentido, se considera que en
E3 no se logro que identificara la gréafica
presentada en GeoGebra 3D como una ayuda
a determinar cuando existe el limite de una
funcién. Esto lo podemos ver cuando se le
pregunta ¢cémo tendria que ser la gréafica de
una funcioén f(x, y) para que posea limite en
un punto (x, y)?, a lo que E3 responde:
Exactamente no lo podriamos saber, todo va
en relacion al punto buscado, si es continua
en ese punto y la mas importante, continua
en su entorno.
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la grafica de una funcion f(x,y) para que
posea limite en un punto (X, y), E responde lo
siguiente: Exactamente no lo podriamos
saber, todo va en relacién al punto buscado,
si es continua en ese punto y la mas
importante, continua en su entorno. En donde
no se pueden advertir elementos gréaficos
relacionados con la definicion de limite de
una funcion de dos variables que sean
expresados a través del registro verbal. Por lo
gque no se puede hablar de una conversion
entre registros de representacion.

4.4. Producciones del estudiante namero 4 (E4) de cada una de las
actividades propuestas en la secuencia de aprendizaje

Tabla 23. Actividad 1 realizada por el estudiante 4.

Actividad 1 (se abordan una funcion con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

La manipulacion de los deslizadores d ye
modifican el tamafio del cilindro, el cambio en
las dimensiones de este se puede ver a
continuacion en las capturas de pantalla del
trabajo de E4.

Para esta actividad E4 realizd las
actividades que se propusieron, lo que
origind que llevara a cabo tratamientos en
los registros grafico y algebraico de forma
satisfactoria.

Del trabajo de E4 se puede ver que llevo a
cabo las tareas matematicas que se le
solicitaron. Dichas tareas buscaban que los
estudiantes hicieran cada vez mas pequefio
el cilindro que aparece en el programa
GeoGebra 3D, esto para contener parte de
la gréafica de la funcion tratada cerca de un
punto dado.

E4 deja ver en la respuesta que da al
cuestionamiento del inciso f, a lo que E4
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Estos cambios provocados por E4 en los
elementos gréaficos presentados mediante
GeoGebra 3D, son tratamientos realizados en el
registro gréafico, los cuales se estipularon para
esta actividad.

Para llevar a cabo el proceso de hacer mas
pequefio el cilindro los estudiantes debieron de
manipular los deslizadores d y e, lo cual
implicé que calcularan y asignaran ese valor a
dichos deslizadores. En este sentido, E4 llevo a
cabo los Calculos y asignaciones de valores a
los deslizadores, tal como se puede observar en
las siguientes capturas de pantalla.

 ,e=233

d=1.1

i — .
e=0.75

o . .

d=0.43

Las manipulaciones de los deslizadores d y e
mostrados lineas arriba permiten establecer
tratamientos en el registro algebraico realizados
por E4, tal como se habia planeado en la
actividad.

dijo: Si, considero que, para cada valor de
e que tengamos, vamos a poder encontrar
un valor de d tal que parte de la gréfica de
la funcion en verde quede contenida en el
cilindro, solamente que entre mas pequefio
sea e, mas pequefio va a tener que ser d. Lo
cual deja ver que si asimil6 la posibilidad
de llevar a cabo de manera permanente ese
proceso de acercarse a una imagen de una
funcion de un punto determinado a través
de cilindros cada vez méas pequefios.
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Tabla 24. Actividad 2 realizada por el estudiante 4.

Actividad 2 (se abordan una funcién con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

De las producciones de E4 se puede observar
que se llevaron a cabo los tratamientos que se
esperaban y planearon para esta actividad.

En esta actividad se esperaban tratamientos en
el registro grafico y algebraico. En este sentido,
las manipulaciones sobre el tamaifio del cilindro
que aparecen en esta actividad, se catalogan
como tratamientos en el registro grafico, los
cuales podemos ver a continuacion en las
capturas de pantalla del trabajo de E4.

Por otro lado, el trabajo de E4 también deja ver
que se llevaron a cabo tratamientos en el registro
algebraico, esto queda de manifiesto a través de
Caélculos de valores y la asignacion de estos a
los deslizadores d y e. Dichos tratamientos se
pueden ver a continuacion a través de las
capturas de pantalla del trabajo de E4.

En esta actividad tanto los tratamientos en
el registro grafico como en el algebraico se
lograron de manera satisfactoria por E4.

En este sentido, se considera que E4
identificd que el proceso de ir haciendo
cada vez mas pequefio el cilindro de las
actividades si era posible de llevar a cabo,
lo que promovid que se llevaran a cabo los
tratamientos esperados. Asi lo dejé ver al
responder la pregunta: ¢se podria seguir
con el procedimiento de  seguir
construyendo cilindros dando valores a e
cada vez mas pequefios y encontrando un
d adecuado para la contencién de la
funcion f(x,y) cerca del punto (x,y) =
(0,0)?, a lo que E4 dijo: Si. Como en el
caso anterior [Actividad 1]....

En este mismo orden de ideas, E4 también
logré identificar que en este caso los
deslizadores e y d estaban relacionados, de
tal forma que si se modificaba e, también
se tendria que cambiar el valor de d, asi lo
expresd E4: El valor de d disminuye a
medida que el valor de e se hace més
pequefio. Aunque también lo expreso de la
siguiente manera: De igual manera que en
la anterior [Actividad 1], a medida que
disminuye e, disminuye el valor de d.

Por todo lo anterior, se considera que esta
actividad fue todo un éxito con E4.
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Tabla 25. Actividad 3 realizada por el estudiante 4.

Actividad 3 (se abordan una funcion con limite en un punto dado)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

Los tratamientos realizados por E4 en el registro
grafico se pueden observar en las siguientes
capturas de pantalla en donde se puede observar
el cambio en el tamafio del cilindro, y en algunos
casos, el cambio en la perspectiva de la vista
gréfica 3D.

Del trabajo mostrado por E4 se deja ver
que logré llevar a cabo los tratamientos
que se esperaban, tanto en el registro
grafico como en el algebraico.

Asi mismo, también se logr6 que E4
identificara que el cilindro de la actividad
se podia hacer cada vez méas pequefio; y
que existe una relacion de distancia entre
los deslizadores e y d (si se hace mas
pequefio el primero, entonces el segundo
eventualmente también debera de hacerse
mas pequefio). En este sentido, E4 dejo ver
que si era posible ir haciendo cada vez mas
pequefio el cilindro de las actividades, asi
respondi6 cuando se le pregunto:
¢Consideras que este proceso de, dado un
e encontrar un d, para crear un cilindro que
contenga la superficie de la funcion
f(x,y) = sin(x) + sin(y) cerca del
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Mientras que los tratamientos realizados por E4
en el registro algebraico se pueden apreciar a
través de los Calculos y asignaciones de los
distintos valores a los deslizadores e y d, tal
como se muestra en las siguientes capturas de
pantalla.

e =23.28
. o
d=22
E 2 a

lsen(x) Fsen(y) w 1

e =0.93
-
d=0.68
-

Por otro lado, en cuanto a la idea de que los
deslizadores e yd tienen una relacion de
distancia, E4 respondié asi a la pregunta: ¢qué
pasa cuando se hace mas pequefio e?, dijo: A
medida que e se hace mas pequefio, llega un
momento en que el cilindro ya no contiene a la
region de la funcion f(x,y) cercana al punto
(2.7,2.1), por lo que tenemos que elegir un valor
mas pequefio de d (para hacer mas delgado el
cilindro) y que este contenga a el area de la
funcion f(x,y). Esta respuesta deja ver que se
llevaron a cabo tratamientos en los registros
graficos y algebraicos por parte de E4.

punto (x,y) = (2.7, 2.1) se podria llevar a
cabo de forma permanente? Es decir,
¢siempre podrias encontrar un d dado un
e?, a los que expreso: para el caso de esta
funcion, considero que si, para cada e
podemos tomar un d que haga que el
cilindro contenga a la region en verde de
la funcion (como en el caso anterior, ya
que la funcién es continua en todos los
puntos de su dominio,por se suma de
funciones continuas, en particular en
(2.7,2.1)).

Como se pudo ver, tanto los tratamientos
en los registros de representacion, asi
como las ideas de ir haciendo cada vez mas
pequefio el cilindro y que los deslizadores
e yd tienen una relacion de distancia;
fueron logrados por E4 de manera
satisfactoria, se considera que esta
actividad fue todo un éxito en este
estudiante.

Tabla 26. Actividad 3.1 realizada por el estudiante 4.

Actividad 3.1 (se abordan la definicion de limite)
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Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

En cuanto al tratamiento que se esperaba en el
inciso ¢, E4 deja ver en su respuesta al
cuestionamiento: ¢qué relacion debe existir
entre 6 y € de tal manera que se cumpla dicha
definicion?, que si se logra dicho tratamiento, y
que se considera fue promovido por las
Actividades 1, 2 y 3 en las que el limite de la
funcidn en el punto dado si existe. E4 expresa lo
siguiente ante la pregunta anterior: Es de
esperarse que entre mas pequefio tomemos el
valor de & (es decir, entre mas pequefia hagamos
la distancia méaxima a la cual estara el valor
f(x,y) de L), debamos tomar un valor més
pequefio de &, para que se satisfaga que para los
puntos a una distancia menor a & del punto
(x0,Y0) en el dominio (pero distintos de
(x0,¥0)), Sus imagenes cumplan que la
distancia maxima a la cual estardn de L es
menor que &. Se puede observar que usa los
elementos de la definicion de limite para
explicar con sus palabras la relacion que percibe
de los cuantificadores & y € de tal manera que se
cumpla la definicion.

Mientras que, en cuanto a la conversion entre
registros que se esperaba que realizara en este
caso E4, no se logré percibir que fuese llevada a
cabo. En el inciso b se esperaba que se llevara a
cabo la conversion. E4 no mostrd la utilizacion
ni despliegue de elementos de origen gréfico
para determinar o explicar si existe el limite de
la funcion en un punto determinado. E4 expreso
lo siguiente cuando se le hizo la pregunta citada
lineas arriba, dijo: Si se cumple la definicion de
limite en cada caso. En cada actividad, se nos
pidio que dado un valor de e, diéramos uno de d
tal que el cilindro contuviera a la gréfica de la
funcion que esta cerca del punto (x,, y,) (para
un valor distinto de (x,, y,) en cada caso). Y en

En esta actividad se esperaba un
tratamiento y una conversion, aunque dado
el trabajo de E4 se considera que
solamente se logro el tratamiento (en el
registro verbal). En cuanto a la conversion
entre los registros grafico al verbal, se
considera que E4 no la llevé a cabo, ya que
si bien E4 si expres6 de manera correcta la
existencia del limite de las funciones que
aparecieron en las Actividades 1, 2y 3, E4
no utilizd elementos del registro grafico
relacionados con la definicion de limite
que explicaran o describieran de manera
verbal la existencia del limite de las
funciones en un punto determinado.

Dado que unicamente se llevo a cabo el
tratamiento y no la conversion que se
habian planeado, se considera que los
objetivos de esta actividad se lograron
parcialmente.
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cada caso se cumple que L = f(x,, y,) satisface
la definicion de limite:

flxy)=L

lim
(xy)=(x0.y0)

Tabla 27. Actividad 4 realizada por el estudiante 4.

Actividad 4 (se abordan el punto de una funcién en donde no existe el limite)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

Del trabajo de E4 se puede concluir que si se
llevaron a cabo los tratamientos en el registro
grafico y algebraico respectivamente. En el
trabajo de E4 se puede apreciar en las capturas
de pantalla que se muestran a continuacion.

En cuanto a los tratamientos en el registro
algebraico, que consistirian en el Calculo y
asignacion de los valores a los deslizadores e y
d que controlan el tamafio del cilindro, se puede

De acuerdo con lo que se estimd que se
llevara a cabo en esta actividad, tanto los
tratamientos como la conversién entre
registros, se considera que si fueron
Ilevados cabo por E4.

En cuanto a que E4 se diera cuenta que no
era posible ir haciendo los valores de
deslizador e cada vez mas pequefios no se
logro, ya que era sélo era posible encontrar
valores para dicho deslizador mayores a 1
(el minimo valor posible era el 1) para que
fuera posible contener la grafica de la
funcién en el punto dado. Y en este sentido
E4 fue haciendo a e cada vez mas pequefio,
hasta llegar al valor de 0.02, lo cual sélo nos
indica que E4 tuvo problemas con la grafica
de la funcion para identificar que no se
podia contener parte de la superficie de
f(x,y) cerca de (0, 0). Aunque cabe
enfatizar que E4 si identificd que no habia
relacién entre los deslizadores e y d, asi lo
dej6 ver en la respuesta a la pregunta
cencontraste alguna relacion entre e y d?,
en donde expres6: No; sospecho que esto es
porque en este caso no existe el limite
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ver que E4 si los llevd a cabo. Los tratamientos
en el registro algebraicos de E4 se pueden ver
en las siguientes capturas de pantalla del trabajo
de E4, en donde se puede observar como dicho
estudiante fue haciendo cada vez mas pequefio
el cilindro de la actividad.

¢ =0.08
. v .
d=0.05

2 %%y
x4 + y2
e =0.04
& .
d =0.02

.* '

v

Por otro lado, en relacion con la conversion
entre registros de representacion, E4 deja ver
que si transito entre registros, es decir, si pasé
de un registro a otro. La conversion que realizo
E4 fue del registro algebraico al registro verbal,
la cual consisti6 en usar elementos algebraicos
que aparecen en la definicion de limite para
describir y explicar de manera verbal por qué
no es que existe el limite de la funcién
flx,y) = xi j;’z cerca del punto (0, 0), en este
sentido, E4 expreso:

X

No, ya que hay valores de ¢ para los cuales no
existe un ¢ tal que se dé la contencién de la
grafica en el cilindro, es decir, no existe ¢ tal
que si

0 <Vl -0F+-07<s implique

lFle,v) — F(O,0)] < =

lim X, or tato la funcion es
lm fGoy) (v p

discontinua en este punto).

Como se puede advertir, E4 si logro llevar
a cabo los tratamientos y la conversion que
se habia estipulado, asi como identificar
que no existia una relacion entre los
deslizadores e y d, sin embargo, una de las
ideas mas importantes que se trat6 desde la
Actividad 1, la de la contencion de la
grafica por medio de un cilindro en un
punto determinado, no se logro en este
caso, se considera que la propia dificultad y
complejidad de la forma de la gréfica, asi
como las limitaciones del software, se
convirtieron en una dificultad para que E4
use el registro grafico en lugar del
algebraico para argumentar que la funcion
no tiene limite en el punto (0, 0).

Por lo que en un futuro, se espera eliminar
la funcibn de esta actividad para
reemplazarla por otra con menos
complejidad, pero que en esencia sea
similar, para que se promueva el registro
grafico como una ayuda para identificar
plenamente cuando una funcioén no tiene
limite en un punto dado.

Tabla 28. Actividad 5 realizada por el estudiante 4.

Actividad 5 (se abordan el punto de una funcién en donde no existe el limite)
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Evidencia de lo realizado por los
estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de lo
propuesto en las actividades para lograr
el objetivo de aprendizaje

En el trabajo de E4 se puede ver actividad
matematica correspondiente con tratamientos
en registros de representacion, tal como se
habia esperado. En este sentido, E4 realizo
manipulaciones en los deslizadores e y d para
tratar de hacerlos cada vez mas pequefios, tal
como se muestra en la siguiente captura de
pantalla de E4 sobre sus producciones.

Esta produccién se considera un tratamiento
en el registro grafico, ya que el trabajo
matematico se lleva a cabo sobre elementos
gréaficos.

También cabe enfatizar que E4 llevo a cabo
tratamientos en el registro algebraico, lo cual
queda de manifiesto a través de la
modificacion de los deslizadores e y d (que
cambian el tamafio del cilindro). Los
tratamientos en el trabajo de E4 en el registro
algebraico, se pueden ver en la siguiente
captura de pantalla que se muestra a
continuacion.

X

X2—|—y2 v
e=11.2
- .‘ -
d=0-15
- . L

En esta actividad E4 dejo ver que llevo a cabo
los tratamientos y la conversion que se
estipularon previamente para las tareas de
esta actividad.

Por otro lado, en las producciones de E4
también se deja ver que se identificd que el
proceso de ir haciendo cada vez maés
pequefios los deslizadores e y d no es posible
para esta actividad. Asi lo deja ver E4 cuando
se le pregunta ¢Pudiste encontrar un e y
hacerlo cada vez mas pequefio, tal como se
pidié en a) y b)?, a lo que E4 expreso: Para
esta actividad, en ningin caso pude
encontrar un cilindro que contuviera a parte
de la grafica, siempre habia partes vacias. Lo
cual consideramos fue de gran ayuda para que
E4 identificara cuando es que existe 0 no el
limite de una funcibn en wun punto
determinado, ya que en la pregunta del inciso
d, ¢existe el limite de f(x,y) en el punto (X,
y) = (0, 0)?, E4 utiliza de manera implicita la
“distancia” entre los cuantificadores € y 6
para explicar por qué no existe el limite en la

funcion f(x,y) = —— en el punto (0, 0);

x2 +y2
y también de manera implicita, usa la
“distancia”, ya que esta subyace cuando
expresa que no es posible encontrar un
cilindro que contuviera a parte de la gréafica,
ya que la funcién presenta un “cono” que
crece y crece a medida que se acerca al punto
(0, 0) (como se ve en la siguiente figura).
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En cuanto a la conversién que se debia de
realizar, se considera que E4 si logré llevarla
a cabo, ya que traslado elementos algebraicos
que aparecen en la definicion de limite, y los
expres6 de manera verbal para argumentar
por qué es que no existe el limite de la funcién
f(x,y) en el punto (x, y) = (0, 0). E4 asi
explica por qué no existe el limite de f(x,y )
en el punto dado (de manera verbal): No, ya
que para € > 0, no se puede encontrar un
valor de 6 que satisfaga que

Jax =02+ (y —0)2< s’ implique
[fey) = FOOT <€ “cyando se le pregunté
si existia el limite de la funcion analizada en
el punto (0, 0).

Por todo lo anterior, se considera que los
objetivos de lograr los tratamientos y la
conversion entre registros de representacion
si se llevdo a cabo por E4, asi como la
utilizacion de la idea de la contencion de parte
de la superficie de la gréafica a través de un
cilindro, para ayudar a determinar cuando si
existe 0 no el limite de una funcién en un
punto determinado. Por lo que se considera
que esta actividad fue todo un éxito cuando
fue llevada a cabo por E4. De lo anterior se
establece que E4 llevo a cabo una conversién
del registro algebraico al registro verbal.

Tabla 29. Actividad 6 realizada por el estudiante 4.

Actividad 6 (se abordan sélo preguntas)

Evidencia de lo realizado por los estudiantes

Justificacion del cumplimiento o no de
lo propuesto en las actividades para
lograr el objetivo de aprendizaje

E4, en la respuesta a la pregunta 1 de esta

En la actividad matematica que realizo E4

actividad, deja ver que realiz6 una conversion
del registro algebraico al registro verbal, ya que
E4 utiliza elementos algebraicos presentes en la
definicion de limite para explicar y describir
cuando es que se cumple dicha definicion, es
decir, si se cumple la definicidn quiere decir que
existe el limite de una funcién en un punto
determinado; dicha utilizacion de los elementos
algebraicos se realizd mediante la lengua
natural, es decir, mediante el registro verbal. E4
para explicar de manera verbal cudndo es que se

para responder y llevar a cabo el conjunto
de tareas de esta actividad, se pudo contar
que se llevaron a cabo conversiones entre
los diferentes registros. Adicional a lo
anterior, también se puede constar que la
implementacién de elementos tecnoldgicos
en la ensefianza y aprendizaje del Calculo
Multivariable, y especificamente en el del
limite de una funcién de dos variables
ayuda a los estudiantes a identificar, en este
caso, cuando es que existe o no el limite de
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cumple la definicion dijo lo siguiente: Entre
mas pequefio tomamos el valor de &, estamos
reduciendo la amplitud del intervalo (f(0,0) +
e) en el cual debe entrar f(x, y), por lo cual, se
reduce el valor de § que hace que

V& =%+ 0 =507 < 8 implique
fx.y) € (f(0,0) £e)

Esto, para cualquier valor de L. La respuesta de
E4 deja de manifiesto la conversion del registro
algebraico al registro verbal.

Por otro lado, y en cuanto al registro grafico y
verbal, E4 deja ver a través de su produccion
matematica que realizd una conversion en esos
registros. En este sentido, E4 utilizé elementos
graficos (como el cilindro que se present6
mediante GeoGebra 3D y los deslizadores e y
d) que relaciono con la definicién de limite para
describir de manera verbal cuando no existe el
limite de una funcién en un punto determinado.
E4 describio y explicé de la siguiente manera
cuando no existe el limite: Gréaficamente,
identifiqué que no existia el limite en el punto
(x9,¥y0) cuando no era posible construir el
cilindro que contuviera a parte de la gréfica de
la funcidén cercana al punto en el dominio.

La no existencia del limite implica que hay un
e>0 para el cual no existe d>0 que cumpla que
0< ||(_X,}’) - (xo:}’0)|| <d |mp||que

feoy)—Ll<e

Con el enfoque del cilindro, la no existencia del
limite se da cuando para cierta altura del
cilindro (centrado en el punto
(%0, Vo, f (x0,¥0))), no es posible determinar un
radio del cilindro tal que el cilindro contenga a
la parte de la gréafica que esta cercana al punto
(x0,¥0)- Esta produccion matematica de E4

una funcion escalar de dos variables. E4
deja ver que los elementos graficos pueden
ser de gran ayuda en este sentido, asi lo deja
ver en las respuestas que da a la pregunta:
graficamente, ;,coOmo podrias darte cuenta
cuando una funcién f(x, y) no tiene limite
en un punto dado?, a lo que E4 responde:
Ya que la grafica parece irse al infinito en
ese punto, o parece tener un dobléz, o
parece variar cada vez mas rapido a
medida que nos aproximamos al punto. O
simplemente, que la funcién no esté
definida alrededor de este punto. En este
sentido también sefialé: Cerca de ese
punto, la gréafica tendria que ser continua,
es decir, no presentar rupturas o saltos.
Aunque la funcion no esté definida en el
punto; en las cercanias del punto, la
funcion  tiene  que  tener  este
comportamiento que menciono; para
cuando se le cuestion6 cémo tendria que
ser la gréfica de una funcion para que esta
tenga limite.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se
considera que E4 llevd a cabo de manera
satisfactoria las tareas de esta actividad, por
lo que se puede decir que fue un éxito esta
actividad con E4.
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permite establecer que se llevo a cabo una
conversion entre los registros grafico a verbal.

4.5. Analisis de los resultados
En las actividades de la secuencia de aprendizaje se propusieron 3 momentos en los cuales los
estudiantes debian de llevar a cabo tareas matematicas que en conjunto les permitirian por un
lado, determinar cuando existe o no el limite de una funcidn escalar de dos variables en un punto
determinado, y por el otro, apreciar los elementos graficos como una ayuda visual que coadyuva
en la determinacion de dicho limite.

En este sentido y de manera resumida, los tres momentos a los que se hace alusion en el

parrafo anterior son los siguientes:

Introduccion: comprende las Actividades 1, 2 y 3, en las cuales se buscd que los
estudiantes realizaran tratamientos en los registros de representacion grafico y
algebraico. En estas actividades también se busco que se desarrollara en los estudiantes
laidea de un cilindro que se puede ir haciendo cada vez mas pequefio, y que el deslizador
e también pueden ir haciéndose cada vez méas pequerio, lo que eventualmente implicaria
que el deslizador d también se tenga que ir haciéndose mas pequefio (esto para atender
las actividades que se proponen a los alumnos.)

Formalizacién: se da en la Actividad 3.1, y en donde se planed que los alumnos
realizaran un tratamiento en el registro verbal, y una conversién del registro grafico al
registro verbal. En esta etapa de las actividades se pretendié que los estudiantes
realizaran una relacion de los elementos graficos (principalmente cilindro) que se les
presentan a través del programa GeoGebra con componentes algebraicos de la definicion
de limite de una funcion escalar de dos variables.

Confrontacidn con casos atipicos: comprende las Actividades 4, 5y 6, en estas se busco
que los estudiantes llevaran a cabo tratamientos en los registros grafico y algebraico
(s6lo Actividades 4 y 5), asi como conversiones de los registros grafico y algebraico al
registro verbal. Cabe enfatizar que las Actividades 4 y 5 también tenian la intencién de
que los estudiantes se percataran visualmente que las funciones abordadas no cumplian
con aspectos que se enuncian en la definicion de limite, y que permiten determinar que
no existe el limite de la funcién en el punto dado. Las Actividades 4 y 5 en esta etapa
pretendian que se relacionaran las ideas de que: no era posible hacer cada vez mas
pequefio el deslizador e de manera indefinida, lo cual derivaria en que tampoco se
pudiera hacer més pequefio el deslizador d (en la Actividad 4); y era imposible encontrar
unos deslizadores e y d como se requerian en la Actividad 5; con elementos de la
definicion, especificamente con la sentencia “... si para cualquier ¢ > 0, sin importar

qué tan pequeiia sea, existe una § > 0 tal que si 0 < \/(x — x¢)%2+ (¥ — y¢)2 < &,
entonces...” para argumentar que no existe el limite de las funciones dadas en los puntos
que se especifican.
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Mientras que la actividad 6 buscaba solamente poner de manifiesto conversiones en los
diferentes registros por parte de los estudiantes.

Enseguida se muestra la Tabla 30, en donde de una manera sintética se especifica si cada
actividad llevada a cabo por cada uno de los estudiantes analizados permite ver si se lograron
los tratamientos y/o conversiones que se estipularon, y que eran los objetivos centrales de las
tareas de dichas actividades. En este sentido, las columnas 2, 3, 4 y 5 representan los estudiantes
y en los renglones se denotan las actividades, por lo que cada interseccion de columnay renglon
sirve para mostrar lo que llevd a cabo cada estudiante. Se utiliza T para denotar un tratamiento,
C para la conversion, G para denotar una transformacion en el registro grafico, A para la
transformacion en el registro algebraico, y V para una transformacion en registro verbal, mientas
que se usO S/I para indicar que no se contd con informacion suficiente para determinar un
tratamiento o conversion (ya sea porque el estudiante no respondi6 o por la falta de elementos
que permitieran establecerlo). Por ejemplo: las literales G-V debajo de un encabezado C denotan
una conversion del registro gréafico al verbal; mientras que una A debajo de un encabezado T
representan un tratamiento en el registro algebraico.

Tabla 30. Cumplimiento de los tratamientos y conversiones que se estilaron para cada
actividad.

Actividad 1 T T T T
GyA GyA GYyA GyA
Actividad 2 T T T T
GyA GyA GyA GyA
Actividad 3 T T T T
GyA GyA GYyA GyA
Actividad T C T C T C T C
31 V G-V S/ G-V \Y G-V \Y --
Actividad 4 T C T C T C T C
GyA |[GVY|GYA |AV GyA |- GYyA |AV
A-V
Actividad 5 T C T C T C T C
G S/l GyA |GV GyA |- GyA AV
Actividad 6 C C C C
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G-V G-V G-V A-Vy G-V

En cuanto a los resultados se tiene que los tratamientos esperados en las Actividades 1,
2'y 3 se llevaron a cabo por los cuatro estudiantes. Los tratamientos que se esperaban para dichas
actividades quedaron evidenciados a través de las manipulaciones que los alumnos hacian de
los deslizadores del software GeoGebra 3D, y también mediante las manipulaciones de la vista
gréfica (como acercamiento y alejamiento de la vista), asi como de las rotaciones de dicha vista
gréfica. Los tratamientos promovidos en las Actividades 1, 2 y 3 fueron los relacionados con
los registros grafico y algebraico respectivamente, los cuales se logaron llevar a cabo sin
problema alguno.

Por otro lado, con relacion a los resultados de la Actividad 3.1 se lograron evidenciar en
las producciones de los estudiantes la realizacion de tratamientos en el registro verbal en
practicamente todos los alumnos, excepto en E2 donde no se contd con informacién para
determinar ese hecho (no respondié). También de las producciones de los alumnos se pudo
establecer que se lograron conversiones, E1, E2 y E3 evidenciaron respectivamente una
conversion del registro gréfico al registro verbal, mientras que E4 no dio evidencia que nos
indicara que realiz6 una conversion en esos registros.

Para la Actividad 4 se tiene que se llevaron a cabo por todos los estudiantes tratamientos
en los registros grafico y algebraico. En lo referente a las conversiones, la evidencia recabada
en las producciones de los estudiantes nos indica que realizaron E1, E2 y E4 una conversion del
registro de representacion grafico al verbal, en cambio en E3 no se pudo establecer dada la
informacion con la que se conto, que este estudiante llevara a cabo dicha conversion. Cabe
enfatizar que E1 también empled elementos algebraicos propios de la definicion de limite para
explicar de forma verbal por qué es que no existe el limite en el punto dado de la funcion que se
le presentd en la actividad.

De las producciones de los estudiantes derivadas de la Actividad 5 se puede decir que
practicamente todos los estudiantes evidenciaron la realizacion de tratamientos en dos registros,
en el grafico y algebraico, y en el caso particular de E1 sélo evidencié tratamientos en el registro
gréfico. En tanto que las conversiones, en solo dos estudiantes se pudieron establecer dada la
evidencia recabada. En la produccion de E2 se logro identificar una conversion del registro de
representacion grafico al verbal, y en E4 se pudo determinar que se llevo a cabo una conversion
del registro algebraico al verbal. En el caso del estudiante E1 no se cont6 con informacién (no
respondio parte de la actividad) para poder establecer una conversion entre registros de
representacion, en cambio con E3, la evidencia no permitié observar alguna conversion entre
los registros de representacion.

Para la actividad 6, las evidencias de las producciones de los estudiantes permitieron
establecer que cada estudiante llevo a cabo una conversion del registro de representacion grafico
al verbal, aunque también cabe hacer mencion que se logro identificar en E4 una conversion
adicional, que iba del registro algebraico al registro de representacion verbal.
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Del analisis de las producciones de los estudiantes, asi como de las manipulaciones que
se evidenciaron y que pudimos observar entre los alumnos y el software GeoGebra 3D, nos
dieron pauta para poder determinar que una de las caracteristicas que a nuestro juicio debe de
tener una secuencia para el tema matematico que aqui se trata, es la interaccion de los estudiantes
con el dinamismo que ofrece GeoGebra 3D. De la reflexion procedente del analisis de los datos
de las producciones de los estudiantes, llegamos a la conclusion de que la interaccion entre los
estudiantes y GeoGebra 3D debe de darse entre unas representaciones adecuadas del objeto
matematico que se aborda que permita un transito dindmico entre registros de representacion.

En nuestro caso consideramos que una de esas representaciones semiéticas adecuada, es
la gréfica. Esto debido a que los elementos graficos que GeoGebra 3D representa del limite de
una funcion en un punto dado, vuelve visible y perceptible aspectos de la definicion de dicho
concepto que son sumamente abstractos y que no son faciles de asimilar e imaginar. En este
sentido, se considera que GeoGebra 3D tiene la bondad de hacer visibles las implicaciones en
términos geométricos de las expresiones algebraicas imbricadas en la definicion formal del
concepto de limite en contexto multivariable, y que usualmente no son incluidas cuando se
aborda el concepto de limite.

Otra de las caracteristicas que consideramos que se deben de tomar en cuenta en las
secuencias de aprendizaje como la que se presenta, es la intencionalidad de las transformaciones,
tanto los tratamientos como las conversiones. Esto dado que la evidencia que pudimos recabar
indica que se debe de dirigir de cierta manera las actividades para que se logren llevar a cabo en
una primera instancia los tratamientos en los distintos registros de representacion, para que
después dichos tratamientos ayuden a que se lleven a cabo las conversiones entre registros.

De lo anterior, podemos mencionar en sintesis que las caracteristicas que consideramos
que debe de contener una secuencia de aprendizaje deben ser: una interaccion entre los
estudiantes y el dinamismo del software GeoGebra 3D; el uso de representaciones semiéticas
adecuadas, que en este caso fueron la grafica, algebraica y verbal; y una intencionalidad en la
promocion de las transformaciones en los registros de representacion semiotica.
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Capitulo 5. Conclusiones

5.1. Sobre el objetivo y pregunta de investigacion

El objetivo de la presente investigacion fue disefiar una secuencia de aprendizaje que
promoviera la comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables a
través de la definicion para estudiantes de una licenciatura de matematicas usando como medio
el software GeoGebra 3D. Se considera que dicho objetivo si se logr6 ya que la secuencia de
aprendizaje que se disefid promovio, a través de las actividades y tareas matematicas los
tratamientos conversiones.

Como parte de las conclusiones tenemos que la mayoria de los estudiantes llevaron a
cabo los tratamientos en los registros de representacion grafico, algebraico y en menor medida
en el registro verbal, que se habian estipulado que llevasen a cabo. Por otro lado, y referente a
la realizacion de conversiones por parte de los alumnos, se reporta que todos los estudiantes
pudieron llevar a cabo alguna conversion, la evidencia recabada asi lo deja ver. Las conversiones
hechas por los estudiantes podian ir del registro de representacidn grafico al verbal, o del registro
representacion algebraico al registro verbal, recordando que las conversiones son un indicativo
de comprensién de un objeto matematico, en este caso, el limite de una funcién escalar de dos
variables.

Segun Duval (2006), las conversiones entre registros de representacion, es decir el
transito o el paso de un registro de representacion a otro de un mismo objeto matematico indica
que un individuo ha comprendido el objeto matemaético, y dado que los resultados que emanan
de las producciones de los estudiantes de la secuencia de aprendizaje que aqui se presenta logrod
que se produjeran al menos dos conversiones por estudiante entre registros de representacion,
se estaria hablando de que la secuencia de aprendizaje promovié la comprensién del concepto
de limite, por lo que expresamos que si se logré el objetivo de investigacion.

Es importante enfatizar que el uso de GeoGebra 3D en la secuencia de aprendizaje fue
de suma trascendencia, ya que dicho programa de computo nos permitié presentar el registro
representacion grafico. En este registro de representacion fue posible mostrar visualmente a los
estudiantes la forma de las funciones que se analizaron, asi como elementos y objetos de
naturaleza gréafica que tenian la intencion de emular y evocar mediante ideas intuitivas aspectos
algebraicos y verbales que aparecen en la definicion de limite de una funcion escalar de dos
variables.

Adicional a lo anterior, el software permitié que se trabajara de forma dindmica las
diferentes tareas y actividades que se propusieron en la secuencia de aprendizaje, dicho
dinamismo logré que se sortearan ciertas dificultades en cuanto a la estatica que ofrecen los
libros de texto y diagramas que los profesores realizan para presentar funciones y demas
elementos en una perspectiva tridimensional. Este ambiente en 3 dimensiones, simulado por
GeoGebra 3D, logra que los estudiantes puedan realizar rotaciones y desplazar la vista gréfica,
permitiéndoles tener una perspectiva diferente de la misma funcion y de los demas elementos
que se presentaron en las distintas actividades.
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Por otro lado, la pregunta de investigacion que se formuld en este trabajo, y que nos propusimos
responder fue: ;Cuales son las caracteristicas de una secuencia de aprendizaje que mediante el
software GeoGebra 3D, promueva la comprension del concepto de limite de una funcion escalar
de dos variables en estudiantes de una licenciatura en matematicas?

Le damos respuesta de la siguiente manera:

Algunas de las caracteristicas que consideramos se deben de incluir al disefiar una
secuencia como la que en este trabajo se presenta son:

a) Que exista una promocion intencional de las transformaciones que se quiere que se
Ileven a cabo, tomando como referente el marco tedrico.

b) Que haya una eleccién adecuada de registros de representacion, que haga mas natural
el paso de un registro a otro, esto a través de la correspondencia entre elementos
clave en los registros utilizados.

c) Que se promueva una interaccion activa entre los estudiantes y el software dindmico
GeoGebra 3D, esto para aprovechar los elementos graficos tridimensionales
manipulables que ofrecen una nueva representacion del concepto de limite de una
funcion escalar de dos variables. Cabe enfatizar que las caracteristicas que
mencionamos lineas arriba las identificamos tomando en cuenta la evidencia
recabada de las producciones realizadas de los estudiantes.

Las caracteristicas que se enuncian se hacen con base en la experiencia que se obtuvo al aplicar
la secuencia de aprendizaje con los estudiantes, esto teniendo en cuenta tanto los desatinos y los
aciertos in situ al momento de llevar a cabo las actividades.

Se considera adecuado y natural que la secuencia de aprendizaje que aqui se propone,
para su replicacion sea llevada a cabo con la siguiente estructura, dado que de los objetivos que
se propusieron para este trabajo se lograron satisfactoriamente. La secuencia de aprendizaje que
proponemos se divide en tres etapas, a saber:

e Una introduccion. En donde primero se lleven a cabo actividades y tareas matematicas
que promuevan tratamientos en los registros grafico y algebraico con la ayuda del
software GeoGebra 3D. En esta etapa se deben de presentar funciones escalares de dos
variables que sean continuas y suaves para que se forme una idea intuitiva del concepto
de limite de dicha funcién de forma gréafica.

e Una formalizacion. En donde se presenten los elementos matematicos
institucionalizados que den sustento a la idea intuitiva que se debié formar en la etapa
de introduccion. La etapa de formalizacién se caracteriz6 por presentar la definicion del
concepto de limite de una funcién escalar de dos variables para que se relacionaran los
aspectos algebraicos y verbales que aparecen en dicha definicidn con elementos graficos
que se presentaron con el software GeoGebra 3D.

e Confrontacion de casos atipicos. En esta etapa se deben presentar funciones que no
posean limite en un punto dado, y deberan de realizarse los mismos tratamientos que se
Ilevaron a cabo en la etapa de introduccién. Esta etapa consiste en que los estudiantes
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puedan percibir las diferencias entre las funciones que si tienen limite y las que no, con
ayuda del software GeoGebra 3D, se busca principalmente que los estudiantes hagan
comparaciones a través de los tratamientos en los registros de representacion grafico,
algebraico y verbal. Una vez que se realicen los tratamientos en los registros de
presentacion los estudiantes estaran en condiciones de realizar conversiones en los
registros de representacion grafico, algebraico y verbal.

Finalmente, y de manera adicional, se considera que la presente investigacion aport6 al
campo préactico de la Matematica Educativa, ya que buscd contribuir a mejorar la ensefianza y
aprendizaje del limite de una funcion escalar de dos variables mediante una secuencia de
aprendizaje, dadas las dificultades y errores que suelen presentarse en dicho constructo
matematico al momento de aprenderlo. Aunque cabe enfatizar que se considera que nuestra
investigacion también aporta de manera superficial y somera al campo teérico de la Matematica
Educativa, ya que pretendio arrojar algo de luz sobre el aprendizaje del limite de una funcién
escalar de dos variables, que es un tema poco estudiado y comprendido (Martinez y Trigueros,
2012).

5.2. De las distintas actividades de la secuencia de aprendizaje y aspectos a
mejorar

De las producciones de los estudiantes, mostradas lineas arriba, se pueden obtener algunas
conclusiones sobre la efectividad de cada una de las actividades para producir los efectos
deseados. Asimismo el producto, resultado de las tareas realizadas por los estudiantes, da ciertas
pautas de que algunas de las actividades y enunciados se deben cambiar para que se logre de
una manera mas facil el objetivo de aprendizaje.

La Actividad 1 si logro los objetivos planteados en cada una de las tareas: que se llevaran
a cabo tratamientos en los registros grafico y algebraico. Estos tratamientos en los registros
mencionados (juntos con los de las Actividades 2 y 3) tenian la intencion de que se desarrollara
de manera intuitiva la idea de que en la mayoria de las funciones suaves y continuas se puede
construir un cilindro que “contenga” a parte de la superficie de estas en un punto dado, y que
dicho cilindro puede ir haciéndose cada vez méas pequefio de manera indefinida, por lo que de
manera automatica se estaria acercando a un punto determinado. Este acercamiento a un punto
determinado de una funcion a través de un cilindro, tenia la intencion de preparar a los
estudiantes para que en la Actividad 3.1 se relacionaran los cuantificadores € — & de la definicion
de limite con los deslizadores e y d del programa GeoGebra 3D para que asimilara que si se
modifica uno, entonces el otro también eventualmente tendria que modificarse.

Dado que las tareas propuestas de la Actividad 1 promovieron la realizacion de los
tratamientos previstos, se considera que son idoneas para ayudar junto con las demas actividades
de la secuencia de aprendizaje para que se logren en los estudiantes conversiones entre registros
de representacion, especificamente del registro de representacion grafico al verbal o del registro
representacion algebraico al registro verbal. En donde dichas conversiones, darian pauta a que
se establezca una comprension del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables a
través de la definicion.,
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Las actividades 2 y 3 tenian la intencidn de reforzar la idea de acercamiento manera
indefinida a la imagen de una funcion de un punto determinado a través de un cilindro que se
inicio en la Actividad 1. Las Actividades 2 y 3, al igual que la 1, también lograron que los
estudiantes llevaran a cabo las tareas que se les pedian, y que como resultado de dichas tareas
se tuvieron tratamientos evidenciados en los estudiantes en los registros grafico y algebraico.

Las actividades matematicas que realizaron los estudiantes en las Actividades 2 y 3, que
consistieron en llevar a cabo los tratamientos, consolidaron la idea de que es posible ir haciendo
cada vez mas pequefio el cilindro cuando la funcion es suave y es continua. Esta idea de
acercamiento a través de la construccion de cilindros cada vez mas pequefios permitié que en
actividades posteriores se desarrollara la idea intuitiva de vecindad que aparece en la definicién
de limite de una forma grafica.

Sin embargo, cabe enfatizar que en la actividad 2 se podrian ajustar el punto donde se
desea analizar a la funcién, ya que se considera que si se elige otro punto en donde se pueda
percibir de una manera mas pronunciada la relacion entre los deslizadores d y e, se podria
potenciar mas adelante (sobre todo en la Actividad 3.1) la idea que se presenta en la definicion
de limite sobre la relacion entre los cuantificadores 8 y € para que exista el limite, conforme (X,
y) tiende a (x,, yo): “si para cualquier ¢ > 0, sin importar que tan pequeria sea, existe una o >

Otalquesi 0 <./(x — x0)2+ (¥ — y9)® < & entonces |f(x,y) — L| < e Endonde la
relacion de los deslizadores e y d que tiene que ver que si se hace que hace e cada vez mas
pequefio, entonces también d lo tendrd que hacer en algin momento, esto en el seno de la
contencion de superficie de una funcién cerca de un punto a través de un cilindro, el cual puede
ir haciéndose cada vez més pequefio.

Esto en virtud de que se encontraron algunas dificultades en la Actividad 2 para
identificar plenamente en todos los estudiantes si quedd claro que se podia percibir una relacion
algo parecido entre los deslizadores e y d que controlaban el tamafio del cilindro que aprecia en
la actividad. Tal como pasé con E1, quien no consideré que hubiera una relacién pronunciada
cuando se hacia pequefio el deslizador e, ya que un d funcionaba para varios e. En general, se
considera que una posible mejora a las Actividades 1, 2 y 3 de la secuencia de aprendizaje seria
el guiar de una manera mas directa las indicaciones, sobre todo las relacionadas con la toma de
valores para los puntos en donde se desea analizar la funcion, y también indicar de manera mas
marcada los valores que deben de tomar los deslizadores e y d.

En la Actividad 3.1, converge y se pone en juego lo que el estudiante trabajo en las
Actividades 1, 2 y 3, sobre todo la idea intuitiva de acercamiento a la imagen de una funcion de
un punto determinado a través de la contencion de la superficie de dicha funcion con un cilindro,
y se trata de ligar, relacionar y de llevar a cabo una analogia con las ideas fundamentales que
aparecen en la definicion de limite, sobre todo las que tienen que ver con que la funcion estée
definida en las cercanias de un punto y que para cada € > 0 por pequefio que sea existe un § >
0 que cumple ciertas condiciones. En este sentido, se considera que esta actividad tiene
pertinencia y coadyuva en el objetivo general de aprendizaje, que es el de que se comprenda el
concepto de limite de una funcion escalar de dos variables a través de la definicion. Asimismo
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se considera que esta actividad tiene una secuencia l6gica con las actividades 1, 2 y 3 que se
presentaron con anterioridad, y presenta un continuo en el aprendizaje del concepto de limite.

Por otro lado, y en relacion con la actividad 4, se considera que esta, si bien por un lado
ayudo a algunos estudiantes (como a E1) a formar la idea de que no era posible el ir haciendo
cada vez mas pequefio el cilindro para contener la superficie de la funcion en el punto (0, 0), en
otros estudiantes logro la impresion de que dicha contencion si fue posible, como paso en el
estudiante E3. En el trabajo de E3 se pudo observar que se encontré una dificultad para
2x%y
x* + y?'
considera que dicha dificultad tiene su origen en el software GeoGebra 3D y en la propia
complejidad en la forma de la funcién, ya que al realizar un acercamiento a la gréafica de la
funcién cerca del punto (0, 0) se complica visualizar sus caracteristicas y da la impresion de que
si es posible contener parte de la funcién con el cilindro, lo que probablemente originoé el error
en el estudiante.

identificar plenamente que la funcion f(x) =

no tiene limite en el punto (0, 0). Se

Esta actividad, la Actividad 4 es susceptible de cambios, sobre todo en el sentido de

x2

2 -, e
Y por una funcién que muestre graficamente de
x*+y?

forma sencilla y facil, indicios sobre si existe el limite en la funcion en un determinado punto.

sustituir la funcién abordada f(x,y) =

. ., . L 2x? ‘s
En este sentido una funcion que tiene una forma similar a f(x,y) = #;’2 pero que si tiene

limite atin y cuando el punto que se analizaria puede causar problemas para hacer una sustitucion

3x%y
x2 +y2’
la funcion g (x, y) es una muy buena opcion para sustituir a la funcion f(x, y) para que se logren
llevar a cabo conversiones entre los registros grafico o algebraico que vayan al registro verbal.
En este sentido, se considera que tanto las funciones f (x,y) como g(x,y) tienen el potencial
de promover los tratamientos en los registros grafico, algebraico y verbal, por lo que en ese
sentido no habria problema en elegir una o la otra.

directa, dado que es el punto (0, 0), es la funcién g(x,y) = Por lo que se considera que

Aunque también se considera que puede ser benéfico si se mantienen la misma funcion,
ya que tiene aspectos importantes que enfatizan y matizan cuando es que no existe el limite de
una funcion en un punto ((0, 0) en este caso) teniendo de tras fondo la definicion de limite. Para

X2

-z 2 . , . e
poder conservar la funcion f(x,y) = = yz consideramos que bastaria con que se dirija de una

+y
mejor manera y de forma més directa los valores que se le deben de dar a los deslizadores e y d
que emulan los cuantificadores € y 6 de la definicidon de limite.

Mientas que, en relacion con la Actividad 5, se considera apropiado dejarla tal cual se
disefiaron las tareas e interacciones que se estipularon en dicha actividad. En este sentido, cabe
enfatizar que a la luz de los resultados que se presentaron en el capitulo anterior, se presume
gue la Actividad 5 promueve los tratamientos en los registros grafico y algebraico y la
conversion entre registros (ya sea del grafico al verbal o del algebraico al verbal). Se considera
gue esta actividad tiene un potencial excepcional para mostrar graficamente elementos que se
pueden relacionar o asociar con aspectos que se presentan en la definicion de limite para
determinar en qué puntos de la funcidn no existe el limite. La no existencia del limite en un
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punto dado, de forma gréafica implicaria que no se pueda contener la gréfica cerca de un punto
dado (en este caso en (0, 0)) con el cilindro que se presenta en GeoGebra 3D, lo cual podria ser
relacionado con los elementos algebraicos siguientes que se presentan en la definicion de limite:
...Sl para cualquier & > 0, sin importar qué tan pequena sea, existe una 6 > 0 tal que si... de
forma que esto ultimo se cumple en la funcion abordada en el punto (0, 0).

Finalmente, la actividad 6 que se centra en promover conversiones entre los registros de
representacion utilizados, se considera apropiada para dejarse tal cual esta en la secuencia de
aprendizaje. Se considera que esta actividad cumple con la finalidad de dejar ver las
conversiones que realizaron los estudiantes, ya sea del registro grafico o algebraico al verbal.
Otra de las bondades que se considera que tiene esta actividad es la de retomar los elementos
gréficos de las actividades 4 y 5y relacionarlos con distintos aspectos de la definicion de limite
para hacer notar a los estudiantes que las funciones que se presentan en dichas actividades no
tienen limite en los puntos dados. También la Actividad 6 permite identificar si los estudiantes
dan importancia y perciben la ayuda que puede brindar el software GeoGebra 3D para
determinar junto a la definicion de limite, cuando si existe o no el limite de una funcién escalar
de dos variables en un punto dado.

5.3. Sobre los elementos tecnoldgicos

Se considera que los elementos tecnoldgicos son importantes en la ensefianza y aprendizaje del
Célculo Multivariable, sin embargo una transicién total hacia un escenario virtual en donde ha
de darse la ensefianza y aprendizaje de los contenidos curriculares de esta area represent6 un
enorme reto. Algunas de las situaciones problematicas que se presentaron debido al cambio de
entorno, del presencial al virtual, provocado por la pandemia de Covid-19 y que se tuvieron que
enfrentar fueron:

e Que no siempre los estudiantes tienen equipos de computo adecuados para llevar a cabo
de la mejor manera las actividades, ya que en la modalidad de ensefianza-aprendizaje de
manera virtual, es comin que se deban de tener activos varios programas informaticos
de manera simultanea, asi como de manipularlos de forma sincrénica, lo que a menudo
crea problemas en el equipo de computo. Unos de los problemas a los que se enfrentaron
tanto alumnos como el docente que realizo la intervencion didactica fue que dado, que
se utilizaban los programas Word, Zoom, ShareX y GeoGebra 3D, el equipo de computo
se hacia lento y en algunas ocasiones se bloqueaba (trababa o paralizaba), lo que
dificultaba el trabajo.

e Que no hay una uniformidad en cuanto a los sistemas operativos que usan los
estudiantes, lo que dificulta que se encuentren softwares de acceso libre que funcionen
de igual manera y que estén accesibles para todos los participantes. Si bien para dos de
los sistemas operativos que predominan (Windows y macOS), existen versiones muy
similares para la mayoria de los programas de computo, hay algunos softwares que solo
estan diseflados para un solo sistema operativo, como por ejemplo ShareX que sélo
funciona en Windows y no en macOS. En este sentido, cabe enfatizar que en los
estudiantes que se aplicé la secuencia de aprendizaje Unicamente se conté con los
sistemas operativos Windows (tres estudiantes) y macOS (un estudiante), y no con otros,
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como GNU/Linux. En cuanto mayor sea la diversidad de sistemas operativos que se
encuentren en un aula virtual, mayor seré la incidencia de problemas técnicos y de
compatibilidad de software que enfrenten tanto estudiantes como profesor.

e Latendencia de los estudiantes a no participar e interactuar con sus mismos comparieros
y profesor, aun ante la insistencia y la solicitud respetuosa de su colaboracion por parte
del docente.

Si bien algunos de los elementos tecnolégicos en el ambiente virtual de ensefianza-
aprendizaje presentaron algunas dificultades, tanto para los estudiantes como para el profesor,
se debe de reconocer la potencialidad y utilidad de la tecnologia para estar en contacto con los
estudiantes. En este sentido, la tecnologia fungié como el Unico canal de comunicacion que
permitio continuar con el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo Multivariable en la
contingencia sanitaria provocada por la pandemia de Covid-19.

El entorno virtual en el que se llevaron a cabo las actividades de ensefianza y aprendizaje
normaban tanto las herramientas que se podian utilizar asi como las interacciones entre los
estudiantes, el profesor y las tareas matematicas, por lo que se utilizaron softwares que por un
lado permitieran evidenciar (Zoom, ShareX y Word) los tratamientos y conversiones entre 1os
registros de representacion que se utilizaron en la propuesta de secuencia de aprendizaje, y por
el otro lado, programas de computo que los estudiantes de una licenciatura en matematicas
generalmente ya conocen y dominan (como el caso de GeoGebra 3D).

Finalmente, cabe enfatizar que uno de los softwares que mas abond a las actividades de
ensefianza y aprendizaje que se presentaron a los estudiantes fue GeoGebra 3D. Este programa
de computo permitid la representacion del registro grafico, y se considera fundamental en la
asimilacion de la definicion de limite de una funcién escalar de dos variables, ya que a través
de elementos gréaficos se tratd de emular el proceso de acercamiento de forma continua de unas
vecindades formadas por el € y 6 que aparecen en dicha definicion. Otra de las bondades de
GeoGebra 3D es que permite un dinamismo de los objetos que permite representar, lo cual se
aprovecho en favor de las actividades y tareas matematicas que se presentaron en la secuencia
de aprendizaje, como por ejemplo, la de ir haciendo cada vez mas pequefio un cilindro de
dimensiones e y d, que emulaban el proceso de ir acercandose a un punto dado dentro de una
vecindad. Otros de los aspectos que hacen que GeoGebra 3D tenga elementos favorables no
solo para la secuencia de aprendizaje que se presentd aqui sino de forma general en el proceso
de ensefianza y aprendizaje del Calculo Multivariable es que:

e Esun programa gratuito accesible, que cuenta con versiones para los diferentes sistemas
operativos y para los dispositivos mdviles como celulares y tabletas electrénicas, lo que
hace que las actividades en este programa puedan realizarse con una variedad de
dispositivos electronicos.

o El software tiene una interfaz amigable con los usuarios, no es necesario programar en
algun lenguaje de programacion.

e Esun programa ampliamente difundido, por lo que es probable que los estudiantes ya lo
hayan utilizado, tengan una idea de como se usa o de las distintas herramientas y de su
funcionalidad.
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5.4. Sobre trabajos a futuro

Se considera la inclusion de diversos tipos de software para ayudar en algunas de las tareas que
favorecen el aprendizaje, sobre todo los programas de computo que permiten la presentacion de
diversos registros de representacion, tal como se realiz6 en este trabajo, por lo que se recomienda
que otras secuencias de aprendizaje se realicen para otros objetos de aprendizaje del Célculo
Multivariable que sean susceptibles de ser presentados mediante diversos registros de
representacion, sobre todo los que se puedan presentar mediante el registro grafico, que como
se menciono lineas arriba, tiene multiples bondades.

Se precisa que las secuencias de aprendizaje para contenidos y objetos matematicos del
Célculo Multivariable son escasas, y en especial para el concepto de limite de una funcién de
dos variables, por lo que se recomienda ampliamente se disefien secuencias que aborden el
aprendizaje de limite de una funcién vectorial (por vecindades o sucesiones), o de otra temética
como por ejemplo la diferenciacion de una funcion de dos variables, puntos criticos de una
funcién, etcétera.

También se considera importante analizar la ensefianza y aprendizaje de los elementos
del Célculo Multivariable que se circunscriba en un entorno de colaboracion entre pares, esto
con la finalidad de apreciar los beneficios y/o dificultades que se presentan cuando los alumnos
trabajan en grupo y no de forma individual, bajo la mediacion de herramientas tecnolégicas que
funjan como recursos de apoyo a la docencia.

La reflexidon sobre las posibilidades de mejora de la secuencia de aprendizaje nos permite
sugerir algunos elementos para estudios posteriores que versen sobre una secuencia de
aprendizaje que involucre el software GeoGebra 3D y algun topico del Célculo Multivariable.

Otras de las recomendaciones que se consideran pertinentes son las siguientes:

e Tener una comunicacion mas cercana con los profesores titulares de la materia para que
agregue su experiencia y aporte ideas sobre las acciones e interacciones que se dan entre
alumnos, software (si los usa) y entre él mismo, asi como los elementos tedricos que usa
y que le dan sustento al tema. Esta informacién permitiria que la secuencia de
aprendizaje se enriqueciera 'y mejorara el proceso de ensefianza-aprendizaje del Célculo
Multivariado.

e Se cree que un area de oportunidad de mejora de la secuencia de aprendizaje se puede
dar en la confrontacién, esto en el sentido de fortalecerla y que se dé una mayor
comparacion entre los casos donde las funciones si tienen limite y en las que no. Se
estima que la identificacion de las diferencias debe de enfatizarse, no sélo en términos
graficos sino también en los elementos algebraicos, y que esto permita mediante el
registro grafico evidenciar mas claramente las conversiones entre registros.

e Que se incluyan elementos de mejora en la secuencia de aprendizaje que se recabe de
los cuadernos de estudiantes de otros afios sobre el concepto de limite, asi como
informacién que se recabe de entrevistas semiestructuradas de alumnos que ya hayan
cursado esa materia.
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e Unificar el software que se utilice para grabar la pantalla, esto para prever posibles
problemas técnicos que se deriven de la existencia de la utilizacion de multiples sistemas
operativos de los estudiantes.

e Realizar el cambio y adecuacion de términos, esto para mejorar el entendimiento en las
instrucciones y actividades. En este sentido se considera que los términos que son
susceptibles de ajusten son deslizador y variable.

5.5. A manera de reflexion como profesor
La secuencia de aprendizaje que se presentd demand6 que se consideran dos aspectos
fundamentales en el aprendizaje: los objetivos de aprendizaje y la evaluacion del aprendizaje
esperado. Los objetivos de aprendizaje guiaron en todo momento las acciones y las tareas
matematicas para que se lograran dichos objetivos.

Al momento de disefiar las actividades de aprendizaje, asi como las interacciones que
debia de tener el estudiante (con el software principalmente), se tenia siempre presente el
objetivo de aprendizaje: el que se comprendiera el concepto de limite de una funcion escalar de
dos variables a través de la definicion. La guia del objetivo de aprendizaje permitidé que se
trataran de utilizar elementos graficos que emularan la definicidn del concepto de limite y que
se relacionaran con aspectos algebraicos y verbales que aparecen en dicha definicion, todo esto
para gque las actividades promovieran un paso o transito entre dos formas de representar un
mismo ente matematico, lo que se considera, da al estudiante una visién integral o global de un
mismo conocimiento matematico.

Para el que escribe el presente trabajo, se considera fundamental siempre guiarse por los
objetivos de aprendizaje antes de elegir los elementos y herramientas de apoyo a la docencia, es
decir, una vez determinado qué es lo que se va a ensefiar, se procede a buscar ya sea en la
literatura o en la propia experiencia, materiales o recursos que apoyen a la préctica del docente
para que se logren los aprendizajes esperados.

Por otro lado, en lo referente a la evaluacién del aprendizaje esperado, se considera que
los elementos teéricos que se retomaron de la TRRS fueron los adecuados, ya que por un lado
justifican la utilizacion de diferentes registros de representacion en la secuencia de aprendizaje,
y por el otro dan pauta para poner de manifiesto la comprension del concepto de limite de una
funcién escalar de dos variables a través de la definicidn, ya que si se logra que los estudiantes
pasen o transiten de un registro de representacion a otro de un mismo objeto, se estaria hablando
en términos de la TRRS, de una conversidn, lo cual es indicativo de una comprensién. En este
sentido, se considera esencial que los profesores adopten un referente tedrico que les permita
presumir o conjeturar que se han alcanzado el aprendizaje esperado que se estipulé en el objetivo
de aprendizaje.

En la realizacion y disefio de la secuencia de aprendizaje, una de las dificultades, pero
que a la vez dejo un vasto aprendizaje para el autor de este escrito, fue el hecho de tener que
programar por decirlo de alguna manera, los elementos graficos que aparecieron en el programa
GeoGebra 3D. Una vez que se tuvo la idea de que las actividades de aprendizaje-ensefianza
debian de lograr una conversion entre registros de representacion sobre el concepto de limite de
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una funcién escalar de dos variables a traves de la definicion, se procedié a trasladar los
elementos algebraicos y verbales de dicha definicidén en elementos graficos en GeoGebra 3D,
lo cual significo un enorme reto, sobre todo lo referente a la “creacion” de los objetos como el
cilindro, los deslizadores, la caja de funciones, y demas elementos de naturaleza gréafica.

Un profesor en las actuales circunstancias de pandemia por Covid-19 debe de tener un
pleno dominio de los elementos tecnologicos que le permitan tener un canal de comunicacion
efectiva con los estudiantes, asi como también conocimientos y habilidades para llevar a cabo
actividades de ensefianza que promuevan un aprendizaje conceptual de las matematicas, y en el
caso de la ensefianza del Calculo Multivariable, se presume que los docentes deben de tener un
especial interés por incorporar en su practica docente materiales y recursos didacticos que le
permitan representar diversos registros de representacion, en especial el registro grafico. La idea
de dar cabida y favorecer el uso del registro gréafico responde al hecho de que el curso de Célculo
Multivariable presenta objetos, ideas y conceptos abstractos, los cuales pueden ser abordados
de forma gréafica o mediante ideas intuitivas que ayuden a clarificarlos y hacerlos mas accesibles
para los estudiantes.

Finalmente, agregaré que los elementos tecnoldgicos tienen un lugar ya incrustado en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas y del Calculo, y en especial del Calculo
Multivariable. Lo que nos obliga como profesores del area de las matematicas a amalgamar los
recursos tecnoldgicos con cuerpos tedricos que sustenten nuestra practica docente, ya sea porque
la teoria prediga aspectos de ensefianza, aprendizaje o de ambos, y que nos ayuden a mejorar no
solo el aprendizaje de los conceptos, ideas y procedimientos matematicos de los estudiantes que
atendemos, sino también nos ayuden a mejorar nuestro quehacer docente.
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Anexos

Anexo 1. Instrumento para objetivo especifico de la investigacion de la fase 3, cabe mencionar que dicho

instrumento es adaptado de Sandoval (2018).

Objetivos en el plan de estudios de la Licenciatura
en Matematicas

Interpretacion del
objetivo del plan de
estudios en términos

de la TRRS

Actividad

Justificacion de la
actividad

Saberes Elementos matematicos:

tedricos/declarativos: e, .
Definicion del limite de una

Saber la definicion funcién de dos variables (*):
de limite (g — o, por
vecindades y por
sucesiones) de una
funcion escalar o
vectorial de varias

variables.

Sea f la funcion de dos
variables definida en algin
disco abierto B((x,, ¥o); 1),
excepto posiblemente en (x,,
Yo)- Entonces el limite de f(x,
y) conforma (X, y) tiende a
Xo, Yo €S L, lo que se denota

— or
El término saber se P

entendera como
comprender
(comprensién en
términos de la
TRRS)

fxy) =L

lim
xy1=(x0,y0)

si para cualquier € > 0, sin
importar que tan pequea sea,
existe una 6 >0 tal que si0 <

V& = x)2+ (v — ¥0)? <

En la Actividad 1 se busca
que el estudiante se
familiarice  con  los
deslizadores y con los
elementos que en las
Actividades 2 y 3 le
permitan percatarse de la

relacion de lo que
representan los
deslizadoresd ye, es

decir, de la relacién entre
€ — & de la definicion de
limite de una funcion.

Se analiza la funcidn
f(x,y)=x+y, cerca
del punto (x,y) = (1,1).

Esta actividad tiene la

finalidad que el
estudiante relacione la
variacion de los

deslizadores d y e con la
representacion gréfica de
un cilindro con radio d y
alturae que debe de
contener la superficie de
la funcién que se analiza
cerca de un punto dado.

En la Actividad 2 se
pretende que el alumno, al
manipular los deslizadores

Se pretende que mediante la
manipulacion del software
los alumnos se familiaricen
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dentonces |f(x,y) — L| <
E.

d y e para contener
mediante el cilindro la parte
de la superficie de la
funcion f(x,y) = e*?,
comience a observar una
relacion entre d y e.

Se busca que el estudiante
realice una conversion del
registro grafico al registro
verbal.

Se usa una funcién en la
cual se espera que los
estudiantes no  tengan
dificultades para realizar la
contencién de la superficie a
través del cilindro.

en el uso de los elementos
graficos y comiencen a
relacionar que si modifica e
se tendra que cambiar d.

En la Actividad 3 se
pretende que el estudiante
pueda haber identificado
plenamente que si la funcién
es suave y continua podré
siempre hacer cada vez mas
pequefio el e y encontrar un
d de tal forma que se pueda
contener parte de la
superficie de la funcién
f(x,y) = sin(x) + sin(y)
cerca  de un  punto
determinado.

La finalidad de esta
actividad es que el
estudiante  relacione la
forma de la superficie de la
funcion con la capacidad de
encontrar 'y  construir
cilindros con e y d cada vez
méas pequefios y que sigan
conteniendo la superficie de
la funcion.
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En la Actividad de cierre de
sesion se da la definicién del
limite de una funcion de dos
variables y se presentan
cuestionamientos con
relacién a si en las funciones
que se presentan en las
actividades 1, 2 y 3 existe el
limite dados ciertos puntos.

Después de la manipulacion
del software se espera que
los estudiantes puedan
percibir la analogia entre e
y d Yy los relacionen con el
€-0 que se presenta en la
definicion de limite de una
funcidn de dos variables.

Se busca que el estudiante
con ayuda del software
describa  mediante el
registro verbal elementos
gréaficos que emulen o traten
de representar el limite de
una funcion de dos
variables, es decir, deberan
de realizar una conversion
del registro gréfico al
verbal.

En la Actividad 4 se
presenta la funcion

_ 2x%y
fy)= = 2 quese
desea analizar cerca del
punto (0, 0).

En esta actividad no se
pueden construir e cada vez
mas pequefios, por lo que no
se pueden encontrar
cilindros pequefios que

A través de la interaccion
del software GeoGebra 3D
se busca que el estudiante se
dé cuenta que so6lo podra
encontrar un valor minimo
parae Yy, ademas, que no
hay una relacion entre e
cond. Por lo que al
relacionar esto con la
definicion, debera ver que la
funcion no tiene limite en el
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contengan la superficie de la
funcion en el punto dado.

punto en el cual se analiza la
funcion.

Para la actividad 5 se
presenta la funcién Ahora
trabajaremos con la funcién

_ X
fy) = a0 52 cerca del
punto (x, y) = (0, 0).

En esta actividad no se
puede encontrar un e para
un cilindro que contenga la
funcion en un punto dado.

Se busca que el estudiante
también deduzca mediante
la manipulacién del
cilindro, tratando de lograr
la contencion de la
superficie de una funcion
cerca de un punto, que si no
se puede encontrar un e para
dicha contencion implicaria
la no existencia del limite en
un punto determinado (esto
mediante la definicion de
limite).
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Anexo 2. Secuencia de aprendizaje presentada a los estudiantes durante la aplicacion

nidad Académica de

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE ZACATECAS Makermsticas
“FRANCISCO GARCIA SALINAS”

UNIDAD ACADEMICA DE MATEMATICAS

Maestria en Matemética Educativa. Orientacion nivel superior.

Licenciatura en Matematicas

Curso: Calculo Diferencial de Varias Variables Tema: Limite de una funcion de dos variables

Aplicantes:
Lic. Luis Enrique Enhorabuena Mata

Dr. José Ivan Lépez Flores

Marzo de 2021
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Limite de una funcion de dos variables

Nombre: Fecha:

Objetivo general de aprendizaje:

e Comprensién de la definicion del concepto de limite de una funcion escalar de dos variables a través de

vecindades (€ — 0).

Indicaciones generales: realiza cada actividad de forma individual, puedes imprimir este documento para trabajar
sobre él de manera fisica o puedes trabajar directamente en este archivo.

Actividad 1.

Considera la funcion f(x,y) = x + y (puedes encontrarla en el documento de GeoGebra denominado “LimitesDV.ggb”). Deberas
seleccionarla de una lista desplegable como la que se muestra a continuacion, que contiene diferentes funciones de dos variables:
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Lista desplegable
de funciones

Analizaremos el comportamiento de f(x,y) cerca del punto (x,y) = (1,1). Para ello, una vez abierto el archivo de Geogebra,
encontraras tres deslizadores: e,d y s.

e nos permite controlar la altura de un cilindro (o qué tan largo es).
d nos permite determinar lo ancho de este mismo cilindro a través de su diametro.

s es un modo de controlar que tanto de la funcion se grafica, la utilidad de s es que para algunas funciones f(x, y) se pueda tener
bajo control que lo que se mira no se traslape.

Para analizar el comportamiento de la funcion f(x, y) cerca del punto (x,y) = (1,1), daremos al deslizador denominado “Valor de x ="
el valor de 1.1, mientras que al deslizador “Valor de y =" se le debera de dar el valor de 1.1. O sea que se analizara lo que pasa en
(x,y) = (1,1) desde un punto cercano (1.1, 1.1).

Nota:

Para poder rotar la vista de la gréfica de una funcion f(x,y ) en GeoGebra debes seleccionar la casilla “Rotar la Vista Grafica 3D”del
menu que se muestra a continuacion. La vista grafica permite tener una perspectiva diferente, pero la grafica de la funcién sigue siendo
la misma.
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Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir

& [~ 2l DDl =] 4 @l <N s
LI A DY O v O~ /

Rota la Vista Grafica 3D

Desplaza Vista Grafica

Aproximar

Clic

Alejar

. N &
Seleccionar™|

- Mostrar/ocultar objeto

Mostrar/ocultar etiqueta

J Copiar estilo visual

B Borrar

_______________________

A vista frontal

Para desplazar la vista gréfica de una funcion f(x,y ) en GeoGebra, ya sea de forma vertical u horizontal, debes seleccionar la casilla
“Desplaza Vista Grafica” del mismo menu anterior, tal como se muestra a continuacién. Al igual que en la rotacion, el desplazamiento
s6lo nos da una perspectiva diferente de la vista gréfica, es decir, la funcién con la que trabajamos es la misma, sélo la vemos desde un
angulo diferente.

Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir

k| oAl e D D e A @) LN g
"LLIW # > Dy I~ ®~ I~ _— <> RotalaVista Gréfica3D |

Desplaza Vista Gréfica

Clic

Aproximar

Alejar

-, Mostrarfocultar objeto

Mostrar/ocultar etiqueta

SO S : : i Copiar estilo visual

Borrar

Vista frontal
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Ahora realiza lo siguiente:

a) Da un valor a e (de preferencia entre 2.0 y 2.6) y deberas de manipular d de tal manera que con el cilindro formado se pueda
contener parte de la superficie que esta normada por la funcion f(x, y).
Lo que debes obtener sera similar a lo que se muestra en las Graficas 1 y 2, en donde hay dos perspectivas diferentes del
mismo cilindro con los mismos valores de e y d, pero rotados a través de la herramienta de “Rotar la Vista Grafica 3D

Gréfica 1. Grafica de la funcion f(x,y) = x + y, y el cilindro formado por un e y d especifico.
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b)

Grafica 2. Rotacion de la vista gréafica en donde aparece la funcion f(x,y) = x + y, y el cilindro.

Toma el valor de e que le asignaste en a) y dividelo entre 2, es decir, ahora el cilindro debera tener una altura de e/2. Al igual
que en a) deberas de manipular d de tal forma que el nuevo cilindro contenga la superficie de la gréafica (encerrar o dejar dentro
del cilindro parte de la superficie de la grafica, en donde las “tapas” deben de sobresalir de la superficie de f(x,y), puedes rotar
la vista grafica y usar el “zoom” para constatar la contencién) como en el inciso anterior. Cuando obtengas esa d, realiza una
captura de pantalla de tu trabajo.

Realiza el mismo procedimiento que llevaste a cabo en b), pero ahora con un valor de e/3. De igual forma que en los incisos
anteriores, realiza la contencion de parte de la superficie de la funcion f(x, y) con el cilindro. Encuentra algin valor adecuado
de d.

Ahora realiza la actividad de contencion de la superficie de la funcion f(x,y) con un valor de e/5. Encuentra un valor de d y
realiza una captura de pantalla.

Encuentra un valor de d adecuado para que se cumpla la contencion de la superficie de la funcion f(x, y) con el cilindro si se le
da un valor de e/10 al deslizador.
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Nota: En este momento, quizas te convenga hacer uso del zoom de GeoGebra para observar que el cilindro efectivamente
contenga la superficie.

f) Recordemos que el deslizador e representa la altura de un cilindro; debido a la capacidad de representacion del software
GeoGebra, la variacion minima de este deslizador es 0.001. Ignorando esta situacion de capacidad para trabajar s6lo con
milésimas de los deslizadores, ¢consideras que es posible seguir dando valores a e y d como en los anteriores incisos? Explica
ampliamente tu respuesta.

g) Describe qué pasé con d cada vez que cambiaste el valor de e. Describe ampliamente la relacion entre e y d.

Actividad 2.

Considera la funcion f(x,y) = e*”. Analizaremos el comportamiento de la funcion f(x,y) cerca del punto (x,y) = (0, 0). Para esto
debemos de ajustar los deslizadores “Valor de x ="y “Valor de y =" a 0 (cero).

a) Propon un valor para e, uno que tu consideres apropiado teniendo en cuenta que se realizara el mismo procedimiento que en la
Actividad 1 para e y d. Manipula d en GeoGebra 3D de tal forma que el cilindro formado por e y d contenga la superficie de la
funcién f(x,y ). Da valores de e y d que satisfagan la condicion antes mencionada; asimismo, proporciona una captura de
pantalla en donde se pueda ver dicha contencion de f(x,y ) por el cilindro.

b) Encuentravalores para d que sean adecuados para los valoresde e/2,e/3,e/4,e/5,e/10,y e/20, de tal manera que la superficie
de la funcién f(x,y ) quede contenida por el cilindro. Proporciona una captura de pantalla de la contencién de f(x,y) por el
cilindro, para los valores de e/20 y el d correspondiente.

c) Nuevamente, ignorando la capacidad de representacion de niameros muy pequefios de los deslizadores, ¢se podria seguir con el
procedimiento de a) y b), es decir, seguir construyendo cilindros dando valores a e cada vez mas pequefios y encontrando un d
adecuado para la contencion de la funcion f(x, y) cerca del punto (x,y) = (0,0)? Explica ampliamente.

d) Describe ampliamente la relacion entre e y d en esta actividad.

e) ¢Qué pasa con el valor de d cuando se hace e mas pequefio?

Actividad 3.

Ahora considera la funcion f(x,y) = sin(x) + sin(y). En donde se analiza la funcion f (x, y) cerca del punto (x,y) = (2.7,2.1). Para
esto debemos de ajustar los deslizadores “Valor de x =" 2.7y “Valorde y =" a 2.1.
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b)

c)
d)

Si e toma el valor de 3.28, prop6n un valor de d adecuado para que el cilindro contenga la superficie de la funcién f(x,y) = e*Y.
Encuentra el valor de esa d y proporciona una captura de pantalla en donde se pueda visualizar la contencion de la superficie de
f(x,y) cercana al punto (x,y) = (2.7,2.1) por el cilindro.

Propdn 2 valores para e y d respectivamente, de tal forma que ambos sean menores que el e de a). Recuerda que deberas elegirlos
de tal forma que la superficie cercana al punto (x,y) = (2.7,2.1) de la funcion f(x,y) = sin(x) + sin(y) esté contenida por el
cilindro.

¢Qué pasa cuando se hace mas pequefio e? Explica de manera detallada.

¢Consideras que este proceso de, dado un e encontrar un d, para crear un cilindro que contenga la superficie de la funcién
f(x,y) = sin(x) + sin(y) cerca del punto (x,y) = (2.7,2.1) se podria llevar a cabo de forma permanente? Es decir, ¢siempre
podrias encontrar un d dado un e? Explica ampliamente tu respuesta.

En las actividades 1, 2 y 3, ¢siempre podria construirse el cilindro para contener la superficie de f(x,y) cerca de los puntos
donde se desea analizar?

Actividad 3.1

(*) Definicion del limite de una funcion de dos variables:

Sea f la funcion de dos variables definida en algln disco abierto B((x,, yo); 1), excepto posiblemente en (x,, y,). Entonces el limite de
f(x, y) conforme (x, y) tiende a x,, vy, €s L, lo que se denota por : lim f(x,y) =L, siparacualquier € > 0, sin importar qué tan

x'yl _)(xOIyO)

pequefia sea, existe una & > 0 tal que si 0 < /(x — x¢)%2 + (¥ — yo)2 < 8§, entonces |f(x,y) — L| < &

Observa que |f(x,y) — L | es la distancia entre los nimeros f(x,y)y L,y /(x — x0)% + (¥ — ¥,)? es la distancia entre el punto
(x,y) y el punto (xo, yo)-

Teniendo en cuenta lo anterior, contesta lo siguiente:

a)

Tomando en consideracion la definicion de limite (*) ¢Qué relacion debe existir entre 6 y € de tal manera que se cumpla dicha
definicion?
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b)

Supdn que el € y 6 de la definicion de limite (*) se corresponden respectivamente con el e y d del programa de GeoGebra 3D,
¢se cumple la definicion de limite (*) para las Actividades 1, 2 y 3 en los puntos que se dan?, es decir, ;existe el limite de la
funcion f(x, y) cerca del punto (x, y) dado? Explica ampliamente por qué si o por qué no se cumple la definicion en cada caso.

Actividad 4.

4.1 ;Consideras que es posible la contencion por el cilindro para cualquier grafica de una funcion?

4.2 Considera la funcion f(x,y) =

x%y
x*+y2

La analizaremos cerca del punto (0, 0), por lo que se deben ajustar los deslizadores

correspondientes a los siguientes valores (X, y) = (0.001, 0). El deslizador “Valor de x =" puede tomar un valor cercano al que se propone,
en caso de que tengas dificultad para ajustarlo a ese valor, sin embargo tendra que ser diferente de 0.

a)

b)

Propo6n un valor para e y encuentra el correspondiente para d que sean adecuados para que el cilindro construido por éstos
contenga la superficie de la funcion f(x, y) en el punto (X, y) = (0.001, 0). Encuentra valores para e y d y proporciona una captura
de pantalla de la contencion de la superficie de la funcion f(x, y).
Considerando el valor de e que propusiste en a), encuentra un valor adecuado para d si ahora se toma el valor de e/2 . Recuerda
que el cilindro debe de contener la superficie de la funcion f(x,y) cerca del punto (0, 0). Encuentra valores para ey d y
proporciona una captura de pantalla que evidencie la contencion de la superficie de la funcion f(x, y).
Para los valores de e/3, e/4, e/5, e/7 y e/10 encuentra el valor correspondiente de d, de tal manera que el cilindro construido
(tanto por e y d) contenga la superficie de la funcién f(x, y) en el punto (x, y) = (0.001, 0). Proporciona una captura de pantalla
de dicha contencion.
¢Pudiste hacer cada vez mas pequefio a e como se pidid en b) y ¢)?, sencontraste alguna relacion entre e y d?, ;por qué crees que
pasa?

x%y
x4 + y2

De acuerdo con la definicion de limite (*), ;existe el limite de la funcion f(x,y) = cerca del punto (0, 0)? Justifica

ampliamente tu respuesta.

Actividad 5.

Ahora trabajaremos con la funcion f(x,y) =

x
x2 + y2

cerca del punto (X, y) = (0, 0). Analizaremos la funcion en el punto (0, 0.1), por

lo deberas ajustar los deslizadores a esos valores.
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d)

Propon un valor para e y el respectivo d de tal forma que el cilindro formado por éstos contenga la superficie de la funcién
f(x,y) cerca del punto (x, y) = (0, 0). Encuentra valores para e y d, asi como una captura de pantalla de la contencion de la
superficie de f(x,y).

Para los valores de e/2, e/4, e/5 y e/10 encuentra valores correspondientes para d, de tal manera que el cilindro construido
(tanto por e y d) contenga la superficie de la funcion f(x, y) cerca del punto (x, y) = (0, 0).

¢Pudiste encontrar un e y hacerlo cada vez mas pequefio, tal como se pidié en a) y b)?, ¢Encontraste alguna relacion entre e y
d?, ¢por qué crees que pasa? Explica ampliamente tu respuesta.

De acuerdo con la definicion de limite (*), ¢existe éste en el punto (X, y) = (0, 0)? Explica tu respuesta lo mas posible.

Actividad 6.

A manera de cierre de las actividades, contesta lo siguiente:

1)

2)

3)
4)

5)
6)

¢Como podrias explicar la relacion entre £ y 6 para que se cumpla la definicion de limite (*)? Explica con tus palabras, y describe
ampliamente.

Comenta de manera amplia ¢de qué manera visualizaste de forma grafica cuando NO se cumple la definicion de limite (*)?, ¢ qué
implica la no existencia del limite en términos de e y d?, y ¢cémo describirias la no existencia del limite de una funcion a través
de la contencidn por un cilindro?

¢ Qué conclusion puedes obtener cuando se da el caso que & debe tener un valor especifico (invariante) aun y cuando 6 si cambia?,
tal como paso en la Actividad 4.

¢ Qué conclusion puedes obtener cuando se da el caso que € toma valores relativamente grandes (y no puede “contener” la grafica
de una funcién f(x, y)) para distintos valores de §?, tal como pasé en la actividad 5.

Gréaficamente, ¢cémo podrias darte cuenta cuando una funcién f(x, y) no tiene limite en un punto dado? Describe ampliamente.
¢Cbémo tendria que ser la grafica de una funcién f(x, y) para que posea limite en un punto (x, y)? explica ampliamente.

Gracias por tu colaboracion
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