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RESUMEN

El signo igual es uno de los primeros simbolos matematicos que el alumno conoce, en el
que, sin explicacion previa, aparece repentinamente en las operaciones baésicas,
especificamente, suma, resta y multiplicacién. Por lo tanto, su uso y comprension se
desarrolla de manera empirica a través de ejemplos donde se observa que “construimos y
reconstruimos los significados de manera idiosincrasicas cada vez que aprendemos o
manejamos ideas” (Arcavi, 2006, p. 29).

En este sentido, las concepciones que se tengan del signo igual en los diferentes
contextos matematicos determinaran el aprendizaje del algebra formal. En concreto, en la
resolucion de ecuaciones lineales de una variable, estudios como Fyfe, Matthews & Amsel
(2017) y Knuth et al. (2006) han demostrado que los alumnos que tienen una comprension
relacional de dicho signo tienen mayores probabilidades de resolver correctamente
ecuaciones lineales que quienes solo lo comprenden de manera operacional.

Asi, el objetivo de la investigacion es proponer una situacion didactica disefiada
desde el sentido bidireccional del signo igual para el aprendizaje de la resolucion de
ecuaciones lineales de una variable con estudiantes de segundo semestre de bachillerato. El
marco tedrico que fundamenta el trabajo es la Teoria de Situaciones Didacticas y la
metodologia empleada es la Ingenieria Didactica.

El principal resultado fue que los estudiantes poseen una comprension operativa
arraigada del signo que no les permite resolver las ecuaciones eficazmente. También, que
mediante la situacion didactica los alumnos confrontaron sus conocimientos previos para
establecer un aprendizaje que les faculté comprender y resolver correctamente ecuaciones
lineales de una variable.

Palabras clave: Situacion Didactica, ecuaciones lineales de una variable, signo igual
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ABSTRACT

The equal sign is one of the first mathematical symbols that the student knows, in which,
without prior explanation, it only appears in basic operations, specifically, addition,
subtraction and multiplication. Therefore, its use and understanding is developed
empirically through examples where it is observed that “construimos y reconstruimos los
significados de manera idiosincrasicas cada vez que aprendemos 0 manejamos ideas”
(Arcavi, 2006, p. 29).

In this sense, the conceptions of the equal sign in different mathematical contexts
will determine the learning of formal algebra. Specifically, in solving linear equations of
one variable, papers such as Fyfe, Matthews & Amsel (2017) and Knuth et al. (2006) have
shown that students who have a relational understanding of this sign are more likely to
correctly solve linear equations than those who only understand it operationally.

Thus, the objective of the research is to propose a didactic situation designed from
the bidirectional sense of the equal sign for the learning of solving linear equations of one
variable with students of the second semester of high school. The theoretical framework
underlying the work is the Theory of Didactic Situations and the methodology used is
Didactic Engineering.

The main result was that students have an ingrained operational understanding of
the sign that does not allow them to solve equations effectively. Also, that through the
didactic situation the students confronted their previous knowledge to establish a learning
that enabled them to understand and correctly solve linear equations of one variable.

Keywords: Didactic situation, linear equations with one variable, equal sign

viii



indice

RESUMEN ...ttt e st e e e s e e e s b e e e sraeeesneeeanaeeans Vil
ABSTRACT .ttt ettt e b e et et e st e b et ne bt ene b e re e viii
INTRODUGCCION ......cooioaireiriieiseeseeses sttt ettt 1
CAPITULO I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION ................ 3
1.1 IMIOTIVACION ..ottt bbbttt bbb 3
N ] CTot=T0 T 1TSS 4
1.2.0. SIGNO TQUAL ...t 5
1.2.2. Ecuaciones lineales de una variable............ccooeiiiiiiiniiiic e 12
1.2.3. El signo igual en correlacién con la resolucion de ecuaciones lineales de una
172 L T 1] LSRR 20
1.2.4. Conclusion de la revision de anteCedentes .........ccccvvvreeeeeeriererese e 23
1.3. Planteamiento del problema de iNVestigacCion ...........cccccceevveieivieiiese e 25
1.3.1. ProBIEMALICA ......coviiiieiieieie ettt 25
1.3.2. PrODIBMA ..ot bbbttt bbb 26
G T O o =To U = SRR PRSP 26
1,304, ODJELIVOS. ...ttt bbbttt bbb 26
1.3.4.1. ODJEtIVO GENETAL ..ot 26
1.3.4.2. Objetivos €SPECITICOS .....cviiiiieieie et 26
IR TR TN 101 o= Yo o SR 27
CAPITULO II. FUNDAMENTO TEORICO ..o enie s enes s 29
2.1. Teoria de Situaciones DIGACHICAS .......ccveiveiieiieiiieieie e 29
2.1.1. Situacion didactica. Situacion a-didactiCa...........cccevereriiiniieeierece e 35
2.1.3. Variable didACHICA .........cccevieieeie e 36
2.1.4. Contrato didactico en escenarios Virtuales...........cccovvvvrveeeieeienescce s 37
A B 1= [0 Tod o o USSP 39
2.1.5. TIPOS 0 SITUACIONES .....cviivieiienieie ittt sbe e 40
2.2. El término comprension en este trabajo...........cueveerereneneieseeee e 42
2.3. Significados asociados al Signo Igual (=) ......cccooeieieiiii 43
2.4. FUNAamento MAtEMALICO ........cocveieiierieee ettt es 48
CAPITULO 1. METODOLOGIA ..ottt 52
3.1. Ingenieria didACHICA........cccecuiiieie e 52
3.1.1. Fases de la Ingenieria DIdACTICA ...........cccoveiiiiiciicie e 53



3.1.1.1. Fase 1. Analisis Preliminar ..o 53

3.1.1.2. Fase 2. Concepcion Y analiSis @ Priofi ........cccverveeeeieeresieseesieseeseesre e 54
3.1.1.3. Fase 3. EXPerimentacCion.........cccccceiuereeiieiieseeie e et 55
3.1.1.4. Fase 4. Analisis a posteriori y validacCion ............cccccvvveveviienieene e 55
CAPITULO IV. DESARROLLO DE LA INGENIERIA DIDACTICA ......coovvnrrririreene. 57
4.1. Fase 1. Analisis Preliminar ........coooioiiiiiii s 57
4.1.1. DIMeNnsion epiSteMOIOQICA ........ooveuirieriiieierie e 58
4.1.2. DIMENSION COPNITIVA.....cuiiiiiiiiiiiieiiiie et 61
4.1.3. DIMeNSION didACLICA. .........ccveieieieie e 80

4.2. Fase 2. Concepcion y analiSiS @ PriOri........cccccveveiieieeie e 88
O I 4 Tor=T o Tox oo OSSOSO 88
4.2.2.Variables QIACLICAS. .......cccveieieieie st 89
e T N g = LTS T3 o] (o] o OSSR 90
4.2.4. Prueba PHOTO . ......oiuiiiiiieee e 107

4.3. Fase 3. EXPerimentacion.........c.ccoueiieineneieee et 110
4.3.1. PArTICIPANTES .....cuvivieiitiiticiieee ettt bbbttt sb e ene s 110
4.3.2. Contexto de 12 INVESLIGACION .......c.cviiiieiiiieees e 111
4.3.3. Fuentes de iNfOrmacCion ...........coeeiiieiesieiee e e 112

4.4. Fase 4. Analisis a posteriori y validaCion.............ccccceovveveeviiiie i 112
4.4.1. ANALISIS @ POSTEIIONT ...vevieiicie ettt 113
4.4.1.1. SItUACION 08 ACCION .....cvviveeeeie ettt sreeneas 113
4.4.1.2. Situacion de formulacion...........c.cccoveieieierene e 121
4.4.1.3. Situacion de ValidaCion............ccoevieiieieiercce e 141
4.4.1.4. Situacion de institucionalizaCion ............ccccoeveveieincieecee e 147
V=Y To = Tod o o RSSO 149
CAPITULO V. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES.......cccoevvveveeereienenn. 152
5.1. Respecto a la pregunta de investigacion y 10S 0bjetivos...........ccccccvvvcieiiecicceenn, 152
5.2. Aportaciones Y lIMITACIONES. ........coiuiiiiiiiie ittt 157
5.3. Recomendaciones para futuras inVestigaCioneS...........cccveiveiiueenieiiieesie e esie e 159
5.4, REFIEXION UOCENTE .....oovieiiee et sre e sneenreenee s 159
REFERENCIAS ...ttt e e s e e st e e e eab e e e snt e e e sneeeenneeas 161
AANIEXOS ...ttt e e bt R et e e R bt e R bt e e eR e e e R b e e e anb e e e nnreennreeans 167



Xi

Anexo 1 Cuestionario de la dimension COGNItIVA ............ccevereeiiereiiie e 167

Anexo 2 Cuestionario de la dimension didactiCa.........ccccoveriiiiinininieiee e 170
Anexo 3 Respuestas del docente del cuestionario de la dimension didactica................. 173
Anexo 4 Hojas de trabajo de la situacion didactica............ccccceeveeieiievi e 177



indice de Figuras

Figura 1 Representacion del tridngulo didACtiCO ..........ccoevviiiineiiiee e 31
Figura 2 Comportamiento de las gréficas y la interseccion de 10S puntos ............ccoceevnene 34
Figura 3 Clasificacion por niveles de significados del signo igual de Singh & Kosko (2017)
.............................................................................................................................................. 44
Figura 4 Ejemplo de estrategia del nivel Pseudo-relational...............ccoooiiiiiiniiniinnns 45
Figura 5 Ejemplo del nivel Advance Basic Relational ..............ccooviiiiiiiiiiiincine 46
Figura 6 Ejemplo del nivel Full Relational ... 46
Figura 7 Significados de Singh & Kosko (2017) y Molina (2006) .........cccccoeceviererienieennns 48
Figura 8 Elementos de UNa ECUACION...........cccviiiieieieieie e 50
Figura 9 Resolucion de una ecuacion lineal ..............cccocveiiiiiiicie s 51
Figura 10 Etapas de 1a inVeStIgacion .............cccceiveiiiiiie e 57
Figura 11 Respuesta del 1a de la estudiante 22 ............ccceeveiieiieiieiie s 64
Figura 12 Respuesta del 1a del estudiante 15...........cccocveiiiiieii e 64
Figura 13 Respuesta del 1b de la estudiante 9...........cccocveiiiiieii e 64
Figura 14 Respuesta del 1b de la estudiante 19 ..........cccccveviiiieii e 65
Figura 15 Respuesta del 1b de la estudiante 29 ............ccceeveiiieii e 65
Figura 16 Respuesta del 1b de la estudiante 30 ..........ccccceeveiiieiicie e 65
Figura 17 Respuesta del 1c de la estudiante 24 .............ccooeiieiieie i 65
Figura 18 Respuesta del 1c de la estudiante 12 ............ccceveiiiiiiciiiiese e 66
Figura 19 Respuesta del 1c de la estudiante 22 ............cccooeivieiicie i 66
Figura 20 Respuesta del 2a de la eStudiante 27 ...........ccoeviiiieiininecneeese e 66
Figura 21 Respuesta del 2a del eStudiante L ..........cccooeiiiiiiiieniniieeeee e 67
Figura 22 Respuesta del 3a de la estudiante 20 ............coeviiiiieiinincisneeee e 67
Figura 23 Respuesta del 3a de la estudiante 23 ..o 68
Figura 24 Respuesta del 3a del estudiante 15 ...........cccoooriiiinineinnccee e 68
Figura 25 Respuesta del 3a de la estudiante 22 ............ccoooveiiiieiinincicneeese e 68
Figura 26 Respuesta del 3b de [a estudiante 9 ..........ccooeiiiiiiiiiiiie e 69
Figura 27 Respuesta del 3b de la estudiante 23 ............coooeiiiieiinnce e 69
Figura 28 Respuesta del 3c de la estudiante 25 ..ot 69
Figura 29 Respuesta del 3c de la estudiante 27 ..o 70
Figura 30 Respuesta del 3d de la estudiante 29 ...t 70
Figura 31 Respuesta del 3d de la estudiante 19 ..........ccccoveieiieiicic s 70
Figura 32 Respuesta del 3d de la estudiante 22 ............ccceeveiieiicie i 71
Figura 33 Respuesta del item 3d de [a alumna 24.............cccccoveiveiiiicceece e 71
Figura 34 Respuesta del 3d de la estudiante 27 ...........cccooveeiievii i 71
Figura 35 Respuesta del 4a de la estudiante 22 ...........cccoooveiieeiii i 72
Figura 36 Respuesta del 4a de laestudiante 2 ...........cccovveiieiii i 72
Figura 37 Respuesta del 4a de laestudiante 4 ............ccoveiieiieiie i 73
Figura 38 Respuesta del 4a de laestudiante 9.........cccccovveiiiii e 73
Figura 39 Respuesta del 4a de la estudiante 20 ...........cccoooveiiieiiiiii i 73
Figura 40 Respuesta del 4a de laestudiante 5.........cccooovviiieiiiccic i 74
Figura 41 Respuesta del 4b de la estudiante 28 ...........cccooereiiiiiininicce e 74

xii



Figura 42 Respuesta del 4b de la estudiante 22 ............cccveveiieiicic s 74

Figura 43 Respuesta del 4b de la estudiante 19 ...t 74
Figura 44 Respuesta del 4c de 1a eStudiante 4 ...........cooveiiiiiiiiienieeeee e 75
Figura 45 Respuesta del 4c de la estudiante 3 ..........ccoooeiiiiiiiinenieeeee e 75
Figura 46 Respuesta del 4c de la estudiante 22 ... 75
Figura 47 Respuesta del 4c de la esStudiante 5 ..........cceiieiiiiiiiiieneee e 76
Figura 48 Respuesta del 4c de 1a eStudiante 27 ...........coeoeiiiiiiieniiecee e 76
Figura 49 Resultados del apartado | ............cocooiiiiiiiiiiieee e 77
Figura 50 Resultados del apartado 11.............coooiiiiiiiiiie e 77
Figura 51 Resultados del apartado HI............cocoiiiiiiiiieeee e 78
Figura 52 Distribucion de los significados de los items del apartado I11 ..............cccococ...... 78
Figura 53 Distribucion de las estrategias y propiedades de los items del apartado I1I ..... 79
Figura 54 Resultados del apartado 1V............coceiveiiiiieccc e 80
Figura 55 Respuesta del docente al item 1D ........ccocoviieiiiiiiic e 81
Figura 56 Respuesta del docente al item 1C .......cccveviiieiiciciie e 82
Figura 57 Respuesta del docente al item 1d.........c.ccoiveiieii i 82
Figura 58 Respuesta del docente del item 1€ .......c.ccvevveiieii i 82
Figura 59 Respuesta del docente del item 1 ..........ccooieiiiiiiic e 83
Figura 60 Respuesta del docente al item 10 .......cccvevviiieiieii i 83
Figura 61 Respuesta del docente al item 1h.........c.ccooieiiiiiiic i 84
Figura 62 Respuestas del docente al item 28y 2D.......ccccceeveivieiicieciccece e 84
Figura 63 Respuesta del docente al item 3a.........c.ccevieiieiiiic i 85
Figura 64 Respuesta del docente al item 3D ........cccoviieiieii i 85
Figura 65 Respuesta del docente al item 3C .......ccooveiiiiiiiiieee s 85
Figura 66 Respuesta del docente al item 3d ..........cooeiiiriiiieieee s 86
Figura 67 Respuesta del docente al item 3 ........c.ccooeiiiiiiiiiniee s 86
Figura 68 Respuesta del docente al item 3f..........ccooeiiiiiiiiii e 86
Figura 69 Esquema del trasfondo de la situacion de acCion..........c.ccocevvcvveneincienccnene 92
Figura 70 Procedimiento de resolucion utilizando estrategias de cOmputo ....................... 94
Figura 71 Procedimiento de resolucidn utilizando estrategias de reagrupacién de unidades
Y OBCENGS. ...ttt bbb b bRt bbb bRttt n bbbt n e ne s 94
Figura 72 Procedimiento de resolucion utilizando estrategias compensatorias ................ 95
Figura 73 Procedimiento de resolucidn de significado Basic Relational ..............c........... 95
Figura 74 Procedimiento de resolucion utilizando estrategias compensatorias ................ 96
Figura 75 Procedimiento de resolucion utilizando la propiedad de adicion para la

[To U E= {0 = To PR SUPS 96
Figura 76 Procedimiento de resolucion de significado Basic Relational .......................... 97
Figura 77 Procedimiento de resolucion utilizando estrategias de reagrupacion de unidades
(VL (<10 =] T LU PRPRTSPRN 97
Figura 78 Procedimiento de resolucion utilizando estrategias compensatorias ................ 98
Figura 79 Procedimiento de resolucion de significado Basic Operational ........................ 98
Figura 80 Procedimiento de resolucion utilizando la transposicion de términos............... 99
Figura 81 Procedimiento de resolucion utilizando las propiedades de la igualdad........... 99

Xiii



Figura 82 Esquema del trasfondo de la situacion de formulacion............cccccceevvevieenee, 102
Figura 83 Segunda parte del esquema del trasfondo de la situacion de formulacion ...... 103
Figura 84 Tercera parte del trasfondo del esquema de la situacion de formulacion ....... 104

Figura 85 Respuesta de la alumna 11 al item 1 del apartado I...........ccccoceveiiiniiniincnns 114
Figura 86 Respuesta de la alumna 14 al item 2 del apartado I...........ccccocereiiiiiiiincnns 114
Figura 87 Respuesta de la alumna 27 al item 2 del apartado I...........ccccoceveoiiniiiincnns 115
Figura 88 Respuestas de la alumna 22 al item 4 del apartado | ...........ccocoovviiniiinncne 116
Figura 89 Respuesta de la alumna 19 al item 4 del apartado I...........ccccoceveiiiiiiiincnns 116
Figura 90 Interaccion con la pizarra Jamboard con la comparacion de dos sentencias . 119
Figura 91 Procedimiento del equipo 1 del item a) del apartado Il ...........ccccoeiiiiinnicnnne 122
Figura 92 Procedimiento del equipo 2 del item a) del apartado Il ...........ccccoecvniiiincnne 122
Figura 93 Procedimiento del equipo 3 del item a) del apartado Il ...........cccccoviiiiirnnne 123
Figura 94 Procedimiento del equipo 1 del item a) del apartado Il.............cccccovevvenennnn. 123
Figura 95 Procedimiento del equipo 1 del item b) del apartado Il.............cccccovevveienene. 124
Figura 96 Procedimiento del equipo 2 del item b) del apartado Il.............cccccovevvenrnnne. 125
Figura 97 Procedimiento del equipo 3 del item b) del apartado Il.............cccccovevveneneee. 125
Figura 98 Procedimiento del equipo 1 del item b) del apartado Il.............cccccovervenennne. 126
Figura 99 Procedimiento del equipo 2 del item b) del apartado Il.............cccccovevvenrnnnn. 126
Figura 100 Procedimiento del equipo 1 del item c) del apartado Il ............cc.ccocvvenennene. 127
Figura 101 Procedimiento del equipo 2 del item c) del apartado Il ............cc.ccevvenenneee. 127
Figura 102 Procedimiento del equipo 3 del item c) del apartado Il ............c..cccvvenrnnnee. 127
Figura 103 Procedimiento del equipo 1 del item c) del apartado Il ...........cccccoevvenennnee. 127
Figura 104 Procedimiento del equipo 3 del item c) del apartado Il ............c..cccvvenrnnnee. 128
Figura 105 Procedimiento del equipo 2 del item c) del apartado Il ...........ccccccvveiinnnene 128
Figura 106 Procedimiento del equipo 1 del item d) del apartado Il ...........ccccccooeiennnnene 129
Figura 107 Procedimiento del equipo 2 del item d) del apartado Il ............ccccooeieernnene 129
Figura 108 Procedimiento del equipo 3 del item d) del apartado Il ............cccccooeiirnnene 129
Figura 109 Procedimiento del equipo 1 del item d) del apartado Il ...........ccccccooeiennneee 129
Figura 110 Procedimiento del equipo 2 del item d) del apartado Il .............ccccooviirnnnene 130
Figura 111 Procedimiento del equipo 1 del item d) del apartado Il ...........ccccccooeiinrnnnne 130
Figura 112 Respuesta del equipo 1 al item €) del apartado I ..........cccoooceieiiiiiiiinces 131
Figura 113 Respuesta del equipo 3 al item €) del apartado Il ...........cccoooeieiiiiiiciincns 131
Figura 114 Respuesta del equipo 1 al item €) del apartado I ...........cccoocereiiiiiicincne 131
Figura 115 Respuesta del equipo 2 al item e) del apartado Il .............ccoevveviiiiiieceenee, 133
Figura 116 Respuesta del equipo 1 al item e) del apartado Il .............ccooveviiiiiieceenenn, 133
Figura 117 Procedimiento del equipo 1 al item e) del apartado Il.............cccccovevvenennen. 134
Figura 118 Procedimiento del equipo 3 al item e) del apartado Il ..............ccccooevvenenneen, 134
Figura 119 Procedimiento del equipo 2 al item e) del apartado Il..............cccooevveiennen. 134
Figura 120 Respuesta del equipo 1 al item f) del apartado Il ...........c.ccccoeveiiiieiiccieenee, 135
Figura 121 Respuesta del equipo 2 al item f) del apartado Il ...........c.ccoeeveviiieiiccieenee, 135
Figura 122 Respuesta del equipo 3 al item f) del apartado Il ...........c..cccoeveviieiiecieenee, 136
Figura 123 Respuesta del equipo 1 al item g) del apartado Il .............cccooveiviiiineceennee, 136
Figura 124 Procedimiento del equipo 3 al item g) del apartado Il..............cccccovenennnnn. 137

Xiv



Figura 125 Respuesta del equipo 2 al item g) del apartado Il ............ccccoevvevviieinececnenn, 137

Figura 126 Distribucion de los significados de los items del apartado Il ........................ 138
Figura 127 Distribucion de las estrategias y formas de solucion de los items a, b, ¢, ey ¢
el @PAITATO 11 ... 139
Figura 128 Respuestas del item d) del apartado I...........cccooooeiiiiiinininccee s 139
Figura 129 Respuesta del equipo 3 del apartado HI ... 140
Figura 130 Respuesta del equipo 1 del apartado HI ... 140
Figura 131 Respuesta del equipo 2 del apartado HI ... 141
Figura 132 Participacion de la alumna 11 explicando el procedimiento de su equipo .....143
Figura 133 Pizarra con los tres procedimientos de los equipos en el item b) ................. 144
Figura 134 Diapositiva con el conjunto de sentencias de la situacion de accion............. 147
Figura 135 Apuntes de la alumna 19 de las sentencias de la situacion de accion............ 148
Figura 136 Apuntes de la alumna 27 acerca del apartado I .............cccocoveiviiiieceenene, 149
Indice de Tablas

Tabla 1 Mapeo del cuestionario hacia [0S estudiantes.............ccccccvvvereiieiieenesie s 63
Tabla 2 Distribucion de 1S SESIONES ........cceiiiiiiiinieieie et 89
Tabla 3 Significados utilizados en la situacion de acCion............cccccvevveveieeiecve e, 93
Tabla 4 Significados, estrategias, propiedades de la igualdad y formas de solucion que se
promueven en 1os apartados Iy T ... 105
Tabla 5 Total de estudiantes que participaron durante la experimentacion.................... 111
Tabla 6 Significado de la situacion de aCCiON ...........cccceveiierereiiie e 120
Tabla 7 Organizacion de 10S @QUIPOS ........coeiririiieirierieeee et 121
Tabla 8 Organizacion de las respuestas para el debate de los items a), b), ¢) y d).......... 142

XV






INTRODUCCION

La presente investigacion surge de la idea de considerar la comprension del signo igual en
la construccién de disefios didacticos para la mejora del desempefio de los estudiantes de
bachillerato en torno a la resolucion de ecuaciones lineales de una variable.

Lo antes mencionado tiene su causa en que las dificultades, en temas de algebra,
que presentan los estudiantes que se encuentran en el Nivel Medio Superior se pueden
atribuir a inadecuadas comprensiones del signo igual cuando trabajan con expresiones y
ecuaciones simbdlicas (Knuth, Stephens, McNeil & Alibali, 2006). Asi, para solventar estas
deficiencias se han construido diferentes disefios didacticos desde diferentes perspectivas
tedricas, sin embargo, poco se ha contemplado el signo igual como la idea central en las
investigaciones que realizan propuestas didacticas para mejorar la eficacia de los
estudiantes en torno al tema matematico mencionado.

La importancia de realizar este tipo de investigaciones surge de la necesidad de
generar recursos didacticos en cuanto al pensamiento algebraico desde elementos
reportados en la literatura. En este sentido, el Early algebra conforma una manera de
pensar las matematicas de mayor nivel en edades tempranas de tal manera que se logre
reducir la brecha entre la transicion de la aritmética y el algebra. De acuerdo con Socas
(2011) algunos paises como Espafia, Estados Unidos, Reino Unido y Holanda han
incorporado resultados de los estudios centrados en el pensamiento algébrico en sus
propuestas de desarrollo curricular en niveles de educacion primaria y secundaria. Asi, una
alternativa para poder equiparar esta estrategia con los alumnos de mayor edad consiste en
extrapolar tales ideas y conocimientos del Early algebra y materializarlos en propuestas
correspondientes al nivel educativo.

Por tanto, se planted construir una situacion didactica que esté orientada en la
comprension del signo igual desde el sentido bidireccional en ecuaciones lineales de una
variable para estudiantes de segundo semestre de bachillerato. Enseguida se exponen los
capitulos que justifican el proceso de investigacion.

El informe del trabajo esta estructurado por cinco capitulos: El planteamiento del
problema de investigacion, Fundamento Tedrico, Metodologia, Desarrollo de la Ingenieria
didactica y Conclusiones y reflexiones finales, los cuales se detallan enseguida.

En el Capitulo I, se explica la motivacion que origind la idea del proyecto. También,
se describe la revisién de antecedentes desde tres categorias: Signo igual, Ecuaciones
lineales de una variable y EIl signo igual en correlacion con la resolucion de ecuaciones
lineales de una variable. Se concluye este apartado con una reflexion del vacio identificado
en la literatura revisada. Asimismo, en el capitulo se incluye la problematica, problema,
pregunta de investigacion, objetivos y justificacion.
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En el Capitulo 11, se aborda el sustento tedrico que fundamenta la investigacion. Se
describen algunos puntos relevantes de la Teoria de Situaciones Didacticas como los
conceptos de Situacion didactica, Situacion a-didéctica y Tipos de funciones. También
incluye los significados asociados al signo igual de Singh & Kosko (2017) y Molina
(2006). Ademas de un apartado acerca del fundamento matematico sobre las ecuaciones
lineales de una variable y las propiedades del signo igual.

En el Capitulo IllI, se redactan algunos elementos metodoldgicos que seran de
utilidad en el trabajo de investigacion, como el concepto de Ingenieria Didactica de Artigue
(1995) y las Fases que la conforman. Ademaés de abordar la parte conceptual, también se
indican algunos ejemplos.

El Capitulo 1V consiste en el desarrollo de la metodologia Ingenieria didactica a
través de sus fases. En la fase 1 se describe el analisis preliminar de las ecuaciones lineales
de una variable y del signo igual mediante la dimensidon epistemoldgica, cognitiva y
didactica. En la fase 2, se enuncian los aspectos que fueron considerados para la
construccién de la situacion didactica, las variables didacticas, el analisis a priori y los
resultados de la prueba piloto. La Fase 3, detalla las caracteristicas de la aplicacion, los
participantes, el contexto de la experimentacion y las fuentes de informacién. Por dltimo,
en la fase 4 se puntualiza el analisis a posteriori y validacion de la situacién didactica.

En el Capitulo V, se establecen las reflexiones finales que resultan a partir de los
capitulos anteriores. Se responde la pregunta de investigacion y se especifica el
cumplimiento de los objetivos. Asimismo, se presentan las aportaciones, limitaciones y
algunas recomendaciones para futuras investigaciones. Por Gltimo, se incluye una reflexion
gue aborda tanto la experiencia de realizar este trabajo como el transcurso de la maestria.

Por otra parte, como advertencia en cuanto a la lectura de este trabajo es preciso
esclarecer con anterioridad el uso de las palabras alumno, estudiante y discente, las cuales
se emplean como sindénimos para referirse al mismo término. Es decir, en el proceso de
ensefianza y aprendizaje son denominaciones utilizadas para el individuo que la mayor
parte del tiempo estd aprendiendo y que en un sistema escolar le corresponden ciertas
responsabilidades educativas de acuerdo con el rol establecido.
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CAPITULO I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

Este capitulo estd compuesto por tres apartados. En el primero se describe la motivacién
que origind el estudio. En el segundo se expone la revision de antecedentes relacionados
con el tema de investigacion desde tres categorias: Signo igual, ecuaciones lineales de una
variable y el signo igual en correlacion con la resolucion de ecuaciones lineales de una
variable y se realiza una reflexion en torno a los aspectos que estan ausentes en la literatura
revisada. Y, en el tercero, esta el planteamiento del problema de investigacion que incluye
la problematica, el problema, la pregunta de investigacion, el objetivo general y los
especificos y la justificacion.

1.1. Motivacion

La motivacion con respecto al tema de investigacion surgid a partir de la tesis realizada en
la licenciatura. En ese trabajo analicé la comprension y diversos usos del signo igual, desde
los fundamentos tedricos del Early Algebra con alumnos de primaria. Los resultados
obtenidos me han inspirado para examinar dichas ideas, pero ahora en el Nivel Medio
Superior por el potencial que otorga para promover conceptos algebraicos en diversos
contextos matematicos.

Por otra parte, elijo el signo igual por la relevancia y cotidianidad que presenta en la
trayectoria escolar de los estudiantes, pues la concepcion que se le atribuye estad dada por
convenciones sociales y puede ocasionar malinterpretaciones en los entornos en los que se
presente. Ademas, la trascendencia que tiene dicho signo en el aprendizaje de estructuras
algebraicas complejas es un componente que puede ser la causa de la continuidad o
desercion en el Sistema Educativo.

Otro aspecto para mencionar es el de fomentar el sentido bidireccional del signo
igual en los estudiantes, pues, regularmente, en las aulas de clases los alumnos estan
expuestos a sentencias donde predomina el uso operativo del signo que indica que después
de observar una “operacion” inmediatamente esta el “resultado”. Esta forma de comprender
dicho signo es necesaria, sin embargo, si se limita a s6lo una, puede provocar dificultades
de aprendizaje en temas de algebra en grados posteriores. Es de mi interés promover en los
alumnos otra comprension de dicho signo, por ejemplo, el de equivalencia, que es
determinante en la resolucién de ecuaciones lineales porque desarrolla el pensamiento
relacional.

A su vez, me interesan las ecuaciones lineales de una variable porque es un
contenido matematico en el bachillerato, que frecuentemente, se estudia desde la
memorizacion de técnicas para obtener el valor de la incognita, por ejemplo, cuando en un
lado de la igualdad un término esta sumando (nimero o variable) pasa restando al otro lado
y viceversa. En este sentido, considero pertinente tener recursos que fomenten la
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comprension del procedimiento de resolucién para que sea un catalizador de aprendizaje en
los temas posteriores del curriculo.

Por otro lado, contemplo que uno de los factores de la actitud de rechazo a las
matematicas se debe a la transicién abrupta de la aritmética al algebra en el nivel
secundaria donde los alumnos tratan de mantener el ritmo del docente, lo cual, puede ser un
motivo para la desercion escolar. De manera posterior, posiblemente, de aquellos que
logren avanzar en su formacion académica, algunos deserten en primer semestre de
bachillerato con la asignatura de &lgebra, cuando los temas a estudiar requieran de bases
solidas o se mantendran con la apatia hacia la materia. Por tal situacion, una alternativa
para disminuir esto es la creacion de recursos didacticos con relacion a las ecuaciones
lineales de una variable, lo cual, es un aspecto mas que me incentiva a la realizacion de este
trabajo.

Por tales motivos, me resulta de interés investigar con respecto al disefio de
situaciones didacticas que fomenten el sentido bidireccional del signo igual, que “implica
comprenderlo como un signo que indica un equilibrio entre la parte derecha e izquierda”
(Fernandez-Verda y lvars, 2016. p. 16). Ademas, que se debe centrar en las relaciones entre
los términos y sus propiedades fundamentales (Fernandez-Verdd y Ivars, 2016). Para lograr
lo anterior, el medio que empleé son las ecuaciones lineales con alumnos de segundo
semestre de Nivel Medio Superior con el proposito de proporcionar herramientas a los
docentes que puedan aprovechar para sus alumnos donde la comprensién del signo se limita
al sentido operativo.

1.2. Antecedentes

Una de las preocupaciones que ha destacado a través del tiempo en la Educacion
Matematica es la ensefianza del algebra pues se considera que emplea métodos
tradicionalistas y es inadecuada para el aprendizaje con relacion a conceptos algebraicos,
también, el poco vinculo que se le otorga con las deméas ramas de la matematica (Castro y
Molina, 2007).

La tendencia en la Matemética Educativa en los 80’s por investigar sobre las
dificultades que presentaban los estudiantes en la transicion de la aritmética al algebra
ocasion6 que los planes de estudios incrementaran su espacio curricular con relacion a
aspectos algebraicos en la Educacion Secundaria, incluso, desde el nivel Primaria (Rojano,
2018).

De acuerdo con esta autora, indica que:

Cambios conceptuales identificados en las investigaciones sobre pensamiento
algebraico como el consistente en pasar de concebir la igualdad como un operador a
entenderla como una relacion de equivalencia (Kieran, 1981a), o como el paso de
operar sobre cantidades conocidas (los numeros) a operar con cantidades
desconocidas (las incognitas) (Filloy y Rojano 1984; 1989) y con nimeros generales
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(Booth, 1981; Kiichemann, 1981), o el resolver problemas de enunciado con
métodos analiticos a aprender el método cartesiano de “poner en ecuacion” (Puig y
Cerdan, 1999), suponen tiempos didacticos prolongados que rebasan el tiempo
destinado al algebra en aquel nuevo programa. (Rojano, 2018, pp. 247-248)

En este sentido, la comprension del signo igual como equivalencia requiere
estudiarse mucho tiempo antes de iniciar con la resolucién de ecuaciones, sin embargo, los
planes de estudio de Educacién Basica priorizan los calculos aritméticos (Molina, 2009).
De esta manera, los alumnos de Bachillerato aun estan en la adquisicion de dicha
comprension del signo por tanto resulta ineludible seguir fomentandola en dicho nivel
educativo.

Asi, en este apartado se describe la sintesis de la revision de la literatura con
relacion al tema de investigacion. Los criterios para la busqueda consistieron en que los
documentos fueran de corte cientifico y publicados en revistas, actas o en repositorios
institucionales. Para localizar estudios previos, se utilizaron palabras clave como:
“Situacion didactica de signo igual”, “Ecuaciones lineales con una variable”, “Ecuaciones
lineales con una incognita”, “Secuencia didactica de ecuacion lineal con una variable” y
“equal sign meanings”. Ademas, algunas de las fuentes de informacién son revistas como
Journal for research in Mathematics Education, PNA, Uno Revista de Didactica de las
matematicas, entre otras. También Tesis de licenciatura y de maestria de universidades
como de la Universidad de Granada, Universidad Nacional de Colombia, por mencionar
algunas.

Los trabajos encontrados en la literatura se pueden clasificar de la siguiente manera:
e Signo igual
e Ecuaciones lineales de una variable
e EIl signo igual en correlacion con la resolucion de ecuaciones lineales de una
variable

En las siguientes secciones se presenta la revision de los estudios acorde con las
categorias mencionadas.

1.2.1. Signo igual

Diversos estudios (Kieran y Filloy, 1989; Palarea 1999; Godino y Font, 2003; Castro, 2012;
Fuentes, 2016) explican que los alumnos conciben el signo igual de manera diferente
dependiendo del contexto donde se les presente; es decir, en un contexto aritmético el
sentido que le otorgan es operativo de manera unidireccional donde en una igualdad
numérica visualizan el miembro izquierdo como la “operacion” y del lado derecho como el
“resultado”; mientras que, en un contexto algebraico lo perciben como equivalencia cuando
se le otorga un sentido bidireccional al signo. La mayoria de los estudiantes tienen
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dificultades al integrar en su compresion ambos usos del signo igual, especificamente, el
sentido de equivalencia, lo cual provoca errores cuando se trabaja con ecuaciones lineales.

En este orden de ideas, en esta seccidn se alude a las investigaciones que abordan el
signo igual desde diferentes perspectivas metodologicas. Segun los documentos
consultados, se catalogan en: a) Importancia del signo igual, b) Concepciones del signo
igual y c) Propuestas didacticas para fomentar el pensamiento relacional.

Con relacion al a) Importancia del signo igual, el trabajo realizado por Ramirez
(2010) planted la importancia de los signos y simbolos en el lenguaje matematico y la
relacion que implican en el aprendizaje de las Matematicas. Asi, el signo igual tiene un
significado convencional, es decir, la relacion con el objeto matemético que representa es
arbitraria y es una realidad que depende del individuo que la interpreta, en consecuencia, no
tiene un concepto Unico ni definido, por tanto, los alumnos suelen mostrar dificultades en
su aprendizaje.

El objetivo que propone versd acerca de realizar una revision de libros de texto de
Educacién Primaria para identificar los contextos en los que los discentes tienen contacto
con el signo igual al inicio de su trayectoria escolar y con ello deducir si en el trascurso de
los ciclos escolares los estudiantes logran adquirir una comprensién adecuada del signo.

Ademas, indic6 que la pertinencia de la investigacién reside en que para
comprender las expresiones aritméticas y algebraicas es necesario el aprendizaje del
significado de los simbolos matematicos, especialmente el del signo igual, pues alude a que
diversos estudios (Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg & Stephens, 2005, Knuth, Stephens,
McNeil & Alibali, 2006; Essien & Setati, 2006; Hunter, 2007, citado en Ramirez, 2010)
reportaron que los alumnos de secundaria presentan dificultades al momento de
comprender su significado.

Asimismo, utiliz6 los fundamentos teoricos del Early Algebra y el marco
metodolégico radicd en un estudio de corte cualitativo puesto que analiz6 y describi6 los
diferentes contextos en los que aparece el signo igual en los libros de texto de cuatro
editoriales mediante una clasificacion que elaboré basandose en los estudios de McNeil,
Grandau, Knuth, Alibali, Stephens y Hattikudur, 2006 y Ginsburg, 2003, citado en
Ramirez, 2010.

Dicha clasificacion se estructura de la siguiente manera:

1. Contextos Aritméticos
a. Contexto Aritmético Candnico
I. Operacion igual resultado: a + b = ¢
b. Contexto Aritmético no Candnico
I. Operaciones en ambos lados del signo igual: a+b =c+d 0 a*
b=a+a+ a(bveces)
ii. Resultado igual operacion: a = b + ¢
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2. Contextos no Aritméticos

Comparacioén de cantidades: a = a

Contexto de medida: 1 metro = 10 decimetros

Contextos de equivalencia de monedas: 1 euro = 100 céntimos
Sistema numeérico decimal: 400 unidades = 4 centenas

Otros contextos no aritméticos: a = 1

® a0 o

Ramirez (2010) obtuvo como resultado que el signo igual aparece en mayor medida
en contextos aritméticos. Cabe mencionar que en éstos es donde se ven reflejadas
igualdades, donde el lado izquierdo representa una operacion y el derecho su resultado. Por
tanto, sefialé que los contextos en la Educacion primaria favorecen una interpretacion
operacional del signo igual, y posiblemente, imposibilite en grados posteriores la
adquisicién del significado de equivalencia de éste.

Ramirez (2010) concluy6 con respecto a la comprension del signo igual que
adquieren los estudiantes en primaria, que ésta se debe a que los libros de texto favorecen
una interpretacion operacional, por lo tanto, esto podria obstaculizar el aprendizaje de
equivalencia si no se expone a los alumnos a situaciones variadas de dicho signo.

Por lo que se refiere al b) Concepciones del signo igual, existen varios estudios al
respecto (Molina, 2006; Chica y Soto, 2015; Medina, 2016; Corona y Diaz-Menchaca,
2018). Molina (2006) concibié la idea de ahondar en la investigacion vinculada al
desarrollo del pensamiento algebraico por las evidencias del potencial del Early Algebra al
promover un aprendizaje con comprensién de las matematicas, por tanto, se propuso
estudiar “el uso y desarrollo de pensamiento relacional y de los significados del signo igual
que los alumnos ponen de manifiesto, en el trabajo con igualdades y sentencias numéricas”
(Molina, 2006. p. 16). La metodologia que empled consistio en un estudio longitudinal con
duracion de un afio. Fue del tipo exploratorio y descriptivo.

En el marco teorico, propuso una clasificacion de once significados que se le
otorgan al signo igual en los contextos aritmético y algebraico. Tal clasificacién la elaboro
partiendo de las distinciones realizadas por diferentes autores (Wheeler, 1981; Kieran,
1981; Vergnaud, 1984; Vergnaud, Cortes y Favre—Artigue, 1987; Schoenfeld y Arcavi,
1988; Grupo Azarquiel, 1991; Wolters, 1991; Maurin y Johsua, 1993; Freudenthal, 1994;
Linchevski, 1995; Proyecto Sur, 1997; Palarea, 1998; Sédenz—Ludlow y Walgamuth, 1998;
Anglada, 2000; Rojano, 2002; Carpenter et al. 2003; Godino y Font, 2003; Seo y Ginsburg,
2003; Molina, 2005; Smith, 2006, citado en Molina, 2006).

Los significados que presentd son los siguientes:

Propuesta de actividad de célculo, operador, separador, expresion de una accion,
expresion de equivalencia condicional (ecuacién), expresién de equivalencia,
definicion de un objeto matematico, expresion de una relacion funcional o de
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dependencia, indicador de cierta conexion o correspondencia y aproximacion.
(Molina, 2006, pp. 148-152)

Cabe mencionar que el significado expresion de equivalencia presenta 4
subcategorias por lo que suman un total de 14 significados distintos.

Entre los resultados que consiguié fueron que los alumnos exhiben cuatro
significados del signo igual: operador, expresion de una accion, equivalencia numérica y
similitud numerica, que le permitié observar los niveles de comprension que poseen los
estudiantes. Ademas, indico que, de acuerdo con la literatura, los estudiantes “tienden a
interpretar el signo igual de forma operacional y muestran resistencia a adoptar o
desarrollar el significado del signo igual equivalencia numérica” (Molina, 2006, p. 466).

Por su parte, Chica y Soto (2015) aludieron a que el bajo rendimiento en
matematicas ha ocasionado que se analicen los factores que influyen en el fracaso escolar
de esta area. Consideraron pertinente enfocarse no solo en el analisis de la estructura
metodoldgica sino también en el origen de las problematicas con respecto al aprendizaje.

En este sentido, se centraron en “Analizar las concepciones sobre equivalencia
desarrolladas en la educacion basica, grado quinto de la institucion educativa San Simén
sede Montealegre” (Chica y Soto, 2015, p. 17). Asimismo, la pertinencia de su
investigacion residio en la relacion que existe entre la aritmética y el algebra pues las
concepciones errdneas que adquieren los estudiantes en aritmética ocasionan deficiencias
en la comprensién de conceptos algebraicos.

El trabajo que realizaron fue del tipo investigacion-accién. La muestra la
conformaron 15 estudiantes entre 10 y 12 afios, y otros 15 mas entre 14 y 16 afios de la
institucién mencionada. Hicieron uso de dos test para la recoleccion de los datos en cada
nivel educativo y complementaron la informacion mediante entrevistas a los participantes y
al docente. También, para el procesamiento emplearon el software ATLAS.ti para
esquematizar los datos y simplificar la informacion.

En los resultados sobre las concepciones, identificaron que 10 alumnos las tienen
erréneas y 4 alumnos correctas con respecto a la igualdad y equivalencia en la interpretacion
de conjuntos. Igualmente, en preguntas orientadas a la interpretacion del signo igual dentro
de una secuencia de operaciones los estudiantes mostraron que la sentencia presentada era
verdadera.

Algunas de las conclusiones a las que llegaron son que “Las concepciones erroneas
sobre equivalencia evidenciadas por los estudiantes, refiere la necesidad de liderar nuevas
estrategias de ensefianza — aprendizaje” (Chica y Soto, 2015, p. 84) y que “Las concepciones
erroneas que adquieren los estudiantes durante su educacion primeria [sic] tendran una
incidencia de aprendizaje fuerte para su paso a la etapa de secundaria” (Chica y Soto, 2015,
p. 84).
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Por su parte, Medina (2016) sefialé que algunas de las dificultades en el desarrollo
del pensamiento algebraico se deben a las interpretaciones incorrectas o incompletas del
signo igual, de tal manera que persiste el pensamiento operacional en algunos contextos. En
este aspecto, reconocio la importancia de analizar si los maestros en formacion han
adquirido una comprension amplia del signo igual durante el transcurso de su trayectoria
escolar.

En este orden de ideas, la finalidad de su estudio fue “dar cuenta del conocimiento
del signo de igual que han construido los estudiantes de cuarto afio de magisterio en un
instituto de formacion docente del Uruguay” (Medina, 2016, p. 16). Asi pues, puntualizé
que, con el enfoque Early Algebra, es mayor la exigencia de formacion hacia los futuros
docentes para estar preparados para los requerimientos de los curriculos escolares.

La investigacion mencionada en supra lineas fue de corte cualitativo, del tipo de
estudio de casos. El instrumento que utilizé es un cuestionario y entrevistas a estudiantes,
para luego, seleccionar uno para analizarlo. La muestra la constituyeron 32 estudiantes de
cuarto afio de la carrera magisterial. Para la categorizacion de los significados del signo que
mostraron los participantes, utilizaron la clasificacion propuesta por Molina (2006) con la
ampliacién propuesta por Burgell (2012), citado en Medina (2016).

Los resultados que reportaron consistieron en que todos los participantes
evidenciaron aceptacion del uso del signo igual cuando deben de verificar de forma
correcta 0 incorrecta sentencias con operaciones en ambos miembros de la igualdad.
Mientras que, en items donde se les solicité completar espacios en blanco en una cadena de
igualdades se manifesto que solo el 20% de los proximos docentes emplearon el significado
de equivalencia numérica.

Por otro lado, el sentido operacional se reflejé en el 25% de los cuasi-profesores al
responder de manera incorrecta sentencias del tipo 57 + 86 = __ + 84. Igualmente,
cuando se les presentaron sentencias de la forma 12 = 16-4 o _ = 16-4
mencionaron que estaba “al revés” y dudaron al completar dicho ejercicio.

Por lo que se refiere al trabajo realizado por Corona y Diaz-Menchaca (2018),
establecieron que la manera habitual con la que se ha ensefiado matematicas en el
transcurso del tiempo ha generado un aprendizaje superficial de las mismas. También,
indicaron, otro de los problemas en el aprendizaje del algebra formal consiste en la
transicion abrupta con la aritmética, pues, consideraron que en los niveles basicos no se
incentiva a los estudiantes para que desarrollen habilidades del pensamiento algebraico con
la finalidad de disminuir las problematicas en grados superiores.

Por tales motivos, se plantearon el objetivo de “Analizar la comprension y usos del
signo igual por parte de estudiantes de educacion primaria a través de actividades (tareas)
disefiadas desde el enfoque Early Algebra para el desarrollo de su pensamiento algebraico”
(Corona y Diaz-Menchaca, 2018, p. 12). Otro aspecto, es que consideraron oportuna su
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tesis por la tendencia, en ese tiempo, por generar conocimiento sobre el Early Algebra, la
cual, esta en su momento en auge entre los matematicos educativos para promover el
pensamiento algebraico.

El estudio que presentaron tiene un enfoque cualitativo con alcance descriptivo y la
metodologia que utilizaron fue un estudio de disefio que se desprende del experimento de
ensefianza. Los participantes del estudio fueron discentes de nivel Primaria de 11y 12 afios
perteneciente a la Secretaria de Educacion Publica (SEP). La muestra la seleccionaron por
conveniencia.

Los resultados que consiguieron se refieren a que el sentido operativo fue el que
mas prevalecio en las tareas implementadas, a causa de los contextos a los que los alumnos
estan sisteméaticamente expuestos. Ademas, identificaron tres formas de pensar con relacion
a las sentencias: Sentido operativo, Pensamiento relacional y Pensamiento relacional
parcial. Este ultimo pensamiento, expresan que “es una combinacion entre el Sentido
operativo y el Pensamiento relacional o un estadio intermedio entre los dos tipos de
pensamiento” (Corona y Diaz-Menchaca, 2018. p. 64).

Ahora bien, respecto a esta subcategoria, se pueden percibir que las concepciones de
los diferentes estudios coinciden en dos principales maneras de comprender el signo igual:
Operacional y Relacional. La operacional consiste en una sefal para “hacer algo”,
frecuentemente se utiliza en contextos aritméticos, como en sentencias del tipo a + b = __,
y se desarrolla en el transcurso de la Educacion Primaria. La relacional es cuando se
interpreta como una relacion de equivalencia, usualmente en contexto algebraicos y se
empieza a observar de esa manera desde Secundaria en adelante (Kieran, 1981).

Acerca de la tercera subcategoria denominada c) Propuestas didacticas para
fomentar el pensamiento relacional, se localiz6 una investigacion de Medellin (2014) donde
la problematica a tratar la origin6 la escasa motivacion que muestran, en su actitud, los
estudiantes con las matematicas, pues, no sélo influyen los factores de los alumnos sino
también del tipo de practicas del docente. Mas aun, la transicion de la aritmética al algebra
es un elemento que repercute en el desempeno de los discentes, pues, “cambian los
procesos de razonar matematicamente, pero especialmente en la que cambian los objetos, se
pasa de manejar los nimeros a interpretar y dar significado a las variables y en este
contexto las operaciones y relaciones” (Medellin, 2014, p. 1).

Uno de los cambios en la transicion que experimentan los discentes, sefiald, son los
significados que los estudiantes le dan al signo igual en aritmética ya que “se reduce a una
instruccion para operar, lo que incrementa sus dificultades para interpretar una identidad
algebraica, entender la equivalencia de expresiones y dar sentido a una ecuacién”
(Medellin, 2014, p. 2).

Medellin (2014) estableci6 los significados que se le asocian al signo igual en los
contextos de la aritmética y el algebra, de la siguiente manera:
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En los niveles de la basica primaria y en el primero de bésica secundaria la igualdad
se aborda usualmente como una instruccion para operar: en una direccion, de
izquierda a derecha y no en la expresion de una equivalencia. El problema es mas
evidente cuando los estudiantes se enfrentan a la resolucién de una ecuacion que
requiere trasponer términos y trabajar con expresiones equivalentes. (p. 2)

En el estudio antes descrito planted “Disefiar una unidad didactica para estudiantes
de grado octavo fundamentada en un analisis conceptual, historico y epistemoldgico de los
conceptos de igualdad, equivalencia y ecuacion” (Medellin, 2014, p. 2). Es preciso aludir
que las edades de esos grados son de 15 o 16 afios. EI motivo para la creacion de dicha
unidad consistié en el aporte a la solucién de la problematica expuesta con materiales
practicos para el docente.

Por lo que se refiere a la metodologia aplicada, hizo un analisis, el cual describio en
el objetivo del trabajo, que fue el sustento para la elaboracion de la unidad didactica. La
caracteristica de ésta consistio en iniciar del contexto aritmético al algebraico favoreciendo
el planteamiento, resolucion e interpretacion de problemas para alumnos de octavo grado.
Tal unidad estuvo compuesta por tres guias donde la primera “se orienta a trabajar la
igualdad como una relacién de equivalencia en un contexto de medida” (Medellin, 2014, p.
31).

La guia nimero 2:

Hace énfasis en la igualdad como equivalencia en el contexto aritmético, aplicando
propiedades de las operaciones, descomposicion aditiva y multiplicativa. Lo anterior
como punto de partida para dar significado a la variable como incégnita y
aproximarse a la solucién de ecuaciones lineales. (Medellin, 2014, p. 32)

Y la guia nimero 3:

Se orienta inicialmente a la comprension de la bilateralidad de la igualdad en el
contexto algebraico, para lo cual parte del anlisis del modelo de la balanza para dar
significado a la resolucion de ecuaciones de primer grado. En la parte final de esta
guia se trabaja la equivalencia de expresiones algebraicas apoyandose en un modelo
geométrico. (Medellin, 2014, p. 32)

Los resultados del estudio evidenciaron que los discentes tienen dificultades para
otorgar al signo igual un sentido de equivalencia, pues la mayoria de los participantes lo
concibe como una accion, es decir, como el calculo de una operacion o de un resultado
final. Del mismo modo, Medellin (2014) infiri6 que el predominio de la vision operacional
tiene que ver con las experiencias a las que los estudiantes de Primaria estan expuestos, por
ejemplo, “encuentran referencias a la igualdad en varias frases o problemas que buscan que
efectlen operaciones, estas operaciones aparecen usualmente a la izquierda del signo y se
insta a los estudiantes a que anoten la respuesta en la parte derecha” (p. 31).
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De tal manera, concluyé que la comprension que se le otorgue al signo igual
posibilita o dificulta el trabajo con expresiones algebraicas, ecuaciones e identidades, en las
que se requiere utilizar el signo como una relacion de equivalencia.

1.2.2. Ecuaciones lineales de una variable

En esta seccion se presentan los estudios analizados que corresponden a las ecuaciones
lineales de una variable. La relacion que tiene este tema con el signo igual se debe a que,
regularmente, el uso de este signo cambia en el contexto algebraico en comparacion con el
aritmético. Ademas, este es el contenido matematico donde més se evidencia la importancia
de una adecuada comprensién y las dificultades que puede ocasionar en el aprendizaje. De
tal manera que la descripcion general de los estudios se realiza desde dos categorias: a)
Anaélisis de las dificultades en la resolucion y b) Propuestas didacticas para su resolucion.

En cuanto al a) Andlisis de las dificultades en la resolucion de ecuaciones lineales
de una variable esta el trabajo de Maffey (2006) donde establecio que los estudiantes que
cursan la Educacion Secundaria y que ingresan al Nivel Medio Superior poseen, entre sus
conocimientos previos, aprendizajes logrados con respecto a la resolucion de ecuaciones
lineales, por tanto, hipotetizan que los saberes que tienen son elementales pero precisos
(e.g. concepto, la utilidad y reglas basicas que fundamentan los procedimientos de
resolucion).

Sin embargo, expreso que la experiencia le ha demostrado que varios estudiantes no
tienen la base conceptual necesaria para tener un dominio sobre el tema, lo cual les resulta
preocupante porque las ecuaciones lineales son el fundamento para el aprendizaje de
contenidos matematicos posteriores y por la relacion que tiene con ciencias como la fisica 'y
la quimica, asi como la resolucion de problemas de su vida cotidiana y profesional.

Por tanto, expuso como objetivo:

Contar con una valoracion del estado en que se encuentra la ensefianza de las
ecuaciones de primer grado en el nivel medio superior, tomando en consideracién
que [sic] tanta importancia se da a la resolucién de problemas por medio de éstas.
(Maffey, 2006, p. 14)

La justificacion de su estudio se estructuré por la manera en la que se aborda el
tema de ecuaciones lineales, pues indicé que, primeramente, se presentan caracteristicas y
propiedades de las igualdades para después continuar con el tema de ecuaciones. Luego, se
estudian en contextos fuera de significado, ademas de que se evita la resolucion gréfica y la
vinculacion en ambitos de la realidad.

La metodologia del estudio fue de corte cualitativo. Realizd una ubicacion historica
del tema. Reviso los programas de estudio de Educacion Secundaria de la SEP. Aplico
encuestas a 13 estudiantes para determinar la concepcion que le dan al signo igual. Utilizo
cuestionarios con 34 alumnos de diferente semestre que hubieran aprobado el curso de
algebra de cuatro instituciones educativas, y con 14 profesores para establecer el
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aprendizaje y metodologia de ensefianza que existe en tales escuelas. Analizo los libros de
texto que los docentes indicaron que empleaban como apoyo para la ensefianza.

Y por ultimo, llevé a cabo una revision de los planes de estudio de algunos de los
planteles que ofrecen la Educacion Media Superior como EI Centro de Estudios Cientificos
y Tecnologicos del Instituto Politécnico Nacional y el Sistema Incorporado a la Escuela
Nacional Preparatoria de la Universidad Nacional Autonoma de México con la finalidad de
conocer las metas propuestas en correspondencia con el tema de investigacion.

Los resultados en virtud de la comprension del signo igual, indico la autora,
mostraron que el 100% de los participantes presentan la idea de que este signo demuestra la
obtencion de un resultado. También, el 61.5% no reconocieron otros significados cuando se
les presentaron igualdades donde el signo evidenciaba otros usos, tales como: equivalencia
y definicion de un objeto matematico. Y el 38.5% no lograron completamente analizar y
entender los significados que implicaban las sentencias expuestas.

En las conclusiones establecié que la secuencia didactica con la que se aborda el
estudio de ecuaciones lineales, generalmente, se caracteriza por iniciar con la presentacion
de definiciones y propiedades, luego, ejercitacion de resolucidn de ecuaciones y, en pocas
ocasiones, el planteamiento de problemas. En consecuencia, el aprendizaje obtenido de los
estudiantes tiene deficiencias cuando se les solicita resolver un ejercicio o problema con
relacion al tema tratado.

Por otro lado, Mejia (2012) plante6 que, a partir de la experiencia empirica, como
profesor se ha percatado que la mayoria de los estudiantes utilizan con poca frecuencia las
ecuaciones lineales como una herramienta para resolver problemas cotidianos donde se
puede aplicar dicho modelo matematico. En este sentido, observa que los discentes plasman
sus procedimientos, para tales problemas, a través de estrategias aritméticas.

Asimismo, puntualizé que cuando los alumnos emplean las ecuaciones lineales
comunmente lo hacen de manera equivocada pues el planteamiento matematico que
realizaban no describia la situacion problemética. Ahora bien, en los casos donde llegan a
obtener la respuesta al problema no les surge el menester de comprobar la validez de dicha
solucion.

En este aspecto, se expone como objetivo:

Identificar y describir a partir de la Teoria de los Campos Conceptuales los
esquemas de accion que sobre las ecuaciones lineales de una variable tienen los
estudiantes del curso Matematicas I, del Colegio de Bachilleres plantel Luis Moya,
en el estado de Zacatecas. (Mejia, 2012, p. 4)

El origen que motiva la realizacion de la anterior investigacion se debe a los indices
de reprobacion en la asignatura de matematicas, particularmente, en el area del Algebra en
el nivel Medio Superior. De tal manera, indica que una de las alternativas para ayudar a
disminuir esa estadistica reside en conocer los esquemas de accion de los alumnos acerca
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del concepto de ecuacion lineal de una variable, lo que significa conocer cbmo comprenden
los estudiantes cuando se les presenta una actividad familiar de dicho tema matematico.

La metodologia que utilizé consistié en un estudio de corte cualitativo. Para la
obtencion de la informacion empled dos cuestionarios. La muestra que empled estuvo
conformada por dos grupos de estudiantes de primer semestre del Bachillerato uno con 27
alumnos y otro con 28. Cabe mencionar que adoptoé tres referentes tedricos para el analisis
de datos: Fenomenologia didactica, Teoria de campos conceptuales y Resolucion de
problemas.

Por otra parte, Mejia (2012) realizé una clasificacion de los errores y dificultades de
las respuestas de los estudiantes desde dos vertientes: la matematizacion horizontal y la
matematizacion vertical. Para el desarrollo de las categorias us6 el planteamiento y la
resolucion de la ecuacion, respectivamente. El problema que emple6 fue el siguiente:
“Gera, Jos y Alex ganan entre los tres $120. Jos gano [sic] $20 menos que Gera y Alex
gano el doble que Jos ;Cuanto gand cada uno?” (Mejia, 2012, p. 40).

En este sentido, la clasificacion de los errores y dificultades que plante6 Mejia
(2012) es la que se muestra a continuacion:

Matematizacién horizontal
Dos incognitas para la misma variable
Traduccion literal de dinero de Jos
Alex como base de Gera
Traduccion mecanica del enunciado
Uso del algebra solo para repartir
La ecuacion no planteada
Matematizacion vertical
Errores ligados a la jerarquia de operaciones
Errores ligados a la variable y su signo
Errores ligados a las leyes de los signos
Errores ligados con las leyes de la igualdad
Errores ligados a los exponentes

En cuanto a los resultados que exhibio, retomo aquellos que se refieren al signo
igual. En el apartado de errores ligados con las leyes de la igualdad, aludié que, algunos
discentes evidenciaron deficiencias cuando utilizan el teorema en acto de la propiedad
uniforme para la suma. Este se interpreta de manera que “Establece que si dos miembros de
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una igualdad se les suma, resta, multiplica o divide por una misma cantidad la igualdad se
conserva” (Mejia, 2012, p. 71).

En lo que concierne a las conclusiones, Mejia (2012) interpreté que una de las
principales dificultades en el aprendizaje y resolucion de ecuaciones lineales se debi¢ a las
situaciones de matematizacion horizontal y con las estrategias empleadas en la validacion
de respuestas.

Por otro lado, Chavarria-Arroyo (2014) cita a Esquinas (2009) para hacer mencion
sobre el aprendizaje del algebra, el cual, en la mayoria de las ocasiones, crea confusiones
por el manejo del lenguaje matematico y de las “nuevas” reglas a utilizar.

Ademas, Mufioz y Rios (2008), citado en Chavarria-Arroyo (2014), puntualiz6 que
el cambio de la aritmética al algebra genera dificultades en el aprendizaje que se agrava con
la resolucion de problemas que implican plantear ecuaciones lineales, pues, considera que
se necesitan emplear mas habilidades que solamente la mecanizacion de algoritmos.
Asimismo, por lo antes mencionado, Chavarria-Arroyo (2014) sefial6 que la resolucion de
problemas ocupa un lugar primordial en la mayoria de las carreras universitarias y que no
debe limitarse a un concepto abstracto sino también de aplicacion.

Por consiguiente, el proposito del trabajo fue ‘“analizar las dificultades de
estudiantes de octavo afio, al aprender el tema de resoluciéon de problemas algebraicos
modelados mediante ecuaciones lineales con una incégnita” (Chavarria-Arroyo, 2014, p.
15). De igual forma, se refirid a la justificacion de la elaboracion del estudio con la
necesidad de conocer méas sobre el como beneficiarse del error del estudiante cuando
resuelve problemas.

La investigacion fue de enfoque cualitativo del tipo exploracion descriptiva. Utilizo
el método de estudio de caso grupal. La muestra fueron seis estudiantes de bajo desempefio
en matematicas del tercer afio de secundaria. Las técnicas de recoleccion de informacion
fueron la revision bibliogréfica, la observacion y la entrevista.

Los resultados que obtuvo indican que todos los estudiantes tuvieron al menos un
error al realizar una operacion basica. También, uno de los mayores obstaculos para los
estudiantes fue el escaso dominio de las tablas de multiplicar. Otro aspecto fue con relacién
a los inestables conocimientos previos adquiridos, pues, confundian doble con cuadrado, y
al sumar términos no semejantes y la transposicion de términos.

Chavarria-Arroyo (2014) concluyd que un factor que influy6 en las dificultades de
aprendizaje en la resolucion de problemas fue la escasa familiaridad del contexto en el que
se presentaron. lgualmente, la inconsistencia de algunos conocimientos previos y la
memorizacion de procesos algoritmicos sin comprension previa. Este ultimo, se caracterizd
porque los estudiantes estan proclives a la resolucion de ejercicios mediante un desarrollo
mecanico, lo cual, hace complejo el trabajar con problemas que demandan analisis e
iniciativa.
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Acerca de la categoria b) Propuestas didacticas para la resolucion de ecuaciones
lineales de una variable, se retoman varios trabajos al respecto (Erazo, 2011; Garcia-
Fajardo, 2014; Garcia-Mendivil, Diaz-Gomez y Vargas, 2016; Navia, 2019). El origen del
estudio efectuado por Erazo (2011), quien sefialo la apatia y falta de compromiso de los
estudiantes en las matematicas, especialmente en el algebra. Dicha actitud se ve reflejada
en los resultados de las evaluaciones que lleva a cabo.

Erazo (2011) resaltd las dificultades de los estudiantes cuando trabajan en la
resolucion de problemas que conllevan a ecuaciones lineales porque considera que se debe
a una deficiencia en habilidades previas necesarias, como lo menciona a continuacion:

La exposicion y la resolucion de situaciones problemas que conlleven al
planteamiento de ecuaciones lineales o cuadraticas son habilidades generales en las
que los estudiantes de basica secundaria presentan serias dificultades al no tener,
para ello, suficientemente desarrolladas las destrezas esenciales como lo son
traducir del lenguaje habitual al algebraico y viceversa, por ende, es importante
resaltar la estrecha relacion existente entre desarrollo del pensamiento variacional y
la construccién de un lenguaje algebraico para la modelacion de una situacion que
lo requiera para su interpretacion. (p. 83-84)

En este marco de ideas, concibid como proposito de la investigacion “el desarrollo y
planteamiento de una estrategia didactica de ensefianza-aprendizaje de ecuaciones lineales
con una incognita y su aplicacion en situaciones problema” (Erazo, 2011, p. 83). La razon
que manifestd para la ejecucién del estudio la relaciona con lo que alude Londofio (2010),
citado en Erazo (2011), pues la manera mecanizada con la que se ensefian las ecuaciones
lineales no promueve mas que solo operar con expresiones algebraicas. De tal manera, se
exhibi0 un interés de “generar estrategias didacticas de ensefianza — aprendizaje de
ecuaciones lineales con una incognita y su aplicacion en situaciones problema, conducentes
a mejorar el nivel de desarrollo de competencias interpretativa, argumentativa y
propositiva” (Erazo, 2011, p. 84).

La metodologia que utiliz6 consta de un disefio cuasiexperimental. La muestra la
conformaron dos grupos (control y experimental) de estudiantes de grado séptimo. En
ambos grupos se aplicd una actividad diagnostica. El nivel académico de los grupos es
homogéneo. Los resultados se analizaron a través de la prueba t-student.

Cabe mencionar gque en el reporte de su investigacion presenta solamente la fase a
priori, por tanto, en las conclusiones evidencid hipotesis fundamentadas en la teoria tal
como: lograr mayores niveles de las competencias mostradas en el desarrollo del estudio e
incrementar la motivacion, interés y disposicion de los estudiantes.

Por lo que se refiere a Garcia-Fajardo (2014), explica que los docentes tienen el
desafio de la ensefianza del algebra en la Educacion Secundaria porque es cuando los
alumnos se enfrentan a la generalizacion de operaciones aritméticas en lenguaje algebraico.
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A causa de este reto, menciond que los Matematicos Educativos se han centrado en
investigar sobre la transicion entre ambas ramas de las matematicas, concretamente, con el
concepto de variable o incognita cuando el estudiante plantea y resuelve ecuaciones.

En este sentido, propuso como objetivo “Reconocer los aspectos teoricos y
metodologicos que fundamentan la concepcién, disefio, experimentacion y evaluacion de
una secuencia didactica que integra GeoGebra para la ensefianza de ecuaciones lineales en
grado octavo” (Garcia-Fajardo, 2014, p. 3). La pertinencia de su investigacion radico en
que al fomentar el pensamiento algebraico se facilita a los discentes el acceso a otras areas
de las matematicas como la geometria y el célculo, asi también, las ciencias de la fisica y la
quimica.

Garcia-Fajardo (2014) disefi6 tres situaciones didacticas, dos para los temas de
ecuaciones lineales y una para el sistema de ecuaciones lineales de 2x2. La situacién 1 la
denomind Descubriendo ecuaciones, el objetivo de ésta fue “Permitir que el estudiante
encontrara expresiones a partir de la manipulacion de aplicativos disefiados en Geogebra”
(p. 49). El desarrollo de la situacién consistid en plantear actividades con figuras
geométricas de tal manera que “el estudiante determinara la variacion de las medidas dadas
y modelara la situacion que se plante6, es decir, que obtuviera a partir de la
experimentacion, la expresion algebraica que representara dicha situacion” (p. 50).

La segunda situacion Modelando situaciones la estructuré con dos tareas con el
proposito de que “el estudiante a partir de la interpretacion de enunciados modele
situaciones, es decir que determine la expresion algebraica que representa tal situacién e
interprete sus resultados haciendo uso de dos aplicativos disefiados en geogebra para cada
tarea” (Garcia-Fajardo, 2014, p. 57).

Ahora bien, el estudio fue de enfoque cualitativo de caracter descriptivo-
interpretativo. EI marco metodoldgico que utilizo es la Ingenieria Didactica que, para fines
del estudio, consiste en una micro ingenieria. La muestra estuvo conformada por 30
estudiantes entre 11 y 14 afios de grado octavo.

Las conclusiones que present6 se refieren a la transicion de la aritmética al algebra.
Por ejemplo, el conjunto de obstaculos que interfieren en los procesos cognitivos de los
estudiantes. Estos obstaculos, puntualizd, impiden que los discentes puedan segregar el
manejo aritmético de situaciones en aquellas de caracter algebraico.

En este orden de trabajos donde el origen de la problematica ha sido mediante la
observacién y la experiencia docente esta el trabajo realizado por Garcia-Mendivil, Diaz-
Gomez y Vargas (2016), el cual fue de caracter empirico, puesto que mencionaron, que han
comprobado que muchos de los discentes de nivel secundaria y bachillerato tienen
dificultades con las ecuaciones lineales. Ademas, puntualizaron la importancia de que el
estudiante domine las ecuaciones lineales porque “formaran parte imprescindible de otros
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contenidos matematicos a lo largo de su formacion académica” (Garcia-Mendivil, Diaz-
Gomez y Vargas, 2016, p. 57).

El objetivo de la investigacion, previamente mencionada, consistio en “propiciar la
comprension del concepto de ecuacion lineal con una incognita y de ecuacion lineal con
dos variables en estudiantes de primer grado de secundaria, mediante el uso de
manipulables, en este caso la balanza concreta” (Garcia-Mendivil, Diaz-Gomez y Vargas,
2016, p. 57).

La pertinencia del estudio radico en que el &lgebra es el area de las matematicas que
mas se ensefia en la escuela y que existen pocos modelos que aporten significado a los
simbolos algebraicos, lo cual, produce que el algebra se vea limitada a solo la manipulacion
de expresiones por medio de reglas preestablecidas.

La metodologia que aplicaron fue estudio de casos. Analizaron cinco casos
conformados por binas de estudiantes de primer grado de secundaria. La aplicacion de sus
actividades comprendié cinco sesiones de tres horas cada una. La informacion que
recabaron fue por medio de hojas de trabajo y videograbaciones.

Para el desarrollo de las sesiones, implementaron material concreto,
particularmente, la balanza. El disefio de este material les permitié que los estudiantes
pudieran manipular objetos, directamente, al interactuar con los elementos que lo
conformaban. Asimismo, por las caracteristicas del material, lo limitan exclusivamente a
soluciones positivas y Unicas.

La conexién que le conceden a la balanza con los elementos de la ecuacién la
explican de la siguiente manera:

Una ecuacion se representa mediante una balanza en equilibrio: en los platillos del
lado izquierdo de la balanza se representa el primer miembro y en los platillos del
lado derecho de la balanza se representa el segundo miembro. Los términos
independientes de una ecuacion se representan mediante canicas depositadas en
recipientes descubiertos, los términos independientes seran ndmeros enteros. Los
términos con incognita se representan mediante recipientes cubiertos, que
representaran las cantidades a descubrir (incégnita). (Garcia-Mendivil, Diaz-Gémez
y Vargas, 2016, p. 58)

Las conclusiones que establecieron residen en que el material que utilizaron logro
su objetivo, pues contemplan que fue determinante en el aprendizaje de la nocion de
ecuacion lineal con una y dos variables. Asimismo, la combinacion de actividades escritas
con material concreto promovio habilidades de exploracion, reflexion, y analisis en los
estudiantes.

Con respecto a la investigacion llevada a cabo por Navia (2019) sefialo que existen
varios factores que influyen en el rendimiento en matematicas por parte de los discentes.
De esta manera, indicd que, resulta imperante el disefio de nuevas metodologias de
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ensefianza para la mejora del aprendizaje a través de la adaptacion de nuevos
conocimientos.

De este modo, planted que las ecuaciones lineales de una variable representan un
tema fundamental de las matematicas donde la aplicacion de éstas faculta la resolucion de
problemas relacionados con la misma ciencia en cuestion, asi como de otras relacionadas a
la misma. Pues, gracias a que permite traducir del lenguaje verbal al algebraico facilita los
procesos y operaciones implicados en el mecanismo de solucién a los planteamientos
propuestos.

El objetivo residio en “identificar, organizar y analizar las dificultades que se
presentaron respecto a la transformacion de un lenguaje a otro y sus interpretaciones, las
cuales son argumentadas en base a la actividad de conversion propuesta por Duval” (Navia,
2019, p. 40).

La justificacion de su investigacion correspondio a las ecuaciones lineales por ser
uno de los temas con mayor interés entre la comunidad de Matematicos Educativos donde
su principal enfoque es:

Establecer o proponer distintas estrategias 0 metodologias para contrarrestar la
resistencia de algunos estudiantes frente al trabajo con ecuaciones, sobre todo
aquello que les causa dificultad en la comprension, aplicacion y solucién de un
problema matematico o de cualquier otra ciencia. (Navia, 2019, p. 40)

La perspectiva metodoldgica de su estudio fue de tipo cualitativo con enfoque
interpretativo. Los datos le fueron proporcionados a través de cuestionarios, fotografias,
videos, observacion y participacion en clase. Las actividades que llevd a cabo fueron
mediante una unidad didactica con el desarrollo de tres momentos: ubicacion, desubicacion
y reenfoque. La muestra la conformd con 10 estudiantes entre 14 y 15 afios. Cabe
mencionar que el referente tedrico que utiliz6 es la teoria de Representaciones Semiéticas
de Duval.

La actividad que presentd consiste en el uso del juego “parqués”. Este juego se
compone por seis dados donde dos son de color rosa. Las caras de un dado son el signo
igual y en el otro los signos de suma y resta. El resto de los cubos son blancos donde uno
tiene en las caras los nimeros del 0 al 5, en otro del 6 al 11, en otro mas del 12 al 17 y en el
ualtimo las variables x, y, z, m,ny r.

La dinamica del juego es la siguiente:

Para jugar con el parqués de ecuaciones se organizaron grupos de 4 estudiantes.
Luego, cada jugador lanzé segun su turno los dados de color rosado con los cuales
tenia que plantear una Ecuacion Lineal Con Una Variable (E.L.C.U.V.), la cual
debid resolver utilizando los dados de color blanco y el puntaje obtenido fue el valor
que recorrié con una de las fichas del color asignado en su puesto. El estudiante que
primero lograra sacar las cuatro fichas debia encargarse de orientar y apoyar a los
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demés comparieros del grupo sobre el uso de los dados para resolver las ecuaciones
para obtener al final también una nota cuantitativa grupal de la clase. Luego se
evaluaron los avances cognitivos y procedimentales que cada uno de los integrantes
mostré en el proceso. (Navia, 2019, p. 45)

Los resultados que obtuvo aluden a que los estudiantes hacen un tratamiento en el
tipo de registro gréafico y, ademas, hacen la conversion del registro verbal al registro
gréfico. Y tambien, del lenguaje verbal al algebraico. Lo cual, menciond, cumple con al
menos dos tipos de registros para llevar a cabo las tres funciones cognitivas necesarias para
la aprehensién de un concepto matematico: formacion, tratamiento y conversion.

1.2.3. El signo igual en correlacién con la resolucion de ecuaciones lineales de una
variable

En esta seccion se presentan los estudios que analizan dos componentes esenciales: la
comprension del signo igual y la resolucion de ecuaciones lineales, para determinar si existe
una correlacion directa entre ambos, es decir, si la comprension del signo incide en la
resolucion de ecuaciones ya sea de manera favorable o es contraproducente.

De acuerdo con Knuth, Stephens, McNeil & Alibali (2006), en diversos estudios
(Ladson-Billings, 1998; Moses & Cobb, 2001; National Research Council [NRC], 1998,
citado en Knuth et al., 2006) la creciente preocupacion respecto a la restringida preparacion
de los alumnos en los temas de algebra y el reconocimiento de esta rama de las matematicas
como factor selectivo en las oportunidades educativas o laborales.

Ademas, la problemética de su estudio incurrio en el nivel primaria con las
operaciones aritméticas que involucran el signo igual. Estas las consideraron sencillas de
realizar porque mencionaron que, en ese nivel se promueve, regularmente, el sentido
operacional. Sin embargo, sefialaron que dicho sentido no es muy util cuando se requiere
resolver ecuaciones con mayor complejidad en grados posteriores. De esta manera,
puntualizaron, las dificultades que presentan los estudiantes se pueden atribuir a inadecuadas
comprensiones del signo cuando trabajan con expresiones y ecuaciones simbolicas (Knuth et
al., 2006).

Asi, Knuth et al. (2006) se plantearon como objetivo: “we report results from a study
that examined middle school students’ understanding of the equal sign and its relation to
their performance solving algebraic equations” (p. 298). Esto quiere decir que el estudio
reportado examino la comprension de discentes con respecto al signo igual con relacién al
desempefio en el momento de resolver ecuaciones lineales.

La pertinencia de su investigacion residio en:

The ubiquitous presence of the equal sign at all levels of mathematics highlights its
importance. The concept of equality and its symbolic instantiation are traditionally
introduced during students’ early elementary school education, with little
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instructional time explicitly spent on the concept in the later grades. (Knuth et al.,
2006, p. 298)

Esto es, la importancia de conocer acerca de la comprension del signo en los
estudiantes radica por la presencia que tiene en todos los niveles de educacién. Pues, se
introduce desde primaria con el concepto de igualdad y su representacion simbdlica y en los
grados escolares siguientes no hay una previa instruccion explicita de su significado.

Los participantes de su investigacion fueron 177 estudiantes de bachillerato (47 de
sexto grado, 72 de séptimo grado, 58 de octavo grado). Los datos son las respuestas de los
estudiantes de los items (Desarrollados por los autores y retomados de otros estudios) de una
prueba escrita. Disefiaron dos pruebas donde el cambio verso en los datos y la presentacion
de los problemas (simbolica y verbal). El andlisis de los resultados lo realizaron enfocandose
en tres items de la prueba aplicada.

Los resultados que exhibieron es que la mayoria de los estudiantes de sexto y octavo
grado muestran un sentido operacional, en cambio, en el pensamiento relacional representan
la minoria de los mismos discentes de estos grados. Los alumnos de séptimo grado
mostraron mayormente conceptos relacionales que operacionales.

Knuth et al. (2006) concluyeron que los estudiantes que comprenden el signo igual
como un simbolo de equivalencia tienen méas éxito para resolver ecuaciones algebraicas que
aquellos que no lo comprenden de esa manera. En consecuencia, consideraron que es
necesario poner mayor atencién en la comprension del signo igual en las matematicas que se
estudian en secundaria.

Otra investigacion es la de Fyfe, Matthews & Amsel (2017) en la cual puntualizaron
que, en la literatura, a través de los afios, han reportado las falencias de estudiantes de
primaria y secundaria con respecto a como visualizan el signo igual pues lo comprenden
como una indicacion para hacer algo. Asimismo, mencionaron que la investigacion de dicho
signo es importante porque es un concepto fundamental en el algebra.

De tal manera expresaron como objetivo interpretar cbmo el conocimiento de los
estudiantes universitarios influye en el éxito de su desempefio con la resolucion de
problemas algebraicos. Dicho desde sus palabras “We examined college students’ knowledge
of the equal sign and its relation to their performance on key algebraic problems” (Fyfe,
Matthews & Amsel, 2017, p. 281).

El argumento para llevar a cabo su trabajo incidié en que algunas investigaciones
sugieren que en el nivel universitario aun persiste el sentido operativo del signo igual.
Ademas, que existen pocos estudios que analizan si el signo igual es un factor que determina
la eficacia en la resolucidn de ecuaciones lineal y, sobretodo, en dicho nivel mencionado.

El enfoque de su investigacion fue de corte cualitativo. La informacion recopilada la
dividieron en tres vertientes: Definicion del signo igual, resolucion de ecuaciones
algebraicas y expresidn-interpretacion algebraica. El instrumento de recoleccion que
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aplicaron fue un cuestionario con diferentes items de acuerdo con cada categoria. Los
participantes fueron 189 estudiantes universitarios con promedio de edad de 26 afos.

Los resultados con respecto a la definicion del signo igual sefialaron, que el 65%
tiene una comprension relacional, el 17% operativos y el 18% muestran otros significados
distintos a los dos anteriores. Ahora bien, en cuanto con la resolucion de ecuaciones
algebraicas, indicaron que aquellos estudiantes que proporcionaron una definicion operativa
tuvieron menores puntajes en comparacion con otros estudiantes. Y, a lo que corresponde a
la expresion-interpretacion algebraica, aludieron, que el 65% de los alumnos interpretaron
las variables de manera correcta.

Finalmente, concluyeron que el conocimiento del signo igual importa porque los
estudiantes que suministraron un sentido operativo tienen menos probabilidades de resolver
ecuaciones algebraicas e interpretar una expresion algebraica de manera correcta que
aquellos discentes quienes presentaron una comprension relacional.

Por otra parte, expresaron que las ecuaciones lineales de una variable tienen un
interés notable en temas algebraicos y que son el fundamento para edificar varios conceptos
matematicos en el transcurso de la Educacion Secundaria. Realzaron que la mayoria de los
estudios con relacion al tema son de caracter descriptivo donde llevan a cabo una
observacion empirica de los errores y los organizan en diferentes categorias.

Retomando lo antes mencionado, Peérez, Diego, Polo & Gonzéalez (2019)
distinguieron pertinente complementar, mediante la investigacion con fundamentos tedricos,
una clasificacion descriptiva, la mas exhaustiva posible, de los errores relacionados con la
resolucion de ecuaciones lineales para de esta manera conocer las causas de los errores
identificados que cometen los estudiantes.

En vista de lo anterior, el objetivo que formularon fue “Completar y refinar la
primera clasificacion descriptiva de errores identificada en la literatura” (Pérez et al., 2019,
p-90) y “Atribuir causas a estos errores, utilizando el referente de Socas (1997), a partir de la
indagacion en los conocimientos de los estudiantes” (Pérez et al., 2019, p. 90).

Las caracteristicas metodoldgicas de su estudio fueron de tipo mixto realizada en dos
fases. En la primera, utilizaron un cuestionario para identificar los errores que cometen los
estudiantes. En la segunda, llevaron a cabo entrevistas cognitivas para profundizar sobre las
causas de los errores. Su muestra fue de 266 estudiantes de cuatro grados diferentes. Las
edades se distribuian de la siguiente manera: “64 de 13 afios, 67 de 14 afios, 70 de 15 afios y
65 de 16 afios” (Pérez et al., 2019, p. 90). Cabe mencionar, aludieron, que el propdsito de
que fueran de diferentes grados fue porque este rango de edades comprende cuando se inicia
y culmina el estudio de las ecuaciones lineales.

En los resultados reportaron dos categorias principales: “errores relacionados con
operaciones aritméticas y errores algebraicos propios de las ecuaciones” (Pérez et al., 2019,
p. 92). Ademas, mostraron dos tipos de errores procedimentales que tienen relacion con el
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signo igual, los cuales son: Error de igualdad entre los miembros y error en las “reglas del
pasa”. Este Ultimo, en palabras de los autores significa “lo que esta sumando pasa restando y
lo que estda multiplicando pasa dividiendo” (Pérez et al., 2019, p. 89), es decir, se refiere a la
transposicion de términos o bien la aplicacion de la propiedad de la existencia del inverso
aditivo y multiplicativo.

Relacionado con el error de igualdad entre los miembros de la ecuacion, presentaron,
que ocurre en mayor medida con alumnos de 15 afios (12.9%), mientras que en el resto fue
del 7%. Este se evidencid, por ejemplo, en sentencias del tipo —ax = b, donde mencionaron
“Consistio en una aplicacion erronea del método de la balanza, al realizar la operacion en
uno solo de los miembros de la igualdad” (Pérez et al., 2019, p. 97).

Para el error en las “reglas del pasa”, exhibieron la distribucion siguiente: “29.7%
entre los estudiantes de 13 afios, con un 23.9% entre los de 14, con un 42.9% entre los de 15
y con un 21.5% entre los de 16” (Pérez et al., 2019, p.97). El error se manifestd cuando los
discentes realizaron de manera equivocada la transposicion de términos, es decir, “trasponen
los términos al segundo miembro de la igualdad realizando la misma operacién que habia en
el primer miembro” (Pérez et al., 2019, p. 98). La causa de este error, indicaron, se debe a
“una aplicacion inapropiada de reglas de procedimiento asociada a una ausencia de sentido”
(Pérez et al., 2019, p. 98).

1.2.4. Conclusién de la revision de antecedentes

Desde la revision de antecedentes descritos en el apartado anterior, es posible contemplar el
marco comun que siguen las investigaciones con respecto al objeto de estudio, que, en este
caso, se refiere al sentido bidireccional del signo igual de ecuaciones lineales de una
variable. De la misma manera, resulta viable distinguir los aspectos que hacen falta indagar.

Luego del anélisis de la literatura recabada, se percibe que existen pocos estudios
sobre este tema llevados a cabo en el contexto mexicano. Algunos de los trabajos fueron
realizados en Colombia (Chica y Soto, 2015; Erazo, 2011; Garcia-Fajardo, 2014; Medellin,
2014), otros mas en Esparfia (Molina, 2006; Pérez et al., 2019; Ramirez, 2010) y en Estados
Unidos de América (Fyfe, Matthews y Amsel, 2017; Knuth et al., 2006). Asi, los resultados
que evidencian sirven como sustento teérico, pero no son especializados en el ambito
nacional.

Otro aspecto, es el enfasis que existe con el tema de ecuaciones lineales de una
variable en el nivel escolar de la poblacion de estudio. Investigaciones como las de
Chavarria-Arroyo (2014), Medellin (2014), Garcia-Mendivil, Diaz-Gomez y Vargas (2016),
Garcia-Fajardo (2014), Navia (2019), Pérez et al., (2019) y Erazo (2011) centran sus
esfuerzos en estudiantes entre 12 y 15 afios que comprende el nivel Secundaria. Ahora bien,
en lo que corresponde al signo igual se encaminan en individuos o materiales didacticos de
Primaria (Chica y Soto, 2015; Corona y Diaz-Menchaca, 2018; Ramirez, 2010; Molina,
2006). Y, respecto a los que se enfocan en el Nivel Medio Superior (Maffey, 2006; Megjia,
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2012; Knuth et al., 2006), realizan un analisis descriptivo sobre el desempefio de los
discentes cuando resuelven ecuaciones lineales de una variable para aportar fundamentos
para futuras propuestas.

En este sentido, en la literatura se detectan propuestas didacticas en secundaria
debido a la transicion abrupta de la aritmética al algebra y en el siguiente nivel educativo los
trabajos se enfocan en el analisis del desempefio de los estudiantes donde se evidencia que
presentan dificultades en el estudio del tema, tales como: arraigada vision operacional, débil
comprensidn relacional y dificultad para asociar diferentes significados al signo igual, sin
embargo, no se vislumbran disefios para solventar esas problematicas.

Por otra parte, una caracteristica que se percibe de las propuestas sobre el aprendizaje
de ecuaciones lineales de una variable es que no han contemplado la comprension del signo
igual como factor que vertebre los disefios didacticos. Hasta al momento, desde la revision
de los trabajos, éstas se realizan desde la comprension del concepto de ecuacion por medio
de diferentes representaciones semidticas (Erazo, 2011; Garcia-Mendivil, Diaz-Gomez y
Vargas, 2016; Garcia-Fajardo, 2014; Navia, 2019).

A su vez, un distintivo que se puede identificar, de acuerdo con los resultados de las
investigaciones y en los diferentes grados escolares donde se han recopilado datos, es que en
Primaria los contextos en los que se expone el signo igual promueven un sentido operacional
del mismo, por lo que, en el siguiente nivel, poseen esta comprension y es cuando se
presentan las dificultades en la transicion de la aritmética al algebra, peculiarmente, en la
resolucion de ecuaciones. De tal manera que acarrean estos obstaculos didacticos hasta la
etapa universitaria pasando por el nivel Medio Superior, los cuales, son los grados donde
hay menos propuestas didacticas.

En este aspecto, parece que la comprension del signo igual se complejiza de manera
en la que se avanza en los grados escolares. Dado que en Primaria el uso de este signo es de
manera operacional y posteriormente en los siguientes niveles aparecen otros usos de forma
repentina en donde, tanto los profesores como los planes de estudio, suponen que sucedera la
comprension adecuada. Por tanto, se intuye que todo el sistema educativo esta obviando
coémo es el proceso de comprension de este signo.

Por tanto, en el marco del vacio en la literatura consultada, y de acuerdo con lo que
sefialan Fyfe, Matthews & Amsel (2017), es necesario centrar la investigacion en la
relevancia del signo igual en los grados precedentes al Universitario, por ejemplo, en el
Medio Superior para tratar de responder a las preguntas ¢como intervenir?, ;qué ideas
funcionan?, ;como afecta el sentido operativo en la resolucion de ecuaciones?, ;cOmo se
visualiza su aprendizaje en la resolucion? y ¢qué debe contener un disefio didactico? Asi,
desde esta revision se origina este trabajo.
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1.3. Planteamiento del problema de investigacion

1.3.1. Problematica

Las matematicas estan escritas con signos para evocar conceptos abstractos y facilitar la
manipulacion de la teoria con el proposito de generalizar un lenguaje a escala universal
donde cada simbolo tiene la misma representacion en cualquier civilizacion. Sin embargo,
existen algunos simbolos que su uso se ha diversificado y resulta complejo definirlos, por
ejemplo, el signo igual, ya que al momento de comprender su utilizacion puede ocasionar
interpretaciones ambiguas en cada individuo.

Es asi como el signo igual es uno de los primeros simbolos matematicos que el
alumno conoce, en el que, sin explicacion previa, aparece en las operaciones basicas, en
especifico, suma, resta y multiplicacion. Por lo tanto, su uso y comprension se desarrolla de
manera empirica a través de ejemplos donde se observa que “construimos y reconstruimos
los significados de manera idiosincrasica cada vez que aprendemos o manejamos ideas”

(Arcavi, 2006, p. 29).

En definitiva, la comprension del signo igual es uno de los principales cambios en la
transicion de la aritmética al algebra y, al mismo tiempo, es un elemento que las relaciona
estrechamente. Cuando los estudiantes se enfrentan a este cambio, surgen los errores en el
aprendizaje por obstaculos didacticos creados anteriormente.

Esta transicion abrupta entre ambas ramas de las matematicas es uno de los
principales elementos del fracaso escolar en el algebra, que representa uno de los problemas
reportados y estudiados en la matematica educativa, ademas de la poca atencién en la
generalizacién y razonamiento y la ausencia de respuestas a las cuestiones de para qué y
para quién es de utilidad el algebra (Kindt, 1980, citado en Castro y Molina, 2007).

Considerando lo anterior, la problematica reside, precisamente, en que no hay una
forma concreta de coémo comprender este signo, inclusive, se comienza a utilizar en la
aritmética sin antes saber qué representa, por lo que, de acuerdo con su uso, se va
construyendo su concepto conforme se va mostrando en la trayectoria escolar. Es asi que, en
Primaria el signo igual esta presente en las operaciones basicas pero el papel que desempefia
es secundario, es decir, lo importante en ese contexto es determinar correctamente el
resultado de esa operacion y este signo se emplea para distinguir la respuesta del resto de la
sentencia numeérica establecida.

Ahora bien, en el algebra este signo dirige como se debe proceder para calcular el
valor de una incognita de una ecuacion, por tanto, todo el proceso se focaliza en el signo, lo
que significa que debe interpretarse de manera distinta a como se hacia anteriormente y esto
implica una reconceptualizacion en la que muchos discentes presentan dificultades.

Pagina | 25



1.3.2. Problema

Luego de la revision de la literatura, se perciben pocos disefios orientados a promover en los
estudiantes la eficacia en la resolucion de ecuaciones lineales de una variable enfocados en
el Nivel Medio Superior. La mayoria se centran en alumnos de Secundaria. Sin embargo,
otros trabajos han analizado el desempefio de los discentes de otros niveles y reportan que
también presentan deficiencias tanto en Bachillerato como en Universidad (Medellin, 2014,
Maffey, 2016 y Fyfe, Matthews & Amsel, 2017).

Ademas, se ha evidenciado que las concepciones que se tengan del signo igual en los
diferentes contextos matematicos determinardn el aprendizaje del &lgebra formal. En
concreto, para la resolucion de ecuaciones lineales de una variable, estudios como Fyfe,
Matthews & Amsel (2017) y Knuth et al. (2006) han reportado que los alumnos que tienen
una comprension relacional de dicho signo tienen mayores probabilidades de resolver
correctamente ecuaciones lineales que quienes solo lo comprenden de manera operacional,
sin embargo, este aspecto no se ha utilizado para guiar propuestas didacticas.

Finalmente, el problema consiste en que las propuestas se enfocan en promover la
comprension de ecuacién lineal desde el algebra y no contemplan la utilizacion del signo
igual, visto desde la aritmética, como el factor clave en dicha comprension para asi
establecer relaciones entre ambas ramas de la matematica, por tanto, escasean los disefios
didacticos orientados con esta idea.

1.3.3. Pregunta

Respecto a la situacion que se ha planteado, es conveniente enfatizar en la importancia del
signo igual en la resolucion de ecuaciones lineales, es por ello que es de interés investigar
sobre:

¢Cual es la repercusion que tiene en el aprendizaje incorporar el sentido bidireccional
del signo igual en una situacion didactica para la resolucion de ecuaciones lineales de una
variable en estudiantes de Nivel Medio Superior?

1.3.4. Objetivos
1.3.4.1. Objetivo general
Luego de establecer la pregunta de investigacion, se plantea el siguiente objetivo general:

OG. Proponer una situacion didactica disefiada desde el sentido bidireccional del
signo igual para el aprendizaje de la resolucion de ecuaciones lineales de una variable con
estudiantes de segundo semestre de bachillerato en un escenario virtual.

1.3.4.2. Objetivos especificos

Con el propoésito de cumplir el objetivo general a continuacion se define los siguientes
objetivos especificos:

OEL1. Distinguir aspectos que coadyuven a la construccién de una situacion didactica
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mediante un andlisis preliminar utilizando el signo igual como punto de referencia.

OE2. Disefiar una situacion didactica donde vertebre el sentido bidireccional del
signo igual en sentencias aritméticas y algebraicas.

OE3. Implementar la situacion didactica en un escenario virtual de ensefianza con
alumnos de segundo semestre de bachillerato.

OEA4. Describir los momentos de la aplicacion y reconocer elementos satisfactorios
en términos de las respuestas de los estudiantes de bachillerato.

1.3.5. Justificacién

En sintonia con la presente investigacion, varios estudios (Knuth et al., 2006; Fyfe,
Matthews & Amsel, 2017; Pérez et al., 2019) indican que la comprension del signo igual
importa en la efectividad de resolucion de ecuaciones lineales de una variable, es decir,
aquellos estudiantes que lo observan como una relacion de equivalencia tiene mayores
probabilidades de resolver exitosamente las ecuaciones que quienes solo lo visualizan de
manera operacional, por lo que se ha tomado la decision de construir una situacion didactica
considerando este precedente tedrico.

Con relacion a lo antes mencionado, se describe la pertinencia de la investigacion
con respecto a los siguientes aspectos:

e Social: La finalidad de aportar a disminuir la desercion escolar en el Nivel Medio
Superior a causa del estudio del algebra y para sustentar las bases del aprendizaje
de conceptos matematicos complejos. Lo cual tiene relacion con el propésito puro
(Ciencia Basica) de la Educaciéon Matematica, al que Schoenfeld (2000) alude
como “Comprender la naturaleza del pensamiento matematico, la ensefianza y el
aprendizaje” (p. 2).

e Contenido: Por reducir las dificultades que presentan los estudiantes cuando
estudian el tema de ecuaciones lineales de una variable y la trascendencia que
tiene la comprension de dicho contenido con los temas consecutivos. Vinculado al
proposito aplicado que alude Schoenfeld (2000), el cual, reside en “usar esa
comprension para mejorar la instruccion matematica” (p. 2).

e Didactica: Contribuir al conjunto de estrategias de ensefianza y aprendizaje para
abordar el estudio del tema ya descrito desde una perspectiva diferente.
Asimismo, como herramienta alternativa para los docentes cuando deban impartir
tal contenido. Los profesores deben de conducir la ensefianza y el aprendizaje
mediante el disefio de estrategias que “propicien el aprendizaje mediante la
actividad intelectual de orden superior en el estudiante” (Nieto, Viramontes y
Lopez-Hernandez, 2009, p. 18).

Con la elaboracion de este trabajo, se pretende aportar al conjunto de propuestas
didacticas en el Nivel Medio Superior y beneficiar a los estudiantes para solventar las
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dificultades que tienen cuando estudian el tema de ecuaciones lineales de una variable.
También, otro grupo que podra beneficiarse con esta investigacion es el de los docentes
debido a que se les proporciona una opcién mas para abordar dicho tema desde otra
perspectiva fundamentada en la teoria.

En resumen, la motivacion que origind el desarrollo de este trabajo fueron los
resultados obtenidos en la tesis de licenciatura y la manera en la que puede influir en
alumnos del nivel medio superior. También, los antecedentes abordan lineas de andlisis en
dificultades asociadas con igualdades aritméticas y algebraicas desde el nivel primaria hasta
bachillerato, sin embargo, la mayoria de las propuestas solo se orientan en estudiantes de
secundaria, lo cual, permite investigar mas acerca de otros niveles educativos.

Ademas, el signo igual es un simbolo utilizado de manera arbitraria en diferentes
temas matematicos que diversifica la cantidad de usos y significados que se le otorga, lo
cual, incrementa su complejidad de comprension. Por tanto, se contempla que mediante una
propuesta didactica que se enfoque en la bidireccionalidad de este signo permitira que el
estudiante integre sus funcionalidades tanto de la aritmética como del algebra.
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CAPITULO Il. FUNDAMENTO TEORICO

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos que orientan el analisis y
comprension del trabajo. La teoria que se describe es la de Situaciones Didacticas de
Brousseau. Asimismo, se detalla el concepto mismo de ésta y algunos términos relevantes
como situacion didactica, situacion a-didactica y los tipos de situaciones. También, la
clasificacion de significados asociados al signo igual y el fundamento matematico acerca de
las ecuaciones lineales de una variable y las propiedades de la igualdad.

2.1. Teoria de Situaciones Didacticas

El objetivo inicial de investigadores de la Didactica de las Matematicas fue constituirla en
una disciplina cientifica. En este proceso se han constituido grupos de trabajo en diferentes
partes del mundo, por ejemplo, en Francia. Es de relieve mencionar que Didactique des
Mathématiques ha sido impulsado por diferentes Matematicos Educativos en el que sus
aportes han sido reconocidos internacionalmente para consolidar la escuela francesa (Ruiz,
Chavarria y Alpizar, 2006).

En este sentido, los fundadores de la escuela francesa han desarrollado nociones,
términos, conceptos y métodos consolidados en teorias, como la Transposicion Didéactica,
Ingenieria Didactica y la Teoria de Situaciones Didacticas. Esta Gltima, formulada por Guy
Brousseau donde “la idea es definir conocimiento matematico mediante una situacion que se
llama fundamental” (Ruiz, Chavarria y Alpizar, 2006, parr. 15).

La Teoria de Situaciones Didacticas es un cuerpo de conceptos articulados entre si de
la Matematica Educativa que explicita como debe ser el estudio de las matematicas escolares
en los discentes y orienta el proceso de ensefianza para ofrecer estrategias a los docentes en
su préactica. Segun Chavarria (2006) esta teoria se compone de:

Tres elementos fundamentales: estudiante, profesor y el medio didactico. En esta
terna, el profesor es quien facilita el medio en el cual el estudiante construye su
conocimiento. Asi, Situacion Didactica se refiere al conjunto de interrelaciones entre
tres sujetos: profesor-estudiante-medio didactico. (parr. 6)

De acuerdo con Nieto, Viramontes y Lopez-Hernandez (2009) tal teoria reside en
que:

El estudiante aprende matematicas mediante la conduccion de actividades disefiadas
en un medio en el que se propone resolver una situacion problematica para la que de
inicio se tiene una estrategia base de solucion que generalmente falla y de preferencia
se pretende que el mismo medio comunique al estudiante que es necesario cambiarla
lo que genera en él una nueva estrategia que lo adapta al medio. (p. 18)

Asi, el creador de esta teoria, Brousseau (1986) la conceptualiza como:

El alumno aprende, adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, de
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dificultades, de desequilibrios, un poco como lo ha hecho la sociedad humana. Este
saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son
la prueba del aprendizaje. (p. 14)

Entonces, el medio consiste en las transformaciones que realiza el docente respecto
al saber cientifico para convertirlo en un saber ensefiado. Lo disefia de cierta manera que
aisla las variables que entorpecen la construccién del aprendizaje deseado. Por tanto,
representa el espacio donde se desarrollan los elementos, seleccionados por el docente, que
interactian con el alumno para ocasionar una apropiacion y motivacion a adaptarse a la
situacion. Es asi, que incentiva el trabajo individual como el de equipo y los orienta, por si
mismo, a distinguir la respuesta al problema.

Una situacion que puede ejemplificar, de manera concreta, a lo que se refiere cuando
se habla del medio didactico es la que indica Nieto, Viramontes y Lopez-Hernandez (2009).
El problema fue construido para el tema de proporcionalidad y consiste en que los
estudiantes reunidos en equipos de seis integrantes deben de replicar un rompecabezas de
seis piezas que les fue proporcionado con la condicién de que un lado de una pieza del
nuevo rompecabezas mida 7 cm en comparacion con su pieza homdloga del original que
mide 4 cm considerando que debe mantenerse la forma en el rompecabezas completo.

En este medio didactico hay varios puntos a destacar:

El primero, reside en que el saber cientifico es la proporcionalidad y el docente lo
transforma en un saber ensefiado mediante réplicas a escala con un juego conocido por los
estudiantes.

El segundo, es que las variables que el docente aisla tienen la finalidad de que los
discentes no deben de preocuparse por armar el rompecabezas sino en buscar estrategias
para realizar la nueva construccion que es el objetivo de la situacion.

El tercero, consiste en que cada alumno debe disefiar una pieza del rompecabezas,
por tanto, los elementos que el docente selecciond estadn en constante interaccion con el
equipo para que se interesen y se motiven a dar solucion al problema.

Y finalmente, el trabajo se realiza de manera individual y en equipo. Después de
debatir sobre la mejor estrategia que consideran que puede llegar a funcionar, la ponen a
prueba llevandola a la practica y es el propio medio que los orienta a distinguir la respuesta
al problema. Esto sucede cuando unen todas las piezas cumpliendo con las condiciones que
fueron establecidas en la situacion.

De tal manera, retomando aspectos relevantes de cada interpretacion, asi como la
conceptualizacion del autor de la teoria; la Teoria de Situaciones Didacticas es la conexion
entre los protagonistas de la clase: profesor, alumno y saber, también conocido como
triangulo didactico (Figura 1), a través de un medio que disefia el docente donde le
proporciona, al estudiante, las herramientas adecuadas para su desarrollo. Ademas, el medio
debe ser desafiante para el alumno, el cual, debe crear e implementar estrategias que le
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ayuden a resolver la problemaética.

Figural
Representacion del triangulo didactico

Medio
Saber

Alumno Profesor

Por otra parte, diversos psicélogos han mostrado que las personas tienden de manera
natural a la adaptacidn, tales como: “Skinner (papel de los estimulos), como Piaget (papel de
las experiencias personales en el desarrollo espontaneo de los esquemas fundamentales), o
Vigotski [sic] (papel del medio sociocultural)” (Brousseau, 2000. p. 7). Por tanto, la TSD, se
fundamenta en la adaptacion de los individuos a un medio, de tal manera, que, durante el
proceso, el resultado obtenido es el aprendizaje.

Para ejemplificar la adaptacion de un individuo a un medio se retoma la situacion
propuesta por Douady (1995), la cual, se describe a continuacion:

En el tema de factorizacién y desarrollo de expresiones algebraicas habitualmente se
ensefia desde la simbologia, es decir, operar una serie de expresiones algebraicas mediante
un conjunto de reglas a aplicar. En este sentido, no se promueve la construccién del
significado de las nociones matematicas en los estudiantes, la cual, es muy necesaria para los
discentes cuando se enfrenten a problemas relacionados con este tema. Es asi, que, el
modelaje algebraico promueve el desarrollo de los componentes semantico (conceptual) y
sintactico (operativo).

De tal manera que, los aspectos mencionados se unen para la creacion del medio para
alumnos que recién han terminado la educacion secundaria e ingresan al primer semestre de
Educacién Media Superior. A continuacion, se presenta la situacion de Douady (1995):

En un plano formado por dos ejes graduados, ortogonales, A. Interesan los puntos del
plano cuyas coordenadas (x, y) estan definidas por la relacién: y = (x + 3) (8 - g)

Se denomina E al conjunto formado por estos puntos:
Proponer 5 pares de coordenadas correspondientes a puntos de E, y 5 pares de
coordenadas correspondientes a puntos que no pertenezcan a E.
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Representar graficamente la mayor cantidad posible de puntos de E.

[sic] Hay puntos de E sobre el eje de las abscisas? ¢Y sobre el eje de las ordenadas?
Si es asi, dar las coordenadas de esos puntos. Si no, decir por que.

¢Hay puntos de E que tengan la misma abscisa? ¢Y otros que tengan la misma
ordenada? Si si, dar ejemplos; si no, decir por qué.

B. Interesa ahora el conjunto de puntos del plano cuyas coordenadas (x,y) estén
definidas por la relacion: y = x? — 9. Se denomina F al conjunto formado por estos
puntos (Responder a las mismas preguntas que se formularon al punto A).

C. ¢Hay puntos comunes entre E y F? Si si, dar las posibles coordenadas de estos
puntos. (pp. 81-82)

Las caracteristicas del medio que disefia el docente se convierten en condiciones
esenciales para provocar el entusiasmo y aprendizaje que se desea lograr en los alumnos.
Enseguida se aluden algunas condiciones:

1) “Con la ayuda de sus conocimientos anteriores, el estudiante no puede comprender
el enunciado” (Douady, 1995, p. 90). Es decir, que el alumno no comprende completamente
el problema, sin embargo, puede extraer algunas ideas que le sirvan para comenzar a
trabajarlas e iniciar con el proceso de solucion. En la propuesta de Douady pudiera ser que el
estudiante trazara los ejes ortogonales y los graduara, ubicar las coordenadas de los puntos,
leer las coordenadas de tales puntos y sustituir algunos valores numéricos en la funcién, al
menos con nimeros enteros, por mencionar algunos.

2) “Con sus conocimientos, no puede solucionar completamente el problema”
(Douady, 1995, pp. 90-91). Lo cual se refiere a que el problema no solicita la aplicacion
inmediata de procedimientos o algoritmos ampliamente conocidos. Es decir, en el ejemplo la

funcion y = (x + 3) (8 - ’Z—C) esta escrita como el producto de dos factores para facilitar la

blasqueda de los valores de x de tal forma que y = 0, sin embargo, presentar de esta manera
la funcion no es algo coman para los discentes por lo que algunos procederan a desarrollar el
producto de los factores y como ain no saben como resolver los trinomios de segundo grado
tendran dificultades en calcular los valores de x que cumplan con la condicion.

3) “Los objetos de ensefianza, aquello que el profesor quiere que los estudiantes
aprendan y retengan, son herramientas adaptadas a la resolucion de un problema” (Douady,
1995, p. 91). Para el caso del problema mencionado, la factorizacion es la herramienta para
la funcion y = x2 — 9 y también la propiedad, para que un producto sea nulo o cero es
suficiente con que uno de los factores sea cero.

4) “El problema se expresa en al menos dos cuadros” (Douady, 1995, p. 91). Asi, de
esta manera, cada cuadro aporta informacion relevante que se puede complementar para
proceder con la resolucion de la situacion. Para este ejemplo, las preguntas fueron
planteadas en el cuadro grafico mientras que los datos y los puntos se explicitaron a través
de una funcion algebraica.
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Entonces, la adaptacién al medio propuesto surgird con la interaccion de los
discentes con el problema y mediante la participacion tanto individual como en conjunto,
lograran establecer productos que seran reconocidos por el profesor como evidencias del
aprendizaje. En este sentido, Douady (1995) indica que la adaptacion puede surgir a través
de la siguiente idea.

Para la actividad A, la primera pregunta es algo con lo que los alumnos pueden
trabajar inicialmente y se refiere a la ubicacion de puntos mediante coordenadas en el plano,
de tal manera que localicen 5 puntos que verifiquen la relacion y 5 que no. Ademas, asi
establecerdn un significado gréfico de la funcion algebraica. La segunda indicacion, se
refiere a tener mayor conocimiento sobre el comportamiento de la gréfica a través de una
serie de puntos mediante la tabulacion. Para esto se puede utilizar herramientas tecnoldgicas
que faciliten el proceso. Conceptualizar los dos conjuntos E y F de forma geométrica ayuda
a visualizarlo como la interseccion de dos curvas.

Para la tercera actividad, tiene como propoésito que los discentes relacionen que el
punto en el eje de las abscisas tiene la coordenada en y = 0 y de manera similar con el eje
de las ordenadas donde x = 0 para que después deduzcan una estrategia para determinar los
puntos de E sobre el eje x. Los coeficientes fueron elegidos a propoésito de que una raiz
fuera un entero “pequefio” para que sea calculado por algunos ensayos en x Yy la otra sea un
valor “grande” para inducir a cambiar la estrategia de ensayos por la resolucion de una
ecuacion de primer grado.

En cuanto a la cuarta instruccidn, la expectativa de la transformacion del método es
que pasen de elegir un valor arbitrario de x, sustituirlo en la funcion para asi determinar y a
una propiedad como caracteristica del conjunto E donde a cada valor de x corresponde uno
y solo un valor de y.

Por otra parte, en la B el objetivo de las preguntas es el mismo solo cambia la
relacion algebraica en cuestion y = x2 — 9 con la finalidad de que los estudiantes pongan a
prueba lo realizado en la actividad A y que comprendan mejor las preguntas. Asimismo, que
con las tareas A y B sirven para orientar la C.

Ahora bien, la parte C representa la situacion problematica a resolver donde los
discentes deben de calcular los puntos en comun de los conjuntos E' y F. Con las actividades
realizadas en las anteriores secciones se espera que conduzcan a los alumnos a una
traduccion algebraica de la pregunta a responder. La idea que orienta la resolucion reside en
que el punto en comun representa un valor diferente de cada conjunto y que para la misma
coordenada en x hay dos valores de y, es decir, una de cada funcion.

Por consiguiente, se deduce que al igualar el valor de y para cada conjunto (y; = yr)
se determina la cantidad de puntos en comun de cada funcion de tal manera que habré tantos
puntos como valores en x que satisfagan tal igualdad. Desde un lenguaje algebraico, la

igualdad seria (x + 3) (8 - ’Z—C) = x? — 9. En primera instancia, pareceria una ecuacion de

Pagina | 33



segundo grado, sin embargo, con los calculos correctos se reduce a una lineal.

El tratamiento algebraico puede resultar complejo para los estudiantes al tener
términos cuadraticos y lineales en ambos lados. Una manera que facilita el proceso de
solucion consiste en apoyarse en el registro grafico (Figura 2). Un punto en comdn es
sencillo de localizar en la interseccion del comportamiento de las graficas (—3,0) y para el
otro se obtiene la posicidn relativa de sus coordenadas.

Figura 2

Comportamiento de las gréaficas y la interseccion de los puntos

50

f@) =@+3)(s-3)

Del otro punto resulta complicado determinar su ubicacion a través de estrategias de
ensayo y error, por lo que el procedimiento algebraico resulta necesario. El planteamiento de

., X 2 . x? 3x P
la ecuacion (x + 3) (8 - 5) = x* — 9y su posible desarrollo 8x — S t24—-—=x"-9y

reagrupacion de términos ocasionaria una paralizacion del procedimiento del que no se
podria llegar a un resultado, por tanto, la factorizacion se vuelve la herramienta para

despejar la incognita. Al factorizar el miembro derecho hace manipulable la ecuacién de la

siguiente manera: (8 — E) = %; 8 —>=x —3. Por (ltimo, la coordenada de las

. 22 . .
abscisas x = S esun valor que no se puede determinar de otra manera que no sea mediante
un procedimiento algebraico.

En resumen, cada ejercicio propuesto coadyuva a la resolucion de la pregunta de la
parte C que representa la situacion a resolver. La adaptacion surgid, precisamente, en
transitar en el registro gréfico, algebraico y numérico respecto al mismo objeto matematico.
El trasfondo matematico de la situacion es la interseccion de dos funciones, aunque se
expresa como un conjunto de puntos para que los estudiantes deduzcan esta caracteristica.
Cabe mencionar, que la factorizacion se vuelve un aspecto relevante para determinar un
punto en comun de las graficas y que esta herramienta puede ser profundizada por el docente
en la ensefianza formal del contenido.
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2.1.1. Situacién didactica. Situacién a-didactica

El enfoque que plantea Brousseau es mediante situaciones donde se interrelacionan el
docente, los alumnos y el saber, conocidos en conjunto como triangulo didactico, a través de
un medio que es motivante y retador para los discentes. En este sentido, las conexiones
pueden ser visualizadas de manera global y especifica originando dos conceptos importantes
en esta teoria: Situacion didactica y situacion a-didactica.

Segun Brousseau (2000) la situacion didactica tiene dos significados. Uno se refiere
“a la que se usa con fines did4cticos, que sirve para ensefiar (como un problema o un
ejercicio), tanto si esti dotada de virtudes didécticas autbnomas, como si el profesor debe
intervenir para que produzca su efecto” (Brousseau, 2000, p. 20). Y ¢l otro, “eS una situacion
que describe el entorno didactico del alumno, comprende todo aquello que concurre para
ensefiarle algo. En este sentido, comprende al profesor, tanto si éste se manifiesta durante el
desarrollo de la situacion, como si no” (Brousseau, 2000, p. 21).

Estos dos significados tienen caracteristicas particulares cada uno. El primer
significado se identifica cuando el docente “debe de intervenir en todo momento a lo largo
del desarrollo de la accion del alumno, para provocarla, orientarla, restringirla y controlarla
segun su propia estrategia didactica” (Brousseau, 2000, p. 21).

El segundo, permite al alumno “tomar decisiones pertinentes, juzgar su adecuacion, y
adaptarse al medio mediante la construccién del conocimiento deseado. A estas situaciones
subyace un modelo ‘no didactico’, en el sentido de que no requieren de una intervencién
especificamente didactica” (Brousseau, 2000, p. 21).

Entonces, en el primer significado, el docente tiene un papel activo para generar las
acciones que espera del estudiante al interactuar con la problematica y orientarlo a la
construccién de su aprendizaje. Mientras que, en el segundo, la situacion, por si misma,
genera las mismas acciones del significado anterior, es decir, sin la intervencion directa del
profesor.

No obstante, el propdsito de identificar dos significados de la situacion didactica
funciona para matizar los momentos que la estructuran en el contexto real de ensefianza,
pero, en esencia, cada componente puede que se desarrolle de manera simultanea o sucesiva
durante el transcurso de las actividades (Brousseau, 2000).

Ahora bien, en lo que respecta a la situacion a-didactica se refiere a los problemas
gue el docente le propone al alumno para que los acepte y lo incentiven a actuar, hablar,
reflexionar y evolucionar por si mismo, es por esto que el profesor se limita a intervenir y el
alumno es consciente de que el problema que se le plantea tiene la intencion de que aprenda
un nuevo conocimiento, el cual, estd fundamentado por la logica interna de la situacion y
que debe construir respondiendo a tal sistema (Brousseau, 1986).

En las situaciones a-didacticas la participacion del docente consiste en orientar el
trabajo de los estudiantes durante la interaccion con el medio didactico disefiado. Al sefialar
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que el alumno debe adaptarse por si mismo al medio propuesto por el docente y generar su
propio aprendizaje no significa que el profesor debe apartarse del escenario, sino que debe
facilitar las herramientas que permitan el pleno desarrollo de la situacion. Ademas, si el
transcurso de las sesiones lo requiere, el docente, puede incitar a los discentes a reflexionar
acerca de los procesos matematicos de tal manera que se cumpla con el objetivo propuesto.

2.1.3. Variable didactica

El enfoque de la Teoria de Situaciones Didacticas es que el alumno aprende a través de la
adaptacion a un medio, propuesto y elaborado por el docente, que representa un problema
con determinadas condiciones que promueven ciertos saberes a ensefiar. Estas condiciones
pueden ser modificadas con el propdsito de cambiar el conocimiento necesario para resolver
la situacién. A esto se le conoce con el término de variable didactica.

De acuerdo con Galvez (1994) indica que en el analisis de una situacion didactica es
importante la identificacion y los efectos de la variable didactica en el conocimiento como se
muestra a continuacion:

Lo que interesa son los intervalos de valores de estas variables que resultan
determinantes para la aparicion del conocimiento que la situacion didactica pretende
ensefiar. Se trata de precisar las condiciones de las que depende que sea ése el
conocimiento que interviene y no otro. (p. 44)

En cuanto a Bartolomé y Fregona (2009) sefialan que algunas de las condiciones que
componen la situacion didactica pueden variarse y al hacerlo, modifican las estrategias para
su resolucion y también, del conocimiento involucrado. Ademas, estas variables estan a
disposicion del docente para ser cambiadas a voluntad para hacer evolucionar el aprendizaje
de los estudiantes dependiendo del objetivo que se quiera lograr.

A su vez, Brousseau (1995), citado en Bartolomé y Fregona (2009), presenta su
postura en cuanto a la versatilidad de problemas o conocimientos que puede ocasionar el
modificar las variables:

[El docente] puede utilizar valores que permiten al alumno comprender y resolver la
situacion con sus conocimientos previos, y luego hacerle afrontar la construccion de
un conocimiento nuevo fijando un nuevo valor de una variable. La modificacion de
los valores de esas variables permite entonces engendrar, a partir de una situacion, ya
sea un campo de problemas correspondientes a un mismo conocimiento, ya sea un
abanico de problemas que corresponden a conocimientos diferentes. (p. 156)

Por otra parte, Broitman (2010) describe algunas de las variables que se pueden
comandar de manera intencional, las cuales, se deben de tener en consideracion en cuanto a
como se puede hacer evolucionar la complejidad del problema que se presente. Dichas
variables son las siguientes: Los nimeros en juego, los tipos de magnitudes, el orden de
presentacion de las informaciones, las formas de presentacion, el tipo de realidad a que se
hace referencia y la pertinencia de la informacion presentada para responder la pregunta.
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Acerca de los nimeros en juego, segin Broitman (2010) se debe contemplar el rango
de los nimeros en el planteamiento de la situacion. En particular, el tipo de nameros
seleccionados puede provocar diferentes razonamientos. Si se utilizan cantidades pequefias,
se promueven procedimientos de conteo, célculos mentales sencillos o de relaciones
memorizadas.

Por lo que se refiere a los tipos de magnitudes estan las discretas y continuas. Las
primeras, son aquellas en las que es posible contar y las segundas, en las que es necesario
medir. La decision de saber cudl utilizar dependeré del objetivo de la situacion; por ejemplo,
las discretas “permiten una representacion mas inmediata de la situacion” (Broitman, 2010,
p. 26).

Otro aspecto por tomar en cuenta corresponde con el orden en el que se presenta la
informacion. Segun Broitman (2010) pueden mostrarse de diferentes formas: “en forma
ordenada conforme al desarrollo temporal, en orden inverso a como se ‘produjeron los
hechos’ o bien ‘desordenadas’” (p. 27). El manejo de esta variable permite considerar
elementos como donde se encuentran las preguntas, si es una pregunta explicita o implicita,
como esta organizada la informacion, entre otros.

Por otro lado, estan las formas de representacion que se refiere a que un mismo
problema puede estar simbolizado de diversas formas y que esto implica diferentes retos
para el alumno. De acuerdo con Broitman (2010) “Algunas situaciones estan representadas
en lenguaje natural, otras en un diagrama o esquema, por medio de un dibujo, otras mediante
una escritura algebraica” (p. 28).

Ahora bien, el tipo de realidad a que se hace referencia es relevante en la
construccidn de la situacién didactica pues si el contexto es desconocido por los alumnos, no
lograran percibir el trasfondo matematico que esta implicado. Esta idea la describe a detalle
Broitman (2010):

Si el alumno lee el enunciado de un problema sobre un contexto desconocido, no
podré interpretar siquiera cual es el problema matematico que debe resolver. Para
poder construir una respuesta posible de un problema es necesario tener
conocimientos que permitan estimar una respuesta como plausible. (p. 29)

Por ultimo, la pertinencia de la informacion presentada para responder a la pregunta
se refiere a que en los problemas puede incluir mas datos que los necesarios para resolver el
planteamiento. En este sentido, el propdsito es que, ademas de determinar la solucion, “la
seleccion de los datos es parte de la tarea de resolver el problema” (Broitman, 2010, p. 30).

2.1.4. Contrato didactico en escenarios virtuales

Otro punto importante en esta teoria es la regulacion en las reglas entre el docente y los
alumnos a través del conocimiento matematico implicado. El cual, puede evolucionar de
acuerdo con las circunstancias y el transcurso de la clase. Este aspecto se denomina contrato
didactico.
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Montiel (2005) define contrato didactico de la siguiente manera: “como la relacion
entre profesor y estudiantes respecto de un conocimiento matematico especifico. El contrato
no tiene clausulas escritas ni sanciones que describan su funcionalidad, s6lo se puede mirar
en el momento que se presenta una ruptura de éste. Este contrato evoluciona a medida que el
proceso didactico avanza” (p. 225).

A su vez, Brousseau (1986) sefiala que “es la regla y la estrategia de la situacion
didactica. Es el medio que tiene el maestro de ponerla en escena” (p. 15). De esta manera, el
docente espera cierto comportamiento del alumno y viceversa con la finalidad de lograr el
objetivo de la situacion didactica (Chavarria, 2006).

En este sentido, los precedentes conceptos estdn descritos para condiciones aulicas
presenciales, sin embargo, Montiel (2005) realiza una caracterizacion del contrato didactico
para escenarios virtuales mediante diferentes episodios de interaccion, los cuales son:
Episodio ruptura de la tradicién escolar, Episodio adhesién al discurso y Episodio ruptura
del contrato didéctico.

A continuacion, se detallan los diferentes episodios ya mencionados (Montiel, 2005,
p. 227):

Episodio ruptura de la tradicion escolar: Esta ruptura obedece a la concepcién que
se tiene de ensefiar y aprender matematicas, es decir, de la tradicion de actuar,
formular y validar en contextos analiticos y buscar caracterizaciones en otros
contextos de representacién como el numérico y el gréafico, y no en el sentido
contrario (actuar, formular y validar en el contexto grafico y numérico) y caracterizar
en el analitico.

Episodio adhesion al discurso: Este episodio obedece a los efectos de los contratos
pedagdgico y escolar. ElI alumno esta consciente de pertenecer a un sistema
escolarizado, donde debe obtener evaluaciones aprobatorias para continuar con su
formacion y para lograrlo ha de responsabilizarse por las actividades de cada uno de
sus seminarios, por lo que en ocasiones sus acciones obedezcan a cumplir ciertos
requisitos.

Episodio ruptura del contrato didactico: El profesor hace la devolucion de la
situaciéon abriendo un debate sobre los argumentos necesarios para demostrar o
resolver el problema.

De acuerdo con el episodio de ruptura de la tradicién escolar se refiere a romper la
manera usual de trabajar en matematicas, es decir, proponer actividades en contextos
diferentes al analitico. Por ejemplo, de acuerdo con Bernal, Castro, Pinzon, Torres y Romero
(2012) sefialan que para el tema de sistema de ecuaciones de 2x2 se abordan diferentes
métodos de resolucion analiticos como sustitucion, reduccion e igualacion, sin embargo, al
método gréafico se le dedica menor tiempo en comparacion con los anteriores. Incluso, los
ejercicios se proponen desde la representacion algebraica y se puntualiza en las instrucciones
qué procedimiento utilizar.
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En este caso, para la virtualidad el uso de software geométrico dinamico puede ser
util para facilitar la elaboracion de items en representacion grafica e interaccion con los
estudiantes como herramienta de aprendizaje en sesiones asincronas que guien el desarrollo
de las actividades.

Para ilustrar el episodio adhesion al discurso, éste sencillamente consiste en cumplir
con los elementos de los criterios de evaluacion que, regularmente, se proporcionan a los
estudiantes al inicio del curso académico. Para el escenario virtual, un ejemplo, podria ser
implementar que una clase sea una sesion sincrona, es decir, que el grupo de alumnos se
rednan junto con el profesor a una hora especifica a través de videollamada para abordar
algin tema del plan de estudios. De esta manera, los discentes comprenden que deben de
conectarse a la reunion que el profesor indica y ademas realizar las actividades que propone
en la sesion. Por tanto, al participar, ademas de cumplir con aspectos institucionales, se logra
que el alumno se responsabilice de su propio aprendizaje.

Por ultimo, el episodio de ruptura del contrato didactico sucede cuando las respuestas
de los alumnos no son las esperadas por el profesor y tiene por objetivo generar cierto
aprendizaje, por tanto, debe intervenir y reorientar las producciones de los estudiantes.

Por ejemplo, en la asignatura de célculo integral cuando se le solicita que el
. . . .. 1 1 . .
estudiante determine la integral definida de f_lx—zdx, usualmente, aplican alguna formula

que permita calcular el valor de la integral definida. Sin embargo, si el comportamiento de la
funcion se grafica se observa una discontinuidad en 0, que esta incluido en el intervalo
[—1,1] pero la representacion algebraica resulta limitada para identificar esa caracteristica.
Por tanto, el docente debe intervenir recordando algunos temas precedentes como el de
funciones y otro registro de representacion, ya sea numerico o grafico, de tal manera que
puede orientar a los discentes a reflexionar acerca de sus propias respuestas.

2.1.2. Devolucién

Durante el desarrollo de la clase, tanto el profesor como el alumno deben desempefiar un rol
en el proceso de comunicacion. Es asi, que cada participante espera ciertas acciones y
responsabilidades del otro para que se cumpla la finalidad de la situaciéon planteada. Esta
expectativa de practicas es una componente esencial del contrato didactico, la cual, se le
conoce como devolucion.

De acuerdo con Brousseau (2007) la devolucion es: “El acto por el cual el docente
hace que el alumno acepte la responsabilidad de una situacion de aprendizaje (adidactico) o
de un problema y acepta €l mismo las consecuencias de esta transferencia” (p. 87).

En otras palabras, cuando el docente delega la responsabilidad de aprendizaje al
alumno, éste responde mediante ciertas acciones que permite visualizar al profesor que el
estudiante se ha apropiado de la resolucién de la situacion, de tal manera que la devolucion
se produce en ambos sentidos (Ferrari, 2001).
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Por consiguiente, Ferrari (2001) distingue dos tipos de devolucion dependiendo de la
direccion hacia donde va dirigida, es decir, del profesor al alumno y del alumno al profesor.
A continuacion, se detallan ambas:

La devolucion del profesor al alumno consiste en:

El acto por el cual el profesor le devuelve al alumno la responsabilidad de su propio
aprendizaje, le delega la exploracion, la basqueda, la necesidad de hallar respuestas y
de avanzar de manera tal que esto sea aceptado quizas sin ser percibido por el [sic]
mismo (Ferrari, 2001, p. 47).

Y la devolucidn del alumno al profesor acontece:

Cuando el alumno se involucra en el problema y confronta con sus pares en el
proceso de acercarse al objeto de estudio, y consiste en el hecho que el estudiante
devuelve al profesor el papel de mediador entre los saberes sociales y los producidos
en el aula (Ferrari, 2001, p. 47).

El siguiente ejemplo es retomado del trabajo de Serafin (2019) en el que se ilustra la
manera en la que se desarrolla la devolucion en la Teoria de Situaciones Didacticas con el
tema de suma y resta de polinomios. La devolucidn que se describe acontecié en la situacion
de accion-formulacion en la que la docente debe delegar la responsabilidad del alumno de su
propio aprendizaje.

De tal manera, en la resta de polinomios utiliza el material didactico “el contenedor”
que consiste en emplear fichas como monomios y colocarlos en las casillas
correspondientes, entonces, mediante preguntas cuestiona a los estudiantes acerca de cdmo
proceder con algunos ejercicios planteados. Por tanto, al involucrar a los discentes y éstos
participar y responder los planteamientos de la profesora se muestra como los alumnos
comienzan a apropiarse de la resolucién de la situacion propuesta (Serafin, 2019).

2.1.5. Tipos de situaciones

La teoria de Brousseau presenta una tipologia de situaciones didacticas, donde cada
una desencadena “en un proceso de confrontacion del estudiante ante un problema dado, en
el cual construira su conocimiento” (Chavarria, 2006, parr. 17).

Segun Galvez (1994) las situaciones a-didacticas son: Accion, Formulacion y
Validacion. Mientras que la situacién de institucionalizacién es considerada exclusivamente
como didéactica y esta dirigida al docente para la socializacion del aprendizaje. Los tipos de
situaciones en la TSD se detallan a continuacion:

1. Las situaciones de accion, en las que se genera una interaccion entre los alumnos
y el medio fisico. Los alumnos deben de tomar las decisiones que hagan falta para
organizar su actividad de resolucion del problema planteado.

2. Las situaciones de formulacion, cuyo objetivo es la comunicacién de
informaciones, entre alumnos. Para esto deben de modificar el lenguaje que utilizan
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habitualmente, precisdndolo y adecuandolo a las informaciones que deben
comunicar.

3. Las situaciones de validacion, en las que se trata de convencer a uno o varios
interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso, los
alumnos deben elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones. No basta la
comprobacion empirica de que lo que dicen es cierto; hay que explicar que,
necesariamente, debe ser asi.

4. Las situaciones de institucionalizacion, destinadas a establecer convenciones
sociales. En estas situaciones se intenta que el conjunto de alumnos de una clase
asuma la significacion socialmente establecida de un saber que ha sido elaborado
por ellos en situaciones de accidon, formulacion y validacion. (pp. 43-44)

Los anteriores conceptos se esclareceran mediante ejemplos al retomar los tipos de
situaciones de la propuesta de Serafin (2019), que aborda el aprendizaje de la suma y resta
de polinomios mediante un material didactico que lo denomina como “el contenedor”. Tal
disefio fue elaborado para alumnos de primer semestre de bachillerato. Los momentos de la
situacion didactica se describen enseguida:

La situacion de accion acontece cuando los estudiantes se apropian de la
responsabilidad de su aprendizaje mediante la resolucién del problema propuesto. Para ello
se retoman los conocimientos previos de los alumnos que les permita trabajar, inicialmente,
con el medio proporcionado. Asi, para lograrlo, la docente orienta la interaccion mediante
preguntas detonadoras como ¢qué se entiende por polinomio?, ¢qué elementos conforman
un polinomio?, ;,como se realiza la suma y resta de un polinomio? Luego, se explica la
funcionalidad del material didactico a traves de ciertos lineamientos y el desarrollo de un
ejemplo.

Aunque, la TSD presenta diferentes tipos de situaciones de manera aislada, no
significa que su desarrollo en las sesiones sea de manera lineal y progresiva, sino que puede
haber interconexiones entre situaciones a-didacticas y un continuo devenir entre los
momentos de la situacion didactica. Esto fue algo que caracterizo la propuesta de Serafin
(2019) en un vinculo de la Situacion Accién-Formulacion.

La Situacion Accidon-Formulacion puede ser presenciada cuando la docente explica
el uso del material didactico con dos ejemplos de suma y resta de polinomios y, a su vez,
utiliza el pizarrén para registrar el procedimiento. Durante el proceso, frecuentemente,
realiza preguntas a los discentes para la construccion del conocimiento. Ademas, es
importante la participacion de los alumnos para dar solucion a los ejemplos que se plantean.

La Situacion de Formulacion sucede después de la explicacion de los ejemplos
anteriores. En la que reunidos en parejas deben de resolver las tareas propuestas por la
docente utilizando el material didactico como herramienta de apoyo. En este momento, es
importante las estrategias que utilizan los estudiantes en sus producciones escritas para el
analisis a posteriori en el marco de la Ingenieria didactica.
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En lo que respecta a la Situacion de Validacion se origina cuando la docente solicita
los trabajos de dos equipos. Elige uno, donde los resultados sean correctos y el otro donde
haya errores. Cada pareja explica al resto de sus comparieros las estrategias que utilizaron
para determinar la respuesta de cada tarea. En el desarrollo se espera que cada equipo
reconozca por su propia cuenta sus errores o que otros se los sefialen de manera puntual.

Finalmente, la Situacion de Institucionalizacion se contempla cuando la docente
retoma los aspectos que considera importantes y evidencia los temas que preceden a la
suma y resta de polinomios. Después, socializa la definicion de cada una de las operaciones
elegidas y concluye con ejercicios diferentes, pero ahora sin el apoyo del material
didéactico.

2.2. El término comprensidn en este trabajo

Una de las maneras de describir la apropiacion del sentido bidireccional del signo igual en
los alumnos es mediante la comprensidn, sin embargo, es un término cuya caracterizacion
puede resultar ambigua. Por tanto, a continuacion, se presentan algunas definiciones de esta
palabra con el propdsito de precisar su uso en esta investigacion.

De acuerdo con el Diccionario de la Real Academia Espafiola (RAE, n.d.) define
comprension como: “Conjunto de propiedades que permiten definir un concepto, por
oposicion a extension” (Definicion 4).

Segun Font (2007) considera que hay dos maneras de definir la comprension como
proceso mental 0 como competencia. La primera, significa:

Un objeto matematico se ha comprendido en la medida en que se han desarrollado
una variedad de representaciones internas apropiadas, junto con las relaciones
funcionales entre ellas, que permiten producir representaciones externas adecuadas
para la resolucién de las tareas propuestas en las que dicho objeto sea determinante.
(p. 428)

Y la segunda, cuando se entiende como competencia se refiere a:

El saber un objeto matematico consiste en ser capaz de reconocer sus propiedades y
representaciones caracteristicas, relacionarlo con los restantes objetos matematicos
y usar este objeto en toda la variedad de situaciones problematicas prototipicas que
son propuestas en el aula. (p. 430)

Por otra parte, desde un punto de vista psicolégico,

La comprension es un término empleado para designar la adecuacion funcional del
comportamiento a los criterios estructurantes de su circunstancia, adecuacion que
solo puede ser concebida como funcién en la que se integran tanto las actividades,
habilidades y competencias del individuo como los objetos de la comprension, los
criterios de logro impuestos y las caracteristicas de la situacién en que su
integracion funcional tiene lugar. (Caripo, Pacheco, Flores y Canales, 2000, p. 10)
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En las definiciones seleccionadas se observa que la comprension se describe de tres
maneras: como proceso mental o fendbmeno, competencia o acto y funcion. En este trabajo
se emplea el segundo de tales significados y, por tanto, se entiende la palabra comprensién
como:

La capacidad de reconocer caracteristicas del signo igual desde sus axiomas de la
igualdad y en diferentes contextos matematicos en los que se representa, relacionarlo con
otros objetos matematicos como las ecuaciones y emplear tal simbolo en las diferentes
situaciones problematicas utilizando sus propiedades.

2.3. Significados asociados al Signo Igual (=)

En los apartados anteriores se ha abordado brevemente los significados mas reportados en
la literatura (el operativo y el relacional) no obstante, resulta imprescindible describir mas
acerca de ello porque establecen la orientacion de la propuesta didactica. Asimismo, al
tener la sensibilidad tedrica pertinente se tiene mayor consciencia para hacer distinciones
entre los significados del signo igual, lo cual, permite seleccionar aquellos que se desean
promover en los estudiantes (Corona y Diaz-Menchaca, 2018).

Una de las clasificaciones que ha sido cominmente utilizada por diversos estudios
es la que propone Molina (2006) por ser la que describe significados de manera extensa y
completa, sin embargo, Singh & Kosko (2017) también plantean otras categorias
relacionadas con este signo. En este apartado se describen las caracteristicas de ambas con
la finalidad de retomar elementos de cada una para complementar el andlisis de este trabajo.

En la clasificacion de Singh & Kosko (2017) proponen seis significados que estan
relacionados con la estructura de las sentencias que los estudiantes pueden resolver, asi
como las estrategias que utilizan.
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Figura 3

Clasificacion por niveles de significados del signo igual de Singh & Kosko (2017)

Direction of Increasing sophistication in “Mathematical Equivalence™

Students 4 Responses to Items

Full E.elational Anticipates successful use of compensatory stratepies to solve item
types,eg. 0+28=46+Q;

Advance Basic Anticipates confirmation of the sameness of expressions on both

Eelatonal {0 atthe | sides of equal sign etther using computation or compensatory strategies
end of RHS of =) mitemseg 15+27=18+ [

Basic Relational Anticipates confirmation of the sameness of expressions on both s1des
of equal sign with computation in items e.g. 13+ 0 =24 +§;
21+ 16=0++35.

DPseudo-relational Anticipates to solve specific temseg 22 +15 =30+ 0 by

{with regrouping regrouping of ones and tens of addends. Students get first addend in

right side of equal sign by regrouping tens of both addends of left side
and find the unknown by simply regrouping ones.
Flexible-Operational | Anticipate to solve atypical number sentences such as operations on
righteg 19=0+3;24=10+0;:0=5+Tor 12=0.

Basic Operational Only successfully solve traditional number sentences (a + b= c) with
vanous positions of unknown or box suchas 6 +7=oor3+o=9.

Direction of Decreasing Sophistication in “Mathematical Equivalence™

En la Figura 3 se muestra el esquema de las categorias ordenado por niveles donde
el Basic Operational es el menos sofisticado y el Full Relational el més sofisticado en la
equivalencia matematica. También, estos niveles estan organizados de manera jerarquica y
la transicion entre éstos indica el nivel de sofisticacion, es decir, si se avanza de manera
ascendente implica un incremento y si se hace de forma descendente, un decremento.

En el esquema se indica la descripcion de cada nivel, por ejemplo, en el Basic
Operational indica cuando los estudiantes pueden comprender exitosamente sentencias
numeéricas tradicionales (e.g. a + b = ¢) o con elementos desconocidos como 6 + 7 =0 o
5+ 0 =9, mientras que el Flexible-Operational puntualiza en las sentencias numéricas
del tipo (e.g. 19 =0+ 3; 24 = 10 + 0O; O = 5 + 7). Ahora bien, ambos niveles incluyen
estrategias que se basan en una vision operativa (Singh & Kosko, 2017).

El Pseudo-relational indica que los estudiantes comprenden sentencias del tipo a +
b = c + d de manera efectiva, pero solo en los casos donde la justificacion es posible
mediante la reagrupacion de unidades y decenas. En estos casos el cambio estd en que la
estructura tiene elementos en ambos miembros de la igualdad y también en que las
estrategias para validarla residen en estrategias de agrupacion.
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Figura 4

Ejemplo de estrategia del nivel Pseudo-relational

22+15=30+ [

AN

20424+10+5=30+ [

20+10+54+2=30+ [

L/

Para ejemplificar el nivel anterior esta la siguiente igualdad: 22 + 15 =304+0
donde el estudiante ubica los elementos del miembro que tiene mas informacion y los
descomponen en unidades y decenas, es decir, el 22 como 20 + 2 y el 15 como 10 + 5. En
este momento, el alumno relaciona de manera mental, a través de su estrategia de
reagrupamiento, las decenas 20 y 10 y las unidades 2 y 5, de tal manera que la suma de las
decenas es igual al elemento del miembro derecho y que el nimero que verifica la igualdad
es el que corresponde con el de las unidades del miembro izquierdo (Figura 4).

Por otra parte, en el Basic Relational los discentes comprenden sentencias de la
forma a + b = ¢ + d donde el elemento desconocido esta directamente después o antes del
signo igual (e.g. 13+ 0 =244 8; 27+ 16 = 0O + 35) y confirman la igualdad de las
expresiones mediante estrategias de cdémputo. Otra caracteristica que lo distingue del
anterior, ademas de la estructura, es que debido a la configuracién ésta no ayuda a utilizar
la reagrupacion por unidades y decenas.

El Advance Basic Relational se caracteriza porque los estudiantes comprenden
sentencias de la estructura a+b =c+d ya sea usando estrategias de computo o
compensatorias. La primera, consiste en que cuando se suman los elementos de cada
miembro de la igualdad y al final comparan ambos “resultados” para validarla. La segunda
se refiere a la relacién entre elementos de cada miembro de la igualdad.
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Figura 5

Ejemplo del nivel Advance Basic Relational

+3

7 )

15+ 27 = 18 +[]

.

+3

Por ejemplo, en la siguiente sentencia (Figura 5) 15 + 27 = 18 4+ O, se compara el
15 con el 18 y se determina que es 3 unidades menor, entonces, el espacio en blanco debe
tener esa diferencia al 27, de tal manera, sin la necesidad de hacer célculos, se determina
que la sentencia que cumple con la equivalencia es la siguiente 15 4+ 27 = 18 + 24. Es asi,
que esta manera de proceder se sustenta en las propiedades de la igualdad en la que se
mantiene la equivalencia en cada miembro sin recurrir a los célculos para comprobar la
veracidad de la sentencia.

Figura 6

Ejemplo del nivel Full Relational

+18

N
O+28=46+0

p 4

+18
+18

19+ 28=46+1

4

+18

Finalmente, el Full Relational comprende sentencias de la formaa+b=c+dy
con dos elementos desconocidos ya sean en el mismo miembro de la igualdad o uno en
cada uno donde justifican empleando estrategias de compensacion. Para esclarecer mejor,
esta el siguiente ejemplo (Figura 6). En la sentencia O + 28 = 46 + O se establecen
relaciones entre los elementos de los miembros de la igualdad, en este caso, el 46 es mayor
al 28 por 18 unidades, entonces, al tener esa informacion plantean la relacion con los dos
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espacios en blanco, es decir, el valor que se cologue en O condiciona el valor en O de tal
forma que debe ser mayor, por ejemplo, si en el primero escriben 1 el otro debe ser 19 para
que se mantenga la equivalencia. Cabe mencionar que en este tipo de sentencias no hay una
igualdad Unica.

En cuanto a la clasificacion de Molina (2006), como ya se ha mencionado en la
descripcion de los antecedentes, establece los significados que se asocian a este signo tanto
en la aritmética como en el algebra, los cuales son: Propuesta de actividad de célculo,
Operador, Separador, Expresion de una accion, Expresion de una equivalencia condicional
(ecuacion), expresion de una equivalencia, definicion de un objeto matematico, expresion
de una relacion funcional o de dependencia, indicador de cierta conexion o correspondencia
y aproximacion y Asignacioén de un valor numérico. Ademas, el de expresion de una
equivalencia tiene cuatros subclasificaciones lo que hacen en 14 significados en total.

En este trabajo se aluden dos significados de Molina (2006): Operador y Expresion
de una equivalencia para complementar la clasificacion de Singh & Kosko (2017). Esto con
la finalidad de enriquecer la descripcion de las respuestas de los estudiantes y asi identificar
estrategias o formas de solucion afines al pensamiento relacional que exceden al significado
Full Relational en las que no estan definidas de manera especifica. También, con las
respuestas que muestran un sentido operativo y que el significado Basic Relational no
corresponde a tal nivel.

En este sentido, de acuerdo con Molina (2006) el significado Operador se define:

Significado del signo igual en igualdades o sentencias de accion, unidireccionales,
compuestas por una cadena de operaciones, dispuesta a su izquierda, y su resultado,
dispuesto a la derecha. En este uso del signo igual, la sentencia no esta siendo
considerada como una totalidad sino como una secuencia unidireccional de
izquierda aderecha. (p. 149)

Ahora bien, el significado Expresion de una equivalencia se entiende como el “uso
de este signo para relacionar dos representaciones diferentes de un mismo objeto
matematico” (Molina, 2006, p. 150).

Por tanto, al incorporar estos significados a la jerarquizacion que propone Singh &
Kosko (2017) el orden de acuerdo con la sofisticacion en equivalencia matematica es la
siguiente: Expresion de una equivalencia, Full Relational, Advance Basic Relational,
Pseudo-relational, Flexible Operational, Basic Operational y Operador. En la siguiente
Figura 7 se presenta la organizacion de los significados.
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Figura 7

Significados de Singh & Kosko (2017) y Molina (2006)

Expresion de una
equivalencia

il Relssel Direccion del incremento de la

sofisticacion en la “Equivalencia
Advance Basic Matematica”
Relational

Basic Relational

Pseudo-
relational
Direccién del decremento de la
sofisticacion en la “Equivalencia
Matematica”

Flexible-
Operational

Basic
Operational

LI

Operador

A manera de conclusion se puede observar que la clasificacién de Molina (2006)
aborda de manera general los significados del signo igual, mientras que Singh & Kosko
(2017) especifican los niveles del proceso hacia el desarrollo de un pensamiento relacional
del signo, asi como las estrategias que se utilizan en cada categoria.

En consecuencia, se toman en cuanta ambas propuestas para ubicar y describir de
mejor manera las respuestas de los estudiantes de la dimensién cognitiva y de las
actividades de la situacion didactica. Pues la transicion del sentido operativo al
pensamiento relacional es gradual y, posiblemente, algunos alumnos se ubicaran en los
niveles intermedios de sofisticacion en equivalencia.

2.4. Fundamento Matematico

En este apartado se presentan las definiciones matematicas del signo igual y ecuacion
lineal, asi como, algunos axiomas y propiedades correspondientes para esclarecer los
conceptos a los que se esta haciendo referencia en el desarrollo de este trabajo.

El término igual en &lgebra hace alusion al concepto de que “dos numeros o
expresiones algebraicas son iguales cuando tienen el mismo valor” (Soto, 2011, p. 79).
Mientras que la igualdad es aquella “relacion definida para dos nimeros que indican que
los dos tienen el mismo valor. La relacion de identidad se denota con el simbolo =" (Soto,
2011, p. 79). En otras palabras, los términos igual e igualdad tienen particularidades
diferentes que las distinguen. El concepto igual se refiere al mismo valor que tienen

diferentes elementos en comun (e.g. 4, 2 + 2, g V16 considerando Unicamente el valor

positivo) sin establecer alguna relacion entre éstos. En cambio, la igualdad es cuando ya
establecen relaciones entre estos elementos mediante el signo igual.
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Enseguida se indican algunos axiomas de la igualdad que se utilizan en el algebra
moderna. Es preciso sefialar que los axiomas IV y V se refieren a las operaciones de
adicion y de multiplicacion (Vance, 1986). Cabe mencionar que este autor fue seleccionado
por decision propia debido a la manera en la que aborda tales conceptos.

El Axioma | se enuncia como “Reflexividad de la igualdad. Para todo a en R, a =
a” (Vance, 1986, p. 19). Esto quiere decir que todo elemento matemaético es igual a si
mismo (e.g. 5=75). También, el elemento a puede estar compuesto por diferentes
términos, por ejemplo 11 —9 = 11 — 9. En este caso sucede porque si se cambia el orden
de los términos de algin miembro de la igualdad modifica la veracidad de la equivalencia.

El Axioma Il consiste en la “Simetria de la igualdad. Paratodo ay b en R, si a = b,
entonces b = a” (Vance, 1986, p. 19). En otras palabras, significa que no importa el orden
que se presenten los elementos si se cumple la primera condicion, entonces, también
cumple para lasegunda (e.g.5+3 =8 -8 =5+ 3).

El Axioma 111 se refiere a la “Transitividad de la igualdad. Para todo a, b y c en R,
sia=by b=c, entonces a = c” (Vance, 1986, p. 19). El cual indica que deben de
cumplirse las dos primeras condiciones (i.e. a = b 'y b = ¢) para después deducir la tercera
sentencia (a = ¢). Un ejemplo donde se ve reflejada esta propiedad es el siguiente:
3(2+4)+5=3(6)+5=18+5 = 23. En este ejercicio se utiliza para separar los
pasos para resolver la operacion 3(2 +4) + 5 que en términos del axioma conforma el
elemento a. Ahora los calculos que se efecttian desarrollan el elemento b, es decir, 3(6) +
5y eésteasuvezel c, 18 + 5y asi sucesivamente. De tal manera que se puede establecer
una equivalencia del primer elemento con el Gltimo mediante una secuencia légica del
procedimiento utilizado.

El Axioma IV alude a la operacion de sumar en una igualdad y se describe como la
“Propiedad de adicion para la igualdad. Paratodo a, by c en R, si a = b, entonces a + ¢ =
b + ¢” (Vance, 1986, p. 19). Esto es, si se suma el mismo elemento en una igualdad la
equivalencia se mantiene. Para ilustrar mejor, sea a =4, b =3+ 1Yy c = 2 se tiene que
cumplir que a = b, la cual, queda expresada como 4 = 3 + 1. Ahora al sumar el elemento
c, laigualdad cambia de la siguiente manera: 4 + 2 = (3 + 1) + 2. Esta sentencia se puede
comprobar que mantiene la equivalencia sumando los términos de cada miembro de la
igualdad, donde 4+ 2 =6y (3+ 1) + 2 = 6. Asi, la igualdad queda como 6 = 6, la cual,
esta sustentada por la propiedad reflexiva.

Y el Axioma V que establece la “Propiedad de multiplicacion para la igualdad. Para
todoa,bycenR,sia=b,entonces a-c=>b-c” (Vance, 1986, p. 19). En concreto, se
expone lo del axioma anterior solo que para el caso de la multiplicacion. Por tanto, se
pueden retomar los mismos valores para los elementos a, b y ¢ estableciendo la igualdad
correspondiente 4 = 3 4+ 1 y al multiplicar por el mismo valor cambia la configuracion a
(4)2 = (3 + 1)2. Al proceder con la comprobacién mediante el célculo de cada miembro
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se obtiene que (4)2 =8y (3 + 1)2 = 8, por tanto, se verifica la equivalencia ya que 8 =
8 por la propiedad reflexiva.

En cuanto a la palabra ecuacion se define como “una igualdad con una o varias
incognitas que se representan con letras” (Aguilar, Bravo, Gallegos, Cerdn y Reyes, 2009,
p. 132). Por ejemplo, la férmula para calcular el perimetro de un circulo P = wD. También,
hay ecuaciones con expresiones algebraicas como x + 3 = 2x + 7.

Ademas, el grado de una ecuacidon “se obtiene del término de mayor grado que
contenga a la(s) incognita(s)” (Aguilar et al., 2009, p. 132). Es decir, del exponente con
mayor valor en los términos algebraicos. Cabe mencionar que las ecuaciones de primer
grado también se les denomina ecuaciones lineales.

La estructura de una ecuacion es: ler miembro = 2do miembro. En la Figura 8 se
observa los elementos que componen a la ecuacion, donde la expresion 3x + 8 se refiere al
primer miembro y x — 5 al segundo miembro, relacionados a través del signo igual.

Figura 8

Elementos de una ecuacion

Signo
ignal

13x -+ 8:=ix — 5:

\ \
ler 2do
Miembro Miembro

Resolver una ecuacion quiere decir que “la solucién o soluciones de una ecuacion
son los valores que hacen que la igualdad se cumpla” (p. 132). Para el caso de las
ecuaciones lineales o de primer grado con una incdgnita son aquellas que “se resuelven
mediante la aplicacion de ecuaciones equivalentes con operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacién o division) a ambos miembros de la ecuacion, hasta obtener el valor de
la incognita” (Aguilar et al., 2009, p. 132).

En este orden de ideas, para explicar como se obtiene el valor de la incégnita de una
ecuacion lineal mediante los axiomas de la igualdad, se muestra a continuacion un ejemplo
(Figura 9):
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Figura 9

Resolucidn de una ecuacion lineal

3x+8=x-5
3x+8+5=x—-5+5 — Se suma +5 por Axioma IV
3x+13=x
3x+13—-13=x—13 — Se suma —13 por Axioma IV
3x=x—13
3x —x=x—x—13 — Se suma —x por Axioma IV
2x =—13
2x (%) = —13 (%) — Se multiplicai por Axioma V
_ 13
x=-7

Los pasos para determinar el valor de la incognita de la ecuacion 3x + 8 =x —5
que hace que la igualdad se cumpla son los siguientes:

1. Sumar +5 en ambos miembros de la ecuacion por el axioma IV Propiedad de la
adicion para la igualdad para eliminar —5 y simplificar términos semejantes.

2. Sumar —13 en ambos miembros de la ecuacion por el axioma IV Propiedad de la
adicion para la igualdad para eliminar +13 y simplificar términos semejantes.

3. Sumar —x en ambos miembros de la igualdad por el axioma IV Propiedad de la
adicion para la igualdad para eliminar x y simplificar términos semejantes.

4. Multiplicar % en ambos miembros de la igualdad por el axioma V Propiedad de la
multiplicacién para la igualdad para cancelar 2.

En sintesis, el sustento tedrico para el desarrollo de la propuesta didactica se
compone en tres pilares: la teoria de situaciones didacticas, los significados asociados al
signo igual y el fundamento matematico. El primero, coadyuva a ser la perspectiva con la
que se observa la complejidad del estudio de las matematicas y los aspectos inmersos en la
misma.

El segundo, para tener la sensibilidad tedrica acerca de los significados del signo
igual. Asi, contemplar la diversidad de usos acerca de este simbolo y reconocer la manera
en la que se puede implementar para la mejora del desempefio en ciertos temas
matematicas. Y el tercero, se enfoca en esclarecer con términos matematicos cuando se
hace referencia a las ecuaciones lineales de una variable y el signo igual para focalizar el
punto central de la propuesta.
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CAPITULO I1l. METODOLOGIA

En este capitulo se describe la metodologia que se ha seleccionado para lograr los objetivos
planteados en el trabajo de investigacion, la cual consiste en la Ingenieria Didactica de
Artigue. De igual manera, se mencionan el concepto y las cuatro fases que conforman el
proceso de ejecucion.

3.1. Ingenieria didactica

En el capitulo anterior se ha mencionado el aporte cientifico de la escuela francesa respecto
a la didactica de las matematicas como lo es la Ingenieria Did4ctica. En detalle, ésta surge a
comienzos de los afios 80’s como una metodologia que brinda técnicas para la puesta en
marcha de proyectos que se basan en la Teoria de Situaciones Didacticas y la Transposicion
Didactica (De Faria, 2006).

En este sentido, para Ferrari (2001) la Ingenieria Didactica es “un instrumento
metodoldgico para la ensefianza y para la investigacion, que nos brinda la posibilidad de
desarrollar una accion racional sobre el sistema educativo, pues intenta captar la
complejidad del proceso de ensefianza-aprendizaje en situacion escolar” (p. 61).

Por otra parte, Douady (1995) la considera como “un conjunto de secuencias de
clase concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de manera coherente por un
profesor-ingeniero, con el fin de realizar un proyecto de aprendizaje para una poblacion
determinada de alumnos” (p. 61).

Los anteriores conceptos son interpretaciones de la metodologia en cuestién por
diferentes autores, aunque no es la definicién de la creadora, sirven para complementar y
explicitar desde otra perspectiva la vision de Artigue (1995), la cual indica que la Ingenieria
Didéctica es:

Una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para
realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su
dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo
tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos que los
objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar practicamente, con
todos los medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o0 no puede
hacerse cargo. (pp. 33-34)

Respecto a los conceptos antes mencionados, es posible destacar que la Ingenieria
Didactica es denominada de esa manera por la analogia del trabajo que hace un ingeniero.
Pues se requiere de los aspectos teodricos y cientificos, asi como la toma de las decisiones en
la practica y el control en el proceso de construccion.

De acuerdo con lo mencionado en supra lineas, la presente investigacion se orienta a
utilizar la Ingenieria didactica como metodologia de investigacion para proponer
situaciones de ensefianza y aprendizaje, es decir, se construye una situacion didactica desde
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una perspectiva diferente para aportar a la literatura sobre propuestas para abordar el tema
de ecuaciones lineales de una variable siguiendo el método cientifico con su respectiva
difusion.

3.1.1. Fases de la Ingenieria Didéactica

La ID se organiza en cuatro fases que establecen una distincién temporal del proceso
experimental (Artigue, 1995), las cuales son: Fase 1 analisis preliminar, Fase 2 concepcion
y analisis a priori, Fase 3 experimentacion y Fase 4 analisis a posteriori y validacion.

3.1.1.1. Fase 1. Andlisis preliminar

Para lograr la concepcion de la situacion didactica es necesario realizar un analisis
preliminar referente “al cuadro teérico didactico general y sobre los conocimientos
didacticos adquiridos y relacionados con el tema” (Artigue, 1998, citado en De Faria, 2006,
parr. 14).

Este analisis se efectia de manera sistematica desde tres dimensiones (Ferrari, 2001,
p. 62):

La dimension epistemoldgica relacionada al conocimiento matematico que se
desarrolla en la escuela, asi como su devenir en saber.

La dimension cognitiva asociada a las concepciones de los estudiantes, sus
dificultades y los obstaculos que deben enfrentar para apropiarse de las nociones
puestas en juego por la secuencia implementada.

La dimension didactica que se vincula con la ensefianza tradicional y sus efectos, es
decir, como vive el contenido matematico al seno de la escuela.

Para fines de esta investigacion, se aborda, en el siguiente capitulo, la dimension
epistemoldgica con el desarrollo de las ecuaciones lineales y el uso del signo igual a través
de la historia para vislumbrar si existe un precedente historico de lo que sucede en las aulas.
En la dimension cognitiva se realiza un cuestionario sobre el aspecto bidireccional del
signo igual para conocer las necesidades de los estudiantes con los que se implementa la
experimentacion cuando trabajan con ecuaciones lineales. Y, para la dimension didactica se
realiza un cuestionario para el profesor acerca de los momentos didacticos y del libro base
que utiliza para el tema.

Otra componente que se aflade a los que alude Ferrari (2001) consiste en las
dindmicas que estan llevando a cabo los estudiantes y el profesor para el aprendizaje, la
cual, se denomina el Analisis de campo de restricciones que se refiere a “donde se va a
situar la realizacion didactica efectiva” (Artigue, 1995, p. 38). De acuerdo con el contexto,
la aplicacion de la situacion se desarrollara en un escenario virtual con reuniones sincronas
y actividades asincronas mediante plataformas tecnologicas como Google Meet, Google
Classroom y Jamboard. La interaccion con la situacion planteada, en este campo, propone
mayor trabajo autdnomo por parte de los estudiantes con la orientacion del docente en todo
momento.
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3.1.1.2. Fase 2. Concepcion y analisis a priori

La fase 2 reside en que “el investigador toma la decision de actuar sobre un determinado
namero de variables del sistema no fijadas por las restricciones. Estas son las variables de
comando que él percibe como pertinentes con relaciéon al problema estudiado” (Artigue,
1995, p. 42).

Hay dos tipos de variables de comando (Artigue. 1995, p. 42):

Las variables macro-didacticas o globales, concernientes a la organizacion global
de la ingenieria.

Las variables micro-didacticas o locales, concernientes a la organizacion local de la
ingenieria, es decir, la organizacion de una secuencia o de una fase.

Para ilustrar de mejor manera cada tipo de variable, se retomard la situacion de
Douady (1995) descrita en el capitulo Il de este trabajo. Entonces, las macro-didacticas son
aquellas variables como el numero de sesiones para llevar a cabo la aplicacién, la
organizacion del grupo, el nimero de integrantes para cada equipo, el uso de recursos
materiales o tecnoldgicos para la representacion numérica y gréfica, por indicar algunas.

Mientras que, las micro-didacticas son variables que consisten en delimitar aspectos
tales como que las funciones son cuadréticas y lineales. Ademas, la forma en la que estan
escritas, es decir, desarrollada y factorizada. También, los coeficientes numéricos como
enteros y racionales, positivos y negativos. La representacion gréfica: la cantidad de puntos
a ubicar, el plano ortogonal bidimensional cartesiano, la posicién de las coordenadas de los
puntos de interseccion, es decir, sobre el eje x dentro de limites razonables en el trazado,
entre otras.

En cuanto al analisis a priori, segun Artigue (1995) el objetivo es:

Determinar en qué [sic] las selecciones hechas permiten controlar los
comportamientos de los estudiantes y su significado. Por lo anterior, este analisis se
basa en un conjunto de hipétesis. La validacion de estas hipotesis estd, en principio,
indirectamente en juego en la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta fase
entre el analisis a priori y el andlisis a posteriori. (p. 45)

El analisis a priori esta compuesto por dos partes, descriptiva y predictiva, en las
cuales se debe cumplir lo siguiente segun Artigue (1995, p. 45):

Describir las selecciones del nivel local (relacionandolas con las selecciones
globales) y las caracteristicas de la situacion didactica que de ellas se desprenden.
Analizar qué podria ser lo que esta en juego en esta situacion para un estudiante en
funcion de las posibilidades de accion, de seleccion, de decision, de control y de
validacion de las que el dispone, una vez puesta en practica en un funcionamiento
casi aislado del profesor.
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Prever los campos de comportamientos posibles y se trata de demostrar cémo el
andlisis realizado permite controlar su significado y asegurar, en particular, que los
comportamientos esperados, si intervienen, sean resultado de la puesta en préctica
del conocimiento contemplado por el aprendizaje.

Esta fase esta condicionada por la informacion recabada en los analisis preliminares,
es asi, que, en el apartado correspondiente del siguiente capitulo, la realizacion del disefio y
del andlisis a priori depende de la fase 1 de tal manera que se logre el aprendizaje en los
estudiantes.

3.1.1.3. Fase 3. Experimentacion

De Faria (2006) explica esta fase como: “la realizacion de la ingenieria con una cierta
poblacion de estudiantes. Esa etapa se inicia en el momento en que se da el contacto
investigador/profesor/observador con la poblacion de los estudiantes objeto de la
investigacion” (parr. 31).

En la experimentacion se ponen en marcha las consideraciones que se enlistan a
continuacion (De Faria, 2006, parr. 32):

La explicitacidn de los objetivos y condiciones de realizacion de la investigacion a
los estudiantes que participaran de la experimentacion;

El establecimiento del contrato didactico;

La aplicacion de los instrumentos de investigacion;

El registro de observaciones realizadas durante la experimentacion.

Esta fase consiste en la aplicacion de la situacion didactica con el grupo de
estudiantes en el aula, para el objetivo de este trabajo se realiza con alumnos que cursan el
2° semestre de bachillerato porque es cuando se aborda el tema de ecuaciones lineales. Los
instrumentos por utilizar consisten en la videograbacion de las sesiones, asi como las
respuestas y evidencias de los estudiantes durante el transcurso de la situacion didactica.

3.1.1.4. Fase 4. Andlisis a posteriori y validacion

Finalmente, esta la fase 4, donde el anélisis a posteriori “se basa en el conjunto de datos
recolectados a lo largo de la experimentacion, es decir, las observaciones realizadas de las
secuencias de ensefianza, al igual que las producciones de los estudiantes en el aula o fuera
de ella” (De Faria, 2006, parr. 35).

En cuanto a la validacion, de acuerdo con Artigue (1995) consiste en “la
confrontacién de los dos analisis, el a priori y a posteriori, se fundamenta en esencia la
validacion de las hipotesis formuladas en la investigacion”™ (p. 48).

Asimismo, el proceso de validacion es un término relativo con la ID debido a lo que
menciona Artigue (1995):

En la mayoria de los textos publicados concernientes a ingenierias, la confrontacion
de los dos analisis, a priori y a posteriori, permite la aparicion de distorsiones. Estas
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estan lejos de ser siempre analizadas en términos de validacion; esto es, no se busca
en las hipotesis formuladas aquello que las distorsiones constatadas invalidan. Con
frecuencia, los autores se limitan a proponer modificaciones de ingenieria que
pretenden reducirlas, sin comprometerse en realidad con un proceso de validacion.

(p. 49)

Con esto quiere decir que las hipotesis que se formulan en los trabajos de ingenieria
son relativamente globales porque siempre se genera aprendizaje y propuestas de mejora de
la situacion.

En lo que concierne a esta investigacion, en la ultima fase de la ID se cotejan los
aspectos que se plantearon en la fase del analisis a priori con los del analisis a posteriori
para comparar qué cosas funcionaron y cuéles se podrian modificar para que logren los
resultados esperados. Ademas, como ya se mencioné en este apartado, las validaciones
expuestas se realizan desde el contexto donde se realizo la experimentacion y proporcionan
herramientas a los docentes que pueden funcionar para generar aprendizaje a largo plazo
con sus estudiantes. Cabe mencionar, que la validacion de la Ingenieria Didactica es interna
porque se basa en la confrontacion de los dos andlisis, a priori y a posteriori (Artigue,
1995).

En resumen, la decision de elegir la Ingenieria didactica como metodologia se debe
al proposito de la investigacion, que es disefiar una situacion, pues brinda las herramientas
para su creacion y puesta en marcha. A través del desarrollo de las diferentes etapas permite
la obtencion de informacion y analisis antes, durante y después de la aplicaciéon de la
propuesta. Por tanto, estas caracteristicas empatan con el objetivo de este trabajo y junto
con los significados asociados al signo igual facilita abordar desde una vision diferente el
estudio de ecuaciones lineales de una variable en alumno de bachillerato.

Pagina | 56



CAPITULO IV. DESARROLLO DE LA INGENIERIA
DIDACTICA

En este capitulo se presenta la aplicacion de la metodologia seleccionada para el tema de
ecuaciones lineales de una variable y el signo igual. Se integra por cuatros apartados que
corresponden a las fases de la Ingenieria didactica. Los cuales se indican con mayor detalle
a continuacion y en el esquema presentado en la Figura 10:

El primero, consiste en el andlisis preliminar desde tres dimensiones la
epistemoldgica, cognitiva y didactica en la que se realiz6 la revision de elementos
historicos, analisis de la aplicacion de los cuestionarios hacia los alumnos y al docente. El
segundo, aborda la concepcion y analisis a priori donde se describen los elementos
retomados de la fase 1, variables didacticas, el disefio y anélisis de la situacion didactica y
la aplicacién preliminar como prueba piloto.

El tercero, es la experimentacion de la situacion con la muestra de estudiantes
seleccionada en la que se explican las caracteristicas de los participantes, el contexto de la
investigacion y las fuentes de informacion. Y, por dltimo, el cuarto que se refiere al analisis
a posteriori y validacion en la que se coteja lo sucedido en la experimentacién con el
andlisis a priori y después la confrontacion del andlisis a priori y el a posteriori para
identificar los aspectos que validan la situacion didactica.

Figura 10

Etapas de la investigacion

[ Etapas de la investigacion }

Fase 1. Andlisis Fase 2. Concepcion Fase 3. Fase 4. Anélisis a
preliminar y analisis a priori Experimentacién posteriori y validacién

Revision de algunos Disefio de la Seleccion de

elementos histdricos situacion didactica la muestra

Analisis de los —
cuestionario Analisis de la Aplicacion de la
Alumnos situacion didactica situacion didactica

Analisis del

cuestionario
Docente

Analisis de las
producciones escritas y
videograbaciones

Confrontacion del
analisis a priori con
Obtencion de el a posteriori
Prueba piloto las fuentes de

informacion

4.1. Fase 1. Andlisis preliminar

En este apartado se aborda la Fase 1 de la Ingenieria didactica que reside en el analisis
preliminar. Este consiste en realizar de manera sistematica la revision de conocimientos
relacionados con el contenido matematico. En este caso, mediante tres dimensiones: La
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epistemoldgica en la que se hizo la revision de algunos elementos histdricos sobre las
ecuaciones lineales de una variable y el signo igual, la cognitiva para conocer las
dificultades, obstaculos y errores que tiene o enfrentan los alumnos al momento de estudiar
el tema en cuestion y la didactica, para determinar como se desarrolla la ensefianza del tema
de manera usual desde el aula de clases y los efectos que provoca.

4.1.1. Dimension epistemoldgica

En este apartado se exhiben algunos elementos epistemologicos relacionados con la
creacion del signo igual y su posicionamiento para simbolizar la igualdad.

El primer registro de simbolo que se tiene para representar la igualdad corresponde
a una raya horizontal (—) que algunas veces utilizaba en sus obras el matematico Johann
Miller Regiomontano, también este simbolo ya habia sido empleado por Pacioli (Gutiérrez,
2008).

Es probable que el uso que se le daba anteriormente persista en la ensefianza actual
en operaciones como la suma y resta de numeros enteros cuando se realiza de manera
vertical o en algunas técnicas para el producto de polinomios.

No obstante, algunos matematicos en lugar de utilizar signos para la equivalencia
preferian emplear palabras como “aequales, aequantur, esgale, faciunt, ghelijck, o gleich, y
a veces por la forma abreviada aeq” (Gutiérrez, 2008, p. 90).

Posteriormente, existieron diversas propuestas de simbolos en el transcurso del
tiempo. Algunas de esas opciones son las siguientes:

En la obra de Robert Recorde de 1557, focalizada en el algebra, The Whetstone of
Witte aparece por primera vez el signo para designar la igualdad (Gutiérrez, 2008).
Ademas, Recorde lo justifica de la siguiente manera:

And to avoide the tediouse repetition of these woordes : is equalle to : I will sette as
| doe often in woorke use, a pair of paralleles, or Gemowe lines of one lengthe, thus:
, bicause noe .2. thynges, can be moare equalle. (Gutiérrez, 2008, p. 90)

Esto quiere decir, que para evitar la repeticion de las palabras “es igual a” Recorde
disefio ese signo en forma de dos rectas paralelas de la misma magnitud porque no hay dos
cosas que puedan ser mas iguales (Gutiérrez, 2008).

Después, en 1559 J. Buteo utilizaba el signo [ para la igualdad de tal manera que la
ecuacion x + %y + %z = 14 se representaba como 1A,§B,§C[14 (Gutiéerrez, 2008).
Luego, en 1571 aparece, en una obra de Wilhelm Holzmann, el simbolo de dos paralelas
verticales || como otra sugerencia para representar la igualdad. Se desconoce cuél fue la
razén para tal significado, sin embargo, fue utilizado por los siguientes cien afios por

algunos matematicos (Gutiérrez, 2008). Mas tarde, Hérigone usaba el simbolo U con los
mismos fines que los anteriores matematicos.

Pagina | 58



Las precedentes alternativas no fueron gran competencia para el simbolo de
Recorde, hasta 1637 cuando Descartes introduce su propuesta, la cual, tenia la siguiente
forma: 20. Descartes conocia el simbolo de Recorde a través de la obra Praxis de Harriot.
No obstante, se resistio a adoptar ese simbolo por dos razones: Una, porque varios
matematicos le daban una connotacion diferente a la igualdad. Y la segunda, porque en la
obra, en la que aparecia ese simbolo, fue reconocida por varios matematicos ya que habia
perfeccionado la notacién exponencial, por tanto, significaba un aporte importante al
algebra simbolica (Gutiérrez, 2008).

En este sentido, algunos de los significados diferentes del signo de Recorde, que
diversos matematicos le otorgaron, se indican enseguida:

Francisco Vieta, en 1591, en su In artem analyticen isagoge utiliza el signo
para designar la diferencia aritmética. Descartes, en 1638, utiliza el signo
para designar el doble signo, mas o menos, +. Johann Caramuel lo empleaba para
indicar la separacion entre la parte entera y la parte decimal de un nimero; por
ejemplo, la expresion 102 857 significaba lo mismo que nuestro 102,857. La
cosa empeord cuando Dulaurens y Reyher lo utilizaron para indicar el paralelismo
de dos rectas. (Gutierrez, 2008, p. 91)

Entonces, los simbolos de Recorde y de Descartes, a través del tiempo, ganaban
terreno en diferentes paises cada uno y por diferentes matematicos, incluso, habia algunos
que dependiendo del contenido de sus obras preferian usar un signo u otro (Gutiérrez,
2008). No obstante, existié una cadena de sucesos que marco la supremacia para simbolizar
la igualdad.

La adopcién de un simbolo universal para representar la igualdad tiene su comienzo
en el siglo XVIII debido a la invencion del célculo diferencial e integral. Los principales
precursores (Newton y Leibniz) utilizaron el signo de Recorde. Ademas, Leibniz tuvo
mucha influencia en el periodo critico de la aprobacion de un signo a finales del siglo XVII
(Gutiérrez, 2008).

Por otra parte, en cuanto a las ecuaciones lineales, Dalcin y Olave (2007) realizaron
una resefia donde describen los problemas que enfrentaban diferentes culturas antiguas
relacionados con este concepto matematico. A continuacion, se hace la descripcion de tales
problemas de las culturas babildnica, egipcia y griega.

Con respecto a la cultura babilénica, la informacion se obtiene a través de 180 tablas
de arcilla, las cuales, albergan problemas relacionados con el comercio, herencias, division
de propiedades, entre otras. Ademas, hay algunos problemas geométricos que implicaban
ecuaciones de primer grado como el calculo de areas de figuras como cuadrados,
rectangulos, triangulos, circulos, por mencionar algunas (Dalcin y Olave, 2007).

A su vez, con respecto a los problemas que resolvian los egipcios se obtuvo del
Papiro de Rhind o Papiro de Ahmes, donde si se traducen al lenguaje actual del algebra
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residen en resolver ecuaciones lineales del tipo x + ax =b 0 ax + bx =c,donde a, by c
corresponden a numeros conocidos y x a las incognitas.

Por dltimo, los griegos utilizaban meétodos geométricos para dar solucion a
problemas que actualmente implican la resolucién de una ecuacién de primer grado (Dalcin
y Olave, 2007). Algunos ejemplos se muestran en seguida:

Los nimeros son sustituidos por segmentos de recta y las operaciones se realizan
por medio de construcciones geomeétricas, el producto de dos nimeros se convierte
en el area del rectangulo cuyos lados tienen como longitudes esos dos numeros, el
producto de tres segmentos es un volumen, la suma de dos numeros es igual a la
prolongacion de un segmento en longitud igual a la de otro, la resta es recortar de un
segmento la longitud del segundo, la division se indica por la razon entre los
segmentos que lo representan. (Morris, 1995, citado en Saenz, 2014, p. 28)

En sintesis, para la elaboracion de la situacion didactica se retomaron algunos
aspectos que han sido detallados en esta seccién. Un punto para considerar es la diversidad
de significados que se le adjudicaron a la propuesta de signo de Recorde por diferentes
matematicos.

También, en algunas areas de la matematica se encuentra segmentado el uso del
signo igual en la trayectoria escolar. Esto puede deberse a que la aprobacién del signo fue
en el Célculo diferencial e integral por lo que es comprensible que en otras ramas se tenga
confusion o diversificacion de usos. Esta idea, fue retomada para clarificar los vinculos en
entre la aritmética y el algebra a través de sentencias.

Otro aspecto, es el relacionado con las caracteristicas de los problemas de las
antiguas culturas que involucran ecuaciones de primer grado. El contexto de tales
planteamientos era en torno a términos geomeétricos y de igual manera su resolucién. Esta
estructura podria utilizarse, pero en este trabajo se optd por no realizarlo hasta en etapas
posteriores, es decir, para futuros desarrollos de investigacion.

A continuacion, se intenta describir los elementos de la epistemoldgica que pueden
relacionarse con los significados del signo igual. Comenzando con el significado Operador
de Molina (2006) puede tener caracteristicas similares en cuanto a la forma de utilizar el
simbolo — de Johann Muller Regiomontano pues en las operaciones de adicion y
multiplicacién con orientacién vertical sirve para separar los sumandos o productos del
resultado y ademas indica una direccion unidireccional para leer los ejercicios.

En cuanto al Basic Relational tiene relacion con los usos del simbolo — pues la
vision unidireccional persiste y se mantiene la distincion en las operaciones de adicion y
multiplicacion de los sumandos o productos con el resultado, pero la modificacion en las
operaciones reside en que las sentencias se orientan de manera horizontal y no en vertical.

Acerca del Flexible Operational se relacionan con el uso del simbolo de Descartes
con la notacion exponencial pues el contexto matematico es diferente en comparacion con
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Recorde. Asi, las sentencias en este significado se caracterizan por ser atipicas a los que los
estudiantes estan acostumbrados, pero mantienen las mismas propiedades.

El Pseudo-Relational tiene su relacion de manera general con la variedad de usos
que diferentes matematicos le otorgaron al simbolo de Recorde y depende del contexto de
la sintaxis matematica para comprender su uso. De la misma manera que la estrategia de
descomposicion que es una caracteristica que solo se puede aplicar para sentencias con
configuracién especifica.

Por lo que se refiere al Basic Relational puede relacionar con el contexto en donde
utilizaba el signo de Buteo, es decir, en sentencias en numéricas o algebraicas en la que las
variables se encuentran en uno de los miembros. Puesto que las sentencias en este
significado la estructura es que el espacio vacio se encuentre inmediatamente antes o
después del signo igual.

El Advance Basic Relational se relaciona con el uso que le dieron Newton y Leibinz
al signo igual en el calculo diferencial e integral porque establecen una visién bidireccional
entre ambos miembros de la sentencia donde generalmente la manipulacion de los
ejercicios recae en solo un lado. Ademas, en este significado el espacio ya no se encuentra
inmediatamente antes o después del signo igual, pero, generalmente, solo en un miembro.

Por otra parte, el Full Relational se puede relacionar con la estructura de las
ecuaciones que resolvian los egipcios pues son sentencias con dos términos desconocidos
de la misma variable. De la misma manera que en este nivel en la que la configuracion
utiliza dos espacios en blanco.

Y, el significado Expresion de una equivalencia es el de mayor nivel y expresa la
bidireccionalidad en los dos miembros de la misma manera de los usos del signo igual de
Recorde en la que utiliza las propiedades del signo para establecer relaciones entres los
elementos de cada lado de la sentencia.

4.1.2. Dimensidn cognitiva

Esta dimensién versa en indagar sobre los conocimientos previos de los estudiantes y asi
determinar sus errores que enfrentan para construir el nuevo aprendizaje. Tal informacion
fue considerada para el disefio de la situacion didactica.

La obtencién de la informacion en esta dimension fue mediante un cuestionario
aplicado a un grupo de 31 estudiantes de primer semestre de bachillerato de la Universidad
de Colima. Los datos de la poblacion de estudiantes se indican en el apartado 4.3.1. de este
trabajo.

A través de una sesion virtual sincrona se les indicd el objetivo de la reunion y se les
proporcionaron las preguntas. Las respuestas fueron entregadas en tres formatos: plasmadas
en el documento impreso, en su cuaderno o editando el archivo con los items.
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En este sentido, la descripcion se realizd mediante el cuestionario que fue aplicado a
dichos discentes con el propdsito de recabar datos con respecto a los significados que ponen
en evidencia sobre el signo igual y las ecuaciones lineales de una variable.

El cuestionario consta de cuatro apartados donde, a su vez, cada uno tiene diferentes
preguntas codificadas en incisos (Anexo 1). En el primer apartado, se retomd parte del
instrumento utilizado en Knut et al. (2006) para conocer la interpretacion que le otorga el
discente al signo igual. Esta seccidn contiene tres preguntas. El a) es para que el alumno
nombre el simbolo del signo igual de acuerdo con su experiencia y conocimientos. El b) se
le solicita que exprese el significado que le asocia a ese simbolo. Y el ¢) que en dado caso
que sea posible, manifieste un significado alternativo que le pueda adjudicar al signo igual.

En cuanto al segundo, solo contiene un inciso, el cual, fue elaborado considerando
el significado Operador descrito en Molina (2006). Este ejercicio consiste en una sentencia
numerica (3 + 5) donde se le cuestiona si le hace falta algo. Si el alumno responde que si'y
ademas agrega el signo igual y el “resultado” de la “suma”, es un indicio del sentido
operativo. Mientras que, si la respuesta es no, entonces, segun, la justificacion que
proporcione puede distinguirse como Expresion de una equivalencia (Molina, 2006) pues
no siente la necesidad de “completar” la sentencia mostrada agregando el “resultado”.

Por lo que se refiere al tercer apartado se exhibe una tabla con dos columnas. La
primera, contiene ciertas igualdades con espacios vacios donde de acuerdo con su criterio
deben colocar el valor que verifique la igualdad. En la otra columna, es con el proposito
que describa la estrategia que utilizé para determinar el numero en la sentencia. Las
configuraciones de las igualdades estan basadas en las categorias de Singh & Kosko (2017)
y la propiedad de adicion para la igualdad (conmutativa), por tanto, también la estrategia
que utilicen permite conocer los usos que le dan al signo igual.

El ultimo apartado, se compone de tres items contemplando los significados
Operador y Expresion de una equivalencia de la clasificacion de Molina (2006). Las
sentencias utilizadas son de caracter algebraico, esto, con el propdsito de identificar tales
significados en un contexto diferente al aritmético.

Los incisos a) y b) pretenden evidenciar tal situacion si en dado caso, en el primero,
agrega el signo igual para formar una ecuacion y en el segundo, debido al espacio que hay
entre la expresion 4 y = el alumno crea conveniente agregar x porque se refiere a una suma
de término semejantes. De igual manera, dependera de la justificacion que describa cada
estudiante. Finalmente, el inciso c) pretende conocer la visualizacién global de ecuacién
con el valor de las variables.

En la siguiente Tabla 1 se muestra, de manera general, la logica del disefio del
cuestionario que relaciona cada item con los elementos tedricos correspondientes indicados
anteriormente.
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Tabla 1

Mapeo del cuestionario hacia los estudiantes

Elementos tedricos

items '
Autor Significado Estrategias o
propiedades
a
1 | b | Knutetal. (2006) No aplica No aplica
2 Molina (2006) Operador No aplica
Singh & Kosko . . .
a (2018) Basic Relational Compensatorias
b Smg?zchlgosko Advance Basic Relational Compensatorias
3 c Singh & Kosko Advance Basic Relational Compensatorias
(2018)
., Propiedad
d Molina (2006) Expre_smn de_una conmutativa en la
equivalencia .
igualdad
a Molina (2006) Operador No aplica
b Molina (2006) Operador No aplica

c Molina (2006)

Expresién de una
equivalencia

Propiedades de la
igualdad (Reflexiva,
simetria, transitiva,

adicion y
multiplicacion en la
igualdad)

Por lo que se refiere a las respuestas del primer apartado de preguntas se puede

detectar que, en el primer cuestionamiento, pedia el nombre del simbolo = todos los
estudiantes indican que se referia al signo igual (Figura 11) y algunas otras denominaciones
como signo de igualdad, signo de igualacion e igual. También, se presentaron otras
respuestas como la del estudiante 15 donde escribe dos nombres para este signo. Una que se
refiere a la igualdad y la otra al resultado de una operacién. En este sentido, se perciben
caracteristicas de los posibles usos que le otorga a este signo e incluso orientado al
significado Operador (Figura 12).
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Figura 11

Respuesta del 1a de la estudiante 22

1. Las siguientes preguntas son acerca de este simbolo:

}

a) La flecha de arriba apunta a un simbolo. ;Cuél es el nombre?

3’\9(\0 \9‘\.«0 \
Figura 12

Respuesta del 1a del estudiante 15

En cuanto al planteamiento 1b, se identificaron tres tipos de respuestas acerca del
significado que le otorgaban a este signo. En la Figura 13 el 40% de los discentes lo
manifiesta como el de igualdad en un contexto aritmético. También, en la Figura 14 emplea
el mismo contexto y agrega un ejemplo del como se puede presenciar tal uso.

Figura 13

Respuesta del 1b de la estudiante 9

b)eQe suglmhco este swmbolo” lyualdod en vna operacion
.mamtcmohc(;
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Figura 14

Respuesta del 1b de la estudiante 19

Por lo que se refiere al mismo inciso, el 43% brinda significados orientados a la
equivalencia (Figura 15) y el 13% en contextos algebraicos (Figura 16). En el primero
porque lo expresa de manera literal y en el segundo aludiendo a las expresiones entre
ambos miembros de la igualdad.

Figura 15

Respuesta del 1b de la estudiante 29

b) ;Que sigmfica ese simbolo? Significa equivalencia
Figura 16

Respuesta del 1b de la estudiante 30

En la dltima pregunta de este apartado, solicitaba significados alternativos que
proporcionaran al respecto, donde se obtuvo diversas respuestas. En este sentido, el 20%
describe usos como para indicar la respuesta ya sea de algun ejercicio o problema,
entendido como el significado Operador de Molina (2006) (Figura 17 y Figura 18). Y el
3% incluye contextos diferentes al aritmético y al algebraico como es el caso que se
muestra en la Figura 19.

Figura 17

Respuesta del 1c de la estudiante 24
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Figura 18

Respuesta del 1c de la estudiante 12

Figura 19

Respuesta del 1c de la estudiante 22

c) (Puede el simbolo significar algo més? En caso afirmativo, expliquelo por favor.
pHlitado paXG WNdi MUCJ: ntudeS £ NanGaeves
l

Cabe mencionar, que los contextos de las respuestas de los incisos 1b y 1c
corresponden al aritmético y algebraico, respectivamente. Es interesante esta situacion
porque coincide con el acercamiento que tienen los estudiantes con el signo, es decir, en el
orden en el que se presenta a los discentes. En el nivel primaria lo utilizan para cuestiones
de operaciones como suma, resta y multiplicacion e indicar resultados y en secundaria lo
emplean para las ecuaciones.

En cuanto al segundo apartado, el planteamiento 2a propone una expresion
aritmética en la que se cuestiona si hace falta agregarle algo o no. Las respuestas de los
estudiantes residen en agregar el signo = y en algunos mas, el resultado de la “operacion”.
Asimismo, la justificacion muestra aspectos del sentido operativo. Por ejemplo, en la
Figura 20 sefiala que la utilizacion del signo es para distinguir la “operacion” del
“resultado” por lo que exhibe una vision unidireccional de izquierda a derecha.

Figura 20

Respuesta del 2a de la estudiante 27

La Figura 20 podria ser evidencia de un efecto Topaze, en el que la respuesta del
estudiante pudo haber sido inducida por el trabajo previo con preguntas relacionadas con el
signo igual, sin embargo, esto no es un hecho generalizable, ya que solo el 33% de
estudiantes agregan el signo igual como lo que hace falta en el inciso. Los demés continan
operando hasta calcular un resultado.
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Ahora bien, en la Figura 21 la alumna concibe que la expresion numérica le indica
que debe realizar una accion sobre la misma (sumar) colocando el signo igual y el
“resultado” para que sea una sentencia de las que cominmente ha sido expuesto en su
trayectoria escolar.

Figura 21

Respuesta del 2a del estudiante 1

le 4 rente incite, s om& Aer o@.Fqu =\gc.-
e e R i g

D+5 =8 ﬂe\\n nte [ arEYACion xolodﬂaen%&nf
: - ch;)@é 3 _Ona 56'7)0 \; quédebcde {
Uer e,

Por lo que se refiere al apartado 3, se compone de 4 sentencias de diferente
configuracién donde el alumno debe determinar el valor del espacio en blanco para
verificar la igualdad y justificar la eleccion en cada una. Con relacion a la sentencia
9-5 = __ + 3seobtuvieron diferentes respuestas.

El 26% de los alumnos expresaron respuestas que residen en el significado
Operador como es el caso que se muestra en la Figura 22. La estudiante determina que el
valor que cumple la igualdad es 4 ya que no contempla la sentencia de forma global y
considera que el resultado debe estar inmediatamente después del signo igual sin importar
los deméas elementos que contenga la igualdad, incluso, nombra al primer miembro la
“operacion” (Figura 23).

Figura 22

Respuesta del 3a de la estudiante 20

3. Completa las siguientes sentencias de acuerdo con tu criterio y justifica tu respuesta

Sentencia Explicacion o justificacion

9-5 = 4 + 3 pOI’q'LlE nueve mMenos cinco es cuatro
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Figura 23

Respuesta del 3a de la estudiante 23

Por otra parte, el 70% de los estudiantes indicaron un valor diferente que muestra
indicios de un pensamiento relacional o niveles inferiores segun la clasificacion de Singh &
Kosko (2017), puesto que observan la igualdad de forma global desde los elementos del
miembro izquierdo con los del miembro derecho (Figura 24) y dividen la sentencia
mostrada en subsentencias mas sencillas y comunes para ellos mismos (Figura 25).

Figura 24

Respuesta del 3a del estudiante 15

Figura 25

Respuesta del 3a de la estudiante 22

3. Completa las siguientes sentencias de acuerdo con tu criterio y justifica tu respuesta
Sentencia Explicacién o justificacién

Q-9=4 , entontes 511- 4

9-5=1 +3

A su vez, en la igualdad 25 + __ = 115 + 10 se presentaron de igual manera
tipos de respuestas similares a las del inciso anterior. El objetivo de esta sentencia era
determinar el tipo de estrategias que empleaban los estudiantes para calcular el valor
faltante ya sea mediante estrategias de computo o compensatorias.

La siguiente Figura 26 evidencia un ejemplo de las respuestas del 73% de los
alumnos que indican el valor que cumple con la igualdad propuesta. El significado que
muestra de acuerdo con Singh & Kosko (2017) se refiere a un Basic Relational pues, como
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en el inciso precedente, la divide en sentencias menos complejas y habituales, pero de
forma global al considerar ambos miembros.

Figura 26

Respuesta del 3b de la estudiante 9

Lo respuesta es 100, 100+292=11S \

25300
| = TP s 216 2115, pov o awl e conecta.

Por otra parte, el 23% de los estudiantes segmentan la igualdad para establecer el
valor en el espacio en blanco. Este tipo de respuestas corresponde al significado Operador
de Molina (2006) como la que se muestra en la Figura 27 que solo contempla el nimero
que esta inmediatamente después del signo =.

Figura 27

Respuesta del 3b de la estudiante 23

EStGeFshe | Todd 200 <od 6. 1
S . ! ' L |

e

Acerca de la sentencia 99 + 87 = 98 + 86 + __ el utilizar una estrategia
compensatoria para determinar el valor faltante radica en un significado Advance Basic
Relational de Singh & Kosko (2017).

En la Figura 28, es un ejemplo del 80% de los alumnos que utilizaron este
procedimiento que consiste, como en otros incisos, en dividir la sentencia y realizar
calculos para exteriorizar el nimero que valida la igualdad.

Figura 28

Respuesta del 3c de la estudiante 25

" AURT - (06 ABIBE - \@H) ,08% gl
99 + 87 98 + 86 + l \e C{_&\“’(\v’\ 2\!@(\(0 \C}‘C\\C\‘ lay
canirve\aae).

No obstante, en otras respuestas (3%) no visualizaron la igualdad de manera
completa y la interpretaron desde una sola direccion. Por ejemplo, en la Figura 29 el
numero que sefialaron lo consideraron sin importancia con lo que pudiera afectar a la
sentencia, pues el miembro derecho lo contemplan como perteneciente a otra “operacion”
en la que se le debe agregar el “resultado”.
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Figura 29

Respuesta del 3c de la estudiante 27

i Yo que eh ndOmex o Qallante esté despo
Faigane 8 FHas- 10 €5 ael \QuUol . NO Wodi ket 2h yesollado

Por lo que respecta al altimo item del tercer apartado, se obtuvieron cuatro tipos de
respuestas: uso de la propiedad de adicion para la igualdad (conmutativa), estrategias
computacionales, compensatorias y vision unidireccional. Lo cual era algo que se esperaba
por la configuracién de la sentencia.

En este sentido, el 7% de los alumnos utilizan la propiedad de adicion para la
igualdad (conmutativa) para colocar los valores faltantes, como fue el caso en la respuesta
de la alumna 29 (Figura 30). Esta respuesta muestra un significado Expresion de una
equivalencia.

Figura 30

Respuesta del 3d de la estudiante 29

Tenemos los mismos términos de un lado y del
743+ 631 = 743  + 0631 otro por ende sabemos que obtendremos un
resultado equivalente

Por otro lado, el 50% usa estrategias computacionales que residen en establecer un
namero igual o mayor que los que proporcionaba la sentencia para con ello determinar
cuanto se le tenia que agregar en cada miembro de tal manera que se mantuviera la
igualdad. Por ejemplo, la Figura 31 establece como nimero base el 743y en la Figura 32 es
843.

Figura 31

Respuesta del 3d de la estudiante 19
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Figura 32

Respuesta del 3d de la estudiante 22

\VO =217 + 631

43

Por lo que se refiere a las estrategias compensatorias se observaron en el 10% de las
producciones de los estudiantes. La justificacion de la respuesta reside en establecer
relaciones entre los elementos de cada miembro para contemplarlas con los numeros a
agregar. Por ejemplo, la Figura 33 muestra la diferencia entre ambos elementos y lo
considera para seleccionar los nimeros, aunque la explicacion no brinda la suficiente
informacion.

Figura 33

Respuesta del item 3d de la alumna 24

i este coso le pose cealopi €Y

veso tado

En otras respuestas, el 3% mantuvo de manera arraigada sentido operativo de
comprender hacia una sola direccién la sentencia (Figura 34). En este caso, la alumna
considerd que puede agregar de manera indistinta un valor en el espacio del miembro
izquierdo y que estos elementos condicionan el valor del otro espacio, en el miembro
derecho. Las elecciones hechas son establecidas sin contemplar de manera bidireccional la
igualdad.

Figura 34

Respuesta del 3d de la estudiante 27

E\ nOmmexo Collanle ankes del ‘\Quol

743 + b.l = M"' 631 pLede sev WOLXQ\)!IQYO\, pevo eA vesol-
Yado S debe At covreopondey o \o operex
CAGD.

En el siguiente apartado 4, se estructura con tres incisos que contienen sentencias
algebraicas con diferente configuracion. La indicacion es que el alumno complete si
considera necesario en cada ejercicio. Ademas, debe incluir la justificacion de su respuesta.

El inciso 4a consiste en una expresion algebraica que fue incluida con el objetivo de
como reaccionaria el discente al proponerle esta situacion, lo cual, gener6 diferentes
respuestas.
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El 60% de los discentes exhiben caracteristicas de sentido operativo como en la
Figura 35 pues la estudiante considera que le hace falta igualar la expresién a cero para que
sea una ecuacion y ademas determinar el valor de la incégnita. Esto, como antes se ha
descrito, recae en esta comprension porque incentiva al estudiante a realizar una accion que
le sea I6gica de acuerdo con los ejercicios que comunmente resuelve en el aula.

Otro caso similar fue en la Figura 36 pues asigna un valor a la incognita y después
comienza a sustituirlo en la sentencia para obtener un resultado, aunque la parte operativa
es incorrecta, se entiende lo que quiso expresar.

Figura 35

Respuesta del 4a de la estudiante 22

4. Completa los siguientes incisos, si es el caso. Justifica tu respuesta.

Inciso Explicacién o Justificacion

a8) 2x+3

Figura 36

Respuesta del 4a de la estudiante 2

4. Completa los siguientes incisos. si es el caso. Justifice m respuesta.

Inciso ' Explicackn ¢ JestHcacar

a) 2x+3 N AL o o |

Asimismo, otro tipo de respuesta que muestra un sentido operativo es el caso de la
Figura 37. Tal resolucion presenta una vision unidireccional de la sentencia de izquierda a
derecha y la falta de clausura que se ha puntualizado en el analisis de otros apartados de
este cuestionario. En este ejemplo, realiza una “suma” incorrecta de términos con la
finalizad de simplificar la expresion y une a través del signo igual ambos elementos.
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Figura 37

Respuesta del 4a de la estudiante 4
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Por otra parte, el 30% de los alumnos exponen respuestas donde no esta arraigado el
sentido operativo en el contexto algebraico y, ademés, que el concepto de expresion
algebraica forma parte de los conocimientos adquiridos. Para ejemplificar, estan las
respuestas de estos alumnos (Figura 38 y Figura 39) que no le agregan algo a la sentencia y
la justificacion emplea aspectos de sintaxis pero que, de igual manera, es véalida.

Figura 38

Respuesta del 4a de la estudiante 9

L‘.{omp\e-\q \os :lqumh’s ncises , ol es el caso estlica to

‘_C_%._Luibig!_~—_. — - ' =
Inciso Explicacion o Justificacion
2 2x+ 3 No puedo contestar poigue no viene €l

simbolo de g B
Figura 39

Respuesta del 4a de la estudiante 20

4. Completa los siguientes incisos, s1 es el caso. Justifica tu respuesta.

Inciso Explicacion o Justificacion

Se queda 1gual porque solo se suman o restan nimeros
a) 2x+3

con literal y exponente 1gual

En este mismo inciso, otra respuesta interesante es la de la Figura 40 debido a que
utiliza un contexto grafico para explicar la expresion pues considera que se refiere a una
funcion lineal, aunque para que sea denominada como tal es necesario agregar f(x) o en
dado caso y, para que se convierta en y = 2x + 3, pero la intencion es la de mostrar la
relacién algebraica con la gréafica.
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Figura 40

Respuesta del 4a de la estudiante 5

En cuanto al inciso 4b el tipo de respuestas tiene puntos en coman con las que se
refirieron en el inciso anterior, pues también, se distingue simplificacion de expresiones,
resolucion de una ecuacion y la inaccion a agregar algo en la sentencia.

El 70% de los alumnos muestran el significado Operador de Molina (2006). Por
ejemplo, en la Figura 41 se puede observar que la discente considera que hace falta agregar
x para completar la sentencia y en la Figura 42 procede a determinar el valor de la
incognita mediante la transposicion de términos.

Figura 41

Respuesta del 4b de la estudiante 28

Figura 42

Respuesta del 4b de la estudiante 22

V)

| B Oxty= Ax - THXZY
b) 5x+4 =9 * o st x= 4 N
\ 2NHRER A X1

Otra respuesta formulada por el 20% de los discentes, constituy6 la de no realizar
una accién especifica relacionada con la forma habitual de ensefiar a responder cuando se
les presenta una sentencia de este tipo. En la Figura 43 la alumna considera que no es
necesario agregar o proceder de cierta manera para completar la sentencia.

Figura 43

Respuesta del 4b de la estudiante 19

Pagina | 74



Finalmente, en la sentencia 4c se obtuvo diferentes respuestas que es algo que se
tenia previsto debido a la configuracion planteada. EI 63% de los alumnos presenta
justificaciones relacionadas con el significado de Expresion de una equivalencia de Molina
(2006). Por ejemplo, la Figura 44 muestra una justificacion que reside en la igualdad entre
expresiones, no obstante, la forma de simplificar expresiones en un solo término es
incorrecta se entiende el mensaje que desea transmitir. Otro caso similar fue en la Figura 45
pero en esta establece un valor arbitrario a x para después determinar el valor faltante para
que se cumpla la igualdad.

Figura 44

Respuesta del 4c de la estudiante 4

Oh;:h-'!:-,sl\-g , 7 Y T P e - e P I

- Jop

Figura 45

Respuesta del 4c de la estudiante 3

€s PGrOR 2\ Wlor minno A
¢ 3@‘\5: 107§g8 solagoe \o econ oo x = 3-s

La respuesta de la Figura 46 tiene aspectos similares que las anteriores, pero en ésta
expresa una igualdad entre expresiones, de tal manera que agrega dos términos en el
espacio en blanco para que al sumar términos semejantes se obtenga la misma expresion en
ambos miembros de la igualdad. Esta justificacion muestra que el miembro izquierdo debe
responder a la operacién a realizar y el miembro derecho al resultado, es asi como, el
estudiante considera qué términos indicar para que coincida con los datos de la sentencia.

Figura 46

Respuesta del 4c de la estudiante 22

W ) ;
c) —‘-"‘*ﬁ‘i”“(‘_ 10x+8 »/f

Finalmente, en las siguientes dos respuestas se evidencia un sentido operativo
presente en el 30% de los alumnos, pues, contemplan la sentencia de manera segmentada.
En la Figura 47 visualiza que el miembro derecho representa el “resultado”, de tal manera
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que lo que hace falta por agregar consiste en la “operacion” que se indica en el espacio. El
proceso para puntualizar qué términos colocar lo razona desde la factorizacion de una
expresion, por tanto, sus factores son 2(5x + 4) que al multiplicarse se obtiene 10x + 8 lo
que ignora el término 3x en la igualdad.

Algo similar ocurre en la Figura 48, donde ahora el “resultado” es el término que
estd inmediatamente después del signo = de tal manera que considera que el miembro
izquierdo debe proporcionar, mediante la suma de términos semejantes, 10x sin incluir el
+8 de forma completa en la sentencia.

Figura 47
Respuesta del 4c de la estudiante 5

<) A Y TN ~

Ax b =loxtefaexig) sk Sadovaa 10x+8& |
Figura 48

Respuesta del 4c de la estudiante 27

10¢-3x = Fx ¢ Lolla ? o que eA Wau\-
¢) 3x+3Ix=10x+8 alla I« pave q |

*0d0 da 1Ox . '

A manera de conclusion acerca de la dimensién cognitiva se percibe que en el
apartado | el 31% de las respuestas de los estudiantes describen el signo igual en un
contexto aritmeético a través de usos del significado Operador (Molina, 2006). Es decir,
indican que se utiliza para separar el resultado de la operacion.

También, otras respuestas (31%) explican el signo igual a través de contextos de
igualdad sin especificar alguna rama de las matematicas. Por ejemplo, que dicho signo se
utiliza para representar igualdades y que muestra la equivalencia entre dos objetos
matematicos.

Ademas, el 7% de las respuestas desarrollan explicaciones en contextos algebraicos
con usos de equivalencia. Por ejemplo, que dicho signo sefiala la igualdad entre
expresiones. Y, 2% lo utiliza para describir magnitudes financieras. En la Figura 49 se
muestra de forma grafica los resultados del apartado I.
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Figura 49

Resultados del apartado |

Resultados del apartado 1
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Contextos

En cuanto al apartado Il todos los estudiantes expresan un significado Operador al
responder al item presentado. El 33% de los alumnos solo agregan el signo igual como lo
que hace falta en el inciso. Y, el 63% ademas de escribir el signo, suman los nimeros y
colocan el resultado. En la Figura 50 se observa mediante una gréfica tal distribucion de
este apartado.

Figura 50

Resultados del apartado |1

Resultado del apartado II

Porcentaje
—_— N W A N
S o O o o o O

(=]

Agregan el = Agregan la respuesta
Tipos de respuesta

Acerca del apartado Ill, el 27%, 23%, 3% y 3% de los estudiantes respondi6 de
manera equivocada los incisos 3a, 3b, 3c y 3d, respectivamente. Mientras que, el 70%,
73%, 80% y 70%, con relacion al orden establecido de las sentencias, obtuvo la respuesta
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correcta independientemente del significado y estrategias utilizadas. En la Figura 51 se
presenta la distribucion de las respuestas acertadas y erréneas de los incisos del apartado.

Figura 51

Resultados del apartado I11

Resultados del apartado III

80 70 73 70
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o 60
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g 50
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O iz} pissess |

3a 3b 3c 3d

Incisos del apartado

Ademas, los significados observados en los items de este apartado se presentan en la
Figura 52. En el item a) el 27% mostro un significado Operador y el 73% Basic Relational.
En el item b), el 23% evidencioé Operador y el 77% Advance Basic Relational. En el item
c) 3% expreso6 Operador, el 80% Advance Basic Relational y el 17% no contestd el item.
Y, en el item d) 3% manifest6 Operador, el 60% Advance Basic Relational, el 7%
Expresion de una equivalencia y el 30% no respondi este ejercicio. observar

Figura 52

Distribucioén de los significados de los items del apartado 11l

Significados del apartado 111
® Operador ™ Basic Relational Advance Basic Relational Expresion de una equivalencia ~ WNC

80
80 73 77

60

Porcentaje
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Asimismo, la distribucion de las estrategias y propiedades utilizadas en cada item es
la siguiente (Figura 53): en el item a) el 73% y en el item b) el 77% mostro estrategias
computacionales y el 27% y 23% una vision unidireccional de la sentencia en cada item,
respectivamente.

En el item c) el 80% utilizd estrategias computacionales, en el 3% se observo una
vision unidireccional y el 17% no contesto la sentencia. Y, en el item d) el 50% manifestd
estrategias computacionales, el 10% compensatorias, el 7% empleo la propiedad de adicién
para la igualdad (conmutativa) y el 30% no respondié al ejercicio.

Figura 53

Distribucion de las estrategias y propiedades de los items del apartado 111

Estrategias y propiedades del apartado 111

® Computacional ™ Compensatoria Adicion(Conmutativa) Unidirecional ~ WNC
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Porcentaje

Por lo que se refiere al apartado 1V, las respuestas obtenidas de los tres items
manifiestan el significado Operador (Molina, 2006) en el 59% del total. Mientras que el de
Expresion de una equivalencia (Molina, 2006) se observa en el 41% de las mismas. A
continuacidn, la Figura 54 muestra el porcentaje de tales significados.
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Figura 54

Resultados del apartado IV

Resultado del apartado IV
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Cabe mencionar que en la descripcion de las respuestas se alude frecuentemente a
estrategias computaciones y significados Operador y Basic Operational. También, se
menciona de forma esporadica estrategias compensatorias y significados Full Relational y
Advance Basic Relational. Ademéas, no se indican respuestas con estrategias de
reagrupacion o que muestren significado Pseudo-relational. La causa se debe a que las
producciones de los estudiantes si fueron observadas a partir de los significados integrados
de las clasificaciones de Singh & Kosko (2017) y Molina (2006), sin embargo, las
encontradas fueron relativas a los significados con mayor predominancia antes
mencionados.

Finalmente, de manera general se percibe que los estudiantes muestran significados
relacionados con el sentido operativo y se evidencia cuando se enfrentan a sentencias
atipicas, al intentar de establecer una comprension unidireccional tratan de asimilar la
estructura de alguna forma coherente. En este caso la configuracién de las sentencias puede
provocar que por si mismos generen y reflexionen sobre los usos del signo igual que
emplean.

4.1.3. Dimension didactica

En esta dimension se describen las caracteristicas de la ensefianza y sus efectos, se refiere a
la manera en la que se desarrolla el tema de ecuaciones lineales de una variable en el
contexto escolar del Bachillerato No. 33 de la Universidad de Colima del municipio de
Villa de Alvarez, Colima. Para la obtencion de la informacion, se disefié un cuestionario
dirigido al docente titular para conocer aspectos didacticos y del contenido.

La dinamica de aplicacion consistio en enviarle por medio de WhatsApp el
cuestionario como plantilla de texto. El tiempo que el docente destin para responder las
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preguntas fue de seis dias. Luego, realizo el reenvio del documento ya con la informacion
solicitada. En el Anexo 3 este trabajo se puede observar las respuestas del docente.

El cuestionario aplicado consta de tres secciones. Dicho instrumento se muestra en
el Anexo 2 de esta investigacion. El primer apartado, se constituye de ocho preguntas que
permiten conocer aspectos del contenido, es decir, definicion de ecuacion lineal de una
variable y didacticos, como momentos didacticos para la ensefianza, dificultades y errores
en el aprendizaje, aprendizaje logrado, libro base para el tema y dinamica y dificultades en
la ensefianza a distancia, virtual o en linea 0 una combinacion entre éstas.

Luego, en el segundo apartado se retoman las mismas preguntas del primer
apartado del cuestionario para los alumnos. La finalidad es para observar qué significados
asocia el docente con el signo igual y determinar si dicha comprension es mas amplia, igual
o limitada en comparacion con la de los estudiantes.

Del mismo modo, sucede en el tercer apartado, en el que, se adjunta la segunda
seccién del cuestionario para la dimension cognitiva. Cabe mencionar que las sentencias
numéricas de la tabla se conservan y solamente, se agregan dos sentencias mas con
términos algebraicos para observar el concepto de ecuacién y qué tan arraigado muestra el
sentido operativo el docente en un contexto algebraico.

Ahora bien, luego de realizar la aplicacion del cuestionario al docente se puede
interpretar sus respuestas para analizar el contexto de la ensefianza del tema de ecuaciones
lineales de una variable.

En cuanto al primer apartado, como se menciond se compone por 8 preguntas. La
primera, consiste en ¢Cual es la definicion que utiliza con sus alumnos para conceptualizar
a la ecuacion lineal de una variable? En primera instancia, el docente no respondié porque
indico que no entendia la pregunta. Luego de esclarecer su duda, envio un audio en la que
indico el libro de Jiménez (2008), cual definicion es la siguiente “Una ecuacion es un
enunciado que establece que dos expresiones matematicas son iguales” (p. 178).

Por lo que se refiere a la segunda pregunta, se plantea que describa, en términos
generales, los momentos didacticos que frecuentemente emplea para la ensefianza de tal
topico matematico; a lo que indicd tres: Inicio, Desarrollo y Cierre donde emplea preguntas
exploratorias, focalizar la atencién de los alumnos con ejercicios y analisis de los
resultados, respectivamente (Figura 55).

Figura 55

Respuesta del docente al item 1b

En téerminos generales. describa los momentos didacticos que frecuentemente emplea para la ensefianza
de este tema. - Inicio: preguntas exploratorias — desarrollo: focalizar la atencion de los alumnos con

gjercicios — cierre: analisis de los resultados
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Ahora bien, el tercer cuestionamiento consistio en indagar los aspectos que
considera el docente, desde su perspectiva, mas “dificiles” de aprender por los estudiantes.
Desde su respuesta (Figura 56) se intuye que se refiere al proceso de transposicion de
términos para resolver ecuaciones y también que no contempla el concepto de equivalencia
de la igualdad ni sus propiedades. En este sentido, la pregunta cuatro enfatiza en el error
mas recurrente de los discentes al estudiar tal tema por lo que alude, de igual manera, al
“cambio de signos” (Figura 57).

Figura 56

Respuesta del docente al item 1c

{Queé aspectos, de este tema, considera son mas dificiles de aprender para los estudiantes?

El cambio de los signos cuando pasa sumando v cuando asa dividiendo se les complica mucho ese cambio

porque en uno se cambia el signo (suma y resta ) y en el otro no(multiplicacion y division).

Figura 57

Respuesta del docente al item 1d

Desde su experiencia. ;cual es el error mas comuin que tiene los estudiantes cuando estan aprendiendo el

tema?

El cambio de los signos

Con respecto a la quinta pregunta se pide que describa el aprendizaje que obtienen
los estudiantes luego de estudiar el tema mencionando conocimientos, habilidades y
destrezas en su devenir por lo que el docente sefiala que depende sobre lo que se quiera
profundizar pero que de manera comun se prioriza en describir y aplicar diversas técnicas
para resolver ecuaciones lineales de una variable (Figura 58).

Figura 58

Respuesta del docente del item 1e

Describa el aprendizaje que obtienen los estudiantes luego de abordar el tema, es decir qué conocimientos,
habilidades y/o destrezas adquieren los alumnos.

Dependiendo de donde profundicemos con esta tema, uno de los conocimientos que el alumno pueda
adquirir “describir técnicas para resolver ecuaciones lineales en una variable™ una habilidad “aplica

diversas técnicas para resolver ecuaciones lineales en una variable”

La pregunta seis interroga sobre el libro base que regularmente utiliza para ensefiar
este tema, por lo que hizo mencidn de tres fuentes bibliograficas (Figura 59): Baldor
(2007), Jiménez (2008) y Aguilar, Bravo, Gallegos, Cerén y Reyes (2009a).
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Figura 59

Respuesta del docente del item 1f

(Cual es el libro base que regularmente utiliza para ensefiar el tema de ecuaciones lineales con una
variable?

Grupo editorial patria “Algebra baldor”

Editorial Person “Matematicas simplificada segunda edicion”

Editorial Person “matematicas 1 * segunda edicion autor Rene Jiménez

Con relacion a las siguientes preguntas que abordan la idea sobre la situacion del
sistema educativo actual, es decir, continuar con la ensefianza desde espacios a distancia
mediante los recursos tecnoldgicos disponibles, se plantean los cuestionamientos 7 y 8.

En este sentido, la pregunta siete averigua la dindmica de ensefianza actual con el
grupo indicando las estrategias, plataformas recursos tecnologicos y formas de trabajo que
utiliza con los alumnos. Es asi, que el docente puntualizé que lleva a cabo la educacién en
linea en la que proporciona una actividad, algunos videos explicativos vinculados
relacionados con el tema y luego, se relunen mediante videoconferencia para el
esclarecimiento de dudas. Ademas, los recursos que emplea son Google Classroom y
aparatos electronicos como tableta digital, smartphone y computadora (Figura 60).

Figura 60

Respuesta del docente al item 1g

Describa la dinamica de ensefianza que actualmente esta llevando con el grupo durante la educacion a
distancia. Indique las estrategias, plataformas, recursos tecnologicos y formas de trabajo que utiliza con
los alumnos.

Educacion en linea. plataforma classroom, tableta, celular, computadora, pintarron, se deja actividad se

mandan videos y tenemos una video conferencia para aclaracion de dudas.

A su vez, la pregunta ocho indaga si en la transicion del escenario presencial al
virtual ha enfrentado dificultades ya sean tecnoldgicas, sociales, institucionales, didacticas,
entre otras, a lo que especifica que un aspecto ha sido el servicio de internet tanto de él
como el de sus estudiantes porque influye en el audio y el video de las videoconferencias,
también que el trabajo en casa dificulta el tener un espacio designado donde no intervengan
los ruidos del exterior cuando realiza las reuniones (Figura 61).
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Figura 61

Respuesta del docente al item 1h

(Cuales han sido las principales dificultades que ha enfrentado durante la educacion a distancia? Mencione
aspectos tecnoldgicos, sociales, institucionales, didacticos, entre otros.

El internet limitado que hace que se vea mal la videoconferencia, no tener un espacio adecuado donde no

se escuche los ruidos externos.

Acerca del segundo apartado de preguntas, como ya se ha descrito, consistieron en
conocer como conceptualiza el signo igual, solicitandole que sefiale el nombre del simbolo
=y el significado principal y alternativos que le puede asociar. Es asi que, el docente
aludio al simbolo como el signo de igualdad y solo proporcion6 un significado (Figura 62).

Figura 62

Respuestas del docente al item 2a'y 2b

1as siguientes preguntas son acerca de este simbolo:
a) La flecha de arriba apunta a un simbolo. ;Cual es el nombre?

Signo de igualdad

b) (Que significa ese simbolo?
Que tanto lo que esta en el primer miembro de la igualdad como lo que esta en el segundo miembro de
la igualdad es lo mismo o tienen el mismo valor.

En lo que respecta al tercer apartado de preguntas consistié en seis sentencias en la
que cinco tienen al menos un espacio en blanco para establecer, de acuerdo con su criterio,
el valor que verifique a las igualdades y que, ademas, explicite sus respuestas. Segun con la
primera sentencia planteada 9- 5 = __ + 3 la eleccion del valor que cumple con la
igualdad es determinado mediante estrategias de computo, es decir, calcula la resta del
miembro izquierdo para con ello saber qué nimero agregar en el miembro derecho (Figura
63).
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Figura 63

Respuesta del docente al item 3a

Uno porque cuatro seria el resultado de la resta de 9-5=4 por lo que
9-5=_ +3 143=4
En sentido similar, sucede con la siguiente sentencia 25 + __ = 115 +10enla

que se observa que comprende la igualdad presentada y justifica el valor a colocar de
acuerdo con operaciones aritméticas que debe efectuar para validarla (Figura 64). Cabe
mencionar, que ambas respuestas coinciden con lo que denota Singh & Kosko (2017) como
una comprensién Basic Relational pues en ese tipo de estructuras las estrategias de
coémputo son las que predominan.

Figura 64

Respuesta del docente al item 3b

25+ __ =115 +10 100 por lo que si sumamos 115+10=125 entonces 25+100=125

La siguiente igualdad presentada pretende inducir al docente para que haga uso de
otras estrategias, como las compensatorias, para justificar su respuesta, pues al establecer
relaciones entre los nimeros de cada miembro de la igualdad podria notar esa caracteristica.
Sin embargo, continuando con los razonamientos precedentes, su respuesta (Figura 65)
recae en una estrategia de computo pues suma todos los elementos del miembro izquierdo y
después compara el “resultado” del miembro derecho para saber cudnto le hace falta para
mantener la equivalencia.

Figura 65

Respuesta del docente al item 3c

99 + 87 =98 + 86 + __ 2 por que si sumas 99+87=186 entonces si sumo 98+86+2=186

En lo que respecta a la sentencia 743 + ___ = ___ + 631 larespuesta que daria
indicios de un pensamiento Full Relational es que utilice la propiedad de la conmutatividad
para la suma para evidenciar la equivalencia, es decir, intercambiar los valores de cada
miembro de la igualdad de la siguiente manera: 743 + 631 = 743 4+ 631. No obstante, en
su justificacion (Figura 66) hace notar que la sentencia inicial la divide en otras sentencias
mas sencillas, por ejemplo 743 +1 =744 y 631+ 113 = 744 que se traduce a una
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configuracién del tipo a + __ = ¢ correspondiente a una comprensién Basic Relational
porque establece un mismo nimero mayor a los elementos de la sentencia y solo agrega lo
que hace falta para completar tal valor.

Figura 66

Respuesta del docente al item 3d

Los numero que falta puedes ser infinidad pero se puede poner un

gjemplo 1y 113 porque sia 743+1=744 y si a 631+113=744

743+ _ = _ + 631

Continuando con el andlisis de las sentencias, las dos posteriores tienen la
caracteristica que emplean expresiones algebraicas. Una, es la que se muestra enseguida
3x +_ = 10x + 8 — __ este tipo de configuracion tiene dos espacios para responder y la
finalidad es para determinar si el docente tiene una percepcion global de la ecuacién
dependiendo de los términos que agregue para estructurarla. La respuesta del profesor verso
en colocar x y 2 para completar la ecuacion (Figura 67), la cual, es una de las multiples
opciones que cumplen para este inciso.

Figura 67

Respuesta del docente al item 3e

3x+__ =10x+8—__ X y 2 para que salga el ultimo resultado

Finalmente, la Gltima sentencia consiste en una expresion algebraica y se planteé de
manera que, si el profesor agregara algin elemento a la igualdad, como el signo igual y otra
expresion para completar una ecuacion, es un indicio de un pensamiento operacional. Sin
embargo, la respuesta del docente se limitd a modificar la expresion, aunque la visualiza
como el resultado de algo sin contemplarla como un elemento por si mismo (Figura 68).

Figura 68

Respuesta del docente al item 3f

8x+6 Este seria el resultado de lo de arriba

A manera de reflexion, el analisis realizado de la dimension didactica proporciona
informacién relevante con respecto a la ensefianza y la manera en que se conceptualiza el
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topico de ecuaciones lineales de una variable. Un aspecto para destacar se refiere al error
méas comun que cometen los estudiantes que, de acuerdo con el profesor, lo sefial6 como el
cambio de signos y que también causa mayor dificultad de aprendizaje en los estudiantes.

En este orden de ideas, la dificultad mencionada por el profesor radica en la
estrategia que usualmente se utiliza que se describe desde un conjunto de reglas sin sentido
que solamente se deben de memorizar cuando se quiere determinar el valor de la incognita.
Pues el decir que “si un término esta sumando pasa restando” y que no cambia el signo
cuando se trata de multiplicacion y division de manera implicita no se utiliza
adecuadamente el axioma de existencia de elementos inversos: aditivo y multiplicativo y de
los elementos neutros, lo cual, causa mayor confusion que esclarecimiento.

Esto se puede relacionar, con lo que se ha reportado en la literatura referente a la
transicion abrupta de la aritmética al algebra en la que el signo igual es el mismo simbolo,
pero no se relaciona entre ambas ramas de la matematica, sino que se abordan de manera
aislada. Ademas, el concepto de equivalencia no es vinculado con el de ecuacion mediante
las propiedades de la igualdad por lo que provoca un sentido unidireccional y no fomenta la
comprension de la parte procedimental del proceso para calcular el valor de las variables.

De tal manera, para la concepcion se retomard el contexto aritmético y las
estrategias de ensefianza de “lo que esta sumando pasa restando” para ponerlo en evidencia
con el contexto algebraico y las propiedades de la igualdad para provocar el didlogo con
respecto a la equivalencia.

Otro punto es la dindmica para la ensefianza del sistema educativo que predomina
actualmente, en la que se pueden utilizar las videoconferencias para llevar a cabo la
institucionalizacion de la situacion y la plataforma de Google Classroom para tener la
comunicacion y proporcionarles las actividades a los alumnos.

Por otra parte, en relacion con los significados del signo igual, se detecté una
disparidad en las respuestas del docente, es decir, expresé una comprension en términos de
un pensamiento relacional, mientras que en las sentencias manifestd usos operacionales o
Basic Relational, por lo que acepta las igualdades presentadas, pero las justifica con
estrategias computacionales. Esto puede incumbir con la manera en que ensefia el tema de
ecuaciones lineales de una variable a través de un conjunto de reglas que se deben de
cumplir estrictamente.

Lo antes mencionado, servira para tratar en la situaciéon didactica una uniformidad
entre la comprension y los usos que hacen del signo igual, teniendo en cuenta que el
objetivo es que el estudiante mediante el desarrollo del pensamiento relacional sera mas
proclive a disminuir sus errores al determinar el valor de la incognita de ecuaciones de
primer grado.
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4.2. Fase 2. Concepcion y analisis a priori

En este apartado se indica la Fase 2 de la Ingenieria didactica nombrada como Concepcion
y andlisis a priori. Se estructura por la descripcion de la construccion de la situacion
didactica y de los elementos considerados de acuerdo con la Fase 1 para su elaboracion.
También, se alude a las variables didacticas y analisis de lo que se espera que suceda en la
siguiente fase y, por ultimo, se detalla la puesta en marcha de forma preliminar con una
muestra de estudiantes como la prueba piloto.

4.2.1. Concepcidn

La situacion didactica fue elaborada retomando la informacion recabada de los andlisis
preliminares. En cuanto a la dimensién epistemoldgica se retoma la idea de las diferentes
interpretaciones que le otorgaron diversos matematicos al signo igual y que la adopcion
universal del signo se logro gracias a la invencion del célculo diferencial e integral refleja
la cantidad de usos que tiene tal simbolo y la confusion que causa en los contextos donde se
utiliza.

Por lo que se refiere a la dimensién cognitiva, se considerd la dificultad que
presentaron los estudiantes para contemplar de manera global los miembros de sentencias
numéricas, por lo que en la propuesta se trata de solventar tal deficiencia. También, en los
usos que emplean de tal simbolo se observé escasa utilizacion de estrategias
compensatorias, por tanto, se hace énfasis en fomentarlas porque estan vinculadas con el
pensamiento relacional propio del sentido bidireccional del signo igual.

A su vez, en la dimension didactica se dispuso de la comprension que posee el
docente titular acerca del signo igual, pues no vincula la equivalencia y las propiedades del
signo igual con el concepto de ecuacién, lo cual, es algo que podria transmitir a los
estudiantes en el estudio del tema matematico en cuestion. Asimismo, de acuerdo con las
condiciones de ensefianza virtual, se continu6 con la dindmica que se utiliza con el grupo
empleando la modalidad de las sesiones (sincrona y asincrona) y de los recursos
tecnoldgicos.

Por otra parte, la experimentacion de la propuesta consiste en la transicion de los
tipos de situaciones de manera secuencial, sin embargo, también es posible que en la
experimentacién ocurra de forma regresiva. Por ejemplo, que de la situacion de validacién
vuelvan a la de formulacion. Por consiguiente, ese momento se caracterizara por incluir una
formulacion-validacion.

El proposito de la situacion didéctica es evidenciar el significado “Pensamiento
relacional” del signo igual en la aritmética. De tal manera, que el alumno observe otros
significados, ademas del operacional, en ese contexto. En este sentido, se espera que el
estudiante pueda establecer relaciones entre la aritmética y el algebra a través del signo
igual y con ello utilice dicha comprension para resolver de manera eficaz ecuaciones
lineales de una variable.
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En cuanto al desarrollo de la situacion didactica se plante6 aplicarla a través de
cuatro sesiones de manera asincrona y sincrona (Tabla 2). Para la situacion accién se
establecié una sesion para reunion virtual de 30 o 45 minutos para establecer el contrato
didactico y la explicacion de las actividades.

Por lo que se refiere a la situacion de formulacion, fue de forma asincrona para que
los alumnos se sintieran en confianza con sus comparieros y el docente al pendiente para las
dudas que surjan en el equipo. Los equipos formados resolvieron las actividades mientras
se videograbaron. Los productos obtenidos de esas interacciones los proporcionaron a
través de una plataforma. Luego, en la situacion de validacion e institucionalizacion se
dedico una sesion sincrona para cada una.

Tabla 2

Distribucion de las sesiones

NUmero de sesion Tipos de situacion Tiempo estimado Modalidad
1 Accion 50 min Sincrona
2 Formulacion 90 min Asincrona
3 Validacion 50 min Sincrona
4 Institucionalizacién 50 min Sincrona

4.2.2. Variables didacticas

A continuacion, se presentan las variables para esta situacion didactica. De manera general,
macro-didacticas y micro-didacticas:

Macro-didacticas, concernientes a la organizacién global de la experimentacion.

e La situacion didactica se compone por 4 sesiones. Tres de manera sincrona y la
restante, asincrona.

e La conformacion de los equipos se realizd en la primera sesion. Estuvieron
compuestos por 3 integrantes. La eleccion de los compafieros fue decision libre de
los estudiantes. Quedaron registrados los participantes en sus respectivos subgrupos.

e La entrega de la hoja de trabajo se realiz6 por Google Classroom unos 10 minutos
antes de iniciar la primera sesion sincrona.

e Se proporcionaron los espacios para la entrega de las actividades realizadas en
Google classroom correspondientes a cada equipo.

e Las reuniones sincronas se realizaron a través de Google Meet.

Micro-didacticas, referentes a la organizacion de la situacion didactica.

e Significados del signo igual. Los significados a fomentar en los estudiantes son
Basic Operational, Flexible Operational, Pseudo-Relational, Basic Relational,
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Advance Basic Relational, Full Relational y Expresion de una equivalencia de
acuerdo con la configuracion de las sentencias seleccionadas.

e El método de resolucion de una ecuacion lineal de una variable concierne al uso de
las propiedades de la igualdad.

e Las sentencias numéricas incluyen espacios en blanco en forma de cuadrados,
simbolizando incdgnitas.

e En las sentencias se utilizan nimeros enteros para focalizar la atencion en las
propiedades de la igualdad y no provocar errores derivados del empleo de otros
nameros como los racionales.

e El problema del apartado Il se selecciond porque implica tener conocimiento del
sentido bidireccional del signo igual para corregir la ecuacion y determinar el valor
de la incognita.

e Se optd por un problema con forma de representacion algebraica para que de esta
manera los estudiantes comprendan qué es lo que se les solicita y averiglen la
manera de resolverlo en el mismo contexto algebraico.

4.2.3. Andlisis a priori

En esta seccidon se describe la estructura de la propuesta en términos de la Teoria de
Situaciones Didacticas. Ademas, se incluyen los aspectos de logistica relacionados con el
escenario virtual y la manera en la que se trabajo en cada una de las situaciones que se
presentan a continuacion. En el Anexo 4 se incluye la hoja de trabajo que contiene las
actividades a realizar.

Situacion accion

La situacion accion es el primer acercamiento del estudiante a la situacion didactica. Por
tanto, es importante que se establezca el contrato didactico como mediador del desarrollo
de las sesiones. Ademas, en este momento, mediante la devolucién, el alumno debe
responsabilizarse de su aprendizaje y el docente debe proporcionar los recursos necesarios

para tal proposito. De acuerdo con las caracteristicas, esta sesion se programa de manera
sincrona por medio de una reunidn virtual en Google Meet.

El desarrollo de la sesion 1 se orienta con base en el apartado | que contiene 6 items
de la hoja de trabajo (Anexo 4). Al principio, el docente les pide a los alumnos que
proporcionen los datos generales que se les solicitan. De igual manera, les explica que el
propdsito de las sesiones siguientes es la aplicacion de actividades que se derivan de este
trabajo de tesis y que de igual manera tiene valor como las tareas semanales de la
asignatura. Ademas, que la informacion que brinden es manipulada de forma confidencial.

Luego, el profesor lee las indicaciones y pide a los estudiantes que respondan de
manera individual a la sentencia numérica que se presenta, misma que se caracteriza por ser
poco habitual en la ensefianza escolarizada. Cabe mencionar, que en todo el desarrollo de la
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situacion se evitan las palabras igualdad o ecuacion para no inducir a ciertos
procedimientos comunes en el contexto algebraico.

A continuacion, por medio de preguntas planteadas por el docente como: ;Que
diferencias tiene este ejercicio con los que usualmente conoces? ¢Es correcto escribir un
gjercicio de en ese orden? ¢(Por qué? ;Que valor va en L] para que la sentencia sea
verdadera? Se pretende que el estudiante, de forma individual, plasme sus primeras ideas
acerca de la estructura de la sentencia. Al terminar, algunos discentes por medio de
participaciones comunican sus resultados.

Después, el profesor prosigue con el siguiente planteamiento hacia los alumnos: Si
se cambia el orden de los elementos, es decir, 4 +7 =[] ;cambia el valor de [J? ;Por
qué? Asi, la verificacion recae en la configuracion de sentencias que conocen ampliamente
y en dado caso que tengan dudas en el ejercicio anterior, se espera que con éste se logren
disipar. A través de los cuestionamientos que realice el docente y las respuestas que
ofrezcan los alumnos, mediante participaciones, se logra la devolucion de la situacion.

Enseguida, el docente realiza una modificacion a la sentencia para mostrar un
aspecto de equivalencia entre ambos miembros sin indicarlo de manera explicita. De esta
forma, afiade +6 después del espacio en blanco junto con algunas preguntas que dirige a
los estudiantes que permitan evidenciar los significados que atribuyen al signo igual.

En el ultimo ejercicio del primer apartado, el profesor plantea la sentencia
cambiando los elementos del miembro en el que se encuentran, es decir, 6+ 1=4 +7
para verificar si el sentido de equivalencia permanece en los discentes y si logran percibirla
de manera global. Con la ayuda de algunas preguntas se incentiva a que den muestra de tal
proposito.

A continuacion, en el esquema de la Figura 69, se muestra la justificacion que
orienta la situacion de accién en cada una de los cuestionamientos y ejercicios establecidos.
A través de diferentes sefialamientos se puntualiza el fundamento de los items y lo que se
espera fomentar en los estudiantes.
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Figura 69

Esquema del trasfondo de la situacion de accion

Es el primer contacto
con una sentencia
atipica al contexto Sentencia c =a+ b en la
escolar. Representa clasificacion de Singh &
un desafio sencillo | I. De manera individual, indica el valor que corresponde al siguiente inciso. Kosko (2017) corresponde
pero evidencia Ia _ al nivel Flexible
lectura de manera I:I - 4’ + 7 Operational
unidireccional o o o : : . ;
¢ Qué diterencias tiene este ejercicio con los que usualmente conoces? Menciona un ejemplo conocido.

Orienta al

alumno a |

analizar la ¢ Es correcto escribir un ejercicio en ese orden? ;Por qué?

sentencia al =

observar su
estructura vy
compararla con
sus .
conocimientos Si se cambia el orden de los elementos, es decir, 4 + 7 = [] ;cambia el valor de Lh ¢Por qué?

previos : I

Cotejar las dos sentencias mostradas y es el
inicio implicito del sentido bidireccional
mediante el intercambio de elementos

{Qué valor va en [ para que la sentencia sea verdadera?

Ahora, se agrega el
elemento +6 para que
el alumno reflexione
acerca de observar la | sjse agrega +6 en la sentencia de tal forma que quede de la siguiente manera:
sentencia de manera

global 4 + 7 - I:J +6

¢Cual es el valor de Ch ¢Sigue siendo el mismo que en la anterior? ;qué cambi6?

Indicar el valor en el
espacio sirve como
parametro  para el
analisis de la siguiente
sentencia

Si se cambia el orden de los elementos dejando la sentencia de la forma siguiente: O+ 6 = 4 + 7
¢Cudl seria el valor de [ 1? ;Sigue siendo el mismo o el valor es diferente cuando se cambia el orden

de los elementos? ‘

Se intercambian de miembro cada elemento. El
valor del espacio ayuda esclarecer la vision global
de la sentencia sin etiquetarla como “operacion” y
“respuesta”

En este apartado I, la configuracion de las sentenciasesc =a+bya+ b =c +d.
También, los significados que se promueven se muestran en la Tabla 3. El propdsito de esta
sesion 1 es que el alumno contemple de manera global los miembros de la igualdad sin
importar que en el instante emplee estrategias de computo para verificar sus respuestas.
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Tabla 3

Significados utilizados en la situacion de accion

items Significados Estrategias
1 Operador No aplica
2 Operador No aplica
3 Basic Operational Computacional
4 Basic Operational Simetria de la igualdad
5 Basic Relational Computacional
6 | Advance Basic Relational | Simetria de la igualdad

Para finalizar con la sesién 1, se conforman los equipos de trabajo. Se les indica que
cuando resuelvan las actividades, se comuniquen en una sesion en Google Meet y que
deben de grabar la reunién. Luego, cuando hayan finalizado, en Google Classroom debe
estar habilitado un espacio donde cada equipo sube las evidencias, es decir, el video y las
respuestas de la hoja de trabajo. Para realizar y entregar esta tarea disponen de un dia. En la
tercera sesion se retoman algunas de sus estrategias y comienza la dinamica de la situacion
de validacion.

Situacion de formulacion

La situacion de formulacion consiste en el trabajo en equipo en la resolucion del problema.
En este momento la comunicacién entre los integrantes es relevante para que se compartan
ideas y se lleve a cabo el aprendizaje. La forma de trabajo es de manera asincrona entre los
alumnos y el docente. La evidencia se obtiene con las respuestas del apartado Il y 11l de la
hoja de trabajo y de la videograbacion de los estudiantes cuando se retunan para resolver las
actividades.

Ahora bien, el apartado Il se estructura con 7 items, cada uno contiene instrucciones
y preguntas a resolver. Los ejercicios que se presentan tienen como propdsito conducir a los
discentes a visualizar un pensamiento relacional en ciertas sentencias.

En los items a), b), c), d) y e) se exhibe un tipo de sentencia en las que tienen
minimo un espacio en blanco para responder. De manera general se establece que los
alumnos determinen el valor que corresponde en cada lugar asignado. Ademas, deben de
formular tres procedimientos para cada ejercicio. La finalidad de solicitar tres maneras de
Ilegar a la solucion es con relacion a las respuestas que ofrecieron en el cuestionario de la
dimension cognitiva.

A continuacién, se describen tres posibles procedimientos que corresponde a tres
estrategias diferentes: computacionales, reagrupacion y compensatorias que pueden
proponer los equipos para el item a). También, en el orden en el que se presentan es el
esperado de observar en las hojas de trabajo de los estudiantes. Cabe mencionar, que las
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formas de solucién aqui expuestas son aquellas que contemplan la sentencia de manera
global; sin embargo, es probable que no comprendan completamente la estructura de la
sentencia o indiquen un valor incorrecto en el espacio a completar. Esto puede deberse a
que este razonamiento se muestra arraigado en algunos alumnos y consiste en la forma
inmediata de comprender un ejercicio con estructura similar. En consecuencia, el
significado que exterioricen se cataloga como sentido operativo.

En el item a) se esperan los siguientes procedimientos. El primero, consiste en
dividir la sentencia original en sentencias méas sencillas del tipo a + b = c. En este sentido,
se hace uso de estrategias computacionales para calcular la suma de los elementos de cada
miembro de la igualdad para después comparar ambos resultados (Figura 70). Este tipo de
razonamiento se puede clasificar como Advance Basic Relational respecto a los
significados de Singh & Kosko (2017).

Figura 70

Procedimiento de resolucién utilizando estrategias de computo

89+77=88+76+01

89+ 77 =166 I I

88 + 76 = 164 166 = 164 +[1
166 = 164 + 2

Luego, el segundo procedimiento puede ser que reagrupen los elementos de cada
miembro de la sentencia en unidades y decenas (Figura 71). De tal manera que comparen
las decenas en ambos miembros y la diferencia entre las unidades es el valor que indican en
el espacio. Esta estrategia es denominada como reagrupacion de unidades y decenas de
acuerdo con Singh & Kosko (2017) y sefiala un significado Pseudo-relational.

Figura 71

Procedimiento de resolucién utilizando estrategias de reagrupacién de unidades y decenas

80+70+9+7=80+70+8+6+0
80+70+9+7=80+70+8+6+2

Y el tercero, es para incitar a la reflexion y que muestren una justificacion que se
pueda distinguir como Advance Basic Relational. Esta estrategia consiste en comparar cada
elemento del miembro izquierdo con los del miembro derecho, observar su diferencia y
compensar en el miembro respectivo. Por ejemplo, el 89 con el 88y el 77 con el 76 (Figura
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72). Uno es mayor al otro en una unidad, asi para equiparar la sentencia se agrega +2 en el
miembro donde se requiere. A este tipo de estrategias se les conoce como compensatorias.

Figura 72

Procedimiento de resolucién utilizando estrategias compensatorias

+1

89+77=88+76+01

—

+1

En cuanto al item b), la primera forma esperada de solucién consiste en sumar los
elementos de cada miembro de la igualdad. Luego, comparar su diferencia y agregarla en el
miembro derecho para mantener la equivalencia. Para establecer los elementos de los
espacios restantes, establecen una relacién de manera que se afiada el mismo valor en
ambos miembros. Una posible respuesta es la que se muestra en la Figura 73. A esta forma
de solucion expuesta manifiesta un nivel de significado Basic Relational.

Figura 73

Procedimiento de resolucién de significado Basic Relational

13

63 + 42
+ 24 55
87 + 32
87

63 +0+24+0=0+13 + 32 + 42
63+16+24+4=20+13+32+42

El segundo procedimiento, reside en emplear estrategias compensatorias como ya se
han descrito en las soluciones del item anterior. Para esta sentencia, se establecen
relaciones entre los elementos conocidos de ambos miembros. La informacion que
obtengan de esto se utiliza con los espacios en blanco para determinar el valor. Por
ejemplo, al comparar el 63 se observa que es menor 50 unidades al 13, entonces, la
siguiente relacion que se compare debe tener una diferencia de 50 donde el valor mayor
debe estar en el lado derecho para mantener la equivalencia (Figura 74). Esta deduccion se
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utiliza para los elementos restantes. Esta estrategia corresponde a un significado Full
Relational.

Figura 74

Procedimiento de resolucion utilizando estrategias compensatorias

63 +0O0+24+0=0+13 +[0+42

W\

-50 +18
63+1+24+19=51+13+1+42

Respecto a la tercera forma de resolver la sentencia, radica en aplicar la propiedad
de adicién para la igualdad (conmutativa). En esta sentencia, consiste en indicar los
elementos conocidos del miembro derecho en el lado izquierdo y viceversa. Asi, la
justificaciéon reside que en ambos lados se encuentran los mismos elementos sin la
necesidad de realizar célculos para verificar la sentencia (Figura 75). Esta forma de
solucion se distingue como Expresion de una equivalencia de Molina (2006) porque utiliza
una propiedad de la igualdad.

Figura 75

Procedimiento de resolucidn utilizando la propiedad de adicion para la igualdad

63+13+24+42=63+13+ 24+ 42

En el c) la estructura de la sentencia es del tipo a+ b =c+d donde a y d son
valores desconocidos. Asimismo, se afiade la condicion que cada nimero a colocar en los
espacios debe ser diferente de cero. La intencion es provocar que los estudiantes empleen
estrategias compensatorias en los dos miembros de la igualdad.

La primera manera de solucién de este item evidencia un significado Basic
Relational. Se refiere a dividir la sentencia en dos mas sencillas con configuracion a + b =
c. Se establece un nimero mayor a los elementos que proporciona la sentencia de tal
manera que solo agregan la diferencia para completar tal valor. Por ejemplo, sea ¢ = 47,
entonces los elementos en la sentencia serian 46 y 19 como se muestra a continuacion:
19 + 28 = 46 + 1 (Figura 76).
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Figura 76

Procedimiento de resolucion de significado Basic Relational

464[1]= 47 47
B — 28
19 |+28 = 47 19

46+ 1 =19 + 28

El segundo procedimiento, consiste en emplear la estrategia de reagrupacion en
decenas y unidades. En particular, el 28 como 20 + 8 y el 46 como 40 + 6 (Figura 77).
Asi, comparan decenas con decenas y unidades con unidades en cada miembro para agregar
20 en el lado izquierdo y 2 en el lado derecho como los elementos restantes. Esta estrategia
se ubica en un significado Pseudo-relational.

Figura 77

Procedimiento de resolucidn utilizando estrategias de reagrupacion de unidades y decenas

O0+28=46+0
0+20+8=40+601

20+ 20+8=40+6+2

Y la tercera forma de solucidn, reside en aplicar estrategias compensatorias. Para
este ejercicio, se relaciona los elementos de cada miembro. Se determina su diferencia y
esta informacion es utilizada para aplicarla en los valores correspondientes de tal forma que
uno sea mayor al otro en 18 unidades (Figura 78). Una posible respuesta es la que se
muestra enseguida. Cabe mencionar que esta estrategia muestra un significado Full
Relational.
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Figura 78

Procedimiento de resolucion utilizando estrategias compensatorias

+18

N\

19+ 28=46+1

N

+18

El d) es el Gltimo item donde se incluye una sentencia numérica. La estructura es del
tipo ax + b = c. Este ejercicio introduce a ecuaciones lineales de una variable sin utilizar
letras como incAgnitas. Los elementos conocidos son a, b y c¢. Hasta este momento la
variable x se representa con [].

El primer procedimiento, se considera que realicen una sustitucion de diferentes
valores en []y después aplicar los calculos que indica la sentencia, es decir, multiplicar por
7 y al resultado sumarle 48 (Figura 79). La forma de solucion utiliza la tabulacién de
valores y como el alumno observa la sentencia de manera unidireccional corresponde al
significado Basic Operational.

Figura 79

Procedimiento de resolucién de significado Basic Operational

7-9+48 =111
7-10+48 =118
7-11+48 =125
7-12+48 =132

7-13+48 =139

El siguiente procedimiento esperado reside en utilizar la transposicion de términos
para calcular el valor del espacio. En otras palabras, se refiere al conjunto de reglas que se
emplean para despejar la incognita en una ecuacion lineal y con ello conocer el valor
(Figura 80). Este tipo de respuesta muestra un significado Expresion de una equivalencia.
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Figura 80

Procedimiento de resolucidn utilizando la transposicion de términos

7-00+48 =139
7-00=139 — 48

7 -00=91
91
O=—
=13

En cuanto a la tercera forma de solucion, radica en aplicar las propiedades de
adicion y multiplicacion para la igualdad en los términos de la sentencia (Figura 81).
Determinar qué realizar depende de deducir la manera de efectuar los pasos inversos del
primer procedimiento. En este caso, el valor a determinar es inmediato sin la necesidad de
realizar prueba y error. De acuerdo con las caracteristicas de esta respuesta, hace alusion a
un significado Expresion de una equivalencia.

Figura 81

Procedimiento de resolucién utilizando las propiedades de la igualdad

13

139
— 48 7 ‘91
91 21
0

7-13+48 =139

El e) consiste en un conjunto de preguntas que recapitulan las formas de solucidn
del item anterior. Tales cuestionamientos plantean que los alumnos comparen los
procedimientos que utilizaron estableciendo cual fue el mas y menos de su agrado, que
enlisten los pasos partiendo desde el miembro derecho y también del izquierdo y que
determinen alguna relacion entre los mismos.

En cuanto a estas preguntas, se espera que respondan que el tercer procedimiento es
mas de su agrado debido a que se establece de manera mas sencilla el valor de [J en la
sentencia en comparacion que si se parte desde la izquierda. En este sentido, lo que se
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espera es que indiquen que el procedimiento de menor agrado fue el primero porque se
debe intentar varias veces hasta conocer el valor que cumple con la sentencia.

Enseguida, se muestra una tabla que permite facilitar la comparacion entre cada
forma de proceder para determinar el valor de [J dependiendo del cuél lado se comience de
la sentencia. Ademas, se agregan preguntas que permiten involucrar las variables como
sustitucion de L.

Para concluir con el apartado 11, se cotejan dos maneras de representar la sentencia
del e). Una, se asigna un LI para representar el valor desconocido y la otra, la letra x.
También, se agregan preguntas para que justifiquen si es valido hacer tal sustitucion.

Luego, se alude al procedimiento para determinar el valor desde el lado derecho,
pero ahora desde una ecuacion lineal, es decir, la igualdad con variables en lugar de ['1. Solo
se ejemplifica el primer paso para que sea el detonador de la forma de comprender el
ejercicio y a través de algunas preguntas se orienta al estudiante durante el proceso.

El f) es una pregunta tomada de Alibali, Knuth, Hattikudur, McNeil & Stephens
(2007) con el proposito de fomentar las “letras” en las sentencias como variables. La
estructura del cuestionamiento es presentar dos ecuaciones. La segunda ecuacion tiene una
transformacion atipica al procedimiento usual para determinar el valor de la variable, de tal
manera que es equivalente a la primera. La idea es desviar la atencion del alumno en
recordar los pasos para calcular el valor de la variable de una ecuacion y que mediante otros
recursos establezca que es la misma solucion para ambas.

De acuerdo con Alibali et al., (2007) se esperan dos tipos de respuestas al respecto:

we expected that students who viewed the equal sign as representing a relationship
between quantities would recognize that the transformation performed on the
second equation of each pair preserved the quantitative relationship expressed in the
first equation of each pair, and thus conclude that the solution to each member of
the pair of equations is the same. (p. 226)

Esto quiere decir que los alumnos que tienen un significado Expresién de una
equivalencia distinguen que la transformacion atipica de la segunda ecuacion no afecta en
el valor de la variable, incluso, determinan que es el mismo valor pues son ecuaciones
equivalentes.

El segundo tipo de respuesta consiste en expresar que el valor de la variable de las
dos ecuaciones no es el mismo indicando que la estructura es diferente y no contemplen
que los elementos agregados en cada miembro. Por tanto, esta respuesta es evidencia del
significado Operador pues no logran determinar la equivalencia entre las ecuaciones
planteadas.

También, se incluye el g) para continuar fomentando las “letras” como variables.
Este ejercicio muestra una sentencia algebraica empleando la propiedad reflexiva de la
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igualdad. Se cuestiona si es correcto escribir esa sentencia y la justificacion de la respuesta.
Se espera que aquellos estudiantes que tengan un significado Expresién de una
equivalencia indiquen que es valido escribir una sentencia con esa estructura porque los
elementos de cada miembro son los mismos. Mientras que los que poseen un significado
Operador, tratan de despejar la variable para determinar el valor a traves de diferentes
métodos y concluyen que no es valido escribir una sentencia de esa forma.

En cuanto al apartado Ill, se constituye por un problema que plantea un
procedimiento algebraico incompleto para determinar el valor de la variable. Ademas,
incluye contexto en prosa para darle significado al problema. En el procedimiento se realiza
una transformacion atipica a la manera usual de resolver este tipo de ecuaciones y se hace
un uso arbitrario de las propiedades de la igualdad. La finalidad es que el alumno interprete
la I6gica del procedimiento y, ademas, identifique el error cometido para que asi continte
con el método establecido para determinar el valor de la variable.

En este sentido, se esperan dos posibles respuestas. Una, es que se adapten a los
primeros pasos que se enuncian en el problema y que continten con el procedimiento. Y la
otra, consiste en que recuerden la transposicion de términos que posiblemente fue ensefiada
en el nivel secundaria.

De la misma manera que en la situacion anterior, se afiade el esquema que
representa la forma en la que se disefid cada item y la idea acerca del sentido bidireccional
que pretende abordar. EI fundamento de la situacién de formulacion se estructura con la
Figura 82, Figura 83 y Figura 84 que se indican a continuacion:
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Figura 82

Esquema del trasfondo de la situacion de formulacion

II. Reunidos en equipos determinen los niumeros que van en los [] de cada una de las sentencias que
se muestran a continuaciéon y describan tres procedimientos de solucién. Los tres procedimientos de

cada sentencia deben de ser diferentes entre si. Expliquen lo mas extensa v detalladamente posible.

2 89 + 77 — 88 + 76 + D Los nimeros de la sentencias fueron seleccionados para fomentar

la identificacion de caracteristicas entre los elementos de los
miembros, es decir, observar que en el miembro izquierdo es
mayor a 1 en comparacion con los elementos del miembro derecho

La sentencia tiene configuracion de Full relational de
Singh & Kosko (2017) atb=c+d en donde a y d son | p,
espacios en blanco. La modificacion es orientada a

conmutativa de la suma al intercambiar los elementos
de cada miembro

¢) En esta sentencia se debe de cumplir la condicion de que los valores en los espacios deben de ser

428 = 46 +[]

La estructura de esta sentencia es la mas cercana a una ecuacion lineal de una

igual con las preguntas del siguiente item

elevar la complejidad de deducir la propiedad 63 -|-—\:|+ 24-—'—[':

[+13 +[]+42

El diseiio de esta sentencia esta
en fomentar estrategias
compensatorias de la
clasificacion de Singh &
Kosko (2017) al establecer
relaciones entre los elementos

variable y desencadena la reflexion acerca del sentido bidireccional del signo 9 7 . I:\ + 4‘8 _ 1 3 9

e) Utilicen los tres procedimientos que plantearon en el ejercicio d) para responder a las siguientes

preguntas.

[ ¢{Cual procedimiento les gusté mds para determinar el valor de Ch (por qué?

Estas preguntas

ayudan a la reflexion

de los procedimientos {Qué operaciones tuvieron que realizar para que el valor de (] fuera el correcto para determinar el
plasmados en el item otro elemento de la sentencia, es decir, con 139?

anterior. Ademas, se
enfatiza en los pasos
partiendo desde el

comparacion con los realizar a 139 para determinar el valor faltante?

lado derecho en (Se puede conocer el valor de (I si se parte desde 1392, es decir, ;Qué operaciones se le debian de

del lado izquierdo de

tal manera que puedan

determinar  algunas
caracteristicas

izquierdo con los del lado derecho de la sentencia?

KéQué diferencia encuentran con los pasos para determinar el valor de O partiendo desde el lado
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Figura 83

Segunda parte del esquema del trasfondo de la situacién de formulacion

A continuacién, se presenta una tabla que organiza los pasos sugeridos para obtener el valor de (en
la sentencia del inciso d) considerando el lado que se comience a realizar los calculos. La orientacion

de las flechas del centro indica el orden para proceder a calcular el elemento faltante en la sentencia

Se hace un resumen de - .
.. con relacion a su respectivo lado.
los procedimientos
planteados en las Lado izquierdo Lado derecho
anteriores  preguntas Multiplicar por siete el valor Comprobar que el valor del
mediante la tabla para del espacio en blanco espacio en blanco cumpla con
que sea més sencillo las condiciones de la sentencia
identificar las Luego, al resultado de esa El resultado de esa operacion
L multiplicacion sumarle 48 dividirlo entre 7
caracteristicas de cada - -
L Comprobar que sea igual a 139 Restar 48 a 139

procedimiento

- ¢Qué papel desempena el [Jen Ia sentencia?

Conforman la
transicion del
espacio en blanco '<
a variables como
X

¢De qué otra manera se podria representar? Es decir ;Qué simbolo podria sustituir el LD

Ahora, retomando la tabla de procedimientos con lo expresado en la pregunta anterior. Realizando
Si por alguna razon al | unacomparativa de diferentes maneras de representar las sentencias, una opcion es la siguiente:

estudiante no se le _ '

ocume de qu e/ L]+ 48 =139 | 7-x+48=139
puede ser sustituido el
espacio se le sugiere

la alternativa esta
alternativa

¢Es valido sustituir el (] de Ia sentencia de la izquierda con la letra x? ;Por qué?

Se alude a los pasos Prosiguiendo con la aplicacién de los pasos para determinar el valor indicado partiendo desde el lado
del lado derecho para | derecho, el primer paso es restar 48 a 139, esto traducido en la sentencia quedaria de la siguiente
involucrar el sentido | manera:

bidireccional en la

ecuacion lineal 7 X + 48 = 139 - 48

¢Como influye el agregar el -48 en el lado derecho con el resto de la sentencia? ;El valor de x sigue
siendo el mismo?

Relacionado con los
procedimientos

formulados en los
items anteriores,
esta pregunta Si también se agrega -48 en el lado izquierdo como se muestra a continuacién:
plantea la manera

que repercute 7 X + 4—8 - 4'8 = 139 - 4'8

agregar elementos a
la ecuacion con el (Como se restructura la sentencia? ;El valor de x es el mismo que en la sentencia

valor de x 7-x+48 =139 —48?

Luego, se afade -48 en
el miembro izquierdo| ;Cudles son los procedimientos siguientes para determinar el valor de x de
para que el estudiante | 7-x+ 48— 48 = 139 — 48? Explica detalladamente

observe el cambio que
genera en la ecuacion y Por ultimo, una vez presentada la idea del procedimiento se le
en el valor de x solicita que el alumno continte la solucién con la logica ya mostrada
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Figura 84

Tercera parte del trasfondo del esquema de la situacién de formulacion

Por ultimo, en la Tabla 4 se presenta de manera sucinta los significados que se
asi como el tipo de estrategias y las propiedades de la igualdad que se
favorecen en cada uno de los items de los apartados Il y 111. Posteriormente, en el analisis a
posteriori se retoma los elementos de la tabla para expresar las producciones de los

promueven,

estudiantes.
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f) Respondan a la siguiente pregunta.
¢El valor de w es el mismo en las siguiente dos ecuaciones?

2-w+15=31 2-w+15-9=31-9

Expliquen detalladamente su razonamiento.

Este item es adaptado del trabajo de Alibali et al. (2007) en la que se utiliza ecuaciones
equivalentes con una transformacion atipica a la resolucion para que los alumnos
justifiquen mediante la vision global de las dos ecuaciones

g) Contesta las siguientes preguntas acerca de la sentencia que se muestra a continuacion.

8x + 14 = 14 + 8x

¢Es correcto escribir esta sentencia? ;Por qué? Explica detalladamente.

Este ejercicio evidencia la propiedad reflexiva del signo igual, la cual, es relevante para
fomentar el sentido bidireccional. La idea es que el estudiante recurra a otras estrategias
que no sean computacionales para sefialar que es correcto escribir este tipo de sentencias

III. Lean el problema y contesten lo que se les pide.
Carlos estd resolviendo el siguiente ejercicio que le dejo su profesor de matemdticas de tarea:
6(6)(50)(3) = (3)(2(5) + 2x)
Cuando comenzo, noté que llegd a un punto en la resolucion en el que ya no pudo continuar.
6(6)(50) + 10 = 2(5) + 2x
6(6)(50) + 10 — 10 = 2(5) + 2x — 10

Analiza detalladamente el procedimiento de Carlos y sugiérele una estrategia para determinar el
valor de la variable desde el punto del procedimiento donde se quedd, es decir, continua el
procedimiento de Carlos.

El problema planteado consiste en comprender la logica detras del método de solucion
empleado para después indicar el error cometido, es decir, que se agregd un elemento a un
solo miembro de la igualdad para después corregirlo y continuar el procedimiento hasta
determinar el valor de x




Tabla 4

Significados, estrategias, propiedades de la igualdad y formas de solucion que se

promueven en los apartados 11y 111

Apartados Items Significados Estrategias, propiedades o formas de solucion
Advance Basic .
) Computacional
Relational
a Pseudo-relational Reagrupacion
Advance Basic .
. Compensatoria
Relational
Basic Relational Calculos aritméticos
b Full Relational Estrategias compensatorias
Expresion de una Propiedad de adicién para la igualdad
equivalencia (Conmutativa)
Basic Relational Calculos aritméticos
c Pseudo-relational Reagrupacion

Full Relational

Compensatorias

Basic Operational

Tabulacién

Expresion de una

Transposicion de términos

d equivalencia
Expresion de una | Propiedad de adicién y multiplicacion para la

equivalencia igualdad

o Expresion de una | Propiedad de adicién y multiplicacion para la
equivalencia igualdad

f Expresion de_una Propiedad de adicion para la igualdad
equivalencia

g Expre§|on de_una Propiedad reflexiva de la igualdad
equivalencia

Expresion de una equivalencia

Propiedad de adicion y multiplicacion para la
igualdad

Situacion de validacion

La situacion de validacion se refiere a un momento de debate entre el grupo donde
exteriorizan las estrategias que han implementado de forma individual y en equipos para la
resolucion de la situacion. Durante cada explicacion los alumnos deben de sustentar con
argumentos sus ideas, que son evaluadas por sus compafieros con el propdsito de aprobar
tales razonamientos.

Esta sesion es de manera sincrona y se lleva a cabo después de que los estudiantes
hayan subido a Google Classroom sus videos y documentos de la hoja de trabajo. El
docente selecciona el trabajo de cuatro equipos. Dos que tengan respuestas orientadas al
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sentido operativo o que utilicen estrategias de computo y dos méas, con caracteristicas del
pensamiento relacional.

A través de una reunion en Google Meet, en la que estan presente tanto el grupo
como el docente. Un integrante de cada equipo expone al resto de sus compaferos sus
respuestas y mediante participaciones de los compafieros pueden cuestionar los
procedimientos y resultados que se presente. EI docente es el moderador de la sesion, y
coordina y motiva las intervenciones.

El proposito es que con en el dialogo tanto los equipos participantes como el resto
del grupo identifiquen sus errores, si es el caso, o los diferentes razonamientos de sus
compafieros para establecer relaciones entre la aritmética y el algebra mediante el signo
igual.

Situacion de institucionalizacion

La situacion de institucionalizacion atafie unicamente al docente y acontece cuando los
estudiantes ya han debatido sus estrategias con sus compafieros y, ademas, han construido
algun aprendizaje al respecto. Entonces, el profesor retoma algunas ideas que han sido
sefialadas durante las sesiones anteriores, evidencia el trasfondo y objetivo de la situacién
didactica y formaliza el saber preestablecido.

En este sentido, en una sesion posterior, de manera sincrona a través de Google
Meet, se recapitulan algunas ideas que hayan mencionado los estudiantes durante la reunion
previa. Se destacan aspectos importantes sobre el pensamiento relacional a manera de
introduccion de la clase.

Después, se institucionalizan los axiomas de la igualdad (Vance, 1986, p. 19) y se
presentan algunos ejemplos en contextos aritméticos y algebraicos correspondientes, como
se muestra a continuacion:

Axioma I. Reflexividad de la igualdad.

ParatodoaenR,a = a

Ejemplos
Contexto aritmético Contexto algebraico
5=5 X=X
11-9=11-9 x—4=x—4

Axioma Il. Simetria de la igualdad.
Paratodoay benR,sia = b, entonces b = a

Ejemplos
Contexto aritmético Contexto algebraico
5+43=8.8=5+3 114+x=25.25=x+11
Axioma Ill. Transitividad de la igualdad.

Paratodoa,bycenR,sia=byb =c,entoncesa = c
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Ejemplos
Contexto aritmético Contexto algebraico
32+4)+5=3(6)+5=18+5=123 53x+1)+9=15x+549 =15x+ 14
Axioma IV. Propiedad de adicion para la igualdad.

Paratodoa,bycenR,sia = b,entoncesa+c=>b+c

Ejemplos
Contexto aritmético Contexto algebraico
Seaa=4,b=3+1yc=2 Seaa=x,b=13yc=7
4=3+1 x—7=13
44+2=3+1+2 x—7+7=13+7

Axioma V. Propiedad de multiplicacién para la igualdad.
Paratodoa,bycenR,sia = b,entoncesa-c=»b-c

Ejemplos
Contexto aritmético Contexto algebraico
Seaa=4,b=3+1yc=2 Seaa=—2x,b=9yc=1
4=3+1 _ 3
—3x=9

(4)2 = 3+ 1)2 j .
(—3x)§ = (9)§

De la misma manera, se exterioriza el procedimiento para la resolucion del
problema del apartado Il utilizando la herramienta de Jamboard para tener un pizarron
virtual donde se pueda explicar la solucién. Asimismo, los estudiantes pueden sefialar desde
sus dispositivos los puntos donde tengan dudas.

Por ultimo, se plantean algunas preguntas a los alumnos sobre qué significados tiene
el signo igual, qué usos se le puede dar y como influyen en las ecuaciones lineales de una
variable. La finalidad es cotejar con las respuestas de la dimension cognitiva y observar la
manera en que ha influido el desarrollo de la situacion didactica.

4.2.4. Prueba piloto

Una vez que se realizd la concepcion y el analisis a priori de la situacion didactica, se
prosiguio a implementar una prueba piloto para observar el desempefio del instrumento en
la préctica. Los aspectos para considerar son la claridad de las instrucciones, los tiempos
estimados para cada actividad y el desarrollo de la parte tecnolégica para las sesiones
sincronas y asincrona.

El pilotaje se llevo a cabo con cuatro estudiantes de segundo semestre del
Bachillerato No. 33 de la Universidad de Colima. Estos alumnos tienen condiciones
similares con los discentes con el que se realizo la experimentacion porque pertenecen a
otro grupo alterno del mismo docente titular.

La preparacion previa para el desarrollo de la sesion 1 sincrona, consistio en enviar
el apartado | de la situacién didactica por correo un dia antes para que asi ya tuvieran los
estudiantes el material necesario. Luego, para el momento de la primera sesion se grabé la
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sesion mediante dos herramientas tecnologias: la que proporciona Google Meet y con una
capturadora de pantalla para no tener fallas en la evidencia en video.

En cuanto a la sesion 1 corresponde a la aplicacién de la situacion accion que
implica establecer el contrato didactico y efectuar la devolucién entre alumno y profesor.
Antes de empezar, para facilitar el entendimiento entre todos se resolvieron algunos
acertijos para entrar en confianza con la clase. Después, a través de participaciones se pudo
involucrar a los estudiantes en las actividades. También, como se tenia previsto, el sentido
bidireccional fue exhibido por los discentes en las sentencias, pero la estructura en la que se
plantea la situacion propicio el razonamiento y la discusion sobre otras maneras de entender
el signo igual.

Cabe mencionar, que hubo aspectos para mejorar cuando se realice la
experimentacion. Por ejemplo, en la pregunta que incluye la sentencia 6 + L1 =4 + 7 los
alumnos detectaron ciertas diferencias con respecto a la anterior 4 + 7 =1+ 6 como que
habia un intercambio entre ambos elementos del signo igual, también, que el L] + 6 habian
cambiado de orden. Esta Ultima caracteristica, desviaba la atencion y complejizaba la idea
del sentido bidireccional del signo igual a la que se quiere llegar, por tanto, la modificacién
versara en conservar el mismo orden cuando se realice el cambio de los elementos en la
igualdad.

Ademaés, fue necesario incluir la pizarra Jamboard para esta sesién porque resulto
necesario transcribir las ideas que estaban aludiendo los alumnos y con ello tener méas
esclarecimiento al momento de compartir opiniones y debatir acerca de la actividad.
Ademas, para que los alumnos se vayan familiarizando con la pizarra y puedan participar
de manera activa en la situacién de validacion.

Por otra parte, la situacion de formulacion disefiada para trabajar de manera
asincrona tuvo diversas peculiaridades. En la sesion anterior se formaron los equipos, en
este caso se trabajé en binas para asi tener dos perspectivas de las respuestas para
presentarlas en la situacion de validacion. Para tener evidencia del trabajo realizado por
cada equipo, los participantes se reunieron de manera virtual en Google Meet y
videograbaron la reunién en esta plataforma. De esta manera, los datos fueron obtenidos a
través de los videos y las hojas de trabajo.

Un punto relevante que ayudé al analisis de las respuestas que proporcionaron los
estudiantes, fue la capacidad de cotejar sus hojas de trabajo con el video. Esta forma
permite comprender con mayor detalle el razonamiento y la estructura que hay de fondo de
las ideas de cada equipo y la manera de como las formularon y comunicaron con los demas
integrantes, sin embargo, requiere dedicarle mas tiempo a cada evidencia.

El desarrollo del trabajo independiente se dio de la manera como se tenia planeado.
Los estudiantes presentaron algunas dificultades para enviar la grabacion de la reunion. A
través del acompafiamiento mediante correos se logroé que compartieran sus videos.
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Acerca de las instrucciones de las actividades, se observo que en las sentencias que
solicitaban tres procedimientos sucedio que utilizaron la misma logica de una solucion y
solo cambiaron los nimeros y lo plantearon como procedimientos diferentes. Esto puede
modificarse de tal manera que se especifique que también deben de tener un razonamiento
diferente para cada procedimiento alternativo.

Asimismo, en el apartado 11l ninguno de los equipos contesté de manera acertada.
Cada equipo indicé que el procedimiento les resulté confuso y al revisar sus respuestas se
percibe que sus errores residen en la multiplicacion de expresiones. Por tanto, la adecuacion
consistié en plantear una ecuacion que no ocasione otras dificultades y que se puede
focalizar solamente en las propiedades del signo igual.

Por lo que se refiere a la sesion 3, correspondiente a la situacion de validacion en la
que es importante el debate y la argumentacion. La preparacion previa para esta clase
consistio en seleccionar algunos procedimientos de los alumnos y agregarlos en un
documento de Jamboard. En este sentido, a través de esta pizarra los estudiantes explicaron
sus respuestas a los demas y la discusion versé en elegir entre todos el procedimiento que
mostraba menores calculos aritméticos y un razonamiento mas simple en comparacion con
otros.

El desempefio en la clase de los estudiantes no fue muy productivo, por tanto, la
participacién de los alumnos fue guiada y en ocasiones, incentivada por el docente para que
explicaran su razonamiento. La causa puede deberse a que los discentes no se sintieron
comodos al establecer un didlogo mediante un ambiente virtual. Ademas, no estaban
familiarizados con el uso de la pizarra por lo que no la emplearon para complementar sus
explicaciones y solo se limitaron al medio oral.

Una posible alternativa para evitar este comportamiento puede ser agregar una
dinamica recreativa antes de comenzar con la discusion de los procedimientos que consista
en utilizar algunas de las herramientas de la pizarra para que los alumnos tengan mayor
interés en utilizarla sin que se sientan intimidados o con la expectativa que lo puedan hacer
mal y que sean juzgados por todos.

Otro punto para destacar fue el desconocimiento del docente para guiar a los
alumnos en el transcurso de las filminas cuando se realizaba el debate. El suceso consistio
después de que los discentes entraron al Jamboard y el profesor procedié a preguntar
acerca de los procedimientos que se planteaban en cada pizarra, se cambio de seccion y no
se percatdé que no se trasladaba automaticamente a todos los participantes que se
encontraran en el archivo de Jamboard, de tal manera, que mientras el docente hablaba
sobre cierta pantalla los alumnos seguian en la anterior. Por tanto, para que no ocurra esta
situacion sera necesario avisar a los estudiantes que se esta cambiando de filmina para que
todos puedan seguir de manera visual el desarrollo de la sesion.
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Por altimo, la situacion de institucionalizacién reside en establecer relaciones entre
las producciones de los alumnos con el saber socialmente instituido. Para lograrlo se
recapitularon algunas respuestas de los alumnos que mostraban el conocimiento de la
situacion didactica pero que se debia de exhibir para que fuera identificado de manera
consciente por los alumnos.

El ambiente que sucedio en la sesion 4 fue que la clase se tornd expositiva por el
docente al indicar el trasfondo de las actividades y del saber implicito de las producciones
de los alumnos. Una estrategia consiste en involucrar al estudiante en la clase al tomar
notas, resolver los ejercicios que causaron mayor dificultad en el grupo, preguntar algunos
aspectos, entre otras cosas. De tal manera, que la situacion de institucionalizacion sea un
espacio de trabajo en conjunto con los discentes recapitulando lo realizado previamente en
las sesiones anteriores.

4.3. Fase 3. Experimentacion

En esta seccion se presenta la Fase 3 de la Ingenieria didactica denominada como
Experimentacion. Los aspectos que se abordan son las caracteristicas de los participantes
desde su edad, sexo e institucion a la que pertenecen. También, se incluye el contexto de la
investigacion que describe la adaptacion que tuvo que realizar el centro educativo para
continuar con las clases virtuales. Y, por ultimo, las fuentes de informacion que reside en la
recopilacion de datos y las evidencias de cada actividad.

4.3.1. Participantes

La poblacién elegida fue de 31 estudiantes de segundo semestre del Bachillerato 33 de la
Universidad de Colima. El grupo seleccionado fue el mismo al que se le aplico el
cuestionario de la dimensién cognitiva en la Fase 1 de anélisis preliminares que se ubica en
el apartado 4.1.2. de este trabajo.

Por otra parte, los alumnos involucrados en la situacion de accion fueron 12 y tanto
en formulacion, validacion e institucionalizacion, 9. En la siguiente Tabla 5 se muestra los
alumnos que participaron durante los diferentes momentos de la experimentacion.

Pagina | 110



Tabla5

Total de estudiantes que participaron durante la experimentacion

Situacion | Situacion de | Situacion de Situacion de

Alumnos ., ., ., R e,
de accion | formulacion | validacién | institucionalizacion

Alumna 5
Alumna 4
Alumna 9
Alumna 11
Alumna 14
Alumno 17
Alumna 19
Alumna 22
Alumna 23
Alumna 24
Alumna 27
Alumna 29

Para efectos del analisis la muestra quedo6 reducida a 9 estudiantes, ya que son los
que estuvieron presentes en todas las sesiones, los cuales fueron codificados para
salvaguardar la confidencialidad de sus producciones como: Alumno 1, Alumna 2, Alumna
3y asi sucesivamente. La distribucion en cuanto al sexo es que el 89% es femenino y el
11% masculino. Ademas, las edades corresponden al 80% los que tienen 15 afios y el 20%
de 16 afios.

Cabe mencionar, que para el apartado de analisis a posteriori y validacion se
mantuvo el nimero asignado de cada discente desde el andlisis a priori, para darle
continuidad en este trabajo, es decir, que se presentan respuestas, por ejemplo, la Alumna
27 se refiere a la estudiante que estuvo presente tanto en el andlisis preliminar y
experimentacion codificada con ese nimero.

4.3.2. Contexto de la investigacion

El grupo de estudiantes seleccionados cursan el Bachillerato general, el cual, es uno de los
programas que oferta la institucion. El plantel es de educacion publica con duracion de seis
semestres. La modalidad es presencial escolarizada pero debido a la contingencia sanitaria
del COVID-19 realizaron adecuaciones para continuar con la formacion de sus alumnos.

En este sentido, las variaciones que implementaron para mantener el desarrollo de
las clases son similares a las directrices que tomaron otros centros educativos en el pais.
Tanto personal administrativo como docente optaron por clases virtuales, entendidas como
la comunicacion entre profesores y alumnos mediante una plataforma en la que es necesaria
una conexion a internet.

Pagina | 111



Esta modalidad se caracteriza por ser asincrona, donde el profesor sube los
materiales y asigna actividades en la plataforma relacionados con el tema del programa de
estudios a tratar en la semana y los alumnos revisan y descargan los materiales
proporcionados y suben las tareas una vez terminadas. El contacto se realiza mediante la
plataforma seleccionada o mediante correo electrénico.

Cabe mencionar que dependiendo de las necesidades de los estudiantes y del
desarrollo del topico matematico, se organizan sesiones sincronas mediante videollamadas
para esclarecer dudas o impartir una clase donde tanto profesor como discentes coincidan
en el mismo horario.

Por otra parte, la Universidad de Colima brind6 cursos y herramientas para que las
clases virtuales fueran méas productivas. Por ejemplo, tanto alumnos como maestros poseen
una cuenta G suite que les permite obtener varios beneficios para el trabajo escolar como la
posibilidad de grabar las reuniones en Google Meet y tener espacio ilimitado en Drive,
entre otras. En cuanto a los cursos, solo fueron designados hacia los profesores y
consistieron en edicion de video, creacion de contenido digital, entre otros.

4.3.3. Fuentes de informacién

Esta etapa del proceso de investigacion reside en la recopilacion de datos a traves de
diferentes fuentes de informacién seleccionadas para el contexto virtual de ensefianza. De
esta manera, es posible obtener resultados que faculten la realizacion del anélisis a
posteriori y validacion de la situacién didactica.

En consecuencia, las fuentes de informacion elegidas son la videograbacion a traves
de dos herramientas tecnologias: Google Meet y una capturadora de pantalla. Ademas, las
producciones escritas, de los estudiantes, recopiladas durante el desarrollo de las sesiones
que elaboraron tanto individual como en equipo.

En cuanto a los dilemas éticos, radican en la recoleccién de datos, pues como ya se
menciond videograbar las sesiones y con ello los rostros y comportamientos de los
estudiantes implica evidenciar aspectos personales que involucran la privacidad entre
profesor y alumnos. Ademas, las respuestas que puedan expresar serdn analizadas y
evidenciadas de acuerdo con la eficiencia de como resuelven las ecuaciones lineales.

Por tanto, las estrategias que se implementaron para atender los dilemas éticos son
las siguientes: salvaguardar la identidad de los participantes, asegurar la codificacion de
cada estudiante y profesor y editar las fotografias de manera que no se comprometa dicha
identidad.

4.4. Fase 4. Andlisis a posteriori y validacion

En esta seccion se presenta el desarrollo de la Fase 4 de la Ingenieria didactica que
corresponde al analisis a posteriori y validacion aludiendo a las situaciones didacticas
como punto de partida para la descripcion. El analisis se realizd6 mediante el conjunto de
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datos recolectados en la Fase 3 y la validacion acontece cuando se confronta el analisis a
priori con el a posteriori.

4.4.1. Analisis a posteriori

En este apartado se aborda el analisis a posteriori de la experimentacion en términos de las
situaciones didacticas: Accion, Formulacion, Validacion e Institucionalizacion. A partir de
ello, se describen a detalle los momentos donde se produce la devoluciéon y algunas
respuestas de los estudiantes importantes a mencionar.

Las producciones y dialogos que se muestran en las siguientes secciones se
obtuvieron de las hojas de trabajo y de las videograbaciones de las sesiones con los
estudiantes. Ademas, en cada situacion se describe el propdsito que se establecio, asi como
la estructura general de las mismas.

El analisis se realizo siguiendo el orden en el que se presentan los items en las hojas
de trabajo y si en dado caso, las respuestas de los discentes resultan ser limitadas e
insuficientes para comprender el razonamiento empleado, se consultan las
videograbaciones, por tanto, en los apartados siguientes se observan evidencias como
imagenes de las producciones y fragmentos de dialogo donde interactdan los integrantes de
los equipos para formular la solucién a las actividades.

Cabe mencionar que el objetivo de la situacion didactica es propiciar el significado
“Pensamiento relacional” del signo igual en la aritmética y en algebra, para la resolucion de
ecuaciones lineales de una variable. De tal manera, que el alumno observe otros
significados, ademas del operacional, en ese contexto. Por tanto, se espera que el estudiante
pueda establecer relaciones entre la aritmética y el algebra a través del signo igual y con
ello utilice dicha comprension para resolver de manera eficaz ecuaciones lineales de una
variable.

4.4.1.1. Situacion de accidn

La situacion de accion se llevo a cabo de manera sincrona en Google Meet en una sesion de
50 minutos. Los discentes con anterioridad tenian la hoja de trabajo correspondiente a la
primera reunion. Algunos imprimieron las actividades y otros mas las transcribieron a sus
cuadernos. Primeramente, se les indicé que llenaran la seccion de datos personales para
identificar sus respuestas.

Como se describio6 en el analisis a priori, el primer apartado de la hoja de trabajo se
estructura con seis items donde se aborda la configuracion de dos sentencias y la manera en
la que influye el signo igual para determinar los espacios en blanco en cada ejercicio. El
propoésito es que el alumno contemple las sentencias de manera global, es decir, que
establezca el miembro izquierdo y el derecho desde la justificacion que considere necesaria
sin ahondar, en este momento, en estrategias especificas para el desarrollo del sentido
bidireccional del signo igual.
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En este sentido, se prosigue con la resolucion de la actividad y para ello se le pide a
una alumna que lea las instrucciones de este apartado. Por lo que se refiere a la primera
pregunta, consiste en que proporcionen el valor del espacio en la sentencia Ll =4 + 7 y que
ademas identifiquen las diferencias de este ejercicio con los que usualmente conocen o han
visto en su trayectoria escolar.

En este momento comienza a darse la devolucion porgue los alumnos adquieren la
responsabilidad de responder al cuestionamiento planteado. Ademas, la sentencia
presentada tiene cierto grado de complejidad que permite ser considerada como desafiante,
pero sin excederse, pues de lo contrario, los discentes optarian no responder o permanecer
inactivos ante la actividad.

En este item, los estudiantes respondieron de la forma que se tenia prevista, es decir,
utilizando términos con respecto a la orientacién que consideran que se debe leer una
sentencia. Por ejemplo, la alumna 11 indica que la diferencia es que la “suma” va antes del
signo igual y luego, la respuesta (Figura 85). También, escribe la operacion 8 + 2 = 10
como la sentencia que conoce ampliamente. Esta respuesta muestra un significado
Operador.

Figura 85

Respuesta de la alumna 11 al item 1 del apartado |

Ahora bien, en la siguiente pregunta se tuvieron dos tipos de respuestas. El 78% de
los estudiantes indica que el orden en el que se presentan los elementos no importa para
dictaminar que la sentencia es correcta (Figura 86). Mientras que el 22%, describe que es
incorrecta la forma en la que se muestran pues consideran que primero debe estar la
“operacion” y después el “resultado” (Figura 87). La primera respuesta se clasifica como
Basic Operational y la segunda como Operador.

Figura 86

Respuesta de la alumna 14 al item 2 del apartado |
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Figura 87

Respuesta de la alumna 27 al item 2 del apartado |

Continuando con la resolucion de la actividad, se les cuestiona especificamente,
cual es el valor del espacio en blanco en la sentencia LI =4 + 7. Se le pide a una discente
gue comunique su respuesta, a continuacion, se muestra un fragmento de la conversacion:

Profesor: ¢ Cual fue tu respuesta?

Alumna 19: Podria ser 3...

Profesor: ¢Por qué 3?

Alumna 19: Perdodn, es 11. Porque es la suma de los dos factores que nos
mencionan en lasuma 4y 7.

Profesor: Bien. Ahora, ¢Por qué inicialmente dijiste que la respuesta era 3?
Alumna 19: Porque pensé que el 3 lo podria sumar con el 4 y daria 7 pero no
porque la suma es 4+7.

En este momento, se observa de manera predominante el significado Operador que
se manifiesta cuando la alumna quiere leer la sentencia de izquierda a derecha tratando de
dilucidar algin razonamiento l6gico para que la respuesta sea 3 (Kieran, 1981). Sin
embargo, la propia estructura induce a que replantee su respuesta con otra justificacion que
esté de acuerdo con la configuracion que se le presenta. Cabe mencionar, que los demas
discentes no tuvieron complicaciones con esta pregunta. Por tanto, todos los estudiantes
mostraron un significado Basic Operational.

Después, se intercambian los elementos de la sentencia L1 =4 + 7 quedando como
sigue 4 +7 =[]y se cuestiona si este cambio influye en el valor de ésta y que justifiquen
su respuesta. En este sentido, todos los estudiantes respondieron que este cambio no
modificaba el valor y por tanto seguia siendo el mismo que en la sentencia anterior.

Sin embargo, el 33% de las justificaciones de los estudiantes, como la de la alumna
22 (Figura 88), da muestra que el orden en el que se presentaron los elementos los
consider6 como la manera correcta en la que se debe escribir una igualdad con estas
caracteristicas. Esta idea corresponde al significado Operador como sefiala Molina (2006)
en la clasificacion pues “la sentencia no esta siendo considerada como una totalidad sino
como una secuencia unidireccional de izquierda a derecha” (p. 149). Este tipo de
significado del signo igual en los alumnos desencadena cierta resistencia a aceptar
sentencias con configuraciones atipicas.

Péagina | 115



Figura 88

Respuestas de la alumna 22 al item 4 del apartado |

Si se cambia el orden de los elementos, es decir, 4 + 7 = fi{ cambia el valor de [11? ¢Por qué?
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Por otra parte, el 67% de los discentes, como la alumna 19 (Figura 89), que
respondieron que no cambiaba el valor de [ ] aludieron que el intercambiar de miembro los
elementos no es significativo para modificar tal valor de la sentencia. De tal manera, que
los alumnos que mostraron este tipo de respuesta evidencian el uso de la simetria de la
igualdad de manera inconsciente, lo cual, muestra un significado Basic Operational y es
mas probable que logren desarrollar explicaciones entorno al significado Full Relational o
Advance Basic Relational de Singh & Kosko (2017) con otros tipos de sentencias.

Figura 89

Respuesta de la alumna 19 al item 4 del apartado |
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Para los siguientes dos items, se realizéd una modificacion a la sentencia 4 + 7 = [
agregando +6 en el miembro derecho y cuestionando a los discentes sobre qué sucedia al
respecto, es decir, cudl seria el valor del espacio en la sentencia.

El desarrollo de estos items muestra el momento mas evidente donde se genera la
devolucidén porque los alumnos expresan y confrontan sus respuestas mediante argumentos
y el docente redirige sus opiniones en la basqueda del conocimiento que desea promover en
los estudiantes. Asi el profesor promueve la responsabilidad de aprendizaje y observa la
manera en la que el estudiante se apropia de la resolucién de la actividad. En el siguiente
fragmento se muestran varias ideas que acontecieron en la participacion y discusion.

Profesor: ¢ Quién tiene la respuesta a esta pregunta?

Alumna 11 (Chat): El valor es 5, no es el mismo, si cambia porque si no estaria mal
y no seria igual.

Alumna 19: (El valor) Sigue siendo el mismo solo que se le afiadié un nimero para
que junto con el 6 dé el mismo resultado que da la suma de 4+7.

Profesor: La alumna 19 nos dice que el valor sigue siendo el mismo, pero ¢a qué
numero te refieres? ¢11?
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Alumna 19: No, yo decia que el producto sigue siendo el mismo solo se le agreg6 un
namero para que junto con el 6 dé el mismo resultado que la anterior suma (4+7)
11 ¢no sé si me explique?

Profesor: Si. Pero entonces, ¢.cual seria el valor del espacio?

Alumna 19: 5.

Alumna 17: ¢la respuesta correcta es 17?

Profesor: ¢Por qué 17?

Alumna 17: Porque sumé 4+7 que da 11y més 6 da 17

Alumna 22: Pero el 6 esta del lado del igual.

Alumna 4: Es 5.

Alumna 27: Yo digo que es 11 porque sigue siendo la misma suma de 4+7=11 solo
que al resultado solo se le va a sumar un 6.

En primer lugar, las alumnas 11 y 19 logran percibir la equivalencia en la
configuracion de la sentencia donde indican que el agregar +6 condiciona el valor del
espacio en blanco. De tal manera que distinguen de manera global el miembro izquierdo y
el derecho. Este tipo de respuesta se observé en el 67% de los estudiantes en la hoja de
trabajo, lo cual, muestra un significado Basic Relational.

Por otra parte, el 33% de los alumnos mostraron respuestas con significado
Operador como la alumna 17 proporciona con dudas si la respuesta es 17 colocando los
elementos de izquierda a derecha y sumandolos entre si para obtener un resultado con el
gue comunmente considera pertinente. Esta justificacion tiene réplica de la alumna 6 donde
refuta la respuesta de su compariera aludiendo que el 6 esta del lado derecho del igual y por
tanto no es posible realizar el conjunto de calculos aritméticos mencionados.

Y, también, la idea de la alumna 27 que radicé en el significado Operador pues
segmenta la sentencia en dos partes sin contemplar el signo igual como punto de partida.
Pues considera que inmediatamente después del signo debe estar el resultado, entonces, el
agregar +6 lo interpreta como el indicio de continuar con otra operacion, es decir, 11 + 6
hasta obtener un resultado que pueda leerse de manera unidireccional.

Las diferentes respuestas establecidas en el item anterior no fueron esclarecidas en
ese momento con la finalidad de retomarlas para que los propios alumnos, mediante la
orientacion del docente, puedan confrontar sus argumentos con la siguiente pregunta. Esta
decision esta en el marco del contrato didactico que se desea establecer en el que sean los
alumnos quienes buscan las respuestas y el profesor solo actia como guia para que los
propios estudiantes puedan dilucidar el valor del espacio en la sentencia.

El item 6 cuestiona si al intercambiar los elementos de cada miembro al lado
opuesto interfiere con el valor del espacio de la sentencia para después cotejarlo con la
respuesta de la anterior pregunta. En este sentido, enseguida se muestra otro fragmento de
la sesion donde algunos discentes participan y expresan sus opiniones.
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Profesor: ¢ Cudl seria ahora el valor del espacio en blanco en la sentencia?
Alumna 19: Sigue siendo el mismo

Alumna 27: (El valor) Puede cambiar

Profesor: EI “mismo” ¢a qué numero se refiere?

Alumna 19: Al 5

Alumna 4: 5

Alumna 22: 5

Profesor: Alumna 27, tu habias dicho que el valor era 11 en la anterior. Ahora, si
se cambian de lugar los elementos ¢sigue siendo 11 la respuesta o ya cambia el
valor?

Alumna 27: No, puede cambiar. Puede agarrar cualquier valor y sumarle al 6.
Solamente que, pienso que el igual debe representar un valor igualitario entre las
dos sumas, entonces, entre 4+7 deberia dar los mismo que 6 mas algo.

Profesor: Esta bien. Entonces de acuerdo con el razonamiento que mencionas,
;cual seria el valor en esta sentencia?

Alumna 27: 5+6=4+7

En este fragmento se hace hincapié a la respuesta de la alumna 27 pues en el tltimo
item muestra otra explicacion diferente al item 6, de la misma manera que el 89% de los
alumnos, al usar la simetria de la igualdad de manera inconsciente muestra un significado
Advance Basic Relational. Ademas, resulta interesante analizar la evolucion que tiene por si
misma al presentarle las Gltimas dos sentencias y como modifica su discurso apropiando un
sentido bidireccional del signo igual. Cabe mencionar que el 11% de los estudiantes no
persiste la idea de simetria de la igualdad ni de sentido bidireccional por lo que expresan
que el valor de la sentencia es 11, lo cual, evidencia un significado Operador.

En primera instancia, menciona que el valor puede cambiar indicando que puede ser
cualquier nimero, en este momento, puede percibirse que su primer acercamiento es sin
realizar calculos aritméticos en la sentencia, pero estableciendo relaciones entre los
elementos de ambos miembros al sefialar que debe ser lo “mismo 4+7 que 6 mas algo”.
Luego, cuando se le pregunta sobre qué nimero en especifico, ya proporciona la Unica
opcidn posible para esa sentencia.

Por ultimo, se opto por la decision de socializar mediante la participacion de los alumnos
las diferentes ideas que plasmaron, especificamente en los dos ultimos items, pues de la
comprension que se generara en esa sesion dependeria el desarrollo de la situacion de
formulacién. Por tanto, el docente compartio una pizarra en Jamboard con las dos
sentencias para compararlas y que mediante esta plataforma incrementar, mediante medios
visuales, la interaccion con la clase (Figura 90).
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Figura 90

Interaccion con la pizarra Jamboard con la comparacion de dos sentencias
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El desarrollo consistid en recapitular los diferentes valores en los espacios en blanco
que predominaron en cada item, es decir 11 y 5, respectivamente. Luego, se dirigieron
preguntas a los estudiantes acerca de las similitudes y diferencias entre estas dos sentencias.
Por ultimo, quedd establecida la manera en la que se le debe interpretar estos ejercicios. A
continuacidn, se muestra el fragmento del didlogo donde se alude a tal situacion:

Profesor: Vamos a debatir sobre estas dos sentencias, las cuales, son las Gltimas
con las que estdbamos trabajando. Observen, ¢qué diferencias y similitudes hay
entre estas dos sentencias? En las que algunas de sus respuestas destacaron por su
frecuencia respecto a las demas. En la primera fue 11 y en la segunda 5.

Alumna 4: Es la misma operacion lo Gnica que cambia es el acomodo.

Profesor: Muy bien. Ahora, ¢creen que el orden afecta para que el valor del
espacio de cada sentencia sea diferente?

Alumna 4: No.

Alumna 11: Creo que no.

Profesor: ¢Por qué no?

Alumna 4: Porque es la misma operacion, solo cambia el orden y es la misma
respuesta.

Alumna 19: En mi opinidn, ahi seria que el orden de los elementos no alteraba el
producto. Se estd sumando lo mismo.

El cierre de la sesién aconteci6 con la comparacién de las ultimas dos sentencias en

las que los estudiantes contemplaron que a pesar del orden en el que se presentan los
elementos es diferente, esto no influye en el valor en el espacio indicado. Por tanto, la
mayoria de los alumnos se apropian de la visualizacion global de las sentencias, lo cual, fue
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el proposito de esta sesion y un aspecto fundamental para el desarrollo de la situacion de
formulacion.

Por ultimo, una vez que el profesor estuvo seguro de la existencia de la devolucion,
es decir, certifico de que se han comprendido las instrucciones y que los alumnos aceptaron
su responsabilidad para resolver las situaciones propuestas, se plantean las indicaciones
para trabajar de manera asincrona con las hojas de trabajo, la manera de realizar las
videograbaciones y la forma de compartir las evidencias de su trabajo en equipo. Ademas,
de indicarle el correo del docente para que puedan contactarlo en caso de dudas.

De manera general, se concluye que la distribucién de los significados involucrados
en la situacion de accién que se muestra en la Tabla 6 es la siguiente: Tanto Operador
como Basic Relational en los items 1y 3, respectivamente, fue mostrado por la totalidad de
los participantes. Por otra parte, se observé en el item 2 el Basic Operational en el 22% y el
Operador en el 78%.

En el item 4, el 33% fue Operador y el 67% Basic Operational. Los mismos
porcentajes correspondieron en el item 5 pero con los significados Operador y Basic
Relational. Y, en el item 6, se obtuvo el significado Operador en el 11% y Advance Basic
Relational en el 89%.

Tabla 6

Significado de la situacion de accion

Significados de la situacion de accion

B Operador Basic Operational Basic Relational Advance Basic Relational
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En cuanto a las explicaciones que utilizaron propiedades, especificamente en el item
4, todos los estudiantes justifican sus respuestas mediante el uso de la simetria de la
igualdad, aunque no de manera consciente. Por lo que se refiere a las estrategias, de
acuerdo con la estructura de la situacion de accion, en el item 5 se observa que el 100% de
los alumnos utilizan estrategias computacionales para responder las preguntas planteadas.
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4.4.1.2. Situacion de formulacién

La situacion de formulaciéon se realizd de manera asincrona mediante equipos de tres
integrantes. Se opto6 por el trabajo en equipo para permitir que los estudiantes pudieran en
efecto, tal como lo sugiere esta situacion comunicar informacién por lo que deben de
“modificar el lenguaje que utilizan habitualmente, precisdndolo y adecuandolo a las
informaciones que deben comunicar” Galvez (1994). Esencialmente, es considerar como
propdsito el trabajo en equipo para promover que los discentes comuniquen informacion.

En este sentido, los estudiantes se reunieron mediante Google Meet para
videograbar la interaccion con la resolucion del apartado Il de la hoja de trabajo. La
evidencia en esta sesion consistié en sus producciones escritas y el video de la reunion.
También, se les indicd que podrian contactar al profesor mediante correo para cualquier
aclaracion o duda que se les presentara. Los equipos quedaron conformados como se
muestra en la siguiente Tabla 7:

Tabla 7

Organizacion de los equipos

Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Alumna 11 Alumna 4 Alumna 19
Alumna 24 Alumna 22 Alumna 14

Alumna 9 Alumno 17 Alumna 27

El segundo apartado de la hoja de trabajo se estructura por 7 items con diferentes
ejercicios a resolver. También, en este momento se incluye el apartado Il de las
actividades. EIl propdsito es que los alumnos mediante diferentes configuraciones de
diversas sentencias numeéricas logren establecer estrategias compensatorias que les
permitan comprender el signo igual de manera bidireccional.

La forma de trabajo que siguieron los equipos fue la de compartir pantalla en la
reunion para que las actividades fueran visibles para todos los participantes, asi de esa
forma los deméas compafieros lograron estar al tanto sobre qué items se resolvian. Y, un
integrante se dedico a transcribir en la hoja los procedimientos que acordaron previamente
mediante el dialogo; es decir, sus formulaciones.

En cuanto al item a) del apartado Il, estd compuesto por una sentencia numérica con
un espacio en blanco a determinar el valor correspondiente. La consigna consiste en
formular tres procedimientos para resolver el ejercicio. Las tres formas de solucidn
previamente descritas en el analisis a priori consisten, de manera general, en utilizar
estrategias computacionales, de reagrupacion en unidades y decenas y compensatorias, para
cada una. En las producciones obtenidas por los equipos se distinguen solo dos tipos de
procedimientos que a continuacion se indican a detalle.
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Los tres equipos formularon al menos una soluciéon utilizando estrategias
computacionales (Singh & Kosko 2017) que corresponden al 33% del total de respuestas
formuladas en este item. Esta estrategia consiste en separar la sentencia 89 + 77 = 88 + 76 +[J
en dos mas simples: 89 + 77 y 88 + 76. Luego, suman los elementos de cada una y las
comparan entre si para determinar el valor faltante en el miembro derecho. De tal manera,
que observan que la diferencia entre 166 y 164 es 2 y, por lo tanto, ése es el numero del
espacio en la sentencia.

En la Figura 91, Figura 92 y Figura 93 se puede observar las respuestas de los tres
equipos que utilizaron tal estrategia que se ubican en el significado Advance Basic
Relational. Esto porque aceptan la configuracion de la sentencia mostrada y proceden desde
sentencias mas sencillas y con calculos aritméticos para validarla.

Figura 91

Procedimiento del equipo 1 del item a) del apartado 1l

Figura 92

Procedimiento del equipo 2 del item a) del apartado Il
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Figura 93

Procedimiento del equipo 3 del item a) del apartado Il
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Otro procedimiento que evidenciaron los alumnos fue el del equipo 1 (Ver Figura
94), en el cual, utilizaron estrategias compensatorias como forma de solucion alternativa
que representa el 11% del total de respuestas obtenidas. Esta respuesta consiste en
establecer relaciones entre los elementos de cada miembro de la sentencia y luego agregar
elementos en el miembro que esta desbalanceado.

En este sentido, este equipo indica que la comparacion la hacen con el orden de los
nameros en el que se presentan en la sentencia, es decir, 89 con 88 y 77 con 76. Luego,
observan la diferencia de cada par y se la agregan al miembro derecho. Esta explicacion se
contempla como significado Advance Basic Relational por el tipo de estrategias que
utilizan.

Figura 94

Procedimiento del equipo 1 del item a) del apartado Il
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También, el equipo 1 desarrolld6 un procedimiento alternativo en el que empled
estrategias compensatorias y la descomposicion de términos. Esta respuesta consiste en
comparar los elementos de cada miembro y después descomponer el 88 en 87 + 1y el 76
en 75 + 1. De tal manera que la sentencia se estructura de esta manera 89 + 77 = (87 +
1)+ (76 + 1) + 2 y al final suman los nimeros 2 + 1 + 1 para que la sentencia quede de
la forma siguiente: 89 + 77 = 87 + 76 + 4. Esta solucion representa el 11% del total de
respuestas e indica un significado Full Relational. Ademaés, fue solamente expresada
verbalmente por lo que a continuacion se describe el fragmento donde se percibe la
explicacion.
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Alumna 11: EI Gltimo procedimiento que tengo es a 88 restarle 1y a 76 restarle 1,
entonces ahi serian 2. Hmm... ;Como les explico?... En este cuadrito que estoy
sefialando ¢si lo ven?

Alumna 24: Si.

Alumna 9: Si.

Alumna 11: Para que sea igual nos faltarian 2 pero como a este le quitamos 1 (88-
1) y a este también (76-1) entonces lo vamos a sumar aca (en el espacio) entonces
seria4 (2+1+1)

Por lo que se refiere al item b), se compone por la siguiente sentencia:
63 +[]+ 24+[J=[+13 +[+42 en comparacion con la anterior, ésta contiene mas espacios
en blanco, lo cual, da la posibilidad de mayor diversidad de procedimientos. De acuerdo
con las soluciones proporcionadas por los estudiantes se pueden se determinan tres
categorias.

La primera corresponde a las soluciones que utilizaron como estrategia la propiedad
de adicion para la igualdad (conmutativa) que fueron el 22%. En el analisis a priori, se
ubica como un procedimiento que implica amplia comprension del sentido bidireccional del
signo igual. Tanto el equipo 1 (Figura 95) como el equipo 2 (Figura 96) perciben la relacién
con los elementos de ambos miembros de la igualdad y aluden que solo hace falta agregar
los nimeros del miembro izquierdo hacia el derecho y viceversa. A estas respuestas se le
establece el significado Expresion de una equivalencia.

Figura 95

Procedimiento del equipo 1 del item b) del apartado 1l
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Figura 96

Procedimiento del equipo 2 del item b) del apartado Il

La segunda categoria se la ha denominado como “conmutativa parcial” y muestra el
22% de respuestas. La explicacion reside en que el equipo 3 (Figura 97) aplica agregar los
elementos del miembro izquierdo en el derecho, sin embargo, para los espacios del lado
izquierdo no contemplan que pueden ser los del lado derecho. Ademas, la justificacion
radica con el resultado que van a obtener después de sumar todos los nimeros de cada lado
por lo que persiste, de cierta manera el sentido operativo. De tal manera que el significado
que evidencia es el Advance Basic Relational.

Figura 97

Procedimiento del equipo 3 del item b) del apartado 11
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Y la tercera categoria atafie a los procedimientos que utilizaron calculos aritméticos.
El 22% de las respuestas utilizaron esta manera de solucién. El equipo 1 establece un
nimero mayor que el valor de la suma de cada miembro de la sentencia por separado, en
este caso 100 y realizan los ajustes necesarios (Figura 98). Y, el equipo 2 suma los
elementos de cada miembro de la igualdad y calcular la diferencia para agregarla en el lado
derecho para después compensar los espacios restantes (Figura 99). De acuerdo con los
significados del signo igual esta manera de solucién se identifica en el nivel Basic
Relational.
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Figura 98

Procedimiento del equipo 1 del item b) del apartado Il

Figura 99

Procedimiento del equipo 2 del item b) del apartado Il

Respecto al item c), es una sentencia con la configuracion a + b = ¢ + d donde a y
d son los valores desconocidos. En las producciones escritas de los alumnos se observaron
tres maneras de solucion: el uso de la propiedad de adicién en la igualdad (conmutativa),
estrategias compensatorias y utilizando célculos aritméticos. A continuacion, se describen
las respuestas planteadas por los equipos.

Respecto al uso de la propiedad de adicion en la igualdad (conmutativa) los tres
equipos la proporcionaron en el listado de procedimientos solicitados conformando el 33%
del total. En la Figura 100, Figura 101 y Figura 102 se muestran las respuestas de los
equipos 1, 2 y 3, respectivamente. Los alumnos determinan que solo es necesario agregar
los elementos de cada miembro al lado opuesto para conservar la equivalencia en la
sentencia sin necesidad de realizar la suma para verificar que es correcta. Estas
explicaciones se consideran de significado Expresion de una equivalencia.
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Figura 100

Procedimiento del equipo 1 del item c) del apartado 1l

Figura 101

Procedimiento del equipo 2 del item c) del apartado 1l

Figura 102

Procedimiento del equipo 3 del item c) del apartado Il
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A su vez, en las formas de solucion que implican célculos aritméticos consisti6 el
22% del total de respuestas. Los equipos 1 y 3 describieron los procedimientos que se
muestran en la Figura 103 y la Figura 104. La explicacion consistié en fijar un nimero
mayor en comparacion con los de la sentencia. Asi, solamente agregaron los nimeros que
sumados completaran tal valor. Estas producciones corresponden al significado Basic
Relational.

Figura 103

Procedimiento del equipo 1 del item c) del apartado 1l
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Figura 104

Procedimiento del equipo 3 del item c) del apartado 11

Y, la tercera categoria consiste en utilizar estrategias compensatorias que representa
el 11% del total de respuestas. En este sentido, compara los elementos 46 y 28 de cada
miembro y determina la diferencia entre éstos, la cual, se debe mantener al agregar los otros
dos nimeros en los espacios. En la Figura 105 agrega 1 en el miembro derecho y del otro
lado 19 para no alterar la validez de la sentencia. Esta solucién se clasifica como Full
Relational.

Figura 105

Procedimiento del equipo 2 del item c) del apartado Il

El item d) es el ultimo ejercicio en el que el estudiante debe plasmar tres maneras de
solucionarlo. Esta sentencia tiene caracteristicas de una ecuacion lineal sin la formalidad de
utilizar letras como variables. Los procedimientos previamente establecidos en el analisis a
priori fueron proporcionados por los estudiantes.

La primera categoria consiste en sustituir nimeros en el espacio de la sentencia y
seguir las operaciones indicadas hasta determinar el valor que coincida con el miembro
derecho. El procedimiento para llevar un orden en los nimeros utilizados es la tabulacion y
se observo en el 33% del total de respuestas. Los tres equipos indicaron esta forma de
solucidn. En la Figura 106, Figura 107 y Figura 108 se muestran sus respuestas. indica los
mismos pasos para identificar el nUmero que haga valida la sentencia, sin embargo, no
especifica el método para conocer tal valor. Estas soluciones se ubican en el significado
Basic Relational.
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Figura 106

Procedimiento del equipo 1 del item d) del apartado Il

Figura 107

Procedimiento del equipo 2 del item d) del apartado Il

Figura 108

Procedimiento del equipo 3 del item d) del apartado 11

La siguiente categoria reside en manipular el miembro derecho aplicando las
operaciones inversas a las indicadas en el lado izquierdo. Esta forma de solucion se mostro
en el 22% del total de respuestas. Este procedimiento consiste en restar 48 a 139 y luego, a
la diferencia dividirla entre 7. En la Figura 109 y Figura 110 se observa las explicaciones
de los equipos 1y 2, respectivamente. Esta solucion se ubica en el significado Expresion de
una equivalencia.

Figura 109

Procedimiento del equipo 1 del item d) del apartado Il
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Figura 110

Procedimiento del equipo 2 del item d) del apartado Il

La ultima categoria consistio en aplicar la transposicion de términos, la cual, se
evidencio en el 11% del total de respuestas. Esta forma de resolucion implica aplicar ciertas
reglas en las ecuaciones para despejar el valor desconocido. En la Figura 111 se observa el
desarrollo del equipo 1. Ademas, cambiaron [J por x entendido como la forma usual que
conocen para resolver un ejercicio de esa indole. Esta forma de solucion se clasifica como
Expresion de una equivalencia.

Figura 111

Procedimiento del equipo 1 del item d) del apartado Il

En el siguiente item e), consta en recapitular los procedimientos establecidos en la
sentencia anterior a través de distinguir cudl les parece méas de su agrado dependiendo de
los factores que consideren necesarios y culminar esta parte, con la comparativa de pasos
para determinar el valor del espacio en blanco en la sentencia si parte del lado derecho o
desde el izquierdo.

De manera general, el optar por la deduccidn del valor partiendo desde el miembro
izquierdo implica la estrategia de tabular valores hasta encontrar el que coincida con el
miembro derecho. Mientras que, desde el lado derecho es mediante uso del signo igual y
estableciendo relaciones inversas con las operaciones indicadas en el lado izquierdo.
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En este sentido, el equipo 1 en la Figura 112 alude a la estrategia empleada pues
considera que el sustituir valores en la sentencia lo realiza sin un orden y por tanto
conjetura que implica un proceso de adivinar el valor mientras que, al establecer relaciones
entre ambos miembros manipulando el miembro derecho resulta rapido y preciso. Ahora
bien, el equipo 3 (Figura 113) sefiala la diferencia entre procedimientos describiendo que en
uno debe multiplicar y sumar y en el otro restar, aunque le hizo falta agregar también
dividir, pero esto muestra indicios del entendimiento del sentido bidireccional del signo
igual.

Figura 112

Respuesta del equipo 1 al item €) del apartado Il

Figura 113

Respuesta del equipo 3 al item €) del apartado Il

En cuanto a las preguntas que conciernen a la transiciéon de LJ por x no hubo mayor
dificultad para los estudiantes pues identifican que el espacio en blanco en las sentencias
representa un valor desconocido y que, por tanto, puede ser utilizado como variable (Ver
Figura 114). Esto es un paso previo para el trabajo con ecuaciones lineales de una variable
donde los aspectos del sentido bidireccional del signo igual se veradn reflejados en las
siguientes preguntas de este item.

Figura 114

Respuesta del equipo 1 al item €) del apartado Il
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Luego, en este mismo item tiene otra seccion donde se enfatiza en el procedimiento
de manipular el miembro derecho y la manera que influye agregar elementos a un solo lado
de la ecuacion en el valor de la variable. Este ejercicio es similar al de la situacion de
accion solo que ahora en un contexto algebraico.

Este ejercicio se divide en dos partes. La primera consiste en agregar —48 en el lado
derecho con la intencion de comenzar a despejar la variable, sin embargo, se cuestiona qué
sucede en ese momento con la estructura de la ecuacion, es decir, para tratar de evidenciar
el sentido bidireccional del signo igual con el valor de x. Inicialmente, la respuesta de x en

7-x+48 =13 es 13 pero en la ecuacion 7-x + 48 = 139 — 48 es 6%. El equipo 1

debate sobre la respuesta a esta pregunta y a continuacion se describe el fragmento de la
conversacion:

Alumna 11: Si, entonces, ¢el valor de x sigue siendo el mismo?

Alumna 16: Si.

Alumna 24: Yo digo que no.

Alumna 11: Yo tambien.

Alumna 16: ¢Por qué?

Alumna 24: Como te decia, ¢te acuerdas del problema de ayer (aludiendo a la
sesion 1) del maestro? Decia que primero era una suma con el resultado y después
le puso un nimero al lado del resultado y muchos pensaron que era, por ejemplo,
sumar 7+6=13 y luego sumarle el +6 que te daria 17 perdon 11 y luego... Ah
bueno ¢si me entiendes? ¢si te acordaste? ¢no?

Alumna 16: Si.

Alumna 24: Entonces pasaria lo mismo con esto pues estas igualando basicamente.
Alumna 16: jAh! Cierto.

Durante este momento, la alumna 24 relaciona lo trabajado en la situacion de accion
con este ejercicio, aunque no lo explica a detalle, lo menciona para que sus demas
compafieras lo puedan recordar. Este comentario sugiere que este equipo observa las
sentencias huméricas de manera global y de la misma manera con las ecuaciones lineales de
una variable, pues consideran, aunque no de forma consciente, que si modifica un miembro
también aplica para el otro para conservar la equivalencia.

Por otra parte, el equipo 2 plasma que el valor de la ecuacion permanece siendo el
mismo en comparacion con la anterior (Figura 115). El argumento versa en que hasta que
no se comienza con el procedimiento para determinar la variable su valor es desconocido.
De tal manera, que el sentido bidireccional del signo igual no es tomado en cuenta desde un
aspecto abstracto, es decir, requieren de conocer un resultado para tener mas informacion al
respecto.
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Figura 115

Respuesta del equipo 2 al item €) del apartado Il

La segunda parte de este ejercicio consiste en ahora agregar —48 en ambos lados de
la ecuacion y cuestionar el valor de x, en comparacion con la ecuacion anterior, de la
primera parte del ejercicio. También, indagar sobre la justificacion de los estudiantes
respecto al balance de una ecuacion correspondiente al sentido bidireccional del signo
igual.

En este sentido, todos los equipos indican que no es el mismo valor en comparacion
con la ecuacion anterior. No obstante, algunos discentes en la respuesta que describen no es
lo suficiente clara para explicar el porqué es valido realizar esta modificacion en cada lado
de la ecuacion, pero la comprension esta presente en cada uno (Figura 116).

Figura 116

Respuesta del equipo 1 al item €) del apartado Il

La dltima consigna del item €) consiste en describir los pasos para determinar el
valor de x en la ecuacion 7 - x + 48 — 48 = 139 — 48. En este sentido, se observaron dos
categorias de acuerdo con las respuestas de los estudiantes.

La primera consiste en utilizar las propiedades de la adicion y multiplicacion para la
igualdad para determinar el resultado. Esta manera de solucién represent6 el 67% de las
respuestas. Los equipos 1y 3 desarrollaron en sus explicaciones tal procedimiento en las
Figura 117 y Figura 118. Estas respuestas evidencian un significado Expresion de una
equivalencia.
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Figura 117

Procedimiento del equipo 1 al item €) del apartado |1

Figura 118

Procedimiento del equipo 3 al item e) del apartado Il

La segunda categoria residid en describir de manera errénea el procedimiento de
resolucion para la misma ecuacion. Esta respuesta se observd en el 33% del total. Los
alumnos no consideran todas las expresiones del miembro derecho y por tanto la resolucion
resulta incorrecta (Figura 119).

Figura 119

Procedimiento del equipo 2 al item e) del apartado Il

A su vez, el item f) presenta la adaptacion de un ejercicio retomado de Alibali et al.,
(2007) que consiste en dos ecuaciones equivalentes donde una de ellas tiene una
modificacion atipica para iniciar el proceso de determinar el valor de la variable. El
objetivo es que el alumno justifique que el valor de w es el mismo en ambas.

De acuerdo con Alibali et al., (2007) son posibles dos tipos de respuestas, pero la
justificacién que utilicen los equipos puede tener diferentes caracteristicas. Como se indico
en el andlisis a priori, un resultado esperado consiste en no observar la similitud en las dos
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ecuaciones como se muestra en la Figura 120 del equipo 1. Estos alumnos consideraron que
el valor de la variable no es el mismo en las dos ecuaciones y argumentan porque tiene las
caracteristicas que el ejercicio anterior. En este sentido, esta respuesta representa el 33%
del total y se ubica en un significado Operador. Ademas, los discentes confunden cuando
es incorrecto agregar elementos de la ecuacion de tal manera que interfiera en el valor de
w.

Figura 120

Respuesta del equipo 1 al item f) del apartado 11

El otro tipo de respuesta fue la que describieron los equipos restantes (67% del total
de respuestas) y consiste en observar que ambas ecuaciones son equivalentes mediante la
propiedad de adicion para la igualdad. De acuerdo con Alibali et al. (2007) estos
estudiantes pueden distinguir que la ecuacion de la derecha conserva la relacion cuantitativa
con respecto a la de la izquierda (Figura 121 del equipo 2 y Figura 122 del equipo 3) y su
respuesta se clasifica como significado Expresion de una equivalencia. Sin embargo, es
posible que la justificacién pueda mejorar en términos de utilizar el sentido bidireccional
del signo igual, es decir, que no recurran a aplicar procedimientos aritméticos para verificar
la equivalencia entre ecuaciones.

Figura 121

Respuesta del equipo 2 al item f) del apartado 11
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Figura 122

Respuesta del equipo 3 al item f) del apartado 11
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En cuanto al item g), se disefiaron dos posibles respuestas. Este item consiste en
validar la sentencia en la que su principal caracteristica es la propiedad reflexiva, es decir,
que tiene los mismos elementos tanto en el miembro derecho como en el izquierdo.
Aunque, este ejercicio no contiene a una ecuacion, permite al alumno enfocarse en otros
aspectos, como el sentido bidireccional del signo igual, para validarla.

En este orden de ideas, el equipo 1 en la Figura 123 y el equipo 3 en la Figura 124
indican que es valida la sentencia porque se encuentran los mismos elementos en ambos
lados de la igualdad y que el orden en el que se presentan no altera la igualdad de
expresiones algebraicas. Ademas de mostrar la propiedad reflexiva de manera implicita
también aplican la propiedad de adicion para la igualdad (conmutativa). Esta forma de
solucion se observo en el 67% de total de respuestas e indica un significado Expresion de
una equivalencia.

Figura 123

Respuesta del equipo 1 al item g) del apartado 11
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Figura 124

Procedimiento del equipo 3 al item g) del apartado Il

8x +14 = 14 + 8x

¢Es correcto e: ‘;msenm ? ;Por qué? Explica detalladamente.

v&a wokthpheande x 1 9 ‘&
, forwios \a X wge eslondo ©n <) wowera
\ lode & ok vgpode como < Jdeveo

Por otra parte, también se contemplo la respuesta en la que algunos estudiantes no
lograran percibir la validez de la sentencia como es el caso del equipo 2, el cual, en la
Figura 125 proporciona en su justificacion que no les fue posible determinar el valor de x
que representd el 33% del total de respuestas. Este argumento los hace concluir que esta
sentencia es incorrecta por lo que no lograron mediante procedimientos aritméticos calcular
un numero especifico para la variable, por tanto, esta respuesta se clasifica como Operador.

Figura 125

Respuesta del equipo 2 al item g) del apartado 11

De manera general, la distribucion de los significados en los items del apartado 1l se
presenta en la Figura 126. En el item a) se observd el significado Advance Basic Relational
en el 80% de las respuestas y en el 20% Full Relational. El item b) se observo el 33% Basic
Relational, 17% Full Relational y 50% Expresion de una equivalencia. El item c), se
mostraron 50% tanto en los significados Basic Relational como Expresion de una
equivalencia. El item d) el 100% fue evidenciado el significado Expresion de una
equivalencia. Y en los items f) y g) el 33% fue el significado Operador y el 67% Expresién
de una equivalencia.
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Figura 126

Distribucion de los significados de los items del apartado 11
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Por lo que se refiere a las estrategias y formas de solucion, en la Figura 127 se
observa la distribucion de los items a, b, c, e, f y g. Se excluye el item d) en esta
distribucion por la cantidad de formas de solucién que muestra tal inciso, pero también se
aborda en este trabajo.

En este sentido, el item a) se identificaron estrategias computacionales en el 33%
de las respuestas, 11% fueron compensatorias también el mismo porcentaje correspondio al
uso de compensatorias y descomposicion. Y el 44% fueron procedimientos con elementos
no distintivos a los anteriores. En el item b) tanto la propiedad de adicion para la igualdad
(conmutativa), el uso de célculos aritméticos, conmutativa parcial y respuestas repetidas
mostraron el 22% en cada una de las indicadas. Y el 11% en formas de solucion no
desarrolladas. En el item c) la distribucion fue la siguiente: 11% estrategias compensatorias,
22% uso de célculos aritméticos y tanto propiedades de la adicion para igualdad
(conmutativa) como respuestas repetidas 33% cada una.

En el item €) el 67% corresponde a propiedades de la adicion y multiplicacion para
la igualdad y el 33% a respuestas erroneas. En el item f) el 33% presentd vision
unidireccional y el 67% utilizd la propiedad de adicion para la igualdad. Y en el item g) el
33% a vision unidireccional y el 67% a propiedad reflexiva de la igualdad.
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Figura 127
Distribucion de las estrategias y formas de solucion de los items a, b, ¢, e y g del apartado

Estrategias y formas de solucion de los items a, b, ¢, e, fy g
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En cuanto al item d), la distribucion de las formas de solucion se muestra en la
Figura 128. Se puede observar que el 33% corresponde al uso de la tabulacion, el 22% a las
propiedades de la adicion y multiplicacion para la igualdad, el 11% la transposicion de
términos y, por ultimo, el 33% de respuestas no fueron desarrolladas.

Figura 128

Respuestas del item d) del apartado |1

Respuestas del item d)
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Por ultimo, el apartado Il consiste en interpretar un procedimiento para resolver

una ecuacion lineal de una variable. La caracteristica de la consigna es que se muestra un
conjunto de pasos para calcular el valor de x en la ecuacion 6(6)(50)(3) = (3)(2(5) +
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2x) y los discentes deben de continuar la I6gica de la resolucion y proporcionar la respuesta
final.

Asi, que el equipo 3 y el equipo 1 indican en las Figura 129 y Figura 130,
respectivamente que no lograron discernir el procedimiento planteado en la estructura del
problema por lo que recurrieron a un conocimiento previo para calcular el valor de la
variable. La forma de solucién que utilizaron fue la transposicion de términos. Otro punto
que llama la atencion es en la respuesta del equipo 3 en la necesidad de representar el
resultado pues, a pesar de que el procedimiento los orienta a que el nimero este en el lado
izquierdo persiste la necesidad de observar la respuesta de manera unidireccional, es decir,
de izquierda a derecha. Estas repuestas se catalogan como Expresion de una equivalencia.

Figura 129

Respuesta del equipo 3 del apartado I11
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Figura 130

Respuesta del equipo 1 del apartado I11

-
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También, hubo otra forma de solucion peculiar por parte del equipo 2. El ejercicio
del apartado Il pretendia que el alumno comprendiera la légica del procedimiento
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parcialmente establecido y ello implicaba deducir la ldgica de los pasos y ademaés
identificar los errores que se habian cometido en el desarrollo de la solucion. Es asi, que lo
que sucedid fue que estos estudiantes partieron desde el ultimo paso planteado, es decir,
6(6)(50) + 10 — 10 = 2(5) + 2x — 10 y desde ahi desglosaron los pasos restantes. En la
Figura 131 se logra percibir esta idea que se desencadena de no comprender totalmente el
procedimiento que proporciona el problema. Esta respuesta por incluir la transposicion de
términos, pero al no reconocer el error planteado se clasifica como Basic Relational.

Figura 131

Respuesta del equipo 2 del apartado I11
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4.4.1.3. Situacion de validacién

La situacién de validacién se realiz6 de manera sincrona en Google Meet en una sesion
posterior al trabajo y el envio de las evidencias de la situacion de formulacion. Ademas, se
emple6 el recurso digital Jamboard para complementar de manera visual las
participaciones de los estudiantes.

En este orden de ideas, el profesor prepar6 las respuestas mas significativas de tal
manera que las organizé en diferentes pizarras de Jamboard para que los estudiantes las
reconocieran y lograran explicar a sus demas compafieros sus diferentes respuestas
utilizando las herramientas disponibles.

El propdsito de esta situacion es que se origine un ambiente de didlogo y debate
acerca de los items proporcionados estableciendo el razonamiento que caracteriza sus
respuestas para que por si mismos identifiquen las estrategias que implican mayor
comprension del signo igual en contextos aritmeéticos y algebraicos.

Cabe mencionar, que la limitada participacién de los alumnos fue un aspecto que
destaco en el desarrollo de esta sesion. Por tanto, en el siguiente andlisis se muestra una
organizacion diferente en comparacion con la seccién de la situacién de formulacion del
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andlisis a posteriori. Esto significa que se abordan ciertos conjuntos de items para describir
las participaciones relevantes durante el proceso.

El inicio de la sesion se dio con la participacion de dos equipos con sus respectivas
respuestas del item a). La comparacion se realizd con un procedimiento que evidencio
estrategias computacionales y el otro un indicio de estrategias compensatorias. En
especifico, se hace referencia a las producciones de los equipos 1y 2, respectivamente.

Luego, el item b) donde se retoman los trabajos de los tres equipos y se muestran
estrategias computacionales para que los estudiantes reflexionen la justificacion que
permite que todas las respuestas incluidas a debatir sean correctas. En el item c), se
consideran las estrategias de los equipos 1 y 3 que involucra elementos computacionales y
de la propiedad conmutativa respectiva en cada participaciéon. Y el item d), el cual, se
discute sobre los resultados de los equipos de la sentencia anterior aludiendo a la
transposicion de términos y la tabulacion como estrategias de resolucion.

En la siguiente Tabla 8 se muestra la organizacion de las participaciones de los
equipos en cada item. Ademas, se incluye el tipo de estrategia a discutir en los estudiantes
participantes. Las casillas vacias, indican que sus respuestas no fueron consideradas para el
debate en cierto item pero no significa que no proporcionaron algun resultado en las hojas
de trabajo de la situacion de formulacion.

Tabla 8

Organizacion de las respuestas para el debate de los items a), b), ¢) y d)

items
a) b) c) d)

” —

S 1 Computacional Computacional Computacional Transipos_mon de
‘5 términos

O 2 Compensatoria Computacional

3 Computacional Proplede}d Tabulacion
conmutativa

En cuanto al item a), el debate surgi6 en explicar por parte del equipo 2 el
procedimiento que implica estrategias compensatorias, mientras que el entendimiento de la
solucion con estrategias computacionales no presentod problema para los discentes. Luego,
el profesor les cuestiond sobre cual resolucion optaban como mas “sencilla” a lo que los
alumnos sefialaron la computacional, incluso el equipo 2 quien fue el que proporciono
como procedimiento alternativo el establecer relaciones compensatorias entre ambos
miembros.

Ahora bien, en el item b) se incluyeron solo estrategias computacionales para que
los estudiantes observaran las caracteristicas de cada resultado y lograran determinar
similitudes que permitieran generar conjeturas sobre la equivalencia en las sentencias. En

Pagina | 142



este sentido, un integrante del equipo 1 explico el procedimiento seleccionado a los demas
compafieros. En el siguiente fragmento se muestra la explicacion de la alumna 11 y en la
Figura 132 su participacion en la sesion.

Profesor: ¢ Algun integrante del equipo 1 que explique su procedimiento?
Alumna 11: Yo, si tomamos en base el 100, en el primer cuadrito seria 6 y en el
segundo 7 para asi hacer 13y si le sumamos 13 +63+24 nos da 100.

Figura 132

Participacion de la alumna 11 explicando el procedimiento de su equipo
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De la misma manera, los demés equipos utilizaron el Jamboard para escribir su
respuesta en los espacios indicados en la pizarra. Después, el profesor les planted el
cuestionamiento acerca de la diversidad de resultados obtenidos en este item, en la que se
desarroll6 la conversacidn que se muestra a continuacion:

Profesor: ¢Por qué creen que hay diversidad en resultados?

Alumna 16 (chat): Porque se hizo sumas, restas y multiplicaciones y da diferentes
resultados.

Alumna 11 (chat): Porque no tomamos el mismo término como resultado, es decir,
nosotras elegimos el 100, otros el 105, etcétera.

En la Figura 133 se observan los resultados de los tres equipos y la manera en la que
concluyen que dependiendo el nimero a completar en cada miembro seran los valores
establecidos en cada espacio en las sentencias. Ademas, que para determinar qué numeros
son los correctos, lo deducen de manera que se mantenga la equivalencia durante todo el
proceso.
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Figura 133

Pizarra con los tres procedimientos de los equipos en el item b)
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Por lo que se refiere al item c), los alumnos le dedicaron un momento a reflexionar
acerca de la solucién que utiliza la propiedad de adicién para la igualdad (conmutativa), en
la que orientados por el docente determinaron que no es necesario realizar la operacion de
cada miembro como medida de comprobacion. La conversacion a la que se alude se detalla
en el siguiente fragmento:

Profesor: (En una de las respuestas con estrategias computacionales del equipo 3)
El procedimiento dice que les tiene que dar el mismo resultado. Esta pregunta es
para todos. ¢Es necesario realizar la suma de éste (indicando los elementos del
miembro izquierdo) y de éste (indicando los elementos del miembro derecho) para
saber que es lo mismo? Es decir, que hay los mismos de un lado que en el otro.
Alumna 14: No.

Profesor: ¢Por qué no? ¢qué hay en esta sentencia que nos permite decir que no es
necesario hacer la suma?

Alumna 14: Que son los mismos valores.

Por otra parte, en el item d) que consiste en la introduccidn de ecuaciones lineales
de una variable. Se compararon los procedimientos de manipular el miembro derecho vy el
de tabular valores en el espacio en blanco en la sentencia. Un punto para destacar fue que
los alumnos consideraron que la resolucion del equipo 1, es decir, la de aplicar las
propiedades de la igualdad, es méas sencilla que el de sustituir diferentes numeros. En el
fragmento presentado se observa que la alumna interrumpe la explicacion de la estrategia
de tabular para indicar que considera mas sencilla la segunda opcion.
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Profesor: (Explicando el procedimiento de tabular valores en la sentencia) En el
procedimiento dice un ndmero al azar, pero podria irnos intentando ndmeros y
Jjamds nos podria dar el valor. Si intentamos con 1 ...

Alumna 4: Es més facil restarle el 48 al 139

En el item e), la reflexion se centr6 en los ejercicios donde se muestra la
comparacion de dos ecuaciones, en especifico, 7-x +48 =139 —48y 7-x + 48 — 48 =
139 — 48. Uno de los puntos mencionados fue el valor de x en cada ecuacion, los
estudiantes determinaron que al modificar solo un miembro se altera el resultado de la
variable. Mientras que, cuando se agregan los mismos elementos en cada lado de la
igualdad permite hacer la ecuacion mas sencilla sin interferir en el resultado.

A su vez, el item f) donde la prioridad en este ejercicio es identificar que las dos
ecuaciones son equivalentes. En las respuestas obtenidas se tenia diversidad en considerar
que el valor de w es diferente en cada ecuacion, por tanto, en este momento se le cuestion6
a un alumno acerca de esta idea y el didlogo se desarroll6 de la siguiente manera:

Profesor: Alumno 17, ¢crees que el valor de w cambie en cada una de las
ecuaciones?

Alumno 17: Yo digo que si.

Profesor: ¢Por qué?

Alumno 17: Porque tiene —9... jah no!, ya vi bien, no afecta (el valor de w). El
resultado serd el mismo porque el -9 esta en los dos... en el producto y en el
resultado.

Cabe mencionar, que este estudiante junto con sus compafieros en el trabajo en
equipo sefialé que el valor no cambia en ambas ecuaciones, sin embargo, durante su
participacion dudd de su respuesta, pero la justificacion fue enriquecida con las ideas
discutidas en el anterior item.

Ademas, el equipo 1 en las hojas de trabajo indicé que el valor de w no es el mismo
en ambas ecuaciones y con el desarrollo de esta sesion cambiaron de opinién argumentado
gue no notaron que el —9 se encontraba en ambos lados de la ecuacién y que por tanto no
cambia el numero de la variable.

El siguiente item g) se refiere a la propiedad reflexiva de la igualdad en la sentencia
8x + 14 = 14 + 8x, la cual tiene por caracteristica que al aplicar técnicas para despejar el
valor de la variable no se obtiene un resultado concreto. En este sentido, la primera opinion
de los alumnos fue que si hay una respuesta especifica para tal igualdad. Luego, el profesor
le pidi6 a cada uno que trataran de determinar el valor, entonces, mediante la explicacion de
sus procedimientos comprendieron que no es posible determinar una sola respuesta, sin
embargo, esto no implicO que se estableciera que la configuracion de la sentencia
algebraica fuera incorrecta, sino que el argumento consistié que es valido porque se tienen
los mismos elementos tanto en el lado izquierdo como en el derecho.
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Por altimo, el apartado Il no tuvo mayor discusion porque la mayoria de los
estudiantes determind que el conjunto de pasos que proporcionaba el problema les causé
confusion para comprenderlo de tal manera que recurrieron al procedimiento de solucién
desde la ecuacion que se presento al inicio sin contemplar la I6gica desarrollada.

De manera general, los avances que presentaron los estudiantes durante la
aplicacion de la situacion didactica en cuanto al item a) consisten en que comprenden, pero
no aplican estrategias compensatorias en sentencias con un espacio vacio del tipo a + b =
c+d+0L] Esto indica que contemplan tanto estrategias computacionales como
compensatorias en un significado Advance Basic Relational.

Por lo que se refiere al item b), en formas de solucion donde aplican célculos
aritméticos contemplan ambos miembros para determinar los nimeros a agregar.
Asimismo, comprenden que esta situacion genera diferentes respuestas. De tal manera, que
el significado Basic Relational permite establecer el sentido bidireccional para progresar en
argumentos relacionados con los significados Advance Basic Relational y Expresion de una
equivalencia.

Acerca del item c) en producciones de los discentes donde utilizaban de manera
inconsciente la propiedad de adicion para la igualdad (Conmutativa) persistia en los
alumnos realizar operaciones para comprobar la respuesta. Después de analizar la
configuracién de la sentencia esta idea ya no fue necesaria y cambid la manera de
argumentar sus respuestas de acuerdo con el significado Expresion de una equivalencia.

En el item d) los estudiantes conjeturaron luego de comparar la tabulacién como
forma de solucién y las propiedades de adicion y multiplicacién que el emplear propiedades
de la igualdad resulta mas sencillo, pues los estudiantes no la consideran éptima para este
tipo de sentencias. Por tanto, comprenden explicaciones relacionadas con el significado
Expresion de una equivalencia.

Por otra parte, en el item e) cuando se emplean las propiedades de adicion y
multiplicacién para la igualdad en sentencias del tipo ax + b = ¢ persiste el sentido
bidireccional al contemplar ambos miembros para mantener la igualdad. Lo cual muestra la
permanencia del significado Expresion de una equivalencia.

En cuanto al item f) los estudiantes, en primera instancia, al observar la estructura
de las dos ecuaciones contemplan que son diferentes y que por tanto el valor de x es
distinto en cada una. Sin embargo, la discusion de los items anteriores favorecio para que
reformulara su respuesta ya que considerd ambos miembros de la igualdad. Esto muestra un
avance en su discurso hacia el significado Expresion de una equivalencia.

Y en el item g) cuando se les presenta a los estudiantes sentencias en las que se le
solicita verificar la igualdad, la primera manera de justificar sus respuestas reside en utilizar
procedimientos algebraicos como la transposicion de términos. Sin embargo, en ejercicios
donde no es posible mediante esta forma de solucién emplean otras maneras, en este item la
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propiedad reflexiva, pues los alumnos observan que se tienen los mismos elementos en
cada miembro de la sentencia. Lo cual evidencia un avance en el significado Expresion de
una equivalencia.

Y, en el apartado 111 cuando los alumnos tratan de comprender el procedimiento que
utiliza la propiedad de adicién para la igualdad e identificar los errores que contiene, optan
por omitir tal proceso y recurren a formas de solucion que conocen como la transposicion
de términos. Relacionado con los significados esta situacion muestra un estado fijo en
cuanto a la Expresion de una equivalencia, pero con limitaciones en ciertas formas de
solucion.

4.4.1.4. Situacion de institucionalizacion

La situacion de institucionalizacion corresponde a la sesion 4 de la organizacion para la
experimentacion con la modalidad sincrona. De la misma manera que en las anteriores
sesiones, el recurso utilizado fue Google Meet para llevar a cabo la reunién. Se inicio6 con la
recapitulacion del problema del apartado 111 y las evidencias de esta situacion son las notas
de los estudiantes en sus cuadernos.

Primero, se compartié una presentacion con la finalidad de que lograran seguir el
desarrollo de la sesién a través de la recapitulacion de algunas de sus respuestas. De esta
manera, se formalizé el trasfondo de las sentencias de la situacién de accion, es decir, la
manera en la que se configurd cada item y las respuestas obtenidas.

En la Figura 134 se muestra el momento donde se explica mediante flechas como
fue el seguimiento desde la sentencia LJ=4+7 hastaO+6=4+7 Yy la manera en la que a
través de sus propias respuestas reflexionaban sobre la estructura de los ejercicios
considerando de manera implicita la equivalencia y el signo igual.

Figura 134

Diapositiva con el conjunto de sentencias de la situacién de accion
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En este sentido, en las notas de la Alumna 19 de la Figura 135 se observa cémo
transcribe el esquema mostrado en la presentacion y ademds agrega los valores
correspondientes para cada sentencia. Cabe mencionar, que los numeros solamente se
mencionaron durante la explicacion, pero no se incluyeron de manera visual en la
presentacion, por lo que parece indicar que esta estudiante sintetiza el proceso que conllevo
el desarrollo del apartado | de la hoja de trabajo.

Figura 135

Apuntes de la alumna 19 de las sentencias de la situacion de accion
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Luego, se procedi6 a formalizar el procedimiento que utiliza estrategias
compensatorias como la manera de visualizar el sentido bidireccional del signo igual en las
sentencias numéricas. Asi, se retomo el item d) con la sentencia L1+28 = 46 +[ ] donde se
abordd la manera en la que se establecen relaciones entre los elementos de cada miembro y
como se utiliza la informacion obtenida para determinar los valores en los espacios
indicados a través de justificar que en ambos lados se mantiene la equivalencia sin la
necesidad de comprobar con célculos aritméticos.

De la misma manera, se procedi6 con el apartado |11 en el cual se mostraron algunas
dificultades, especificamente, en comprender los pasos que proporcionaba el problema
planteado. Asi, en primer lugar, se explica la logica y el error en los pasos descritos en el
proceso de resolucién. Luego, continuando con el razonamiento establecido se comienza
con la solucion del ejercicio empleando las propiedades del signo igual.

En la Figura 136 se muestran los apuntes de la alumna 27 en los que desarrolla el
procedimiento para resolver la ecuacion planteada utilizando las propiedades del signo
igual. En esta ocasion, ningin alumno tiene la necesidad de intercambiar los elementos para
indicar la respuesta, es decir, como x = 985 por lo que parece indicar que no persiste la
misma resistencia a observar las ecuaciones de una variable de manera unidireccional.
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Figura 136

Apuntes de la alumna 27 acerca del apartado 11l

Después, se institucionaliza el item f) del segundo apartado en el que, también, se
tuvieron diferentes respuestas tanto en la situacion de formulacion como en la discusion
realizada en la situacion de validacion. Por tanto, este ejercicio se caracteriza por comparar
dos ecuaciones equivalentes y cuestionar si el valor de la variable es el mismo en ambas.
Asi, mediante el apoyo del problema del apartado Il fue fundamental para expresar por qué
el valor de w es el mismo utilizando términos del pensamiento relacional propio del sentido
bidireccional del signo igual.

Por otra parte, se continué con los axiomas de la igualdad y los ejemplos
seleccionados como se describe en el andlisis a priori. Durante el desarrollo de las
actividades, ciertos estudiantes aplicaron algunas de las propiedades del signo igual, sin
embargo, no lo hacian de manera consciente. Asi, que en este momento se abordd de
manera formal la reflexividad, simetria, transitividad, adicion y multiplicacién para la
igualdad.

4.4.2. Validacién

Esta seccion versa en la confrontacion de los andlisis a priori y a posteriori distinguiendo
entre los aprendizajes esperados con los obtenidos. Ademas, proporciona los aspectos a
considerar para la mejora de la situacion didactica como herramienta para que los docentes
generen aprendizaje a largo plazo con los estudiantes. También, dadas las caracteristicas de
este trabajo se contempla el escenario virtual donde se llevo a cabo la experimentacion
puesto que influye en los resultados de la aplicacién. A continuacion, se realiza el cotejo de
ambos analisis mediante los tipos de situaciones.

En la situacién de accion, el objetivo fue que el discente contemple de manera
global las sentencias utilizadas en el apartado | de la hoja de trabajo sin enfatizar en la
estrategia para lograrlo, es decir, que comprenda que las sentencias tienen dos miembros y
que se pueden leer de izquierda a derecha y viceversa.

En este orden de ideas, el comportamiento esperado fue la persistencia del sentido
operativo en las sentencias como distinguir que el lado izquierdo representa la operacion y
el derecho el resultado, es decir, interpretandolas de manera unidireccional. Aunque,
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mediante el desarrollo y conduccion de las actividades los estudiantes reflexionaron sobre
las configuraciones presentadas y que mediante sus propias respuestas modificaron la
manera de observar las sentencias. Esta situacion a comparacion de las siguientes, se
considera que fue la que menor brecha tuvo entre el aprendizaje que se esperaba con los
que se obtuvo.

En cuanto a la devolucion, en las situaciones de accion y formulacién se desarrollé
de la forma esperada, es decir, a través de las actividades proporcionadas los alumnos
adquirieron su responsabilidad de aprendizaje al involucrarse con la resolucion de las
sentencias tratando de establecer argumentos con las configuraciones presentadas e
intercambiar sus ideas con sus demés comparieros y el profesor orientando la adaptacion a
la situacién didactica.

Por otra parte, en la situacion de validacion el desarrollo de la devolucion del
profesor hacia el alumno no fue la esperada. En el sentido que los estudiantes se
involucraron de manera esporadica en la discusion de sus respuestas, por tanto, el docente
constantemente alentd a los alumnos a responsabilizarse de su aprendizaje a través de
fomentar las participaciones para que el proposito de la actividad se lograra.

Por lo que se refiere a la situacion de formulacion, el propésito fue que los alumnos
reunidos en equipos desarrollen estrategias compensatorias a través de diferentes
estructuras de sentencias en la que permitiera comprender el signo igual de manera
bidireccional. En cuanto a las sentencias que solicitaban tres procedimientos de solucién,
predominaron el uso de estrategias computacionales, sin embargo, las respuestas que hacian
uso de estrategias compensatorias mostraban fuertes indicios del pensamiento relacional, es
decir, la manera de establecer relaciones entre ambos miembros de la sentencia. Cabe
mencionar que ningdn equipo mostré que no comprendia los ejercicios planteados, esto
puede ser por la manera en la que se desarroll6 la situacion de accion.

En este sentido la devolucién en la situacion de formulacién fue efectiva porque los
estudiantes mostraron diferentes estrategias para solucionar los aspectos de las actividades.
Por ejemplo, la manera de organizar los elementos tecnoldgicos para que cada integrante
del equipo lograra participar de manera activa en la resolucion de las sentencias. Ademas,
de la constante comunicacién para fundamentar y comprender las estructuras de cada item.

El escenario virtual durante esta situacion influyo en el uso de recursos para la
comunicacion, pues, de manera general, los estudiantes optaron por transmitir informacién
auditiva como el habla y visual la presentacion de las actividades, sin embargo, al momento
de compartir sus ideas no lograban comunicar de la mejor manera con sus demas
compafieros.

Por otra parte, el videograbar el trabajo de los discentes permitio conocer a detalle el
proceso cognitivo que conllevé a cada equipo la formulacion de sus procedimientos. De
esta manera, fue posible distinguir los significados, estrategias, propiedades y formas de
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solucién del signo igual y complementar las reducidas justificaciones en sus respuestas
escritas en las hojas de trabajo.

Acerca de la situacion de validacion, se esperaba que a través de la participacion se
generara el dialogo de acuerdo con la eleccidn de algunas de sus respuestas proporcionadas
en las hojas de trabajo. Asi, mediante la discusion propiciaria la reflexion y por cuenta
propia modificar la manera de resolver algunos ejercicios. Para enriquecer las
participaciones se utilizé como recurso la pizarra Jamboard para que de manera visual sea
auxiliar de la explicacion de los estudiantes. Durante la sesion hubo poca participacion de
los alumnos, incluso, parecian cohibidos a opinar, puede ser que el uso como la pizarra
fuera el causante de este comportamiento.

Con respecto al contrato didactico establecido en la situacién de validacion
implicaba que los estudiantes debian de participar explicando a sus demas compafieros sus
respuestas utilizando las herramientas de la pizarra digital y asi plasmar sus ideas de
manera visual. Conforme se fue desarrollando la sesion, el contrato fue modificado para
lograr incrementar las acciones de los alumnos, de tal manera, que mediante preguntas
dirigidas por el docente foment6 el intercambio de argumentos y la manipulaciéon de la
pizarra. Esta modificacion podria realizarse desde el inicio cuando se introduce la dindmica
de la sesion para que los estudiantes sea conscientes de su responsabilidad y que tengan un
estimulo interno fortalecido por elementos externos como la valoracion de sus
intervenciones.

Finalmente, la situacion de institucionalizacion donde se recapitulan algunas
producciones de los alumnos que presentaron dificultades tanto en la situacion de
formulacién y validacién donde se revela el trasfondo de cada ejercicio. El propoésito de
esta situacion fue formalizar los conocimientos empleados en las anteriores situaciones de
manera inconsciente. De tal manera, se institucionalizaron los axiomas de la igualdad y se
mostraron ejemplos en contextos aritméticos y algebraicos tal y como se plante6 en el
analisis a priori.
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CAPITULO V. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES
FINALES

En este capitulo se describen las conclusiones del trabajo con relacién a la pregunta de
investigacion y los objetivos. A partir de ello, se indican las aportaciones y limitaciones
derivado del anélisis realizado en el capitulo anterior. Se sugieren las recomendaciones para
futuras investigaciones. Por ultimo, se plasma la reflexién acerca del desarrollo profesional
causada de la experiencia en realizar esta investigacion y del estudio en la Maestria en
Matemaética Educativa.

5.1. Respecto a la pregunta de investigacion y los objetivos

Este apartado versa en responder a la pregunta de investigacion y la manera en la que se
cumplieron los objetivos planteados en el capitulo 1. En este sentido, a continuacion, se
describe de manera literal cada elemento y se justifica mediante los resultados obtenidos el
porqué de cada afirmacién

Respecto a la pregunta de investigacion, la cual fue: ¢Cual es la repercusion que
tiene en el aprendizaje incorporar el sentido bidireccional del signo igual en una situacion
didactica para la resolucién de ecuaciones lineales de una variable en estudiantes de Nivel
Medio Superior?

Considerando los resultados obtenidos y la reflexién derivada de las cuatro fases de
la Ingenieria didactica se concluye que la comprension del signo igual es un elemento
inherente a las ecuaciones lineales de una variable pues dependiendo del tipo de estrategias
utilizadas ya sea en el contexto aritmético o algebraico refleja la versatilidad de este signo.
Por tanto, a través de las sentencias es posible conocer qué significados le atribuyen los
alumnos a este signo y las ecuaciones son un tipo de sentencias con variables.

En este sentido, aludiendo a los significados del signo igual, como indican otros
autores (Kieran, 1981; Fyfe, Matthews & Amsel, 2017;) el sentido operativo persiste en el
nivel medio superior y se evidencia en sentencias atipicas a las que los alumnos estan
comunmente expuestos en su trayectoria escolar. De tal manera, que en algunas
configuraciones observan de manera unidireccional, es decir, de izquierda a derecha y de
forma segmentada las sentencias lo que provoca que continlen operando para determinar
un nimero concreto.

Acerca del sentido bidireccional del signo igual, a través de la revelacion de la
naturaleza de este signo en el contexto aritmético fue posible lograr que los alumnos
visualizaran las sentencias mostradas de manera global, es decir, identificando cada
miembro y estableciendo relaciones entre ellos, como sucedid en la situacion de accion. En
la mayoria de los items disefiados en las hojas de trabajo permed el uso de estrategias
computacionales, sin embargo, los procedimientos con estrategias compensatorias
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mostraron amplio dominio del pensamiento relacional propio del sentido bidireccional del
signo igual.

En cuanto a las situaciones didacticas, la organizacion de la situacién de accién
tiene aspectos sobresalientes a destacar relacionados con la confrontacion del sentido
operativo y el pensamiento relacional. En esta situacion el proposito fue que el discente
contemple las sentencias de manera global, es decir, que establezca el miembro izquierdo y
el derecho sin ahondar en la justificacion para lograr tal comprension. A través del contrato
didactico establecido y la devolucion realizada los estudiantes reflexionaron para que, de
manera general, lograran visualizar las sentencias de la forma prevista. Cabe mencionar que
esto fue posible por la estructura de las actividades y las configuraciones de las sentencias,
lo cual coincide con Corona y Diaz-Menchaca (2018) en la que sefialan que debido a los
contextos matematicos utilizados en el disefio de sus tareas fomentaron la reflexion sobre el
signo igual, y la consecuente nueva forma de comprenderlo.

De tal manera, la repercusién de incorporar el sentido bidireccional del signo igual
en una situacion didactica consistié en que los estudiantes adecuaron sus discursos para
responder a las sentencias presentadas donde mostraron significados, estrategias y formas
de solucién acerca del signo igual de manera inconsciente e informal en las hojas de trabajo
con los conocimientos aritméticos y algebraicos adquiridos. Por tanto, a través implementar
sentencias con configuracion atipica permitié que los estudiantes reflexionaran de manera
implicita sobre los usos del signo igual y la forma en la que se relacionan con operaciones
aritméticas y ecuaciones lineales de una variable.

El incitar la reflexion acerca de la comprensién y usos del signo igual es el
comienzo en reducir la brecha entre la aritmética y el algebra y contribuir en la disminucién
de dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de ecuaciones lineales de una
variable puesto que enlaza ambas ramas de las matematicas de forma heuristica.

En lo que respecta al objetivo general de la investigacién, que establecia proponer
una situacion didactica disefiada desde el sentido bidireccional del signo igual para el
aprendizaje de la resolucion de ecuaciones lineales de una variable con estudiantes de
segundo semestre de bachillerato, se considera logrado a partir de los siguientes aspectos:

e Revision de propuestas didacticas

Ya que permitié tener un panorama acerca de las propuestas publicadas en la
literatura y con ello establecer las caracteristicas utilizadas como la secuencia de
actividades, recursos didacticos, teorias, entre otros. De tal manera, que fue posible
reconocer la perspectiva en la que ha sido abordado el aprendizaje de las ecuaciones
lineales de una variable y proponer una vision alternativa.

o Disefiar actividades secuenciadas
Puesto que la construccion de diversas actividades fue el detonador para obtener los
razonamientos de los estudiantes y lograr percibir el logro del aprendizaje con respecto al
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tema en cuestion. Ademas, mediante las producciones de los alumnos se logré analizar las
estrategias utilizadas en cada configuracién de sentencias.

o Establecer el contrato didactico y promover la devolucion

Pues mediante el contrato didactico se establecieron los roles tanto del profesor
como del alumno para lograr la aplicacion de las actividades y la comunicacion en el medio
didactico. También, lograr la devolucion implicé trasladar la responsabilidad del
aprendizaje al alumno y asi el profesor orientar su adaptacion en el transcurso de las
sesiones. Estos aspectos en el escenario virtual conllevaron tanto a los estudiantes como al
profesor a utilizar recursos tecnoldgicos para el desarrollo de las actividades y la manera de
colaborar en las sesiones.

En comparacién con un ambiente presencial el cambio fue que no se puede distinguir
en sesiones sincronas la reaccion inmediata hacia el abordaje del contenido mientras que,
en trabajos independientes asincronos, entendido como la no comunicacién directa entre
profesor y alumnos, se obtiene mayor evidencia acerca del desarrollo que conlleva la
resolucion de las actividades a través de registrar su participacion mediante la
videograbacion.

e Seleccionar posturas tedricas sobre los significados del signo igual

Puesto que se debia de tener conocimiento de la variedad de significados del signo
igual para seleccionar aquellos que se desean promover en los estudiantes. Por tanto, se
optd por la clasificacién de Singh & Kosko (2017) y de Molina (2006) como referencia
para analizar las explicaciones de los estudiantes y describir a detalle las estrategias
utilizadas de acuerdo con el tipo de comprension mostrado. En este sentido, las respuestas
de los alumnos mostraron significados Operador, Basic Operational, Flexible Operational,
Basic Relational, Advance Basic Relational, Full Relational y Expresion de una
equivalencia y estrategias compensatorias y computacionales.

En cuanto al objetivo especifico OEL. Distinguir aspectos que coadyuven a la
construccion de una situacion didactica mediante un andlisis preliminar utilizando el signo
igual como punto de referencia. Para cumplir este objetivo se considero la fase de anélisis
preliminares de la Ingenieria didéctica desde las dimensiones epistemoldgica, cognitiva y
didactica.

Se concluye que las estrategias computacionales es la primera opcion de los
estudiantes para resolver las sentencias presentadas en el cuestionario de la dimension
cognitiva. De acuerdo con los resultados de los items del apartado 1l el porcentaje de las
respuestas que utilizaron esta estrategia es la siguiente: a) el 73%, b) el 77%, c) el 80% y d)
el 50%.

Por otra parte, algunos alumnos muestran sentido operativo del signo igual. En los
resultados de la dimension cognitiva en los items a), b), ¢) y d) del apartado 111 se observa el
27%, 23%, 3% y 3% este significado, respectivamente. Esto concuerda con lo mencionado
con Knuth et al. (2006) y Fyfe, Matthews & Amsel (2017) que en niveles posteriores a la
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Educacion Secundaria persiste el sentido operativo en sentencias atipicas.

Otro punto es que las sentencias que tiene complejidad para explicar su respuesta
mediante estrategias computacionales no son resultas o evocan una respuesta diferente. En
este sentido, configuraciones de sentencias de significados Advance Basic Relational, Full
Relational y Expresion de una equivalencia fueron las que causaron mayor porcentaje en
items no contestados y también fueron las que evidenciaron explicaciones con estrategias
compensatorias por lo que el tipo de estructura de las sentencias influy6 en los argumentos
utilizados para responder sus respuestas.

A su vez, en el cuestionario aplicado al docente se concluye que el docente presenta
una desvinculacion entre las propiedades del signo igual con la transposicion de términos.
Esto se determina cuando se le cuestiona acerca de la manera en la que ensefia la resolucion
de ecuaciones lineales de una variable y alude a esta técnica como un conjunto de reglas sin
aludir al trasfondo de ésta, lo cual, puede ser transmitido a los estudiantes.

Acerca de la virtualidad fue una condicion que surgié del analisis del campo de
restricciones que determinG la construccion de la propuesta. Perteneciente al analisis
preliminar de la Ingenieria Didactica esta el reconocer el escenario donde se desarrolla el
proceso de aprendizaje, entonces, al ser virtual los tipos de situaciones tuvieron que ser
adaptadas a tal contexto.

Por lo que se refiere a la epistemologia del sino igual, la adopcién universal de un
simbolo para representar la igualdad destacé la lucha por la supremacia las propuestas de
Recorde y Descartes. Puntualizando la influencia en las obras de Calculo de Newton y
Leibniz para ser partidarias del signo de Recorde. Ademas, que la diversidad de significados
asociados a cada propuesta es un indicador de la complejidad de este signo.

Correspondiente al segundo objetivo especifico OE2. Disefiar una situacion didactica
donde vertebre el sentido bidireccional del signo igual en sentencias aritméticas y
algebraicas. Este objetivo se logro a partir de la revision de las clasificaciones de Singh &
Kosko (2017) y la de Molina (2006) y la Fase 2 Concepcidn y andlisis a priori.

Se concluye que algunos significados de Molina (2006) complementan la
clasificacion de Singh & Kosko (2017). Estos son Operador y Expresién de una
equivalencia. El primero se ubica al inicio de los niveles antes del Basic Operational porque
indica la comprensién arraigada del sentido operativo en cuanto al tipo de sentencias que el
estudiante acepta. El segundo significado se localiza al final de la jerarquia después del Full
Relational porque representa al pensamiento relacional que implica el uso de propiedades
del signo igual que muestran el sentido bidireccional.

A su vez, la situacion didactica fue disefiada considerando los conocimientos y
herramientas tecnologicas disponibles mediante el andlisis del campo de restricciones. Este
analisis se refiere a las caracteristicas del escenario en donde se va a aplicar la propuesta, por
tanto, se considerd la virtualidad como espacio donde se lleva a cabo el proceso de
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ensefianza y aprendizaje y los aspectos que involucra.

De acuerdo con los resultados obtenidos en la dimensidn cognitiva, la estrategia de
mayor predominancia fueron las computacionales y en menor proporcion las compensatorias
y propiedades de la igualdad. Entonces, en la construccion de la situacién la idea consistio
en que el alumno exprese de alguna manera mas de un procedimiento. En este caso fue
solicitar tres procedimientos para resolver cada sentencia, asi fue posible observar diferentes
significados del signo igual que manifiestan los estudiantes.

En este orden de ideas, al realizar el analisis a priori de cada posible respuesta se
detectd que evocan significados, estrategias, propiedades y formas de solucion del signo
igual. Los primeros tres proporcionados por la literatura y el Gltimo del uso que se le da al
signo. De tal manera, que a través de los procedimientos puede observar la manera en la que
comprenden el signo igual y coémo podria afectar a otros temas matematicos.

Por lo que se refiere al tercer objetivo especifico, OE3. Implementar la situacién
didactica en un escenario virtual de ensefianza con alumnos de segundo semestre de
bachillerato corresponde con la Fase 3 Experimentacion. Se concluye que el alumno se
adapté al medio propuesto a traveés de utilizar sus conocimientos aritméticos y su
comprension del signo igual. EI medio que se disefié para los estudiantes empleaba el
contexto aritmético, el cual, es conocido por los mismos y la parte desafiante consistio en la
configuracién de las sentencias presentadas, por tanto, los alumnos se apropiaron de la
resolucion y cuestionaban al docente como a sus propios compafieros de las respuestas
emitidas durante la experimentacion.

Por otra parte, el escenario virtual no afecto la evidencia de significados, estrategias,
y propiedades del signo igual en las producciones de los discentes. Tanto en las respuestas
emitidas de manera escrita como verbalmente se observo que los alumnos explicaban, desde
sus discursos, elementos de la bidireccionalidad de este signo. Aunque no empleaban la
formalidad de cada aspecto se presencié como aludian a los mismos por lo que la virtualidad
fue una condicion a la que se adapto la propuesta.

En cuanto a la virtualidad se concluye que afectd los resultados obtenidos en la
manera en la que se desarrollo la interaccion entre alumnos. A través de las sesiones
sincronas parece que la comunicacion entre los alumnos solo se lleva a cabo cuando realizan
participaciones en la clase, sin embargo, no es observable la manera en la que se comunican
si no es mediante la reunion.

Por ultimo, el cuarto objetivo especifico OE4. Describir los momentos de la
aplicacion y reconocer elementos satisfactorios en términos de las respuestas de los
estudiantes de bachillerato esta en correspondencia con la Fase 4 andlisis a posteriori y
validacion.

De acuerdo con los resultados obtenidos se determina que la estrategia de
reagrupacion del significado Pseudo-Relational no fue expresada en las producciones de los
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estudiantes. Sin embargo, se observaron respuestas no descritas en el analisis a priori:
“conmutativa parcial” y “compensatoria y descomposicion” que aluden a la interpretacion
de las sentencias en significados Full Relational y Advance Basic Relational
respectivamente. Estas formas de solucion muestran avances en cuanto al sentido
bidireccional del signo igual y la estructura de los términos de las sentencias.

Por otra parte, se tiene presente el significado Operador en sentencias de los items f)
y g) del apartado Il de la situacion didactica con el 33% del total de respuestas. Estos items
abordan la propiedad de adicion en la igualdad y la propiedad reflexiva en los que muestran
cierta resistencia a aceptar tales configuraciones.

Acerca del desarrollo de la situacion didactica, se determina que a través de
evidenciar la naturaleza del signo igual provoco la reflexién acerca de sus usos y
comprension. Esto quiere decir que mediante la configuracion de sentencias no habituales en
la trayectoria escolar es posible fomentar en los estudiantes explicaciones que involucran
aspectos del sentido bidireccional del signo igual.

Asimismo, mediante las respuestas de los alumnos se determina que utilizan
estrategias y propiedades de los significados del signo igual sin estar completamente
consciente de ello. Es decir, en las producciones se observaron elementos del signo igual,
aunque no estrictamente con la formalidad que implica. Por tanto, los estudiantes explican y
responden aludiendo a estos aspectos y que con la institucionalizacion necesaria puede
influir en la manera de aprender las ecuaciones lineales de una variable.

En este sentido, se establecen tres aspectos fundamentales que influyeron en los
discursos y producciones de los estudiantes en la estructura de la situacion didactica. El
primero es que los alumnos deben de iniciar contemplando de manera global las sentencias
sin hacer énfasis en las estrategias que utilizan. Segundo, las sentencias deben de ser atipicas
de acuerdo con la trayectoria escolar, por ejemplo, las expuestas en la clasificacion de Singh
& Kosko (2017). Y, tercero solicitar al estudiante diferentes maneras de solucion, de tal
manera, que establezcan relaciones en ambos miembros de la igualdad que no surgen en
primera instancia.

En cuanto al escenario virtual, se obtuvo menor informacion en la situacion de
validacién esto porque existen algunas condiciones tecnoldgicas como el internet y de
privacidad en los espacios donde los alumnos ingresan a las sesiones que no estan visibles
en el aula por lo que puede modificar la dinamica de interaccion en comparacion con el
escenario presencial.

5.2. Aportaciones y limitaciones

En lo que respecta a las aportaciones que proporciona este trabajo, se pueden indicar las
siguientes: En primer lugar, de acuerdo con el objetivo de este trabajo, fue el de brindar una
propuesta didactica para el aprendizaje de ecuaciones lineales de una variable. La
construccidn se realizé considerando una postura diferente a las consultadas en la literatura,
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por lo que la idea que orient6 su disefio fue mediante el sentido bidireccional del signo
igual.

Ademas, dadas las caracteristicas de la ensefianza ocasionadas por la contingencia
sanitaria por el Covid-19, las actividades se desarrollaron a través de escenario virtual que
fue una variante en cuanto a la interaccion entre profesor y alumno con el medio didactico
en comparacion con un ambiente presencial, por lo que se indicaron algunas estrategias que
pueden ser Utiles para desarrollar el aprendizaje utilizando recursos tecnologicos.

También, se establece una ruta para lograr que los estudiantes visualicen de otra
manera las sentencias aritméticas propuestas que consisten en: evidenciar la naturaleza del
signo igual, es decir, conocer que no solo se puede leer de izquierda a derecha con
configuraciones atipicas sin ahondar en la justificacion para promover la comprension
global. Luego, incluir estructuras como las que se indican en Singh & Kosko (2017) para
promover diferentes significados solicitando varios procedimientos de resolucién, algunas
otras donde permee la propiedad reflexiva de la igualdad y ecuaciones equivalentes.

Después, realizar una discusion de las producciones proporcionadas por los
estudiantes donde se trate de explicar los aspectos inmersos en las respuestas y generando
algunas conclusiones por ellos mismos. Y, formalizar lo pretendido a través del desarrollo
de las sesiones, incluyendo algunas respuestas de los alumnos interesantes a destacar el
proceso que se llevo en la discusion e incluir algunos elementos matematicos como las
propiedades de la igualdad.

En cuanto a las limitaciones del estudio residen en el escenario virtual porque fue
una condicion a la que se tuvo que adaptar la propuesta que influyd tanto en la
implementacién como en los resultados obtenidos. Se considera que la situacion didactica
de este trabajo puede ser aplicada en contextos presenciales e hibridos con modificaciones
necesarias.

También, otra limitante fue la cantidad de estudiantes que participaron pues con mas
alumnos cambiaria la organizacion de los equipos, el desarrollo de la situacion de
validacion y se tendria mas informacion que analizar de las respuestas emitidas.

Por lo que se refiere a las ecuaciones lineales de una variable se considerd
solamente como método de resolucion las propiedades de la igualdad y se aludio
brevemente a otros aspectos como el concepto de variable, términos algebraicos y ecuacion
que podrian sugerir otros elementos a contemplar para el disefio de la propuesta, su
implementacién y los resultados obtenidos.

Y, en los aspectos contemplados del Early algebra, que tienen alguna relacion con
el tema de ecuaciones lineales de una variable, fue unicamente el sentido bidireccional del
signo igual por lo que enfoques como la generalizacion y la perspectiva de estructura
quedaron descartados.
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5.3. Recomendaciones para futuras investigaciones
Para futuros trabajos se sugiere lo siguiente:

e Respecto al objeto mateméatico se pueden construir actividades con
ecuaciones de una variable de mayor grado teniendo precaucion de otros
tipos de errores que se pueden presentar y que en cierto momento pueden
obstaculizar el objetivo de las actividades.

e El escenario no solamente debe ser virtual, sino considerar el presencial
como se utiliza de manera usual o mixto de acuerdo como se considere
necesario dependiendo de los tipos de situacion y la manera en la que mejor
se pueda desarrollar.

e Si se opta por un escenario meramente virtual, se debe contemplar el
dominio de los estudiantes y docente de las herramientas tecnoldgicas que
seran necesarias, por lo que se puede dedicar cierto tiempo a la instruccion,
pero teniendo en consideracion que se mantenga en segundo plano.

e En cuanto al cuestionario de la dimension didactica hacia el profesor titular
puede cambiar el formato a entrevista con la finalidad de obtener mas
informacion acerca de las estrategias que utiliza el docente para abordar el
tema.

5.4. Reflexion docente

En este apartado se aborda la reflexion durante el transcurso de la maestria en matematica
educativa y de la elaboracion de este trabajo de investigacion. De tal manera que se alude a
los elementos que intervinieron en el proceso de formacion como profesor de nivel
bachillerato indicando aspectos tedricos y practicos.

Por lo que se refiere a la trayectoria de la maestria un aspecto a destacar consiste en
el acercamiento de algunas teorias de la matematica educativa que permitieron poseer la
sensibilizacion para modelizar el proceso de ensefianza y aprendizaje a través de proponer
una perspectiva cientifica que brinda la posibilidad de disefiar mejores estrategias
didacticas.

Otro punto, consiste en el incremento de la introspeccion mediante el desarrollo
profesional. Pues a través de realizar reflexiones acerca del desempefio didactico y los
conocimientos necesarios para la docencia fue posible realizar un diagnéstico de las areas
de oportunidad y en el futuro proximo efectuar las acciones pertinentes para solventarlas
mediante la formacion continua.

En cuanto al trabajo realizado contribuy6 a la formacion como profesor en la
manera de estar involucrado en un proceso de investigacion, el cual, permite entablar
conexiones entre la teoria y la préctica relacionada a la docencia. También, se logrd
ahondar en los conocimientos y resultados de la tesis de licenciatura en donde se abordé la
comprension del signo igual en alumnos de primaria.
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Por otra parte, la realizacion de este trabajo permitié concientizar en las
matematicas que se ensefian en las instituciones educativas, es decir, dentro del bagaje de
conocimientos matematicos que se han desarrollado a lo largo del tiempo se han
seleccionado algunos topicos que en su conjunto conforman las matematicas escolares, de
las cuales, su aprendizaje faculta u obstaculiza la adquisicidon de conocimientos posteriores.
Por tanto, el caso del signo igual se considera un factor que desencadena la reinterpretacion
que se les dan a las matematicas escolares porque influye de manera radical en las
probabilidades de éxito de resolver una ecuacion lineal de una variable. De tal manera, que
se considera que es un elemento para tener en cuenta durante la trayectoria escolar del
estudiante.

En este sentido, en esta investigacion se aludié principalmente a dos maneras de
comprender el signo igual: El pensamiento relacional y el sentido operativo, es decir, el
sentido bidireccional y unidireccional, respectivamente. La primera comprension tiene
beneficios en temas de algebra y la segunda utilizada ampliamente en aritmética, ha
ocasionado problemas en grados posteriores por su uso excesivo, sin embargo, ambas
maneras de comprender el signo igual son importantes.

Por altimo, el propdsito por el cual estudiar la maestria en matematica educativa fue
profesionalizar mi practica mediante conocimientos especificos de esta disciplina cientifica.
Considero, que mis expectativas fueron cumplidas y contemplo que he complementado mi
formacion universitaria de tal manera que pueda plantear estrategias para solventar los
problemas que se presenten en la futura préactica.
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Anexos

Anexo 1
Cuestionario de la dimensién cognitiva
Universidad Auténoma de Zacatecas
“Francisco Garcia Salinas”
nidad Académica de

Unidad Académica de Matematicas Matematicas

Maestria en Matematica Educativa

ACTIVIDAD 0

Presentacion: Esta actividad se realiza con el propdésito de recabar informacion para la
realizacion de la tesis de Maestria en Matematica Educativa del Lic. Juan Ernesto Corona
Maldonado. La informacion que proporcione sera debidamente codificada cuidando su
confidencialidad e integridad, de tal manera, que pueda responder, con toda la libertad, a las
siguientes preguntas. Sus repuestas son muy importantes para el desarrollo de la
investigacion del aprendizaje de las matematicas en el nivel bachillerato, por lo que se le
exhorta a responder con honestidad.

Instrucciones: Escriba su nombre sin apellidos en el espacio indicado, solo para cuestiones
de identificacion. Si le es posible, imprima este cuestionario y responda con pluma. En caso
contrario, transcriba las preguntas a su cuaderno y respéndalas con una pluma de diferente
color. Cuando finalice, escanee o tome una foto legible del cuestionario contestado y suba
el archivo a la carpeta que le proporcionaréa el facilitador. EI nombre del archivo tendra el
formato que se muestra a continuacién: nombre.cuestionariocog, por ejemplo,
juanernesto.cuestionariocog.

Nombre:

1. Las siguientes preguntas son acerca de este simbolo:

n

a) La flecha de arriba apunta a un simbolo. ¢Cual es el nombre?
b) ¢Qué significa ese simbolo?
c) ¢Puede el simbolo significar algo mas? En caso afirmativo, expliquelo por favor.
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2. Completa el siguiente inciso, si consideras que falta algo. Justifica tu respuesta.

a 3+5

3. Completa las siguientes sentencias de acuerdo con tu criterio y justifica tu respuesta

Sentencia

Explicacion o justificacion

9-5 = + 3

25+ __ =115 +10

99 + 87 =98 + 86 + __

743 + ___ = ___ + 631

4. Completa los siguientes incisos, si es el caso. Justifica tu respuesta.

Inciso

Explicacion o Justificacion

a) 2x+3

b) 5x +4 =9x

c) 3x+__=10x+8

iiiMuchas gracias por tu valiosa participacion!!!
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Anexo 2
Cuestionario de la dimension didactica

Universidad Auténoma de Zacatecas
“Francisco Garcia Salinas”
nidad Académica de

Unidad Académica de Matematicas Matematicas

Maestria en Matematica Educativa

Presentacion: Esta actividad se realiza con el proposito de recabar informacion para la
realizacion de la tesis de Maestria en Matematica Educativa del Lic. Juan Ernesto Corona
Maldonado. La informacion que proporcione sera debidamente codificada cuidando su
confidencialidad e integridad, de tal manera, que pueda responder, con toda la libertad, a las
siguientes preguntas.

Instrucciones:
1. Responda a las siguientes preguntas e incisos que se muestran a continuacion.

1. ¢Cual es la definicidn que utiliza con sus alumnos para conceptualizar a la ecuacion

lineal de una variable?

2. En términos generales, describa los momentos didacticos que frecuentemente

emplea para la ensefianza de este tema.

3. ¢Qué aspectos, de este tema, considera son mas dificiles de aprender para los

estudiantes?

4. Desde su experiencia, ¢cudl es el error mas comudn que tiene los estudiantes cuando

estan aprendiendo el tema?
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5. Describa el aprendizaje que obtienen los estudiantes luego de abordar el tema, es

decir qué conocimientos, habilidades y/o destrezas adquieren los alumnos.

6. ¢Cual es el libro base que regularmente utiliza para ensefiar el tema de ecuaciones
lineales con una variable?

7. Describa la dindmica de ensefianza que actualmente esta llevando con el grupo
durante la educacién a distancia. Indique las estrategias, plataformas, recursos

tecnoldgicos y formas de trabajo que utiliza con los alumnos.

8. ¢Cudles han sido las principales dificultades que ha enfrentado durante la educacion
a distancia? Mencione aspectos tecnoldgicos, sociales, institucionales, didacticos,

entre otros.

2.

Las siguientes preguntas son acerca de este simbolo:

n

d) La flecha de arriba apunta a un simbolo. ;Cuél es el nombre?
e) ¢Qué significa ese simbolo?

f) ¢Puede el simbolo significar algo mas? En caso afirmativo, expliquelo por favor.
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3. Complete las siguientes sentencias, si es el caso, de acuerdo con su criterio y justifique

Su repuesta.

Sentencia Justificacion

9-5 = + 3

25+ __ =115 +10

99 + 87 =98 + 86 + __

743 + = ___ + 631

3x+_ =10x+8—__

8x+6

iiiMuchas gracias por tu valiosa participacion!!!
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Anexo 3
Respuestas del docente del cuestionario de la dimension didactica

Universidad Auténoma de Zacatecas
“Francisco Garcia Salinas”
nidad Académica de

Unidad Académica de Matematicas Matematicas

Maestria en Matematica Educativa

Presentacion: Esta actividad se realiza con el proposito de recabar informacion para la
realizacion de la tesis de Maestria en Matematica Educativa del Lic. Juan Ernesto Corona
Maldonado. La informacion que proporcione sera debidamente codificada cuidando su
confidencialidad e integridad, de tal manera, que pueda responder, con toda la libertad, a las
siguientes preguntas.

Instrucciones:
9. ¢Cuédl es la definicion que utiliza con sus alumnos para conceptualizar a la ecuacion

lineal de una variable?

La de Rene Jiménez del libro de matematicas 1

10. En términos generales, describa los momentos didacticos que frecuentemente

emplea para la ensefianza de este tema.

- Inicio: preguntas exploratorias — desarrollo: focalizar la atenciéon de los alumnos con

gjercicios — cierre: analisis de los resultados

11. ;Qué aspectos, de este tema, considera son mas dificiles de aprender para los

estudiantes?

El cambio de los signos cuando pasa sumando y cuando asa dividiendo se les complica
mucho ese cambio porque en uno se cambia el signo (suma y resta ) y en el otro

no(multiplicacion y division).

12. Desde su experiencia, ¢cudl es el error mas comun que tiene los estudiantes cuando

estan aprendiendo el tema?

Pagina| 173



El cambio de los signos

13. Describa el aprendizaje que obtienen los estudiantes luego de abordar el tema, es

decir qué conocimientos, habilidades y/o destrezas adquieren los alumnos.

Dependiendo de donde profundicemos con esta tema, uno de los conocimientos que el
alumno pueda adquirir “describir técnicas para resolver ecuaciones lineales en una
variable” una habilidad “aplica diversas técnicas para resolver ecuaciones lineales en una

variable”

14. ;Cual es el libro base que regularmente utiliza para ensefiar el tema de ecuaciones
lineales con una variable?
Grupo editorial patria “Algebra baldor”
Editorial Person “Matematicas simplificada segunda edicién”

Editorial Person “matematicas 1 ”” segunda edicion autor Rene Jiménez

15. Describa la dindmica de ensefianza que actualmente esta llevando con el grupo
durante la educacion a distancia. Indique las estrategias, plataformas, recursos

tecnoldgicos y formas de trabajo que utiliza con los alumnos.

Educacion en linea, plataforma classroom, tableta, celular, computadora, pintarron, se deja

actividad se mandan videos y tenemos una video conferencia para aclaracién de dudas.

16. ¢Cuadles han sido las principales dificultades que ha enfrentado durante la educacion
a distancia? Mencione aspectos tecnologicos, sociales, institucionales, didacticos,

entre otros.

El internet limitado que hace que se vea mal la videoconferencia, no tener un espacio

adecuado donde no se escuche los ruidos externos.
1.

1. Las siguientes preguntas son acerca de este simbolo:
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g) La flecha de arriba apunta a un simbolo. ;Cual es el nombre?

Signo de igualdad

h) ¢Qué significa ese simbolo?
Que tanto lo que esta en el primer miembro de la igualdad como lo que esta en el
segundo miembro de la igualdad es lo mismo o tienen el mismo valor.

i) ¢Puede el simbolo significar algo més? En caso afirmativo, expliquelo por favor.

No

2. Complete las siguientes sentencias, si es el caso, de acuerdo con su criterio y justifique

Su repuesta.

Sentencia Justificacion
Uno porque cuatro seria el resultado de la resta de 9-5=4
9-5=_+3 por lo que 1+3=4
100 por lo que si sumamos 115+10=125 entonces
25+ __ =115 +10

25+100=125

99 + 87 =98 + 86 + __

2 por que si sumas 99+87=186 entoces si SUmo
98+86+2=186

Los numero que falta puedes ser infinidad pero se puede

743 + = ___ + 631 pner un ejemplo 1y 113 porque si a 743+1=744y si a
631+113=744
3x+_ =10x+8—__ X'y 2 para que salga el ultimo resultado
8x+ 6 Este seria el resultado de lo de arriba

iiiMuchas gracias por tu valiosa participacion!!!
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Anexo 4

Hojas de trabajo de la situacion didéctica

Universidad Auténoma de Zacatecas

“Francisco Garcia Salinas” nidad Académica de
Unidad Académica de Matematicas Matematicas
Maestria en Matemaética Educativa
Nombre:
Edad: Sexo: Fecha:

Nombre de la institucion:

Semestre: Ntumero de equipo:

Indicaciones: Imprime esta hoja de trabajo. Lee y sigue las instrucciones de cada
ejercicio. Escribe las respuestas con pluma y escucha las indicaciones del profesor.

I. De manera individual, indica el valor que corresponde al siguiente inciso.

=4+7

(Qué diferencias tiene este ejercicio con los que usualmente conoces? Menciona un

ejemplo conocido.

¢Es correcto escribir un ejercicio en ese orden? ;Por qué?

¢Qué valor va en L] para que la sentencia sea verdadera?

Si se cambia el orden de los elementos, es decir, 4 + 7 =[] ;cambia el valor de LI
(Por qué?
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Si se agrega +6 en la sentencia de tal forma que quede de la siguiente manera:

4+7=[1+6

(Cuél es el valor de [l (Sigue siendo el mismo que en la anterior? ;qué cambi6?

Si se cambia el orden de los elementos dejando la sentencia de la forma siguiente:
O+ 6 =4+ 7 ;Cudl seria el valor de [ ? ;Sigue siendo el mismo o el valor es
diferente cuando se cambia el orden de los elementos?
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II. Reunidos en equipos determinen los nimeros que van en los [ ] de cada una de
las sentencias que se muestran a continuacién y describan tres procedimientos de
solucion. Los tres procedimientos de cada sentencia deben de ser diferentes entre

si. Expliquen lo mas extensa y detalladamente posible.

a)

89+77=88+76+

Procedimiento

Procedimiento alternativo 1

Procedimiento alternativo 2
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b)

63 +

Procedimiento

+ 24+

+13 +

+42

Procedimiento alternativo 1

Procedimiento alternativo 2
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c) En esta sentencia se debe de cumplir la condiciéon de que los valores en los
espacios deben de ser diferentes a 0.

+28 = 46 +

Procedimiento

Procedimiento alternativo 1

Procedimiento alternativo 2
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7

Procedimiento

+ 48 = 139

Procedimiento alternativo 1

Procedimiento alternativo 2
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e) Utilicen los tres procedimientos que plantearon en el ejercicio d) para responder
a las siguientes preguntas.

¢Cual procedimiento les gusté més para determinar el valor de [ (por qué?

(Qué operaciones tuvieron que realizar para que el valor de [ fuera el correcto
para determinar el otro elemento de la sentencia, es decir, con 139?

(Se puede conocer el valor de [ Jsise parte desde 139?, es decir, ;Qué operaciones
se le debian de realizar a 139 para determinar el valor faltante?

¢Qué diferencia encuentran con los pasos para determinar el valor de [ ] partiendo
desde el lado izquierdo con los del lado derecho de la sentencia?

A continuacién, se presenta una tabla que organiza los pasos sugeridos para
obtener el valor de [ en la sentencia del inciso d) considerando el lado que se
comience a realizar los célculos. La orientacion de las flechas del centro indica el
orden para proceder a calcular el elemento faltante en la sentencia con relacién a su
respectivo lado.
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Lado izquierdo Lado derecho

Multiplicar por siete el Comprobar que el valor

valor del espacio en del espacio en blanco

blanco cumpla con las
condiciones de la
sentencia

Luego, al resultado de esa El resultado de esa

multiplicaciéon sumarle 48 operacion dividirlo entre
7

Comprobar que sea igual Restar 48 a 139

a 139

(Qué papel desempenia el [ Jen la sentencia?

(De qué otra manera se podria representar? Es decir ;Qué simbolo podria sustituir
el )2

Ahora, retomando la tabla de procedimientos con lo expresado en la pregunta
anterior. Realizando una comparativa de diferentes maneras de representar las
sentencias, una opcion es la siguiente:

7-01+48 =139 | 7-x+48=139

(Es valido sustituir el [ ] de Ia sentencia de la izquierda con la letra x? ;Por qué?

Prosiguiendo con la aplicaciéon de los pasos para determinar el valor indicado
partiendo desde el lado derecho, el primer paso es restar 48 a 139, esto traducido
en la sentencia quedaria de la siguiente manera:

7-x+48 =139 — 48
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¢Como influye el agregar el -48 en el lado derecho con el resto de la sentencia? ;El
valor de x sigue siendo el mismo?

Si también se agrega -48 en el lado izquierdo como se muestra a continuacién:

7:-x+48 —48 =139 — 48

(Coémo se restructura la sentencia? ;El valor de x es el mismo que en la sentencia
7-x+48 =139 — 487

(Cuadles son los procedimientos siguientes para determinar el valor de x de
7 x + 48 — 48 = 139 — 48? Explica detalladamente

f) Respondan a la siguiente pregunta.
¢El valor de w es el mismo en las siguiente dos ecuaciones?

2w+ 15 =31 2'w+15-9=31-9

Expliquen detalladamente su razonamiento.

P4gina | 185




g) Contesta las siguientes preguntas acerca de la sentencia que se muestra a
continuacion.

8x +14 =14 + 8x

¢Es correcto escribir esta sentencia? ; Por qué? Explica detalladamente.

III. Lean el problema y contesten lo que se les pide.

Carlos esta resolviendo el siguiente ejercicio que le dejo su profesor de
matemadticas de tarea:

6(6)(50)(3) = (3)(2(5) + 2x)

Cuando comenzo, not6 que llegé a un punto en la resolucién en el que ya no pudo
continuar.

6(6)(50) + 10 = 2(5) + 2x
6(6)(50) + 10 — 10 = 2(5) + 2x — 10

Analiza detalladamente el procedimiento de Carlos y sugiérele una estrategia para
determinar el valor de la variable desde el punto del procedimiento donde se
quedod, es decir, continua el procedimiento de Carlos.
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