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Resumen

¢Qué significa ensefiar matematicas? ¢Qué significa resolver problemas en matematicas?
ambas preguntas responden a cierta actividad matematica, a un lenguaje y procedimientos
matematicos que de preferencia, sea adecuado. Desde la investigacién en Matematica
Educativa, la actividad de resolver problemas no es trivial en los estudiantes, son distintas
las posturas tedricas y metodoldgicas que atienden el como mejorar esta actividad para el
aprendizaje. La presente tesis comparte dicha problematica pero con un enfoque distinto, que
considera que el crear problemas permite al estudiante ser creativo, critico, donde expresan
mejor sus ideas, su lenguaje y argumentos. Al respecto, en las clases de matematicas se
estimulan las respuestas de los alumnos a preguntas que realiza el profesor, pero se presta
poca atencion a que los estudiantes formulen preguntas o bien se deja de lado la creatividad
de crear sus propios problemas de matematicas para su aprendizaje. Por tanto, nos
cuestionamos como se dan estos procesos de desarrollo del pensamiento matematico al crear
problemas y cudles son las practicas involucradas. Por lo tanto, en esta tesis se propone
analizar la construccion de conocimiento matematico mediante la creacion de problemas a
través de la técnica del Mapa Hibrido desde algunos elementos del Enfoque Ontosemiético,
a partir de una perspectiva grafica de los Objetos Matematicos Primarios, sus conexiones, y
los procesos cognitivos que se ponen en juego al abordar la Creacion de Problemas a partir
de uno dado, también llamado variacion del problema. De manera concreta, se pretende
abordar la Creacién de Problemas de optimizacion. Mediante un estudio cualitativo, de caso,
se pretende analizar la produccidn oral y escrita generada por algunos estudiantes cuando se
enfrentan a la tarea de crear problemas matematicos por el método de variacion que
involucran a la optimizacion. La interpretacién ontosemiotica de la técnica del Mapa Hibrido
permite describir el sistema de précticas presentes en la resolucion de situaciones
problematizadas de la matematica que se estudian en el aula, asimismo permite visualizar los
distintos Objetos Matematicos, las relaciones entre dichos objetos, la organizacion de las
practicas y permite advertir la realizacién de algunos procesos cognitivos implicados en la
resolucion de problemas. Se plantea entonces que la interpretacion ontosemiotica de la
técnica del Mapa Hibrido podria mostrar las précticas implicadas, los Objetos Matematicos
que intervienen en dichas practicas, las conexiones que se establecen entre los objetos de una
misma practica y entre objetos pertenecientes a distintas practicas, y también poder advertir
la realizacion de los procesos cognitivos implicados en la construccion del conocimiento
matematico relacionado con la actividad de Creacion de Problemas por variacion.

Palabras clave: Enfoque Ontosemiotico, Mapas Hibridos, Calculo Diferencial, técnicas de
representacion, procesos cognitivos, aprendizaje, Creacion de Problemas.



Abstract

What does it mean to teach mathematics? What does it mean to solve problems in
mathematics? Both questions answer a certain mathematical activity, to a language and
mathematical procedures that preferably, is suitable. From research in educational
mathematics, the activity of solving problems is not trivial in students and the theoretical and
methodological positions that address how to improve this activity are different. For example,
through methods of solution or promoting different representations of certain content in order
to favor the student, meaning of it. However, there are still difficulties in students when
constructing these meanings, to improve arguments through the proper use of mathematical
language and procedures that broaden a vision of mathematics through its teaching and
learning. Therefore, this project shares this problem and considers that creating problems
allows the development of these elements by creating a profile in the student as creative,
critical, where they better express their ideas, their language and arguments. In this regard,
in mathematics classes the student’s answers to questions asked by the teacher are stimulated,
but little attention is paid to students asking questions or else the creativity of creating their
own math problems for their learning. Therefore, we question how these processes of
development of mathematical thinking occur when creating problems in a classroom and
what are the practices involved. Therefore, in this project we proposed to analyze the
construction of mathematical knowledge by creating problems through of the technique of
the Hybrid Conceptual Map from some elements of the Onto-semiotic Approach, from the
graphic description of the Primary Mathematical Objects, their connections, and the
cognitive processes that are put into play when approaching the problem posing from a given
one, also called problem variation. Specifically, it is intended to address the creation of
optimization problems. By means of a qualitative case study, the aim is to analyze the oral
and written productions generated by some students, when they face the task of creating
mathematical problems by the variation method involving optimization. The ontosemiotic
interpretation of the Hybrid Map technique makes it possible to describe the system of
practices present in the resolution of mathematical problem situations studied in the
classroom, as well as to visualize the different Mathematical Objects, the relationships
between these objects, the organization of the practices and the realization of some cognitive
processes involved in problem solving. It is then proposed that the ontosemiotic
interpretation of the Hybrid Map technique could show the practices involved, the
Mathematical Objects involved in these practices, the connections established between
objects of the same practice and between objects belonging to different practices, and also be
able to notice the realization of the cognitive processes involved in the construction of
mathematical knowledge related to the activity of Problems Posing by Variation.

Key words: Onto-Semiotic Approach, Hybrid Maps, differential calculus, representational
techniques, cognitive processes, learning, problem posing.
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Introduccion

En las aulas de matematicas, es comun ver que algunos profesores ensefian de una manera
tradicional, es decir, se propicia en los estudiantes la memorizacion de conceptos y aplicacion
de formulas para resolver problemas evitando que reflexionen sobre el mismo. Asimismo,
algunos profesores que ensefian de manera tradicional, evalian las competencias que
adquieren los estudiantes a partir de métodos algoritmicos y mediante ejercicios similares o
iguales al abordar algin tema (Moreno, 2010). Ademas, solamente se les plantean problemas
tomando ejercicios de los libros de texto en el cual memorizan procedimientos donde los
Objetos Matemaéticos no tienen el sentido conceptual en la tarea Moreno y Azcarate (2003).
El tema de la optimizacidn no es la excepcion, por ejemplo, existen investigaciones centradas
en el tratamiento de los libros de texto como es el caso de los autores Balcaza, Contreras y
Font (2017).

Se han realizado diversas propuestas para mejorar el aprendizaje de la optimizacion en los
estudiantes de nivel medio superior y superior (Baccelli, Anchorena, Figueroa y Prieto, 2014;
Rojas, Baez y Corona, 2017; Portillo, Avila, Cruz y L6pez, 2019), lo cual ha influido en las
metodologias y estrategias de ensefianza-aprendizaje, que requieren de una mejora en la
préctica docente e involucrar a los estudiantes en la construccion de su conocimiento. En este
trabajo se coincide con los anteriores autores respecto a la mejora de la préactica docente en
la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y en el uso de una metodologia. Una de ellas
es la propuesta de Creacion de Problemas de contenidos matematicos realizado por los
estudiantes en especifico para la optimizacion en nivel superior.

La Creacion de Problemas se ha abordado en algunas investigaciones como en Malaspina
(2013, 2016), pero no en el tema de la optimizacion con estudiantes de nivel superior. La
propuesta de este trabajo de investigacion con la metodologia de Creacidn de Problemas para
la optimizacion en estudiantes universitarios consiste en realizar un analisis de las
producciones hechas por los estudiantes al crear un problema de optimizacion. Esto mediante
la interpretacion ontosemiotica del Mapa Hibrido, el cual aparece como un elemento
relevante dentro de la propuesta de la Creacion de Problemas por variacion en la
optimizacion.

El Mapa Hibrido ha sido empleado para analizar fendmenos educativos en la matematica
escolar (Moreno, 2019) y en la fisica escolar (Moreno, Angulo y Reducindo, 2018; Moreno,
Angulo, Reducindo y Aguilar, 2018). En este ultimo caso a través de una extension de los
elementos tedricos del EOS a la fisica escolar. En nuestro caso nos apoyaremos en la
interpretacion ontosemiético de Mapa Hibrido.

12



En este trabajo se presenta una estrategia educativa, aplicando la metodologia de Creacion
de Problemas y el andlisis de las producciones mediante la herramienta de interpretacion
ontosemidtica del Mapa Hibrido, la cual nos permitird observar la construccion de los
conocimientos en los alumnos sobre la optimizacion en la asignatura de Célculo Diferencial,
en un grupo de estudiantes de la Licenciatura en Actuaria de la Universidad Auténoma de
Zacatecas que cursaron la asignatura de Célculo Diferencial. De acuerdo al contexto que se
vive con la pandemia mundial (COVID 19), las clases se llevan a cabo de manera virtual, y
es por tal motivo que nos vemos en la necesidad de recopilar la informacidn de manera virtual
apoyada de la plataforma Zoom.

Los elementos tedricos empleados en esta investigacion son los Objetos Matematicos
Primarios y los procesos cognitivos provenientes del Enfoque Ontosemidtico (EOS), que es
una teoria de la Matematica Educativa propuesta por Godino, Batanero y Font (2007).

Finalmente, la investigacion tiene como objetivo caracterizar la construccion de
conocimiento referente a la optimizacion a partir de la implementacion de la metodologia de
Creacion de Problemas por variacion mediante la identificacion de los Objetos Matematicos
y sus conexiones, los procesos cognitivos implicados y las practicas que intervienen.

En el primer capitulo se presentan de manera general los antecedentes del tema, se incluye
un apartado sobre la optimizacion clasica en las matematicas, la cual se refiere al contenido
cientifico, posteriormente aparece un tratamiento de la optimizacion de los libros de texto.
Acto seguido se presentan estudios previos acerca de la ensefianza y aprendizaje de la
optimizacion clasica en Célculo Diferencial, asimismo, se presenta un apartado sobre el
aprendizaje de las matematicas mediante la Creacién de Problemas. También se presenta el
problema de investigacion y la justificacion.

El segundo capitulo contiene la hipétesis planteada y las preguntas de investigacion asociadas
a la hipdtesis. En un primer momento se describen los aspectos que dieron origen a la
hipotesis, luego se plantean las preguntas de investigacion y, por ultimo, se describen el
objetivo general y los objetivos especificos que permitiran orientar los aspectos teoricos y
metodolégicos del trabajo.

Posteriormente se presenta el tercer capitulo, el cual contiene el Marco tedrico que sustenta
con fundamentos teoricos esta investigacion. Aqui se presentan algunos elementos tedricos
del Enfoque Ontosemidtico (EOS de ahora en adelante), asi como la interpretacion
ontosemioética del Mapa Hibrido, que esta constituida por algunos elementos del Enfoque
Ontosemiotico (EOS de ahora en adelante).
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En el cuarto capitulo se encuentra la metodologia utilizada, donde se plantea un disefio
cualitativo con el detalle de los instrumentos de recoleccion de datos y los sujetos
participantes dentro de la investigacion.

El quinto capitulo contiene los resultados a partir de la implementacion, asi como la
identificacion de participantes y los resultados que arroja cada uno de los instrumentos
utilizados. Acto seguido, se presenta el sexto capitulo que corresponde al analisis y discusion
sobre los datos obtenidos por los alumnos estudiados en esta investigacion. En el séptimo
capitulo se encuentran las conclusiones que permiten una vision global de lo realizado en
esta investigacion.
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Motivacion

El aprendizaje de las matematicas, desde el nivel educativo basico hasta el universitario,
genera en los estudiantes dificultades que se ven reflejadas en los malos resultados de las
evaluaciones (Moreno, 2005). A partir de lo anterior, la Matematica Educativa ha
desarrollado investigaciones a favor de los procesos de ensefianza-aprendizaje mediante el
disefio de nuevas estrategias y el desarrollo de investigaciones sobre la construccion del
conocimiento. Asimismo, la indagacion bibliografica permite afirmar que los profesores
ensefian contenidos matematicos de una manera tradicional, privilegiando a los estudiantes
de practicas memoristicas y algoritmicas de aprendizaje a través de definiciones y formulas
en lugar de la reflexion.

Se han realizado numerosas investigaciones sobre como abordar las problematicas que han
surgido en el area de la Matematica Educativa. Algunos investigadores (Malaspina, Mallart,
Font, 2015; Torres, 2016; Salazar, 2015) plantean que la Creacidn de Problemas debe ser
parte del aprendizaje en distintos niveles educativos, asi como en la formacion de profesores.
Otros investigadores han realizado investigaciones basandose en la Creacion de Problemas
en areas como algebra, teoria de grupos, por mencionar algunos. Sin embargo, en la literatura
no se han reportado investigaciones mediante Creacién de Problemas en Calculo diferencial,
es por eso que es de mi interés ahondar en el tema de optimizacién clasica en la asignatura
de Calculo diferencial en el nivel universitario, ya que no se han realizado investigaciones
sobre Creacion de Problemas en dicho nivel. De la misma manera, no se ha sistematizado
mediante analisis grafico de la organizacién y los procesos que intervienen en la actividad
matematica.

Se considera importante incluir la interpretacion ontosemiética del Mapa Hibrido para
analizar la produccion oral y escrita generada por algunos estudiantes cuando se enfrentan a
la tarea de la Creacion de Problemas, ya que mediante los Mapas Hibridos se puede describir
el sistema de practicas presentes en la resolucion de situaciones problematizadas de la
matematica que se estudian en el aula, asimismo permite visualizar los distintos Objetos
Matematicos, las relaciones entre dichos objetos, la organizacién de las practicas y permite
advertir la realizacion de algunos procesos cognitivos implicados en la resoluciéon de
problemas (Moreno, 2019).

Es por ello que nace el interés por realizar una investigacion en la Creacion de Problemas
planteando la propuesta innovadora de que la interpretacion ontosemiotica del Mapa Hibrido
podria mostrar las distintas conexiones entre los Objetos Matematicos y procesos implicados
en la construccién del conocimiento matematico relacionado con la actividad de Creacion de
Problemas, sustentada dicha investigacién en la teoria de la Matematica Educativa el Enfoque
Ontosemidtico.
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1.1 Introduccion

En este capitulo se presentan algunos estudios acerca de la ensefianza y aprendizaje de la
optimizacion en Calculo Diferencial, esto con la finalidad de conocer lo que reportan algunos
autores y en qué medida se han realizado dichas investigaciones; asimismo, se presenta un
andlisis de la optimizacion en las matematicas como un contenido cientifico con el fin de
esclarecer qué es la optimizacion y los tipos de problemas de optimizacion que existen;
posteriormente, se describe como es el tratamiento matematico de la optimizacion en los
libros de texto de nivel universitario con la finalidad de analizar como es abordado el tema
de nuestro interés; y por ultimo, se hace un anélisis bibliografico sobre la Creacién de
Problemas, el cual es el eje central de este trabajo de investigacion.

Por otra parte, también se abordan aspectos que motivaron la realizacion de este trabajo
debido a la ensefianza tradicional de la matematica escolar que se ha implementado dentro
de las aulas, en donde los alumnos adquieren un aprendizaje mediante la memorizacién de
férmulas y conceptos. Asi, se plantea la actividad de Creacion de Problemas como una
postura que favorece la ensefianza y el aprendizaje de la matematica escolar implementando
distintas tareas que fomente, en los estudiantes, un aprendizaje significativo via la reflexion.

1.2 Estudios acerca de la ensefianza y aprendizaje de la optimizacion en
Célculo Diferencial

En la siguiente seccion se exponen la mirada de investigaciones acerca de la ensefianza y
aprendizaje de la optimizacion en Célculo Diferencial. Estas fueron realizadas por los autores
Fonseca, Casas, Bosch y Gascon (2009); Gonzalez (2010); Baccelli et al. (2014); Rojas et al.
(2017); Portillo et al. (2019); Malaspina, (2007; 2008); Malaspina y Font (2015); Camacho
y Gonzélez (2001) y Balcaza (2018).

En el estudio de Fonseca et al. (2009), menciona que durante muchos afios, en las
instituciones educativas, los estudiantes al momento de abordar la modelizacion y las
aplicaciones, lo hacen restringiéndose solamente a aplicar conocimientos matematicos que
han sido aprendidos en determinadas situaciones y que ademas, han sido poco reales, esto se
realiza con la doble intencionalidad de mostrar su utilidad y servir de motivacion al aprendiz.
Asimismo, se considera que hoy en dia este uso perdura en los sistemas de ensefianza.

Por otra parte, en el estudio de Gonzales (2010), se realiza una investigacion para la
ensefianza del célculo diferencial en bachillerato, a través de problemas de optimizacion
mediante la modelacién, esto con el objetivo de proporcionar los instrumentos didacticos,
tedrico y practicos, requeridos para la implementacion efectiva de la modelizacion
matematica en la ensefianza en bachillerato, en donde el estudiante, a partir de una cuestion
problematica, sea capaz de construir su propio conocimiento y que mediante el recorrido de
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estudio e investigacion desarrollado, el estudiante adquiera el conocimiento matematico que
se tiene establecido institucionalmente, ademas de proveer a los profesores de bachillerato
una herramienta para la ensefianza y aprendizaje de la optimizacion en célculo diferencial

En la investigacion “Intuicién, rigor y resolucién de problemas de optimizacién”, Malaspina
(2007) percibe que existen deficiencias entre los estudiantes en el uso de proposiciones,
procedimientos y argumentos al resolver los problemas de optimizacion propuestos. También
expresa que existen deficiencias en la argumentacion al resolver los problemas de
optimizacion propuestos, ya que la problematica referente a las deficiencias en la
argumentacion, radica en la poca presencia de justificacion.

Malaspina (2008) sefiala que no existe una orientacion hacia el desarrollo de la intuicién,
debido a que cuando se imparte la asignatura de Calculo Diferencial solamente se le
proporciona al estudiante una serie de pasos a seguir para resolver los problemas de
optimizacion que se les presentan y esto conlleva a que no se estimule su creatividad.
Asimismo, menciona que “en particular, cuando se usan las palabras minimo y maximo no
se hace tomar conciencia del significado de estos conceptos en el contexto que se esta usando,
ni hay énfasis en la verificacion de que lo obtenido es realmente 6ptimo”. (p.264)

Malaspina y Font (2015) mencionan que la intuicién de la optimizacién esta relacionada con
la idealizacion, la generalizacién y la argumentacion. Dicha intuicion se desarrolla a través
de dos tipos de experiencia, en donde, el primer tipo sucede cuando en la vida diaria las
personas se enfrentan a la tarea de tomar decisiones 6ptimas, y el segundo tipo de experiencia
es mas personal. Es por este tipo de situaciones y experiencias que los estudiantes pueden
entender problemas de optimizacion por lo que les permite responder intuitivamente a
algunos problemas.

En el estudio de Balcaza (2018) se menciona que los alumnos muestran conflictos semi6ticos
potenciales, debido al proceso de instruccion de los libros de texto. Asimismo, menciona que
aparecen conflictos semiéticos relacionados con la no congruencia de las conversiones entre
registros semidticos y con los instrumentos de calculo utilizados. En la realizacion del
analisis ontosemiotico observan que los alumnos tienen dificultades en la conversion entre el
registro del lenguaje natural y el grafico, ya que la representacién grafica lleva
implicitamente el proceso de generalizacion a particularizacién que no es trivial para el
alumno. Este conflicto semidtico conlleva que el alumno no pueda continuar la resolucion de
los problemas.

En el estudio de Baccelli et al. (2014) se menciona la problematica que presentan los
estudiantes de nivel universitario al resolver problemas de optimizacion, se evidencia que
existen dificultades desde el planteamiento del problema hasta su desarrollo de resolucion,
los cuales son reflejados en los resultados obtenidos.
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En los curso de Calculo Diferencial es comdn encontrar que el tema de problemas de
optimizacion esté asignado al final de los libros de texto, y en algunas ocasiones no se logra
cubrir dichos temas y quienes logran hacerlo solamente resuelven mediante el método
tradicional en el cual solo aplica précticas algoritmicas y no incluyen otros metodos para la
ensefianza de dicho contenido (Rojas et al., 2017).

En Camacho y Gonzéalez (2001) se muestra una clasificacion de los tipos de problemas de
optimizacion que aparecen en los libros de texto, los cuales son clasificados en problemas de
nameros, problemas de angulos, problema del nadador, inscribir/circunscribir unas figuras a
otras, construccion de figuras minimizando el costo del material, distancia de puntos a
funciones, problema de la valla y problemas de enunciado variado. También describen
algunas sugerencias didacticas para su resolucién utilizando como recurso la calculadora
gréfica T1-92 en donde se unen diferentes sistemas de representacion (numérico, grafico y
algebraico) lo cual sirve para enriquecer el planteamiento y resolucion de los problemas.
Asimismo, los autores Azcarate et al. (1996) consideran que:

1. Los alumnos deben ser capaces de traducir correctamente el enunciado del problema
al lenguaje de las funciones para poder aplicar las herramientas del célculo.

2. Existe mas de una manera de resolver un problema y que una eleccion conveniente
de las variables dependiente/independiente puede simplificar considerablemente los
calculos.

3. No se debe olvidar las restricciones que puede haber sobre las variables.

Ciertas situaciones admiten una simplificacion.

5. No en todas las funciones que presentan maximo y minimo relativo la imagen del
primero es mayor que la del segundo.

&

Tomando en consideracion lo que reportan las investigaciones descritas anteriormente, nos
podemos percatar de que existe una problematica en la ensefianza y el aprendizaje de la
optimizacion, que se relaciona con las practicas memoristicas que los alumnos tienden a
aplicar cuando emplean conceptos y férmulas sin reflexionar y comprender el problema
planteado, y esto se refleja en los malos resultados arrojados por los estudiantes cuando
resuelven problemas.

1.3 La optimizacion en las matematicas como contenido cientifico

En este apartado se presenta la optimizacién como un contenido cientifico (disciplinar). Se
considera relevante definir lo que es la optimizacion en las matematicas, y conocer sus
distintos tipos. Asimismo, constatarlos con las concepciones que tienen los estudiantes una
vez que se lleve a cabo la implementacion de la metodologia de Creacion de Problemas, y
como se les presenta a los alumnos dentro del aula.
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Como se menciona en Ramos et al. (2001) la optimizacion consiste en la eleccion de una
mejor alternativa. Se menciona que los problemas de optimizacion tiene tres elementos
principales los cuales son: (1) Funcion objeto, (1) Variables y (111) Restricciones, los cuales
se describen a continuacion.

e Funcion objeto: es la medida del funcionamiento que se desea maximizar o
minimizar, es decir, optimizar. Por ejemplo cuando se quiere encontrar el minimo
material requerido para fabricar un objeto.

e Variables: representa las decisiones que puede tomar para afectar el valor de la
funcién objetivo.

e Restricciones: representan el conjunto de relaciones que ciertas variables estan
obligadas a satisfacer.

De igual manera, en matematicas, Dawkins (2007) define optimizar como “buscar el maximo
o menor valor de una funcién limitada por algun tipo de restriccion. La restriccion sera alguna
condicion (que generalmente se puede describir mediante alguna ecuacion) que debe ser
absolutamente cierta sin importar cual sea nuestra solucion”. (p. 308)

Por otra parte, Malaspina (2008) define los problemas de optimizacion como “a todo
problema en el cual el objetivo fundamental es obtener un valor maximo o un valor minimo
de alguna variable” (p.25). Asimismo, menciona que existen distintas maneras de clasificar
los problemas de optimizacion. Una es teniendo en cuenta las caracteristicas de la funcién
objetivo y otra es considerando las del conjunto factible. Sefiala que existen cuatro clases de
problemas de optimizacién en matematicas: continua, discreta, combinatoria y variacional
las cuales se describen a continuacion.

e Problema de optimizacion continua: esta se refiere a cuando todos los elementos del
conjunto factible son puntos de acumulacion.

e Problema de optimizacidon discreta: aqui se hace énfasis cuando el conjunto factible
no tiene puntos de acumulacion.

e Problema de optimizacidon combinatoria: aqui se refiere a cuando su conjunto
factible es finito. Y menciona que en estos problemas los elementos del conjunto
factible no estan explicitamente determinados, sino indirectamente especificados
mediante relaciones combinatorias.

e Problema de optimizacién variacional: cuando su conjunto factible es un
subconjunto de dimensién infinita de un espacio de funciones. El autor menciona un
ejemplo sobre formular y examinar la determinacion del camino mas corto sobre una
determinada superficie, que une a dos puntos dados de esta.

De acuerdo con ello, indica que existen otros criterios de clasificacion de los problemas de
optimizacion los cuales estan relacionados con:
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1. El tipo de restricciones en las variables como:

e Restricciones dadas por igualdades
e Restricciones dadas por desigualdades

2. Las propiedades de la funcion objetivo y de las que definen las siguientes restricciones:
cuales son

e Lineales
e No lineales
e Convexas, por mencionar algunos

También sefiala que se pueden considerar para trabajar con problemas de optimizacion en la
primaria y la secundaria, y teniendo en cuenta los recursos matematicos a usarse en la
solucidn, los cuales son:

e Problemas aritméticos

e Problemas algebraicos

e Problemas geométricos

e Problemas de geometria analitica
e Problemas de analisis matematico
e Problemas mixtos.

Pero que también se consideran problemas de caracter ludico, que pueden estar en cualquiera
de los casos anteriores. Alude que los problemas de programacion lineal pueden ser
considerados como problemas de geometria analitica, ya que es en ese marco en el que se
tratan en la secundaria.

1.4 Tratamiento matematico de la optimizacion en libros de texto

En el presente capitulo se presenta el tratamiento de la optimizacion en los libros de texto de
nivel universitario. Se realiz6 una revision de tres libros de texto (Stewart, 2012; Thomas,
2006; Purcell, 2007) utilizados en la ensefianza del Célculo diferencial para el nivel medio
superior y superior. El proposito del analisis de dichos libros es observar como presentan el
tema de optimizacion en cada uno de ellos, analizar si el tratamiento del tema es similar en
los tres, cuales son las situaciones y ejercicios que se presentan, qué tipos de ejercicios de
optimizacion que se presentan y si estos contribuyen a la reflexion didactica en los alumnos,
asimismo, se pretende observar si estos inducen a la argumentacion, y observar si incluyen
algunas variaciones en sus problemas aplicados.

Se considera que, en esencia, la ensefianza de la optimizacion estd descrita en ejercicios
tipicos y similares en cada uno de los libros en donde solo se aplican formulas y conceptos
de manera algoritmica y memoristica. Para el analisis de los libros de texto se sigui6 la
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investigacion realizada por Balcaza et al. (2017) quienes ya han realizado andlisis de libros
de texto.

Revision del libro de Stewart, (2012)

Al realizar el andlisis del tratamiento del tema de optimizacién en el libro de texto de Calculo
de una variable para nivel superior del autor Stewart, se observa una introduccion que motiva
al lector a resolver problemas de optimizacion en los que les presenta los contextos de la vida
cotidiana en los que se puede aplicar dichos problemas.

Asi mismo, hacen énfasis en el desafio que presenta el problema expresado en palabras a un
problema de optimizacién matematica en el que se debe establecer la funcion que se va a
maximizar o minimizar. Posteriormente describe una serie de pasos que deben seguir los
lectores para poder resolver un problema de optimizacion como se observa en la Figura 1.

;.~T-,.’;

- P X
2 exminteciosearcbataiiog

| Pasas para [a resol :
1. Comprenda el problema El pnmer paso consiste en leer detenidamente ¢l problema
hasta que se entienda claramente. Preguintese: jqué es lo desconocido? ; Cudles son

las cantidades conocidas? ;Cudles son las condiciones dadas?

o

Dibuje un diagrama En la mayoria de los problemas resulta util dibujar un
diagrama ¢ identificar las cantidades dadas y las cantidades requendas en
el diagrama.

3. Introduzca la notacion  Asigne un simbolo a la cantidad que va a ser maximizada
o minimizada [vamos a llamarla Q (del inglés guantity) por ahora]. También
seleccione simbolos (a, b, ¢...., x, ¥) pam otras cantidades desconocidas y etiquete
el diagrama con estos simbolos. Puede ser provechoso utilizar iniciales como
simbolos sugerentes —p. ¢j., A para ¢l drea, i para la altura, ¢ para el tiempo.

4. Exprese Q en términos de algunos de los otros simbolos del paso 3.

5. St Q se ha expresado como una funcién de mds de una variable en ¢l paso 4,
utilice la informacion dada para encontrar relaciones (en forma de ecuaciones)
entre estas vanables, Utilice estas ecuaciones para eliminar todas, excepto una de
las variables ¢n la expresion para Q. Asi Q se expresard en funcion de una vanable
v, digamos, Q = f(x). Escriba el dominio de esta funcién.

6. Utilice los métodos de las secciones 4.1 v 4.3 para encontrar los valores mdximo
o minimo absolutos de f. En particular, st ¢l dominio de f es un inervalo cemado,
entonces puede utilizarse ¢l método del intervalo cerrado de la seccidn 4.1,

Figura 1. Pasos para resolver un problema de optimizacion (Stewart, 2012, pag.325)

Después se presenta un listado de seis ejercicios resueltos sobre el tema de optimizacion
donde cinco de los ejemplos era de tipo intramatematicos en los cuales se presenta una
representacion pictorica que les ayuda a visualizar de una mejor manera el problema
planteado. En algunos ejemplos se pide encontrar las dimensiones que debe tener un campo
para encerrar el area mas grande o para minimizar el costo de un metal como se muestra en
la Figura 2. También se presenta un ejemplo aplicado a la economia en el que se pide
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encontrar una funcion demandada y una funcion de ingreso, asi como encontrar un descuento
el cual le permita maximizar sus ingresos. En dicho ejemplo no se presenta ninguna
representacion.

Un agricultor tiene 2400 pies de material y quiere construir una barda para
cercar un campo rectangular que bordea un rio recto, de modo que no necesita barda a
lo largo del rio. ;Cuadles son las dimensiones que debe tener el campo para encerrar el
drea mds grande?

Comprenda el problema SOLUCION Para hacerse una idea de lo que estd sucediendo en este problema, vamos a
[fg Analogia: intente casos especiales experimentar con algunos casos especiales. La figura 1 (no a escala) muestra tres formas
Dibuje diagramas de posibles arreglos de los 2400 metros de material.
1000 400
1000 1000
2200 700 700
100 | [100
Area= 100 - 2200 = 220000 pies’ Area=700- 1000 = 700000 pies® Area= 1000 - 400 = 400 000 pies*
FIGURA 1

Vemos que cuando intentamos campos muy anchos y poco largos, o campos angostos
y muy largos, obtenemos dreas relativamente pequefias. Parece verosimil que exista
alguna configuracién intermedia que produzca el drea mds grande.
La figura 2 ilustra el caso general. Queremos maximizar el drea A del rectingulo. Sea
Introduzca notacion xyy el largo y el ancho, respectivamente, del rectingulo (en pies). Entonces, queremos
expresar A en términos de x y y:

Figura 2. Solucién de un problema de optimizacion (Stewart, 2012, pag. 326)

Por otra parte, aparece una explicaciéon de una prueba o criterio de la primera derivada para
saber cuando un valor es el maximo absoluto de una funcion o el minimo absoluto. Del
mismo modo describen un método alternativo de resolucion al problema propuesto, el cual
consiste en utilizar la derivacion implicita, como se muestra en la Figura 3.
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NOTA 1 El argumento utilizado en el ejemplo 2 para justificar el minimo absoluto es
una variante de la prueba de la primera derivada (que sélo se aplica a valores mdximos o
minimos locales) y se establece aqui para referencia futura.

Prueba de la primera derivada para valores extremos absolutos Suponga que ¢ es un
niimero critico de una funcién continua f definida sobre un intervalo.

a) Sif’(x) > 0 para toda x < c y f'(x) < 0 para toda x > c, entonces f(c) es el valor
médximo absoluto de f.

b) Sif’(x) < 0 para toda x << ¢ y f'(x) > 0 para toda x > c, entonces f(c) es el valor
minimo absoluto de f.

NOTA 2 Un método alternativo para resolver problemas de optimizacién es utilizar
derivacién implicita. Veamos el ejemplo 2 nuevamente para ilustrar el método. Trabajamos
con las mismas ecuaciones

A=2mwr?+ 2mrh arr*h = 1000
pero en lugar de eliminar &, derivamos ambas ecuaciones implicitamente, respecto a r:
A' =d4mr + 2mwh + 2wk’ 2mrh + wr*h’ =0

El minimo se produce en un nimero critico, por lo que establecemos A’ = 0; simplifica-
mos para llegar a las ecuaciones

2r+h+rh"=0 2h+rk =0

y la sustracciéon da 2r — h=0,0 h =2r.

Figura 3. Prueba del maximo y minimo absoluto (Stewart, 2012, pag. 328)

Al final del tema se muestra un listado de ejercicios propuestos, los cuales son ejercicios
similares a los ejemplos antes mencionados, como son el caso de los ejercicios del 14 al 19.
En dichos ejercicios se presentan problemas para calcular las dimensiones de una caja que
minimicen la cantidad de material, el costo minimo de materiales para la elaboracion de un
recipiente. También se plantean ejercicios no contextualizados, como son los ejercicios del
2 al 6, en ellos se puede observar que los ejercicios propuestos hacen referencia a situaciones
intramatematicas en donde solamente se dan funciones para que a partir de ellas se obtenga
la distancia minima o maxima entre ellas, asi como se muestra en la Figura 4 (Stewart, 2012).
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7 ; . 14. Una caja con una base cuadrada. abierta en la parte superior, debe
2. Encuentre dos nimeros cuya diferencia es 100 y cuyo producto = % ;
: o : & tener un volumen de 32000 cmy’. Encuentre fas dimensiones
es un minimo. ; e 2 ;
de la caja que minimicen la cantidad de material que ha de
3. Encuentre dos nimeros positivos cuyo producto es 100 y cuya utilizarse.
suma es un minimo. 5 : . ; ;
15. Si se dispone de 1200 cm® de material para hacer una caja con
4. Lasuma de dos ndimeros positivos es 16. ;Cudl es el menor una base cuadrada y sin tapa; encuentre el mayor volumen
valor posible de la suma de sus cuadrados? posible de la caja.
5. ;Cudl es la distancia vertical mdxima entre larectay =x + 2 y 16. Un contenedor rectangular de almacenamiento sin tapa ha de

6.

la pardbolay = x* para —1 = x == 27

;Cual es la distancia vertical minima entre la pardbolas

tener un volumen de 10 m®. La longitud de su base es dos veces
¢l ancho. El material para la base cuesta $10 por metro cuadrado

y el material para los costados cuesta $6 por metro cuadrado.
Encuentre ¢l costo de los materiales que hagan mds barato el
contenedor.

y=x*+lyy=x—2x%?

17. Resuelva el ejercicio 16 suponiendo que el contenedor tiene
una tapa fabricada con el mismo material que los lados.

18. a) Demuestre que de todos los rectingulos con un drea
determinada, el de perimetro mds pequefo es un cuadrado.
b) Pruebe que de todos los rectingulos con un perimetro
determinado, el de mayor drea es un cuadrado.

19. Encuentre el punto sobre la recta y = 2x + 3 que estd mas
cerca del origen.

Figura 4. Ejercicios propuestos (Stewart, 2012, pag. 331)

Revisién de libro de Thomas, (2006)

Al realizar el anélisis del tema de optimizacion en el libro utilizado para la ensefianza del
Calculo diferencial en el nivel superior del autor Thomas (2006), se puede observar que el
tratamiento es similar que el texto anteriormente revisado.

Comienza describiendo qué significa optimizar, a lo que describe como maximizar o
minimizar algo, cuestionandose (Como se pueden determinar las dimensiones de un
rectdngulo con perimetro fijo y &rea méxima? ¢ Qué forma debe tener una lata cilindrica para
que su produccidn resulte lo méas barata posible? ;Qué cantidad de la produccién es la mas
rentable? Asimismo, mencionan otras areas en las que se presenta la optimizacion, por
ejemplo, en la Fisica y la Economia.

Acto seguido muestran un listado de siete ejercicios de optimizacion resueltos, de los cuales
tres estan relacionados con la aplicacion a la economia. En primera instancia se presentan
dos ejercicios tipicos como son la fabricacion de una caja en donde se pide que encuentren
que tan grandes deben ser los cuadrados que se corten de las esquinas para que la caja tenga
la méxima capacidad. Asimismo, muestran el ejercicio de disefiar una lata cilindrica
empleando la menor cantidad de material, asi como se muestra en la Figura 5. Ambos
ejercicios muestran una representacion pictorica que facilita la visualizacion y comprension
del problema.
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Ejemplos de los negocios y la industria
EJEMPLO 1  Fabricacién de una caja

Se quiere hacer una caja abierta cortando pequenos cuadrados congruentes en las esquinas
de una ldmina de hojalata que mide 12 por 12 pulgadas, y doblando los lados hacia arriba.
&Qué tan prandes deben ser los cuadrados que se corten de las esquinas para que la caja
fenga la méxima capacidad posible?

Soluciéon  Empezamos por hacer un planteamiento grafico del problema (figura 4.32).
En la figura, los cuadrados de las esquinas tienen lados de x pulgadas. El volumen de la
caja es una funcién de esta variable:
Mx) = x(12 — 20 = 144x — 4&% + &F. ¥ = diw

Como los lados de la lamina de hojalata tienen sélo 12 pulgadas de largo, x = 6 y el do-
minio de Feselintervalo 0 = x = 6.

Una grifica de J/ (figura 4.33) sugiere un valorminimo de Oenx = 0y x = 6 yuno
maximo cerca de x = 2. Para obtener mds informacién, examinamos la primera derivada
de Vrespecto de x:

% = 144 — 96x + 1207 = 12(12 — & + x%) = 12(2 — x)(6 — x).

De los dos ceres, x = 2 y x = 6, solamente x = 2 estd en el interior del dominio de la
funcién y es el (nico elemento de 1a lista de puntos criticos. Los valores de J” en este pun-
to critico y en los extremos del intervalo son

Valor en el punto critico:  ¥(2) = 128
Valores en los extremos del intervalo: ¥(0) =0, H6) = 0.
E1 volumen méaximo es 128 pulg’. Los cortes cuadrados deben medir 2 pulgadas por lado.

Figura 5. Ejercicios resueltos (Thomas, 2006, pag. 278)

Posteriormente, y al igual que el libro anterior, se presenta un listado de paso a seguir para
la resolucion de los problemas de optimizacion como se muestra en la siguiente Figura 6.

Pasos para la resolucién de problemas aplicados de optimizacién
1. Leer el problema. lea el problema hasta que lo entienda, ;Qué datos se dan?
(Cuil es la cantidad desconocida que hay que optimizar?

2. Hacer un dibujo: identifique con una etiqueta cualquier parte que pueda ser
importante para ¢l problema.

3. Introducir variables: haga una lista de las relaciones que encuentre en el di-
bujo y en ¢l problema como una ecuacion o una expresion algebraica, ¢ iden-
tifique la variable desconocida.

4. Escribir una ecuacion para la cantidad desconocida: de ser posible, exprese
la incognita como funcidn de una sola variable o en dos ecuaciones con dos
incagnitas. Para ello puede ser necesaria una manipulacion considerable.

5. Examinar los puntos criticos y los extremaos del dominio de la incognita: use
la informacion con que cuenta acerca de la forma de la grafica de la funcion.
Emplee la primera y segunda derivadas para identificar y clasificar los pun-
tos criticos de la funcién.

Figura 6. Pasos para resolver un problema de optimizacion (Thomas, 2006, pag. 280)
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Acto seguido se muestran ejercicios de optimizacién no contextualizados, los cuales son
ejercicios aplicados con la Fisica y la Economia. En la siguiente Figura 7 se muestra un
ejemplo relacionado con la geometria plana (distancia, angulo, perimetro y area) en donde se
pide encontrar el &rea maxima que puede tener un rectdngulo. Asimismo, se presenta un
ejercicio aplicado a la Fisica, el cual esta relacionado con el principio de Fermat en donde se
pide encontrar la trayectoria que seguird un rayo de luz para ir del punto A, en un medio
donde la rapidez de la luz es v, a un punto B en un segundo medio dada la rapidez de la luz.
En todos estos ejercicios mencionados se tienen una representacion pictérica y gréafica de los
problemas planteados, lo cual facilita su comprension. También se presenta ejercicios
relacionados a la economia en los que se pide la minimizacién de la utilidad y de costos. En
estos ejemplos se incluyen representaciones graficas de la modelacién del problema.

Ejemplos de matematicas y fisica
EJEMPLO 3  Rectangulos inscribibles

Un rectangulo se inscribe en un semicirculo de radio 2. ;Cuil es el area maxima que pue-
de tener el rectangulo y cuales son sus dimensiones?

Solucion  Sean (x, V4 — x?) las coordenadas del vértice del rectangulo obtenido al co-
o W locar el circulo y el rectingulo en el plano coordenado (figura 4.36). La longitud, altura y

- ( rpm area del rectangulo pueden expresarse en términos de la posicion x del vértice inferior de-
I'/ ¥} recho:
/ 2 \ Longitud: 2x, Altura: V4 — 22, Area: 2x- V4 — 2.

Observe que los valores de x tienen que estar en el intervalo 0 = x = 2, donde esta el
-2 —x 0 x 2 vértice seleccionado del rectangulo.
Nuestro objetivo es encontrar el valor maximo absoluto de la funcion

FIGURA 4.36 El rectingulo inscrito en el A(x) = 2xV4 — x2

icirculo del ejemplo 3. e
ol en el dominio [0, 2].

Figura 7. Ejemplos de optimizacion matematica (Thomas, 2006, pag. 280)

Finalmente, al término del capitulo se presenta un listado de ejercicios propuestos para ser
resueltos por el lector, ejercicios que son similares a los planteados como ejemplos y algunos
otros con un grado mayor de complejidad, tal y como se muestra en la Figura 8.

En los ejercicios del 1 al 4 se presentan ejercicios no contextualizados con aplicacion a la
geometria, en donde solamente se les pide calcular un perimetro o el area mayor de un
rectangulo. Sin embargo en los ejercicios del 7 al 10 son ejercicios propuestos de tipo de
aplicacion en donde los contextos que se presentan no son reales al contexto del estudiante.
Las desventajas que se pueden presentar al realizar este tipo de ejercicios, es que los alumnos
solamente apliquen las férmulas y metodos algoritmicos para resolver los problemas
planteados, ya que no estan en un contexto cercano a ellos y no les dan la suficiente
importancia.
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Aplicaciones en geometria THEHW CS iaxund cuanuv a = o.
1. Minimizaclén de un perimetro ;Cudl es el menor perimetro
posible para un rectngulo cuya drea es 16 pulg.?, y cuiles son

sus dimensiones?

7. La mejor cerca Una parcela rectangular en una granja tendrd
limites, por un lado, por un rio, y por los otros tres mediante una
cerca electrificada con un selo alambre. Si se cuenta sélo con 800
m de alambre, ;cual es la mayor 4rea que puede ocupar la parcela

. Demuestre que entre todos los rectangulos con perimetro de 8 m, y cudles son sus dimensiones?

el de mayor drea es un cuadrado.

[

8. Lacerca mds corta Unsembradio rectangular de chicharos mi-

3. La figura muestra un.rectangulo I:nscrito en un triangulo rectdn- de 216 m% se quiere encerrar con una cerca, y dividirlo en dos

gulo isésceles, cuya hipotenusa mide 2 unidades de largo. partes iguales mediante otra cerca paralela a uno de los lados.

a. Exprese la coordenada y de P en términos de x. ;Qué dimensiones del rectangulo exterior requieren la menor lon-
(Sugerencia: Escriba una ecuacion para la recta AB). gitud total de la cerca? ;Cudnta cerca se requerira?

b. Exprese el drea del rectangulo en términos de x. 9. Diseilo de un tanque  La fundidora en donde usted trabaja ha

¢. ;Cual es la mayor 4rea posible del rectangulo y cudles son sus sido contratada para disefiar y construir un tanque rectangular de

dimensiones? acero, de base cuadrada, abierto por arriba y con una capacidad

de 500 pies’. El tanque se tiene que hacer soldando placas delga-
das de acero a lo largo de sus bordes. Como ingeniero de produc-

cién, su trabajo consiste en determinar las dimensiones de la base
y la altura que hardn que el tanque pese lo menos posible.
5 a. ;Qué dimensiones le dird al taller que use?
\ b. Describa brevemente como tomé en cuenta el peso en su
calculo.
Px, 7
10. Recolecciéon de agua de lluvia Se quiere construir un tanque
rectangular abierto por arriba de 1125 pies* con base cuadrada de
Ay x pies de lado y v pies de profundidad. con su parte superior al ni-
= L X 1 vel del piso, para recoger agua de lluvia. El costo asociado con el
tanque involucra no sélo el material que se usard para construirlo,
sino también el costo de excavacién proporcional al producto xy.
4. Un rectangulo tiene su base en el eje x y sus dos vértices superio- a.
res sobre la parabola y = 12 — x2. ;Cuél es la mayor 4rea posi-
ble del rectangulo, y cudles son sus dimensiones? c=5(x* + 4xp) + l0xp.

Figura 8. Ejercicios propuestos (Thomas, 2006, pag. 285)

Revision de libro (Purcell, 2007), novena edicion

En el libro de texto de nivel universitario, el tema de optimizacion aparece en el Gltimo
capitulo relacionado con Célculo diferencial. El tema se encuentra a la mitad del capitulo,
dicho tema es nombrado como problemas practicos. En este libro de texto, a diferencia de
los dos anteriormente revisados, comienza el tema presentando la serie de pasos que debe
seguir el lector para poder resolver los problemas de optimizacion que se les presentara mas
adelante, tal y como se muestra en la siguiente Figura 9.

Paso I: Haga un dibujo del problema y asigne variables idéneas para las cantidades
importantes.

Paso 2: Escriba una f6rmula para la funcién objetivo Q que se maximizard o minimi-
zara, en términos de las variables del paso 1.

Pase 3: Utilice las condiciones del problema para eliminar todas, excepto una de estas
variables, y por consiguiente expresar a O como una funcion de una sola variable.
Paso 4: Encuentre los puntos criticos (fronterizos, estacionarios, singulares).

Paso 5: Sustituya los valores criticos en la funcién objetivo o bien utilice la teorfa de
la dltima seccion (es decir, los criterios de la primera o segunda derivada) para deter-
minar el maximo o el minimo.

Figura 9. Pasos a seguir para resolver un problema de optimizacion (Purcell, 2007, pag. 167)
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Posteriormente, como se muestra en la Figura 10, en el libro de texto se presentan seis
ejemplos resueltos similares a los ejercicios analizados en los libros anteriores. Los primeros
tres ejemplos que presentan piden encontrar el volumen maximo de una caja, las dimensiones
de un terreno para un area méximay las dimensiones de un cilindro. Los ejercicios siguientes
son problemas aplicados a la Fisica, en la cual se pide calcular la velocidad que minimiza la
energia empleada en nadar una cierta distancia, asi como ejercicios de optimizacion aplicados
a la Economia en donde se pide encontrar el costo promedio y expresiones para ingresos y
costos, por mencionar algunos. Todos los ejercicios planteados contienen una representacion
grafica o pictorica.

U gy A E T . Una caja rectangular se fabrica con una pieza de cartén de 24 pul-
! 1 gadas de largo por 9 de ancho, de la cual se cortan cuadrados idénticos a partir de las
! \ ¢ cuatro esquinas y se doblan los lados hacia arriba, como se muestra en la figura 1. De-
1) A R B e e i _L termine las dimensiones de la caja de volumen maximo. ;Cuél es este volumen?
24

sultante. Entonces

|/ - /i V = x(9 — 2x)(24 — 2x) = 216x — 6627 + 4x°

9-2x  Ahora, x no puede ser menor que 0 ni mayor que 4.5. Por lo tanto, nuestro problema es
maximizar V en [0, 4.5]. Los puntos estacionarios se determinan haciendo dV/dx igual

K SOLUCION Seax el ancho del cuadrado que se cortara y V el volumen de la caja re-
1
T

Figura 1
a 0 y resolviendo la ecuacién resultante:
dv 2 2
¥ Fike 216 — 132x + 12x* = 12(18 — 1lx + x*) = 12(9 — x)(2 — x) =0
200
Estodax=2 ox =09, pero 9 no estd en el intervalo [0, 4.5). Vemos que sélo existen tres
150 puntos criticos, 0,2 y 4.5. En los puntos fronterizos 0 y 4.5, V=0;en 2, V =200. Conclui-
mos que la caja tiene un volumen maximo de 200 pulgadas ciibicas, si x =2, esto es, si la
10 caja es de 20 pulgadas de largo, 5 de ancho y 2 de profundidad. 4]

Figura 10. Ejercicios de optimizacién resueltos (Purcell, 2007, pag. 167)

Finalmente se presenta un listado de ejercicios como se muestra en la Figura 11, los cuales
son similares a los que se plantearon con ejemplo, en donde se pide maximizar o minimizar
dependiendo del problema que este planteado. Algunos ejercicios que se presentan en el
listado tienen un grado de dificultad mayor que los presentados en los ejemplos.
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18. Un cono circular recto serd inscrito en otro cono circular rec-
to de volumen dado, con los mismos ¢jes y con ¢l vértice del cono in-
terior tocando la base del cono exterior. ;Cudl debe ser la razon entre
sus alturas para que el cono inscrito tenga volumen miximo?

[£] 19. Una pequeaisla estd a 2 millas del punto més cercano, P, de
una playa rectilinea de un gran lago. Si una mujer en la isla puede re-
mar en una lancha a 3 millas por hora y caminar 4 millas por hora,
ien donde debe desembarcar en el bote para llegar, en el menor
tiempo, a un pueblo que estd a 10 millas, medidas sobre la playa, del
punto P?

20. En el problema 19 suponga que. cuando llegue a la playa, la
mujer serd recogida por un automévil que promedia 50 millas por
hora. Entonces, jen donde debe desembarcar?

21. En el problema 19, suponga que la mujer utiliza una lancha
de motor, que viaja a 20 millas por hora. Entonces, jen dénde debe
desembarcar?

22. Una central eléctrica estd situada en una ribera de un rio rec-
tilineo que tiene w pies de ancho. Una fabrica estd situada en la ribe-
ra opuesta del rio, L. pies rio abajo del punto A, que estd enfrente a la
central eléctrica. ; Cudl es la ruta mds econdmica para conectar un ca-
ble de la central a la fibrica, si cuesta a délares por pie tender el ca-
ble bajo ¢l agua y b délares por pie en tierra (a > b)?

23. A las 7:00 a. m., un barco estaba a 60 millas al este de un se-
gundo barco. Si el primer barco navega hacia el oeste a 20 millas por
hora y el segundo navega con rumbo sureste a 30 millas por hora,
;cudndo estardn mas cerca uno del otro?

24. Encuentre la ecuacion de la recta que es tangente a la clipse
b+ a:_\': =a'b enel primer cuadrante y que forma con los ejes de
coordenadas el tridngulo con menor drea posible (a v b son constan-
tes positivas).

40. Un humidificador utiliza un disco giratorio de radio r que ¢s-
td sumergido parcialmente en el agua. La mayor evaporacién ocurre
cuando la regién himeda expuesta (mostrada como la region supe-
rior sombreada en la figura 26) se maximiza. Demuestre que gsto su-
cede cuando k (la distancia del centro al agua) es igual ar/ V1 + 7%

r—s

Figura 26

41. Un canalon metdlico para el agua de lluvia tiene lados de 3
pulgadas v un fondo horizontal de 3 pulgadas, los lados forman dn-
gulos iguales # con el fondo (véase la figura 27). ;Cuil debe ser 8
para maximizar la capacidad de desalojo de agua del canalén? No-
ta: 0= 0= 0/2.

TR

Figura 27 Figura 28

42. Se fabricard un gran depésito c6nico con una pieza metilica
circular con radio de 10 metros, cortando un sector con dngulo 0 y
lucgo soldando los lados rectos de la picza restante (véase la figura
28). Encuentre 6, de modo que el cono resultante tenga el mayor vo-
lumen posible.

Figura 11. Ejercicios de optimizacién propuestos (Purcell, 2007, pag. 176)

En los ejercicios del 19 al 23 se puede observar que los ejercicios propuestos son de tipo de
aplicacion, en donde los contextos que se presentan no son reales al contexto del estudiante.
Por otra parte, en los ejercicios 40 y 41 se observa el uso de representaciones pictoricas que
promueven el andlisis grafico y hacen referencia a situaciones intramatematicas, asi como
los ejercicios 18 y 42. Asimismo, se encuentran problemas con aplicaciones a otras ciencias
como la Fisica y Economia.
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1.4.1 Algunas reflexiones acerca del tratamiento que realizan los libros
de texto sobre la optimizacion

Analizando los pasos que presentan los tres libros de texto para resolver un problema de
optimizacion, se puede observar que en efecto coinciden, pues sugieren los mismos pasos,
los cuales son, en primera instancia, leer y comprender el problema. Posteriormente se
sugiere que el lector dibuje un diagrama y asi poder identificar las variables, a continuacion
indican introducir notaciones o ecuaciones y finalmente encontrar los puntos criticos y los
extremos del dominio de la incognita. Este es el orden de los pasos que se sugiere en los tres
libros de texto.

También se pudo observar que los ejercicios que se plantean en los libros de texto son
ejercicios de tipo convencional. Este tipo de ejercicios son los que se encuentran en una clase
regular y son estructurados en su planteamiento y cerrados en su solucién y procedimientos.
No se proponen ejercicios de tipos no convencionales, los cuales son problemas como los
que se plantean en la olimpiadas de matematicas, los cuales requieren hacer interpretaciones,
inferencias y realizar una reflexion.

En Ramos et al. (2001) se menciona que los problemas de optimizacion se componen
generalmente de tres elementos que son () funcién objetivo, el cual es la medida cuantitativa
del funcionamiento del sistema que se desea optimizar (maximizar o minimizar), (1I)
variables representante de las decisiones, las cuales se pueden tomar para afectar el valor de
la funcidn objetivo y, por dltimo, (I11) restricciones, que representan el conjunto de relaciones
(expresadas mediante ecuaciones e inecuaciones) que ciertas variables estan obligadas a
satisfacer. También menciona que para resolver un problema de optimizacion se debe
encontrar el valor que deben tomar las variables para hacer 6ptima la funcién objetivo
satisfaciendo el conjunto de restricciones. Como podemos observar, algunos de los elementos
que se presentan, guardan relacion con lo que plantean los libros de texto como el identificar
las variables y la sugerencia de introducir notaciones o ecuaciones.

Por otra parte, segun Malaspina (2002), los pasos que los sujetos deben realizar para resolver
un problema de optimizacion son, analizar enunciados matematicos formales complejos y
construir significados con base en tales formalismos, pero también deben aprender a expresar
en lenguaje formal los significados que han construido. Ayudados por la intuicion; haciendo
una representacion gréafica del problema y empleando variables, la notacion funcional y el
calculo el maximo y el minimo.

Con el andlisis de los tres libros de texto se pudo observar que el tratamiento es similar y esto
contribuye a la ensefianza tradicional, ya que solamente presentan ejercicios tipicos donde se
construye una caja con el maximo o minimo volumen y no inducen a la reflexién y es por
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ello que se encuentran dificultades en la argumentacion, justificacion y en la creacion de
ideas debido al tipo problemas planteados en donde solamente propician a la aplicacion de
férmulas Asimismo, con la revision de los libros de texto nos podemos percatar que la
aplicacion de ejercicios a otras ciencias es muy escasa, destacando que todos incluyen la
Fisica y Economia. Sin embargo, los problemas que se presentan con mayor frecuencia en
los libros analizados anteriormente, son los relacionados con la geometria plana (distancia,
angulo, perimetro y area), geometria espacial (dimensionar figuras e inscribir/circunscribir
unas en otras), funciones y numeros.

Con base en lo anterior, se puede percatar de que a los estudiantes solamente se les presentan
los algoritmos y pasos especificos para resolver los problemas de optimizacion, es decir, se
dota al alumno de herramientas especificas en donde solamente se le proporciona los pasos
para la resolucién de los problemas, sin importar que él reflexione acerca de lo que esta
realizando. Asimismo, también se observa un elemento importante que menciona Malaspina
(2008), que no se ensefia a los estudiantes a verificar y a argumentar que realmente el
resultado obtenido haya sido el 6ptimo.

1.5 La Creacidn de Problemas y la forma de aprender matematicas

En este apartado se exponen algunas investigaciones acerca del aprendizaje de las
matematicas mediante la Creacion de Problemas (Malaspina, 2013, 2016, 2014; Chamoso y
Céceres, 2019; Salazar, 2015) en donde pondremos mayor énfasis en la Creacion de
Problemas realizadas por el autor (Malaspina, 2013, 2016, 2014).

En primera instancia, se define la Creacion de Problemas. Segin Malaspina (2013), la
Creacion de Problemas matematicos es un proceso mediante el cual se obtiene un nuevo
problema a partir de un problema conocido (variacién de un problema dado) o a partir de una
situacion dada (elaboracion de un problema) (p.131).

Asimismo, nos menciona que un problema matematico cotidiano tiene cuatro elementos
fundamentales: Informacion, Requerimiento, Contexto y Entorno matematico. Ademas,
sefiala que puede crearse un nuevo problema a partir de un problema dado en donde se puede
modificar creativamente uno o mas de estos elementos. A continuacién, se describen cada
uno de los elementos del problema:

e Lainformacion: son los datos cuantitativos o relacionales que se dan en el problema.
e Elrequerimiento: Es lo que se pide que se encuentre, examine o concluya, que puede

ser cuantitativo o cualitativo. Estos pueden incluir graficos y demostraciones.
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o El contexto: El contexto puede ser intra matematico o extra matematico.

e El entorno matematico: Es el marco matematico global en el que se ubican los
conceptos matematicos que intervienen o pueden intervenir para resolver el problema
(por ejemplo: funciones lineales, geometria analitica, calculo diferencial, por
mencionar algunos).

Como ya se mencioné en parrafos anteriores, la Creacion de Problemas de matemaéticas es
un proceso mediante el cual se obtiene un nuevo problema, ya sea por variacion de un
problema dado o por elaboracion. El segundo puede ser libre, a partir de una situacion dada
o configurada o por un pedido especifico (con énfasis matematico o didactico). A
continuacion, se describe lo que es un problema por variacién segin Malaspina (2017).

La variacién de un problema dado es el proceso segun el cual se crea un nuevo problema a
partir de un problema dado en donde se modifican uno o mas de los cuatro elementos del
problema original. También afirma que las variaciones pueden ser cualitativas si se hacen
cambios en los objetos que interviene en el problema o en las relaciones entre los objetos, y
cuantitativas si se hacen modificaciones referentes a cantidades como precio de los
productos, velocidades de los moviles, por mencionar algunos. Asimismo, puede ser méas
desafiante crear problemas nuevos realizando ambas variaciones a la vez, ya que refleja
mayor creatividad de la persona.

Por otra parte, la Creacion de Problemas de matematicas por variacién, se propone una
estrategia la cual es creacidn del Dr. Uldarico Malaspina. La estrategia consiste en: Estrategia
en clase, Problema pre, Problema pos, llamada Estrategia EPP. La metodologia de ensefianza
de Creacidn de Problemas por variacién de Malaspina (2017), a grandes rasgos consiste en:
(i) Informacion basica, (ii) Episodio en clase, (iii) Problemas Pre y Problemas Pos, (iv)
Trabajos individuales y grupales sobre Creacién de Problemas y (v) Socializacién con todos
los participantes.

Por otra parte, en el estudio de Malaspina (2014), se menciona algunas ventajas que tienen
los estudiantes en el aprendizaje al crear problemas. Algunas de las ventajas es que
contribuyen a desarrollar la creatividad, motiva a los estudiantes al estudio, fortalece las
capacidades de resolver problemas, de formular preguntas, de identificar problemas y de
investigar, asi como ver aspectos matematicos en el medio que los rodea, establecer
conexiones entre las matematicas y otros campos del conocimiento, ampliar la vision de las
matematicas, adquirir una formacion matematica mas sélida (con experiencias que van mas
alla de lo operativo y de los problemas tipo), y fortalecer la autoestima del alumno.
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Otra de las ventajas que brinda la Creacion de Problemas es que ayuda a iniciar a los
estudiantes en la investigacién, ya que los motiva a descubrir e innovar conocimientos y
elementos que la sociedad actual necesita.

La Creacion de Problemas por parte de los alumnos es de suma importancia principalmente,
la construccion de conocimientos ya que motiva el estudio, fortalece las capacidades que
tiene el estudiante para resolver un problema. Para llevar a cabo esta actividad de crear
problemas el estudiante debe formular preguntas, identificar problemas y ampliar la vision
matematica (Malaspina, 2013).

Asimismo, la Creacion de Problemas tiene gran potencialidad en la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas, ya que contribuye a desarrollar el pensamiento matematico de quien los
crea y amplia su horizonte matematico. Es por ello que se considera importante que los
profesores desarrollen la capacidad para crear problemas ya que de esta manera induciria a
sus alumnos al aprendizaje mediante esta actividad (Malaspina, 2016).

Analizando diversas investigaciones, la Creacion de Problemas se ha abordado Unicamente
con alumnos en los niveles basicos de educacion y con profesores en activo y en formacion
de nivel basico. Los temas matematicos que se abordan son problemas aritméticos de adicion
y sustraccion de nimeros naturales en educacion primaria, nimeros, operaciones y funciones,
en nivel secundaria. La revision literaria realizada no arrojé investigaciones de Creacion de
Problemas por variacion realizadas en el nivel superior con el tema matematico de
optimizacion, es por ello que es de nuestro interés abordar dicho tema en el nivel superior.

Algunos hallazgos encontrados en Malaspina (2015) mediante la Creacion de Problemas son,
en el caso de los profesores, que genera una dindmica matematica acompafiada de lo
didactico, cuyas fronteras son dificiles de predecir. Asimismo, se han encontrado algunos
casos de descubrimiento de nuevos horizontes matematicos y contribuye a desarrollar el
pensamiento matematico de quien los crea.

Se ha encontrado en Malaspina (2017) que en el proceso de Creacién de Problemas con
propésitos didacticos, mediante la estrategia ERPP (Episodio, Reflexion didactica, Problema
pre, Problema Pos), la reflexion didactica desarrollada usando las configuraciones epistémica
y cognitiva contribuye a crear mas adecuadamente un Problema Pre. Asimismo, contribuye
a fortalecer la competencia de analisis e intervencion didactica considerada en el modelo del
conocimiento Didactico Matematico.

Por otra parte, Salazar (2015) menciona que el disefio de una secuencia de tareas basadas en
Creacion de Problemas y uso de material concreto, para introducir el concepto de grupo como
estructura algebraica, muestran que los estudiantes logran reafirmar los conocimientos
matematicos. También menciona que los futuros docentes pueden desarrollar la habilidad de
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formular problemas que respondan a un objetivo especifico y a su vez reflexionen sobre la
actividad matematica.

Asimismo, Chamoso y Céceres (2019) nos dice que la creacion de tareas matematicas a partir
de contextos reales puede ser un elemento formativo para futuros docentes e incluso
convertirse en un eje de formacion. Evidencian que la aplicacion de esta metodologia
consiguié una alta motivacion en los estudiantes ante las posibilidades que ofrecen los
contextos reales para aprender matematicas.

De acuerdo con el cuestionamiento que se hace Malaspina, ¢Por qué aprender y ensefiar
matematicas resolviendo sélo problemas que otros crearon? Es por ello que en este trabajo
se esta proponiendo la Creacion de Problemas y no solo la resolucién de los mismos, ya que
el examinar y resolver problemas creados individual o grupalmente potencia los procesos de
ensefianza y aprendizaje, estimula el desarrollo del pensamiento matematico, asimismo
contribuye a ampliar su horizonte matematico y a iniciarlo en la investigacion y en el hacer
matematicas.

Tomando en consideracion lo anteriormente analizado, la Creacion de Problemas tiene
muchas ventajas tanto en la ensefianza, en la investigacion y en el aprendizaje, ya en
profesores o en estudiantes. La Creacion de Problemas contribuye en gran medida a
desarrollar el pensamiento matematico de quien los crea y a ampliar su horizonte matematico.
Con base en el analisis realizado, nos podemos percatar de que no se ha realizado un analisis
de como se lleva a cabo la construccién del conocimiento matematico para observar cuales
son los Objetos Matematicos Primarios, los sistemas de practicas y los procesos cognitivos
implicados al momento de crear un problema, asi como se relacionan las préacticas.

1.6 Problema de investigacion

En la investigacion de Baccelli et al. (2014) se menciona que los alumnos fracasan al
momento de resolver problemas de optimizacion; evidenciando dificultades en el
planteamiento y desarrollo del problema. Aunado a lo anterior, Malaspina (2013) explica que
en las clases de matematicas se estimulan las respuestas de los alumnos a preguntas que
realiza el profesor, pero se presta poca atencion a que los estudiantes formulen preguntas o
bien se deja de lado la creatividad proactiva al no estimular que ellos avancen en sus
aprendizajes creando sus propios problemas de matematicas. Lo anterior segln este autor es
fundamental para desarrollar su actitud critica y su pensamiento cientifico y para que la
creatividad se manifieste reactivamente.

Como se menciona en Luna et al. (2013) la mala comprensién de algunos temas de calculo
diferencial en los alumnos se debe a las clases tradicionales que imparten los profesores
mediante definiciones, aplicacion de formulas y algoritmos. Por otra parte, analizando el
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tratamiento de los tres libros de texto, se puede observar que el tratamiento es similar y que
esto contribuye a la ensefianza tradicional ya que solamente presentan ejercicios tipicos
donde se construye una caja con el madximo o minimo volumen y no inducen a la reflexion y
es por ello que se encuentran dificultades en la argumentacion y justificacion debido a que
solamente se propicia la aplicacion de férmulas y conceptos. Asimismo, se proporcionan una
serie de pasos para resolver los problemas planteados, ademas, el tipo de tareas mas usados
en la optimizacién y que se emplean con mayor frecuencia son ejercicios de la geometria
plana (distancia, angulo, perimetro y area), geometria espacial (dimensionar figuras e
inscribir/circunscribir unas en otras), funciones y niumeros.

Los estudiantes no comprenden qué es la optimizacidn, y la asocian a un proceso algoritmico
sin una reflexion de sus modificaciones que lleva a una postura critica y creativa del mismo.
Los estudiantes consideran que optimizar implica solamente la aplicacion del criterio de la
primera y segunda derivada mediante la realizacion de un algoritmo. A este tipo de
optimizacion se puede considerar como optimizacién clasica. Sin embargo, ante situaciones
ligeramente distintas de las que se presentan en los libros de textos, los alumnos se muestran
incapaces de resolver dichos problemas y mucho menos a repensarlos.

Es por ello que el problema de investigacion es que con gran frecuencia se ha planteado
problemas convencionales de optimizacion mediante la resolucion de problemas y no se
cuestiona acerca de alguna interpretacion que se pudiese dar de esos resultados o de alguna
dificultad que se pudiese presentar. Asimismo, se presta poca atencién a que los estudiantes
formulen preguntas.

1.7 Justificacion

La investigacion educativa se ha convertido en un factor importante para el crecimiento de
las universidades en la busqueda de solucion a las probleméticas académicas que enfrentamos
hoy dia.

Existen dificultades a las que se enfrentan los alumnos de todos los niveles de educacion con
respecto al aprendizaje de las Matematicas, ya que a muchos alumnos les presenta gran
dificultad el comprender temas matematicos. La mayoria de ellos no profundiza en el anélisis
de la resolucién de problemas, ocasionando que apliquen Unicamente un algoritmo para
resolverlos.

La problematica surge a partir de varios factores, entre ellas la metodologia tradicional
empleada para la ensefianza de las matematicas, ya que se considera un factor muy importante
que influye en la obtencién de los malos resultados arrojados por los estudiantes, porque
solamente se les presenta los conceptos matematicos mediante definiciones y férmulas,
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generando en los estudiantes practicas memoristicas de aprendizaje e impidiendo el analisis
y la reflexién.

Segun Malaspina (2013), la resolucién de problemas ha sido el enfoque predominante en la
ensefianza de la matematica, de tal manera que se han elaborado diversas teorias y
metodologias de ensefianza y aprendizaje con la intencion de promover una ensefianza mas
acorde a las necesidades de cada época. Asimismo, menciona que ésta ha sido identificada
en el &mbito académico, como un importante campo de estudio dentro la educacion
matematica y que dicho interés se muestra en algunas investigaciones en donde consideran
que se debe instruir a los estudiantes en la resolucion de problemas, asi como también en la
Creacion de Problemas.

Es por ello que nuestra investigacion tiene una connotacion de como se organiza la creacion
de un problema en un grupo de nivel superior. Aqui se toma en cuenta la metodologia
empleada por el autor Malaspina para la Creacion de Problemas por variacion, considerando
que el autor no ha analizado los Objetos Matematicos Primarios y su relacion, asi como los
procesos cognitivos que se ponen en juego.

Por lo tanto, la finalidad de esta investigacion es considerar la interpretacion de la técnica del
Mapa Hibrido, el cual se ha empleado para visualizar la actividad matematica en la resolucion
de problemas (Moreno, 2019) méas no se ha hecho para la Creacién de Problemas. Es por ello
que se considera un elemento relevante dentro de este trabajo de investigacion, empleando
dicha técnica a partir las producciones orales y escritas de los estudiantes cuando ellos crean
problemas de optimizacién. Asimismo, tampoco el autor Malaspina lo ha realizado, si bien
ha trabajado la Creacidn de Problemas, él no ha empleado la interpretacion ontosemidtica del
Mapa Hibrido y no se han encontrado investigaciones que hayan empleado esta
interpretacion de la técnica del Mapa Hibrido en la Creacidn de Problemas por parte de otros
autores. De ahi que el trabajo de investigacién sea novedoso y resulta interesante observar
cuéles serian las distintas conexiones entre los Objetos Matematicos y procesos implicados
en la construccién del conocimiento matematico relacionado con la actividad de Creacion de
Problemas. Por otra parte, no se ha realizado estudios en los temas matematicos de
optimizacion en el nivel de educacion superior.
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CAPITULO 2

« 3 »

HIPOTESIS, PREGUNTAS DE
INVESTIGACION, OBJETIVO
GENERAL Y OBJETIVOS
ESPECIFICOS
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2.1 Introduccién

En este capitulo se presentan la hipétesis planteada y las preguntas de investigacion asociadas
a la hipotesis. En un primer momento se describen los aspectos que dieron origen a la
hipotesis, luego se plantean las preguntas de investigacion y, por ultimo, se describen el
objetivo general y los objetivos especificos que permitirdn orientar los aspectos teoricos y
metodologicos del trabajo.

2.2 Descripcion de la hipotesis y las preguntas de investigacion

Se ha sefialado anteriormente que entre los factores que influyen en la obtencién de los malos
resultados que arrojan los estudiantes cuando resuelven un problema de optimizacién, se
encuentran la falta de comprension y una inadecuada organizacion del proceso de resolucién
del problema, por lo cual, se considera que una manera de ayudar a los alumnos a superar
dichas dificultades es a través del empleo de Creacion de Problemas, analizando mediante
los Mapas Hibridos la construccion de conocimiento, la cual tiene que ver con qué objetos
matematicos, procesos, facetas y significados implica el sujeto en la creacion del problema.
Con base en estos elementos se plantean la siguiente hipotesis.

Hipotesis. La implementacion de la metodologia de Creacion de Problemas por variacion
permite construir conocimiento matematico relacionado con la optimizacion.

El estudio de la construccion de conocimiento matematico de optimizacién mediante la
metodologia de Creacion de Problemas supone, por un lado, conocer qué concepcion generan
los estudiantes a través de un proceso de ensefianza que se apoya en dicha metodologia v,
por otro lado, cdmo dicho conocimiento emerge a través de la practica de Creacion de
Problemas. Por lo tanto, de esta hipdtesis se desprenden las siguientes dos preguntas de
investigacion.

Para conocer el impacto de la implementacion de la metodologia de Creacion de Problemas
por variacion, en la investigacion se indagara a un grupo de estudiantes universitarios.
Primero se experimentard en el marco de la ensefianza tradicional en el que se resuelve un
problema de optimizacion y posteriormente se experimentara con la metodologia de Creacion
de Problemas por variacién. Con esto en mente se plante6 la primera pregunta de
investigacion.

1. ¢Qué concepcidn construyen los estudiantes acerca de la optimizacién a partir de la
Creacion de Problemas?
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La implementacion de la metodologia de Creacion de Problemas de optimizacion por
variacion en la clase de Calculo Diferencial involucra cierto conjunto de Objetos
Matematicos y procesos cognitivos, se considera entonces necesario plantear la tarea de
analizarlos y describirlos a través del uso de la herramienta grafica del Mapa Hibrido. Esto
motivé el planteamiento de la segunda pregunta de investigacion.

2. ¢Como se construye el conocimiento de optimizacion con universitarios mediante la
Creacion de Problemas?

Para responder a las preguntas anteriores, en esta investigacion se considera a la
interpretacion de la técnica del Mapa Hibrido desde el EOS para analizar y describir la
actividad matematica implicada en la Creacion de Problemas por variacion. Se ha reportado
en la literatura que la interpretacion Ontosemiotico del Mapa Hibrido permite describir el
sistema de préacticas presentes en la resolucion de problemas, asi como también permite
advertir los distintos Objetos Matematicos (argumentos, conceptos, procedimientos,
propiedades, lenguaje), las relaciones entre dichos objetos, la organizacion de las practicas y
la realizacion de algunos procesos cognitivos y significado. Con base en lo anterior, en el
contexto de la Creacion de Problemas, se empleara la interpretacion ontosemidtica del Mapa
Hibrido para analizar la construccién del conocimiento, por lo cual se plantea el siguiente
objetivo general.

2.30bjetivo General y objetivos especificos

Obijetivo general. Caracterizar de forma grafica la construccion de conocimiento referente a
la optimizacion a partir de la implementacion de la metodologia de Creacion de Problemas
por variacién adaptada al contexto virtual, mediante la identificacion de los Objetos
Matematicos y sus conexiones, los procesos cognitivos implicados y las practicas que
intervienen.

Este objetivo me permite indagar qué conocimiento sobre la optimizacion se construye a
partir de la implementacion de la Creacion de Problemas a través de los sistemas de practicas
representados y procesos que se logran advertir mediante los Mapas Hibridos y, también,
como este conocimiento sobre la optimizacion es construido a partir de las funciones
semioticas o conexiones que se representan en los Mapas Hibridos.

Para llevar a cabo el objetivo general descrito anteriormente, se concreta el estudio con un
grupo de estudiantes universitarios que cursan la Licenciatura en Actuaria, por lo cual se
plantean los siguientes objetivos especificos.

Los siguientes dos objetivos especificos, objetivo 1 y 2, permiten responder la pregunta de
qué conocimiento matematico de optimizacion se construye, ya que estan enfocados en la
implementan las etapas de la metodologia de la Creacion de Problemas por variacion
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adaptada en el contexto virtual y se realiza una entrevista a los estudiantes para conocer mas
sobre sus producciones.

Objetivo especifico 1. Proponer actividades de Creacion de Problemas por variacion de
optimizacion no convencionales, dicha metodologia adaptada al contexto virtual, a los
alumnos de nivel superior de la Licenciatura en Actuaria que cursan la asignatura de Célculo
Integral.

Si bien es importante considerar las producciones orales y escritas de los estudiantes, también
es de nuestro interés conocer sus reacciones de acuerdo al problema presentado, si se les hizo
complicado, fécil o si se les presento dificultades. Es por ello que se plantea el segundo
objetivo especifico.

Obijetivo especifico 2. Entrevista a algunos estudiantes para conocer mas sobre los resultados
obtenidos.

Por ultimo, los siguientes objetivos, objetivos 3, 4 y 5, nos permiten responder la segunda
pregunta de investigacion, debido a que estos estan enfocados en los mecanismos por los
cuales se construy6 el conocimiento.

Ademas, es necesario conocer el impacto de la implementacion de la metodologia de
Creacion de Problemas por variacion y comparar los resultados obtenidos. Para ello se
plantea el tercer objetivo especifico.

Obijetivo especifico 3. Clasificar los resultados obtenidos de las producciones de los alumnos.

Una vez implementada la metodologia de la Creacion de Problemas por variacion, y
obtenidas las producciones orales y escritas, se considera necesario analizarlos mediante la
herramienta gréafica del Mapa Hibrido. Es por ello que se plantea el cuarto objetivo
especifico.

Obijetivo especifico 4. Generar Mapas Hibridos a partir de las producciones de los estudiantes
cuando crean problemas.

Una vez analizadas las producciones orales y escritas de los estudiantes y generados los
Mapas Hibridos, es necesario analizar los Mapas Hibridos desde algunos elementos del EOS.

Con esto en mente se plantea el quinto objetivo especifico.

Objetivo especifico 5. Analizar los Mapas Hibridos construidos, a partir de algunos
elementos del Enfoque Ontosemiotico
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La realizacion de los objetivos especificos anteriores, permiten concretar el objetivo general.
Para poner en marcha los objetivos especificos, en el siguiente capitulo se describe el marco
tedrico de la investigacion.
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CAPITULO 3
>

MARCO TEORICO




3.1 Introduccidn

En el presente capitulo se tratan los aspectos tedricos de la investigacion la cual es una
interpretacion ontosemidtica del Mapa Hibrido, la cual estd constituida por algunos
elementos del Enfoque Ontosemidtico (EOS de ahora en adelante). Los elementos teéricos
que son considerados en este trabajo seran de gran utilidad para caracterizar la construccion
del conocimiento de los estudiantes referente a la optimizacién a partir de la implementacion
de la metodologia de la Creacién de Problemas mediante la identificacion de las practicas
que intervienen, los Objetos Primarios Matematicos y sus conexiones y los procesos
cognitivos.

En primera instancia en el apartado 3.2 se presentan algunos elementos teoricos del EOS
propuesta por el investigador Juan D. Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994;
Godino, 2002; Godino et al., 2007), en el seno de la Didactica de las Matematicas,
posteriormente en la seccidn 3.3 se describe la técnica de los Mapas Hibridos, en el apartado
3.4 se describe la interpretacién ontosemiotica del Mapa Hibrido y por Gltimo en la seccion
3.5 la Creacion de Problemas desde el la interpretacion ontosemid6tica del Mapa Hibrido.

3.2 Algunos elementos teoricos del EOS

La teoria empleada en esta investigacion proviene de la Matematica Educativa. Actualmente
el EOS propone un conjunto de elementos tedricos que pueden ser clasificados en cinco ejes
0 grupos: (i) sistema de précticas, (ii) configuracion de objetos y procesos matematicos, (iii)
configuracién didactica, (iv) la dimension normativa e (v) idoneidad didactica. Estos ejes
permiten estudiar diversos aspectos de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
escolares. En la presente investigacion nos apoyaremos en los Objetos Matematicos
primarios, practicas y sistemas de practicas, procesos cognitivos y algunas perspectivas
duales, estos se describen a continuacion. Lo anterior dado que se pretende caracterizar la
construccion de conocimiento referente a la optimizacion a partir de la implementacion de la
metodologia de Creacién de Problemas por variacion mediante la identificacion de los
Objetos Matematicos y sus conexiones, los procesos cognitivos implicados y las practicas
que intervienen.

3.2.1 Précticas y Sistema de préacticas

Se considera una practica matematica a toda actuacion o expresion que puede ser verbal o
gréfica, realizada por un sujeto para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas. Asimismo, en el
estudio de las matematicas, mas que una practica particular ante un problema concreto,
interesa considerar los sistemas de practicas (operativas y discursivas) puestas de manifiesto
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por las personas en su actuacion ante tipos de situaciones problematicas (Godino y Batanero,
1994).

Las préacticas pueden ser realizadas por una persona o realizadas en el seno de una institucion.
Desde la perspectiva del EOS, cuando un sujeto resuelve un problema fisico-matematico
implica la realizacién de un sistema de practicas donde hace uso de un conjunto de Objetos
Matematicos Primarios que son: conceptos, lenguaje, propiedades, procedimientos,
argumentos y situacion-problema.

La nocion de sistema de précticas es util para ciertos anélisis de tipo macrodidactico,
particularmente cuando se trata de comparar la forma particular que adoptan los
conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales, contextos de uso o juegos de
lenguaje. Ademas los sistemas de practicas y las configuraciones se proponen como
herramientas tedricas para describir los conocimientos fisico-matematicos, ya sea en su
interpretacion personal o institucional (D'Amore y Godino, 2007).

3.2.2 Objetos Primarios Matematicos

EL EOS define como Objeto Primario Matematico los componentes (lenguajes, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos) del conocimiento para la realizacion y
evaluacion de una préctica que permite resolver una situacion-problema en la cual se observa
el uso de lenguajes que pueden ser verbales y simbdlicos. Estos lenguajes son la parte
ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la
elaboracion de argumentos para decidir si las acciones simples que componen la préctica, y
ella en tanto que accion compuesta, son satisfactorias (Font y Godino, 2006).

Los Objetos Matematicos Primarios son los conceptos, lenguaje, propiedades, los
procedimientos y argumentos, los cuales se describen a continuacion:

e Conceptos: estos son introducidos mediante definiciones, tales como el concepto de
maximo, minimo, derivada, integral, entre otros.

e Lenguaje: se refiere a las notaciones, expresiones, graficos (que pueden ser
esquemas, representaciones pictdricas, por mencionar algunas) y que se pueden dar
en forma oral, escrita o gesticulacion.

e Propiedades: son argumentos que permiten relacionar conceptos y que suelen darse

como enunciados o proposiciones. Como ejemplo de propiedades se tiene las
propiedades de los limites o de la derivada.
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e Procedimientos: son algoritmos, operaciones, etc., que emplea el sujeto para resolver
una tarea.

e Argumentos: son enunciados de tipo justificativo que se emplea o dice para justificar
procedimientos.

e Situacion-problema: son las tareas, ejercicios, etc.

En el EOS los Objetos Matematicos Primarios estan relacionados entre si formando
configuraciones, las cuales estdn definidas como las redes de objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de practicas. En las practicas matematicas intervienen objetos
ostensivos y no ostensivos, y que son representados en forma textual, oral, gréfica o gestual.
De los sistemas de practicas matematicas operativas y discursivas surgen nuevos objetos que
provienen de ellas y dan cuenta de su organizacion y estructura. Si los sistemas de practicas
son compartidos en el seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos
institucionales”, si tales sistemas corresponden a una persona, los consideramos como
“objetos personales” (Font, 2007).

Dichas configuraciones pueden ser socio-epistémicas (redes de objetos institucionales), o
cognitivas (redes de objetos personales) (Godino et al., 2009). Los objetos institucionales
(Ol) es un emergente del sistema de practicas sociales asociadas a un campo de problemas.
Los elementos de este sistema son los indicadores empiricos de Ol. En cambio el objeto
personal (Op) es un emergente del sistema de practicas personales significativas asociadas a
un campo de problemas, esto es, un emergente de las practicas prototipicas que una persona
realiza en su intento de resolver un campo de problemas (Godino y Batanero, 1994).

3.2.3 Perspectivas duales

Los objetos primarios y las configuraciones de objetos pueden ser vistas o interpretadas desde
cinco perspectivas, dimensiones o dualidades (Font, Godino, y D’Amore, 2007; Godino,
2003; Godino, 2002).

e Personal-institucional: la cognicion matematica debe contemplar las facetas
personal e institucional, entre las cuales se establecen relaciones dialécticas
complejas y cuyo estudio es esencial para la educacion matematica. La “cognicion
personal” es el resultado del pensamiento y la accion del sujeto individual ante una
cierta clase de problemas, mientras la “cognicion institucional” es el resultado del
dialogo, el convenio y la regulacion en el seno de un grupo de individuos que forman
una comunidad de précticas, es decir, son las distintas formas en que los objetos
primarios y las préacticas o los procesos cognitivos se pueden ver.
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Si un sujeto es quien resuelve una tarea (por ejemplo, la descripcion de un fendmeno,
la resolucion de un problema o la elaboracion de una grafica), esa practica es de tipo
personal, en cambio si esas tareas son realizadas dentro de una institucion, a través
de la resolucion que propone un experto docente, un investigador o se encuentra
resuelto en un libro de texto, esa préactica es considerado de tipo institucional.

e Unitario-sistemico: en algunas circunstancias los Objetos Matematicos participan
como entidades unitarias (que se suponen son conocidas previamente), mientras que
otras intervienen como sistemas que se deben descomponer para su estudio. Los
conceptos tienen una perspectiva unitaria o sistémica. Sistémico a cerca de los
elementos constituyentes, que es como se aprende y la perspectiva unitaria no interesa
de que esté constituido, se ve como una unidad y se aplica en diferentes
circunstancias.

e Ostensivo-no ostensivo: podemos entender por ostensivo cualquier objeto que es
publico y que, por tanto, se puede mostrar a otro, es decir lo ostensivo es cualquier
objeto que es observable por cualquier sujeto, y no ostensivo es algo que tiene en la
mente el sujeto.

e Extensivo-intensivo: se entiende por extensivo algo concreto y como intensivo algo
abstracto y permite centrar la atencion en la dialéctica entre lo particular y lo general.

e Expresion-contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcién semidtica. La
actividad matematica y los procesos de construccion y uso de los Objetos
Matematicos se caracterizan por ser esencialmente relacionales. Los distintos objetos
no se deben concebir como entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con
otros. La relacion se establece por medio de funciones semidticas, entendidas como
una relacion entre un antecedente (expresion, significante) y un consecuente
(contenido, significado) establecida por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo
con un cierto criterio o codigo de correspondencia.

La actividad matematica y los procesos de construccion y uso de los Objetos
Matematicos se caracterizan por ser relacionales. Esto esta dado a través de la

correspondencia entre una expresion y un significado, los cuales estan establecidos
por un sujeto (persona o institucion).

3.2.4 Procesos cognitivos

En el EOS se considera que un proceso matematico es lo que podemos inferir que ha causado
una cierta respuesta a una demanda dada. Es una secuencia de acciones que es activada o
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desarrollada, durante un cierto tiempo, para conseguir un objetivo, generalmente una
respuesta (salida) ante la propuesta de una tarea matematica (entrada) (Fonty Rubio, 2017).

Segun el EOS, diversos procesos cognitivos también son llevados a cabo a lo largo de la
préactica de resolucion de un problema, los cuales se encuentra asociados a las cinco
dualidades (Font et al., 2007; Godino, 2003; Godino, 2002).

e Materializacion-idealizacion: estos procesos se encuentran asociados a la dualidad
ostensivo-no ostensivo, puesto que cuando un sujeto idealiza algo pasa de lo concreto
a lo abstracto, es decir, pasa de lo ostensivo a lo no ostensivo y viceversa, cuando
materializa va de lo abstracto a lo concreto. El vinculo entre ambos objetos (entre el
objeto ostensivo y el no ostensivo) es establecido a través de una funcidn semiotica.

¢ Institucionalizacion—personalizacion: estos se encuentran asociados a la dualidad
institucional-personal, debido a que cuando un sujeto va de lo personal a lo
institucional se llama institucionalizacién y si se va de lo institucional a lo personal
se llama personalizacion.

e Representacion-significacion: estos procesos estan asociados a las dualidades
expresion/contenido, debido a que cuando un sujeto va de la expresion al contenido,
se lleva a cabo un proceso de significacion, y si se va del contenido a la expresion se
le llama representacion.

e Generalizacion-particularizacion: estos procesos estan asociados a la dualidad
extensivo/intensivo, puesto que cuando un sujeto va de lo intensivo a lo extensivo
lleva a cabo un proceso de particularizacién, y viceversa, cuando se va de lo
extensivo a lo intensivo se le llama generalizacion.

e Descomposicion-reificacion: estos procesos estan asociados a la dualidad
sistémico/unitario, puesto que cuando un sujeto va de lo sistémico a lo unitario lleva
a cabo un proceso de reificacion, vy si se va de lo unitario a lo sistémico se llama
descomposicion.

3.2.5 Funciones Semioticas

El EOS considera que las funciones semi6ticas tienen un papel esencial en el proceso
relacional entre entidades, o grupos de ellas, que se realiza en las practicas matematicas
(dentro de un determinado juego de lenguaje), ademas de que permite también entender la
comprension en términos de funciones semidticas.
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La nocion de funcion semiotica permite proponer una interpretacion del conocimiento y la
comprension de un objeto O (sea ostensivo 0 no ostensivo, elemental o sistémico, etc.) por
parte de un sujeto X (persona o institucion) en términos de las funciones semiéticas que X
puede establecer, en unas circunstancias fijadas, en las cuales se pone en juego O como
funtivo. Cada funcién semiotica implica un acto de semidsis por un agente interpretante y
constituye un conocimiento. Hablar de conocimiento equivale a hablar de significado, esto
es, de funcion semidtica, resultando una variedad de tipos de conocimientos en
correspondencia con la diversidad de funciones semioticas que se pueden establecer entre las
diversas entidades introducidas en el modelo (Godino, 2003).

3.3 La técnica del Mapa Hibrido

El trabajo de investigacion se apoya en los Mapas Hibridos, los cuales son interpretados a la
luz del EOS. La técnica del mapa hibrido es una técnica es a su vez una combinacion de dos
técnicas, la técnica de mapas conceptuales y la técnica del diagrama de flujo. En las siguientes
secciones se abordan las técnicas del Mapa Conceptual, el Diagrama de Flujo y el Mapa
Hibrido, posteriormente se describe la manera en la que se ha interpretado el Mapa Hibrido
tomando en cuenta los elementos tedricos del EOS.

3.3.1 El Mapa Conceptual

El mapa conceptual es una red de conceptos ordenados jerarquicamente, en el que la
interconexion de los conceptos, mediante las ligas y frases de enlace, produce una red de
estructuras proposicionales donde el significado no sélo se encuentra en la relacion entre
concepto y concepto, sino que se extiende a las relaciones que a su vez estos conceptos tienen
con otros conceptos. El orden de estas relaciones estd orientado por un dominio de
conocimiento a partir del cual es posible sefialar las relaciones verdaderas conforme al
conocimiento de referencia. EI mapa conceptual puede ser elaborado a partir de un texto
mediante una transformacion de los registros (Aguilar, 2006).

Los mapas conceptuales tienen como propoésito representar las relaciones significativas entre
conceptos, se compone de proposiciones las cuales estdn formadas por conectores y
conceptos en los cuales se expresan regularidades entre objetos y acontecimientos. Por otra
parte, el mapa conceptual se caracteriza por tener un impacto visual, por tener jerarquias de
conceptos, donde sobresalen conceptos relevantes. Ademas, tiene caracteristicas especificas
que lo diferencian de otras técnicas como el mapa mental, cuadro sindptico, diagramas de
flujo, etc., dichas caracteristicas son los conceptos, las ligas entre conceptos, las palabras de
enlace y la construccion de proposiciones.
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El mapa conceptual puede desempefiar diversas funciones en el proceso de ensefianza,
algunas pueden ser un esquema general sobre el tema a desarrollar en una clase o un curso,
una herramienta de diagndstico, una herramienta de evaluacion, estrategia y dindmica grupal
para facilitar la negociacion de significados, asi como una herramienta para el aprendizaje
como un método de estudio.

3.3.2 El Diagrama de Flujo

El Diagrama de Flujo tiene muchas aplicaciones, por ejemplo, es empleado para guiar
tratamientos médicos, para el desarrollo de software, para el mejoramiento de la calidad en
la industria, entre otros. En el contexto de las matematicas, el Diagrama de Flujo sirve para
describir qué operaciones y la secuencia en la que estas operaciones se tienen que llevar a
cabo para la solucién de un problema y, a diferencia del Mapa Conceptual, no presenta una
estructura jerarquica conceptual. EI Diagrama de Flujo tiene la finalidad de mostrar
esquematicamente los procedimientos, las relaciones entre las partes, permitiendo
representar los pasos y la logica ligada al logro de una meta (Macias, 2007).

3.3.3 La técnica del Mapa Hibrido

El desarrollo del mapa conceptual y su implementacion en otros campos de conocimiento ha
dado lugar a la fusion del mapa conceptual con otro tipo de representacién como es el
diagrama de flujo, dando lugar a la técnica de representacion del Mapa Hibrido, propuesto
por primera vez por (Moreno, 2017) para la descripcion gréafica de resolucién de problemas
en modelacion matematica.

En este trabajo nos apoyamos en la investigacion de Moreno (2017) quien menciona que la
interpretacion de la técnica del Mapa Hibrido interpretado desde el EOS permite representar
esquematicamente o de manera grafica el sistema de practicas implicado en la resolucion de
un problema matematico. En el Mapa Hibrido, la componente del mapa conceptual permite
representar Objetos Matematicos tales como conceptos, propiedades y argumentos, mientras
que la componente del diagrama de flujo permite la representacion del objeto procedimiento,
el cual involucra a procesos matematicos tales como el de tratamiento algebraico, numérico,
entre otros.

Asimismo, la técnica de los Mapas Hibridos ha sido empleada para describir la actividad
matematica en los contextos de la fisica y la quimica escolar, estos Gltimos a traves de la
adaptacion de los elementos tedricos ontosemidticos a dichos contextos.

Aunado a lo anterior, Moreno, Herndndez y Bricefio (en prensa) mencionan que la
interpretacion del Mapa Hibrido a partir de la adaptacion a la fisica escolar de algunos
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elementos del enfoque ontosemiotico, permite analizar la actividad fisicomatematica
involucrada cuando un sujeto resuelve un problema fisico, ya que dicha interpretacion
permite analizar de manera grafica la organizacion y la conexién de los objetos
fisicomatematicos, asi como observar algunos procesos implicados en la resolucion del
problema y describir el operativismo ciego al interpretar la representacion de los objetos
fisicomatematicos desde dos perspectivas, cognitiva/epistémica y ostensiva/no ostensiva.

Por otra parte, la técnica del Mapa Hibrido ha sido empleada para describir la actividad
matematica en el contexto de la quimica escolar. Los autores Moreno, Ramirez y Torres
(2021) mencionan que cuando un sujeto resuelve un problema quimico, este lo descompone
en subproblemas que el mismo sujeto resuelve mediante précticas, las cuales son coordinadas
en un sistema de précticas, en el cual, se realizan procesos sobre objetos quimicos y quimico-
matematicos. En cuanto a los procesos sobre objetos quimicos de naturaleza material, nos
sefiala que son considerados como idealizaciones de la experiencia perceptual del sujeto en
el laboratorio de las mediciones experimentales. De la misma manera, se menciona que
algunos de los objetos quimicos idealizados se relacionan mediante funciones semioticas con
los objetos matematicos, dando lugar a los objetos quimico-matematicos.

A diferencia del Mapa Conceptual que ha sido empleado tradicionalmente, las caracteristicas
del Mapa Hibrido y su interpretacion a la luz del EOS permite emplearlo en el contexto de la
ensefianza de la matematica y la fisica escolar, puesto que considera el desarrollo de manera
gréafica de la componente procedimental.

3.3.3.1 Interpretacion ontosemiética del Mapa Hibrido

En este apartado, se consideran las investigaciones de Moreno, Aguilar y Villanueva
(2017) y Moreno (2019).

Desde la perspectiva del EOS, el Mapa Hibrido es una representacion ostensiva de la practica
de resolucidon de un problema de la matematica escolar que realiza un sujeto, lo cual permite
representar a los Objetos Matematicos Primarios y a su organizaciéon (Moreno et al., 2017).
El Mapa Hibrido permite observar el empleo del lenguaje, conceptos, propiedades,
procedimiento y argumentos, obtenidos de las diferentes rutas de lectura que conforman
enunciados que validan o explican las proposiciones y procedimientos deductivos o de otro
tipo.

La interpretacion ontosemidtica del Mapa Hibrido considera que los Objetos Matematicos
Primarios (conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) pueden ser representados
de manera ostensiva (lenguaje) mediante el Mapa Hibrido. En el Mapa Hibrido, la
componente del mapa conceptual permite la union entre conceptos mediante palabras enlace,
permite expresar propiedades y argumentos. EI Objeto Matematico Primario procedimiento
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se presenta a través de la componente del Diagrama de Flujo del Mapa Hibrido. Desde el
EOS, el Mapa Hibrido puede ser interpretado como una representacion ostensiva del sistema
de practicas discursivas y operativas que lleva a cabo un sujeto al resolver un problema.

Segun el EOS, el Mapa Hibrido puede ser entendido desde una perspectiva unitaria/sistémica,
en donde, desde la perspectiva unitaria, las representaciones que se muestran en el mapa
conceptual dan cuenta del establecimiento de funciones semidticas establecidas por el sujeto
que resuelve el problema.

Por otro lado, algunos procesos cognitivos también pueden advertirse a través del Mapa
Hibrido. El proceso de idealizacion puede ser “observado” mediante ¢l paso de una jerarquia
a otra de la componente del MC presente en el Mapa Hibrido. También es posible observar
el proceso de argumentacion, a través de las distintas rutas lecturas o el de tratamiento
matematico mediante la componente de Diagrama de Flujo.

Por otra parte, Moreno (2019) menciona que tomando en cuenta la dualidad
personal/institucional, el Mapa Hibrido puede interpretarse como un Mapa Hibrido
epistémico o institucional cuando este se encuentre asociado a la produccion de un docente
experto. En cambio, si el Mapa Hibrido se encuentra asociado a la producciéon de un
estudiante inexperto este es llamado Mapa Hibrido cognitivo o personal. Asimismo, el Mapa
Hibrido correspondiente a un sistema de practicas que permite la resolucién de un problema
no es unico, por ejemplo, en la resolucion de un mismo problema, distintos Mapas Hibridos
epistémicos pueden ser elaborados a partir de las producciones de distintos docentes expertos.
Del mismo modo menciona que al realizar una comparacion de un Mapa Hibrido epistémico
y un Mapa Hibrido cognitivo, podria aportar informacién muy importante acerca de las
concepciones de cada sujeto a traves de las diferencias o semejanzas entre los elementos de
cada mapa.

Asimismo, el autor menciona que el significado en el Mapa Hibrido también es concebido a
través de las nociones de funcién semidtica y de sistema de practicas. La primera se apoya
en la perspectiva dual expresion/contenido, la cual permite entender el significado como una
relacién de tipo representacional, es decir, se trata de una funcién semiotica que tiene como
expresion al objeto lenguaje observable en el Mapa Hibrido (palabras, simbolo, expresion
algebraica, entre otros) y como contenido a cualquiera de los Objetos Matematicos Primarios
no ostensivos restantes (conceptos, propiedades, procedimiento y argumentos). Mediante la
segunda, el significado puede ser entendido a través de la organizacion de practicas mas
especificas (las cuales constituyen el sistema de practicas implicado en la resolucion de un
problema en un contexto concreto) que son realizadas con una determinada finalidad, con un
determinado tipo de notacién y que producen un determinado sentido.
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De la misma manera, Moreno, Reducindo y Angulo (2018) mencionan que el MH-EOS
puede ser empleado tanto para la ensefianza de matematica escolar mediante el enfoque por
resolucion de problemas. Asimismo, la interpretacion Ontosemiético del Mapa Hibrido
podria ser empleado como una herramienta para promover el trabajo colaborativo entre los
estudiantes o entre los estudiantes y el profesor, ya que éste se puede emplear para indagar
las concepciones de los estudiantes o de los docentes. De la misma manera, se menciona que
el Mapa Hibrido puede ser empleado en distintos niveles educativos permitiendo evidenciar
ciertos aspectos del conocimiento.

3.4 La Creacion de Problemas desde la interpretacion ontosemidético del Mapa
Hibrido

Esta investigacion plantea la propuesta innovadora de que la interpretacién ontosemiotica de
la técnica del Mapa Hibrido podria mostrar las distintas conexiones entre los Objetos
Matematicos y procesos implicados en la construccion del conocimiento matematico
relacionado con la actividad de Creacion de Problemas, presentes en la produccion oral y
escrita generada por algunos estudiantes. Con lo anterior se pretende estudiar cémo se lleva
a cabo la construccion del conocimiento matematico mediante la realizacion de tareas que
implican la Creacion de Problemas, tomando en cuenta la interpretacion Ontosemiotico del
Mapa Hibrido para observar las conexiones entre los Objetos Matematicos y procesos
implicados que ayuden a plantear estrategias didacticas en la comprension de tareas de
optimizacion.

La interpretacion ontosemiotico del Mapa Hibrido empleada para analizar la produccién oral
y escrita generada por algunos estudiantes cuando se enfrentan a la tarea de la creacion puede
describir el sistema de practicas presentes en la resolucion de situaciones problematizadas de
la matematica que se estudian en el aula, asimismo permite visualizar los distintos Objetos
Matematicos, las relaciones entre dichos objetos, la organizacion de las précticas y permite
advertir la realizacion de algunos procesos cognitivos implicados en la resoluciéon de
problemas.

La propuesta se presenta como una idea innovadora, ya que no se ha empleado la técnica de
representacion grafica para analizar las producciones oral y escrita por parte de los
estudiantes al crear sus propios problemas de optimizacion. Aqui se incluyen algunos
elementos importantes como son la interpretacion Ontosemiético del Mapa Hibrido, la
Creacion de Problemas y la optimizacién, los cuales se han estudiado de manera separada.

Teniendo en cuenta la problematica descrita, las hipotesis planteadas, el disefio del objetivo
principal y los objetivos especificos y la descripcion del marco tedrico, se comenzd con el
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disefio e implementacion de la presente investigacion, la cual es descrita a grandes rasgos en
los siguientes capitulos.

Con base en todo lo planteado en este capitulo, se considera importante incluir la
interpretacion ontosemiotica del Mapa Hibrido para analizar la produccion oral y escrita
generada por algunos estudiantes cuando se enfrentan a la tarea de la Creacion de Problemas,
ya que mediante la interpretacion Ontosemiético del Mapa Hibrido se puede describir el
sistema de préacticas presentes en la resolucion de situaciones problematizadas de la
matematica que se estudian en el aula, asimismo permite visualizar los distintos Objetos
Matematicos, las relaciones entre dichos objetos, la organizacion de las précticas y permite
advertir la realizacion de algunos procesos cognitivos implicados en la resolucion de
problemas (Moreno, 2019).

Asimismo, resulta novedoso considerar la interpretacion ontosemiotica del Mapa Hibrido, ya
gue ésta se ha empleado para la resolucion de problemas (Moreno, 2017; 2018a; 2018b) mas
no se ha hecho para la Creacion de Problemas y lo que se realizara en este estudio es aplicar
dicha técnica para la Creacion de Problemas.
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CAPITULO 4
(>

METODOLOGIA




4.1 Introduccidén

Este apartado describe los aspectos metodoldgicos de la investigacion. Se expone la
perspectiva metodoldgica y el disefio de la investigacion que describe las distintas fases que
se aplicaron en la investigacion.

Se considera como método empleado en esta investigacion, un estudio cualitativo de caso,
en el que se indagd un grupo de alumnos de nivel superior. EI enfoque es de tipo cualitativo
debido a que es de nuestro interés saber si los estudiantes realizan y construyen las
actividades de Creacidn de Problemas de optimizacion. Es decir, caracterizar la construccion
de conocimiento referente a la optimizacion a partir de la implementacion de la metodologia
de Creacion de Problemas por variacién para la identificacion de los Objetos Matematicos y
sus conexiones, procesos cognitivos implicados y practicas que intervienen. Asimismo,
indagar las causas, motivaciones de los sujetos y la construccion del conocimiento en forma
grupal al crear problemas. En cuanto a la temporalidad de la investigacion se considera
transversal, ya que se realiza en un nico momento.

Por otra parte, es importante sefialar que la metodologia de Creacion de Problemas se adaptd
al contexto virtual debido a la pandemia que se vive a nivel mundial, ya que dicha
metodologia esta disefiada para llevarse a cabo en el contexto presencial, pero en el caso de
esta investigacion, se realizd una adaptacion de la metodologia al contexto virtual. Esta
adaptacion trata de no mirar a las TIC"s como un medio de comunicacién, sino también como
una herramienta para la construccion de conocimiento.

Respecto a la investigacion cualitativa, se emplea cuando se tiene una realidad que es
subjetiva y mdaltiple, en ella el investigador esta inmerso en el contexto de interaccion que
desea investigar, asumiendo que sus valores forman parte del proceso de conocimiento y
reflexion de ello (reflexividad) con un énfasis en aspectos epistemoldgicos. En general, las
investigaciones cualitativas enfatizan la discusién del paradigma y los principios que
sustentan la posicion metodoldgica (Sautu, Boniolo, Dalle y Elbert, 2005). Es por ello que
esta investigacion se considera cualitativa, ya que los resultados que se presentaran en el
trabajo no son medibles a través de datos numéricos sino de categorias establecidas
conceptualmente mediante el marco tedrico del EOS.

Merriam (1998) sugiere que en la investigacion educativa prevalecen cinco tipos de
investigacion cualitativa:  estudios cualitativos basicos o0 genéricos, etnografia,
fenomenologia, teoria fundamentada y estudio de casos. Consideramos necesario describir
en gué consiste este Gltimo tipo de investigacion cualitativa como parte de este proyecto de
investigacion.
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4.2 Estudio de casos

Los estudios de caso son descripciones y analisis intensivos de unidades simples o de
sistemas delimitados tales como un individuo, un programa, un acontecimiento, un grupo,
una intervencion o una comunidad (Simith, 1978). El estudio de casos se utiliza para obtener
una comprension mas profunda de una situacion y de su significado para los implicados. En
este estudio se pone mayor énfasis en el proceso que en el producto, asi como en el contexto
mas que en la variante especifica y en el descubrimiento mas que en la confirmacion
(Canedo, 2009).

El estudio de casos se caracteriza principalmente por ser particularista, es decir, se enfoca en
una situacion, acontecimiento o fendémeno particular. También es de tipo descriptivo ya que
el producto final es una descripcion rica y densa del fendmeno bajo estudio; y heuristico ya
que ilumina al investigador en la comprension del fendbmeno bajo estudio y puede dar lugar
al descubrimiento de nuevos significados, asi como a ampliar la experiencia del investigador
o reafirmar lo que ya sabe (Canedo, 2009). Por otra parte es un estudio de una entidad simple,
una unidad alrededor de la cual existen fronteras. El estudio de casos puede ser de diversos
tipos: etnogréficos, historicos, psicoldgicos y sociolédgicos, esto depende de la orientacién
disciplinar o de la intencion general del estudio. Asimismo, los estudios de casos se pueden
clasificar en descriptivos, interpretativos y evaluativos, esto tomando en cuenta la intencion
general del estudio (Merriam, 1998).

Para esta investigacion, el estudio de caso es de tipo etnografico, ya que se enfoca en la
cultura de una escuela, la cual es la Universidad Autdnoma de Zacatecas, con un grupo de
estudiantes de la Licenciatura en Actuaria y en el contexto de un taller. También es
considerada como un estudio de caso descriptivo, ya que se explica detalladamente el
fendmeno bajo estudio, interpretativo porque se lleva a cabo una descripcion rica y densa de
los datos se utilizan para desarrollar categorias conceptuales, que son interpretados con
elementos tedricos (EOS) para la recopilacion de datos. El caso de esta investigacion es la
caracterizacion de la construccion de conocimiento referente a la optimizacion a partir de la
implementacién de la metodologia de Creacién de Problemas por variacion adaptada al
contexto virtual.

4.3 Estudio de tipo transversal

El estudio se considera de tipo transversal, ya que se realizd en un solo momento del tiempo.
En los disefios de investigacion transversal se recolectan datos en un solo momento, en donde
su propdasito es describir variables y analizar su incidencia e interrelacion en un momento
dado (Hernandez, 2014, p.154).
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También se menciona que los disefios transversales se dividen en tres tipos, los cuales son:
Exploratorios, Descriptivos y Correlacionales-causales. Para el caso que nos interesa,
describiremos solamente el disefio transversal de tipo descriptivo. Se dice que los disefios
transversales descriptivos tienen como objetivo indagar la incidencia de las modalidades o
niveles de una o mé&s variables en una poblacion. Asimismo, el procedimiento consiste en
ubicar en una o diversas variables a un grupo de personas, objetos, situaciones, contextos,
fendmenos, etc., y proporcionar su descripcion (Hernandez, 2014).

4.4 Metodologia de Malaspina en el contexto virtual

En esta seccion se presenta la correspondencia virtual de la metodologia de Malaspina, en
donde se recogid la produccion oral y escrita por medios tecnoldgicos, es decir, la creacion
y variacién de problemas se llevo a cabo mediante la plataforma virtual Zoom, todo realizado
en tiempo real, ya que por motivo de la pandemia mundial, los cursos que se llevaron en las
escuelas cuando se realizé la investigacion fueron de manera virtual. Para extraer la
produccidn oral y escrita fue a través de un medio virtual, con el uso de la plataforma Zoom.

Como se ha sefialado, la metodologia de Malaspina fue planteada para llevarse a cabo de
manera presencial, pero dado la situacion de la pandemia, en esta investigacion se replanted
la metodologia en el contexto virtual apoyado en la plataforma Zoom, haciendo uso de
recursos que ofrece como: compartir pantalla, grabar videos del grupo en general y
subgrupos, y las herramientas de anotacién. Consideramos que no existe dificultad en la
obtencidn de los datos debido a que las etapas de la metodologia se han subsanado con lo
virtual, es decir, a cada uno de los estudiantes de manera individual, se les proporcionaran la
Etapa 1: Informacion basica, Etapa 2: Un episodio en clase y Etapa 3: Problemas pre, trabajos
individuales. Posteriormente, a manera de equipos (se crean salas) se les aplicara la Etapa 4:
Problemas pos, trabajos grupales sobre Creacion de Problemas y la Etapa 5: Socializacion.
Ver figura 12.
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Figura 12. Disefio de la implementacion de la metodologia de la Creacion de Problemas por
variacion en el contexto virtual

4.5 Disefio de la investigacion

En el disefio de la investigacion se considera, por un lado, la metodologia de ensefianza de la
Creacion de Problemas por variacién de Malaspina (2017), la cual consiste en:

e Etapa 1. Informacion basica

En esta fase, se hace una pequefia presentacion en donde el profesor explica a los estudiantes
sobre lo que significa Creacién de Problemas, qué es la Creacion de Problemas, qué
elementos tiene un problema, y sobre todo, que se puede crear un problema, a partir de un
problema dado modificando uno o mas de los elementos presentes en el problema.

e [Etapa 2. Un episodio en clase

En esta fase, el profesor les presenta a los estudiantes un problema ya elaborado, en donde
se les explica en que consiste el problema y a partir de esto, se hacen algunas anotaciones
sobre como reaccionan los alumnos de acuerdo con el problema presentado, si se les hizo
complicado o facil.



e Etapa 3. Problemas Pre y Problemas Pos

Esta fase consiste en tres pasos. En primer lugar, el docente les pide a los alumnos que
resuelvan el problema presentado anteriormente. Después se les pide a los estudiantes que
propongan problemas modificando el problema dado, para que de esta manera su solucion
facilite la solucion del problema dado y contribuya a clarificar las dudas de los estudiantes al
resolver dicho problema o al intentar resolverlo. A estos nuevos problemas se les denomina
Problema Pre. Finalmente, se les pide crear el Problemas pos, en donde se les pide a los
estudiantes que propongan problemas modificando el problema dado, pero que estos nuevos
problemas sean maés retadores, de modo que desafien a los estudiantes mas allad de la
obtencion de una solucion correcta del problema del episodio.

e [Etapa 4. Trabajos individuales y grupales sobre Creacion de Problemas

Una vez que los estudiantes hayan realizado de manera individual sus Problemas pre y
Problemas pos, deben de realizar lo mismo en grupos de dos o tres participantes. Una vez
creado el problema por un grupo debe ser resuelto por el grupo autor y luego por otro grupo.
El otro grupo debe resolver el problema planteado por el grupo autor conociendo sélo el
enunciado de dicho problema. Los grupos reciben hojas especialmente disefiadas, en las que,
se deben escribir criticas constructivas al problema creado por otro grupo.

e Etapa 5. Socializacién con todos los participantes

Los participantes comparten con todos, en exposiciones breves, las razones didacticas y
matematicas involucradas tras el problema creado, ya sea en forma individual o grupal.
También exponen el problema resuelto por un grupo, que no es el grupo autor de tal
problema, expone su solucién y hace sus comentarios criticos desde el punto de vista
matematico y didactico. El propoésito es que la discusién con los autores de los problemas,
asi como los comentarios de los participantes y del instructor, contribuyan a mejorar la
capacidad de crear problemas con potencialidades matematicas y didacticas.

Por otro lado, también se toma en cuenta el contexto de los estudiantes con los cuales se
realizé el estudio, es decir nos interesa también indagar los conocimientos previos y los que
fueron construidos una vez que se empled la Creacion de Problemas. Por esto, se considera
algunos aspectos la metodologia de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) las cuales son:
fase preliminar, fase de analisis a priori, fase de experimentacion y fase de analisis posteriori.
No obstante, el uso de dicha metodologia no fue riguroso, pues se tenia el propoésito
unicamente de guiar las etapas de investigacion en donde se indagaba la eficacia de la
metodologia de Creacion de Problemas por variacion. La manera en como se articulan ambas



metodologias es la implementacién de la metodologia de Creacién de Problemas por
variacion en la fase experimental de la Ingenieria Didactica.

La implementacion de la metodologia de la Ingenieria Didactica en esta investigacion es
adecuada, ya que nos interesa confrontar los andlisis a priori, los cuales son los disefios de
actividades y los analisis a posteriori sobre lo que se producen en la implementacién de la
metodologia de Creacidn de Problemas por variacion, como es la forma basica de validacion
de las hipdtesis formuladas en la investigacion.

Asimismo, la Ingenieria Didactica se caracteriza por ser un esquema experimental basado en
"realizaciones didacticas" en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion y
analisis de secuencias de ensefianza (Artigue, Douady y Moreno, 1995).

Fase 1. Analisis preliminar

El analisis preliminar no se presenta como resultados, mas bien forma parte de los
antecedentes de este trabajo. En esta fase se indago la revision de libros de texto, programas
de estudio y articulos de investigacion, también se consideran algunos aspectos como son el
analisis epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza, analisis de la
ensefianza tradicional y sus efectos, analisis de las concepciones de los estudiantes, de las
dificultades y obstaculos que determinan su evolucion, andlisis del campo de restricciones
donde se va a situar la realizacion didactica efectiva, todo lo anteriormente mencionado se
realiza teniendo en cuenta los objetivos especificos de la investigacion. Aqui se consideran
las concepciones de los alumnos antes de la Creacion de Problemas. Dicha revision permitio
reformular los problemas que se plantearon para llevar a cabo la Creacion de Problemas por
variacion.

Con base en lo mencionado en el parrafo anterior, en esta fase se incluyen los siguientes
aspectos:

Identificacidn del problema. Analisis del contexto educativo.

Se realiza una busqueda de bibliografia para identificar como abordar el problema.
Revisidn bibliografica de libros de texto.

Se selecciona los problemas de optimizacion.

A wnhE

Fase 2. Concepcidn y analisis a priori

Esta fase permite identificar las variables que se van a observar y disefiar tareas para observar
cada una de esas variables.

5. Identificar las variables
6. Eldisefio de tareas como son dos problemas de optimizacion aplicados a la economia,
los cuales son problemas de tipo no convencional, y mediante estos, se permite
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observar variables como son el algoritmo, significado del valor obtenido en la
resolucion del problema de optimizacion y los procesos cognitivos.

Fase 3. Experimentacion

En esta fase se consideran la Creacidon de Problemas, las sesiones, los tiempos, cémo se
organiza la experimentacion, como se recolectan datos y la implementacion de la
metodologia de Malaspina (2017).

7.

10.

En una primera sesion, se les pide a los alumnos que resuelvan, a manera de
diagnostico y de manera tradicional, el problema de la radio.

En una segunda sesion, se considera el Episodio 1: Informacion bésica. En esta fase,
se hace una pequefia presentacion en donde el profesor explica a los estudiantes sobre
lo que significa la Creacion de Problemas, qué es la Creacion de Problemas, que
elementos tiene un problema, y sobre todo, que se puede crear un problema, a partir
de un problema dado modificando uno o mas de los elementos presentes en el
problema. Asimismo, se aplica la Etapa 2: episodio en clase. En esta fase, el profesor
les presenta a los estudiantes un problema matematico ya elaborado, en donde se les
explica en qué consiste el problema y a partir de esto, se hacen algunas anotaciones
sobre como reaccionan los alumnos de acuerdo al problema presentado, si se les hizo
complicado o facil.

Etapa 3: Problemas Pre y Problemas Pos. Esta fase consiste en tres pasos. En primer
lugar, el investigador les pide a los alumnos que resuelvan el problema del cono.
Después se les pide a los estudiantes que propongan problemas modificando el
problema dado, para que de esta manera su solucion facilite la solucion del problema
dado y contribuya a clarificar las dudas de los estudiantes al resolver dicho problema
o al intentar resolverlo, a estos nuevos problemas se les denomina Problema Pre.
Finalmente se les pide crear el Problemas pos, en donde se les pide a los estudiantes
que propongan problemas modificando el problema dado, pero que estos nuevos
problemas sean mas retadores, de modo que desafien a los estudiantes mas alla de la
obtencion de una solucion correcta del problema del episodio.

Etapa 4: Trabajos individuales y grupales sobre Creacidn de Problemas. Una vez que
los estudiantes hayan realizado de manera individual sus Problemas pre y Problemas
pos, deben de realizar lo mismo en grupos de dos o tres participantes. Una vez creado
el problema por un grupo debe ser resuelto por el grupo autor y luego por otro grupo.
El otro grupo debe resolver el problema planteado por el grupo autor conociendo sélo
el enunciado de dicho problema. Los grupos reciben hojas especialmente disefiadas,
en las que se deben escribir criticas constructivas al problema creado por otro grupo.
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11. Etapa 5: Socializacién con todos los participantes. Los participantes comparten con
todos, en exposiciones breves, las razones didacticas y matematicas tras el problema
creado, ya sea en forma individual o grupal. También exponen el problema resuelto
por un grupo, que no es el grupo autor de tal problema, expone su solucion y hace sus
comentarios criticos desde el punto de vista matematico y didactico. El propdsito es
que la discusién con los autores de los problemas, asi como los comentarios de los
participantes y del instructor, contribuyan a mejorar la capacidad de crear problemas
con potencialidades matematicas y didacticas.

12. Entrevista. Se realizan cuestionamientos, primero de manera individual, mientras el
estudiante esté creando y variando problemas. Posteriormente, cuando los estudiantes
estén realizando la variacion y Creacion de Problemas de manera grupal, se les
realizard una serie de cuestionamientos a manera de entrevista de manera simultanea,
mediante un formato con preguntas abiertas mientras son videograbados, esto con el
fin de conocer mas sobre los resultados obtenidos.

13. En una Gltima sesion, se les pide a los alumnos que resuelvan, a manera de evaluacion,
el problema de la radio.

Fase 4. Analisis a posteriori y validacion

En esta fase, se realiza una comparacion entre el analisis preliminar y resultados de la fase 3,
con el fin de constatar la construccion de conocimientos cuando el alumno resuelve el
problema mediante la Creacion de Problemas.

14. Se analizan las producciones orales y escritas, donde los instrumentos que se emplean
son las producciones orales y escritas, que son la creacion de los problemas de
optimizacion por variacion, a través de las videograbaciones obtenidas de la
plataforma Zoom, la cual graba en tiempo real, audio, video y escritura.

15. Generacion de Mapas Hibridos. Aqui se generan los Mapas Hibridos a partir de las
producciones orales y escritas. Como método se hace un analisis de las producciones
orales y escritas, con el instrumento de audio, video y escrituras (evidencias de
fotografias de sus apuntes).

Con base en los resultados de la fase 1 del diagndstico se busca comparar los resultados de
la Fase 1 con los resultados de la Fase 3 en donde se pretende comparar los Objetos
Matematicos y Proceso cognitivos implicados.

En la Figura 13 se presenta a grandes rasgos el disefio de la investigacion. En primera
instancia, y en la columna central, se muestran las cuatro fases de la metodologia de la
ingenieria Didactica, la cual se empleara en esta investigacion. Las cuatro fases son: Fase 1.
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Anélisis preliminar; Fase 2. Concepcion y andlisis a priori; Fase 3. Experimentacion; y Fase
4. Anédlisis a posteriori y validacion. Asimismo, en algunas de las fases de la Ingenieria
Didéactica se incluyen las etapas de la metodologia de Creacion de Problemas.

|DISENO DE LA INVESTIGACION |
1. Entrevista a dos profesores, consts de

2. lcentificacion del probiema, cum; tases
Anilisis del contexto ecucativo

las cusles son
3. Busqueda de bitiografia para L ) . 4
Mentificacién del problema. ‘s¢ iIncuye Fase 1, Andlisis prelimina;
_ ; e ™ ¢ r] Tdentificar ia variables
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Figura 13. Disefio de investigacion. Elaboracién propia
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4.6 Poblacion y rol del investigador

Los sujetos de estudio fueron 7 estudiantes de la Licenciatura en Actuaria que cursaron en
semestres anteriores la asignatura de Calculo Diferencial, en la Unidad Académica de
Matemaéticas de la Universidad Autdnoma de Zacatecas. Los estudiantes fueron 7 mujeres
con edad de 19 y 21 afios, quienes tenian un desempefio promedio.

El rol que tuvo el investigador en la implementacion de la metodologia fue el de guia. En
primera instancia, el investigador cre6 un cuestionario en Google Forms con una serie de
preguntas, el cual permitié conocer datos personales como nombre, semestre en el que
estaban inscritos los estudiantes, correo electronico, si alguna vez habia llevado el curso de
Célculo Diferencial. Asimismo, dentro del mismo cuestionario se les mostro el objetivo del
Taller y la modalidad en la que se llevaria a cabo, por ejemplo el nimero de sesiones, la
duracion de cada una de éstas, el horario y la duracion del taller (dias).

De la misma manera, el investigador organizé a los estudiantes en equipos de dos y tres
integrantes, asignando como lider a un estudiante de cada equipo. Esto con el objetivo de
que, cuando los estudiantes estuvieran trabajando en equipos en sus respectivas salas, el lider
grabara la sesion de su sala y enviara al investigador la videograbacion y las producciones
escritas.

Por otra parte, el investigador programd las sesiones en la plataforma Zoom y se las hacia
llegar a los estudiantes mediante correo electronico. Asimismo, cred salas, asignando una
sala a cada uno de los equipo que el investigador conformd, para que los equipos trabajaran
en su respectiva sala y asi poder llevar a cabo la Etapa 4: Trabajos en equipo. Finalmente, el
investigador grabo cada una de las sesiones que se llevaron a cabo en tiempo real y recolectd
las producciones escritas de los estudiantes las cuales enviaban mediante fotografias.

4.7 Herramientas de investigacion

Las herramientas empleadas para la recoleccion de los datos se obtuvieron a partir de
grabaciones de audio y video que se obtuvieron de la plataforma Zoom, asi como de las
producciones orales y escritas a partir de problemas de optimizacion de tipo no convencional.

Dentro del disefio de la investigacion se considera evaluar aspectos relacionados con los
procesos cognitivos y Objetos Matematicos Primarios presentes en la Creacion de Problemas
de optimizacion lo cual es descrito en el apartado siguiente.

De manera general, en la obtencién de datos se utilizé diversos métodos, el primero se
presenta en la fase 1 referente al analisis preliminar. En esta se realiz6 un analisis a



documentos como programas analiticos de libros de textos utilizados con mayor frecuencia
por los docentes para impartir ducho contenido matematico. Ademas de la revision de textos,
otro método utilizado fue la observacion participante (Kothari, 2004), ya que esta permite la
interaccion social entre el investigador y los informantes (en este caso los alumnos del grupo
de la Licenciatura en Actuaria), y durante la cual se recogieron datos de modo sistematico
mediante hojas de trabajo, videograbaciones y producciones escritas utilizadas en las
sesiones.

Asimismo, la investigacién es de campo, ya que se realizaron entrevistas grupales en donde
grupos de tres personas respondieron la entrevista de manera simultdnea mediante un
instrumento, el cual es un formato con preguntas abiertas y grabaciones de audio y video
mientras que los estudiantes responden.

La técnica que se empled para proponer la Creacién de Problemas a los alumnos de nivel
superior de la Licenciatura en Actuaria que cursan la asignatura de Calculo Integral, fue la
aplicacion de dos problemas de optimizacion, la cual estd dentro de la fase 3 referente a la
experimentacién. Estos problemas de optimizacion se eligieron de acuerdo a los tipos de
problemas de optimizacion que existen. Los instrumentos que se emplearon fueron dos
problemas de optimizacion de tipo no convencionales. Las herramientas que se emplearon
para llevar a cabo la implementacion fueron las producciones orales y escritas, que son la
creacion de los problemas de optimizacién por variacion, obtenidas a través de
videograbaciones obtenidas de la plataforma Zoom, la cual graba en tiempo real.

A partir de las producciones orales y escritas obtenidas mediante la plataforma Zoom, se
generaron Mapas Hibridos. Una vez analizadas las producciones orales y escritas de los
estudiantes y generados los Mapas Hibridos, es necesario analizar los Mapas Hibridos desde
el EOS para observar las distintas conexiones entre los Objetos Matematicos y procesos
cognitivos implicados.

Por otra parte, es importante sefialar que el analisis y discusion que se realiza tiene como foco
central a la alumna representativa, Alumna A. Ya que, desde el punto de vista del
investigador, se considera a esta alumna como representativa del resto de los estudiantes. Es
por ello que toda la discusion que se presenta esta alrededor de lo que hizo la alumna muestra.

4.8 Construccion del Mapa Hibrido

En esta seccion se describe la manera en como se construyen los Mapas Hibridos. Se
emplearda el método de construccion de Mapas Hibridos que se ha reportado en otras
investigaciones.
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A continuacion se describe una serie de pasos de como se deben construir los Mapas
Hibridos.

Paso 1. Considerar el problema que se plantea.

Paso 2. Se debe solicitar al estudiante que resuelva el problema y al mismo tiempo que
explique en voz alta dicha resolucion.

Paso 3. Llevar un registro de la produccion oral y escrita del estudiante cuando resuelve el
problema. Pues dicha produccion es la fuente de objetos matematico que serdn tomados en
cuenta al momento de la construccion del Mapa Hibrido.

Paso 4. Transcribir la produccion del alumno.

Paso 5. Identificacion de las précticas y conocer en qué consiste cada una. En la resolucion
del problema es posible distinguir las practicas o etapas en las que se apoya el estudiante al
resolver el problema.

Paso 6. En la transcripcion subrayar los conceptos implicados

Paso 7. Emplear un software para la elaboracion del Mapa Hibrido, aunque también se puede
realizar a mano. Sin embargo, es mas facil y tienes mas ventajas usar el software.

Para este caso, se emple6 el software CmapTools. Se captura la situacion problema en un
recuadro, también se capturan las practicas y los objetos matematicos y no matematicos
implicados en cada préctica. En CmapTools, se da clic en el primer objeto y se arrastra para
hacer un enlace doble a otro recuadro. En dicho recuadro se captura el nombre de la practica
1. Debajo de esta practica se capturan todos los conceptos de la transcripcion que fueron
marcados. Los conceptos se conectan entre si para dar lugar a los argumentos y propiedades
matematicas que empled el alumno en esta primera practica. Toda la transcripcion uno y la
produccion escrita debe estar representada en el Mapa Hibrido.

Algunas veces se puede reemplazar conceptos y palabras de enlace con otras palabras
equivalentes que mantengan el significado. En este paso 7 también se deben establecer
conexiones entre los conceptos. Dichas conexiones no son sefialadas por el alumno, sin
embargo esto ayuda entender como el alumno va a organizando las practicas entre si. Las
conexiones entre las practicas estan representadas mediante flechas segmentadas y de
colores.

4.9 Descripcion del disefio de instrumento de investigacion

Se plantearon dos problemas de tipo no convencional, en los cuales se deben plantear
consignas abiertas y que admiten diversos procedimientos para su solucion. También se
requiere hacer interpretaciones, inferencias y realizar una reflexion para su resolucion. Un
problema no convencional de optimizacion clasica en Calculo Diferencial es aquel que no
considera el criterio de la primera y segunda derivada como pasos especificos para su
resolucion, tales como se presenta en los libros de texto. Si el problema se resuelve
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considerando el criterio de la primera y segunda derivada, el problema es de tipo
convencional, es decir, es un ejercicio tipico.

Es por ello que no se plantearon problemas de tipo convencional, como son los que se
plantean en una clase regular, los cuales son problemas que se pueden resolver de manera
algoritmica. En dichos ejercicios, lo que hace el alumno es buscar una funcion, y ya que la
obtiene deriva. Luego iguala a cero el resultado para posteriormente obtener las raices y
calcular la segunda derivada. Una vez calculada la segunda derivada, sustituye las raices en
la segunda derivada y observa si el resultado es positivo o negativo, si es positivo es minimo
y si es negativo es maximo. El estudiante sabe que estd maximizando o minimizando por el
criterio aplicado y porque la regla asi lo plantea, y no porque realmente esté consciente de
ello. Es decir, no se esta resolviendo el problema con un pensamiento de optimizacion.
Cuando eso ocurre, se tienen problemas convencionales como en los que se plantea una
formulan directa para derivar.

Por esta razon se plantearon los siguientes dos problemas de optimizacion de tipo no
convencional. El problema de la radio se encuentra en wuna “Guia didactica” de la
Universidad Central del Ecuador (2015, pag. 47). Asimismo, el problema del cono se
encuentra en “Guia de estudio para presentar el examen de conocimientos y habilidades
disciplinarias para la contratacion temporal de profesores de asignatura interinos”, del
Colegio de Ciencias y Humanidades de la Universidad Nacional Auténoma de México (2010,

pag. 13).

Una candidata desea utilizar una combinacion de anuncios de radio y television en su
campafia. Las investigaciones han demostrado que cada anuncio de 1 minuto de televisién
llega a 0.09 millones de personas y cada anuncio de 1 minuto en la radio llega a 0.006
millones de personas. La candidata considera que el anuncio debe llegar por lo menos a
2.16 millones de personas, y se considera que es necesario tener por lo menos 80 minutos
de anuncios para tener una buena exposicion de la candidata y que la campafia tenga éxito.

¢ Cuantos minutos de cada medio se deberian utilizar para minimizar los costos si la
television tiene un costo de $500 por minuto y la radio tiene un costo de $100 por
minuto?

El objetivo de plantear el primer ejercicio de optimizacion antes de la implementacion de la
metodologia de la Creacion de Problemas, es a manera de diagnostico, para conocer las
variables que estan presentes en los estudiantes con respecto a la optimizacion.
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Asimismo, se aplicard el mismo problema de la radio al término de la aplicacion de la
metodologia de la Creacidn de Problemas. Al realizar esto, no interesa tanto el resultado, sino
los cambios en la manera de organizar los objetos matematicos al resolver el problema.

EL problema del cono, se plantea para llevar a cabo la implementacion de la metodologia de
Creacion de Problemas por variacion, en la cual tiene que variar el problema dado, para que
a partir de esas variaciones ellos puedan crear un problema nuevo.

Un gusano se desplazara sobre un vaso conico, del punto A al B, que se encuentran sobre la
. . 1

boca del vaso, como se muestra en la figura. El radio del cono es 3y su altura es

2z

3

B.

. Determinar la minima longitud del recorrido del gusano cuando va del punto A al punto

S —
A > B
\ /
\ /

4.10 Implementacion en el aula

La implementacion se llevo a cabo en un periodo de tres semanas con un total de siete
sesiones. El viernes de la semana 1, y a manera de diagnostico, se aplicé a los estudiantes el
problema de la radio. En la semana 2, se llevo a cabo la recoleccion de datos, en donde se
implemento la metodologia de Creacion de Problemas durante cinco dias en un total de cinco
sesiones. Y finalmente, el dia lunes correspondiente a la tercera semana, se aplicé en una
sesion el problema de la radio, el cual se habia aplicado en a semana uno a manera de
diagndstico. Ver Figura 14.
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En un periodo de tres semanas
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| Aplicacién de diagnosttco Implementacnon de la Evaluacion
(Problema de la radio) metodoloia de creacion de problemas (Aplicacion del
—/ Malaspina problema de la radio)

Figura 14. Disefio de implementacién. Elaboracion propia
Semana 1.

El dia 1, se reunid el investigador con los siete estudiantes en una sesion virtual mediante la
plataforma Zoom. En esa primera sesion, el investigador les planted el problema de la radio
de optimizacion de tipo no convencional para que los estudiantes lo resuelvan de manera
tradicional.

Semana 2.

El dia 1 de la semana 2, se reunid el investigador con los siete estudiantes de manera grupal,
en una sesion virtual mediante la plataforma Zoom. En esa sesion, el investigador abordé la
Etapa 1: Informacién basica. En esta fase, se hizo una pequefia presentacion en donde se
explicé a los estudiantes sobre lo que significa Creacion de Problemas, qué es la Creacion de
Problemas, qué elementos tiene un problema, y sobre todo, que se puede crear un problema,
a partir de un problema dado modificando uno o mas de los elementos presentes en el
problema.

Asimismo, en la misma sesidn se presenta la Etapa 2. Episodio en clase. En esta fase, el
investigador les presentd a los estudiantes, a manera de ejemplo, un problema matematico
variado y creado. La finalidad de presentar dicho ejemplo fue para explicar a los estudiantes
en qué consiste el problema y como se debe variar un problema, y a partir de esto, se hacen
algunas anotaciones sobre cémo reaccionan el alumno de acuerdo al problema presentado, si
se les hizo complicado o facil. Esto se realiza empleando la herramienta compartir pantalla
que ofrece la plataforma Zoom. Por otra parte, dentro de la misma sesién, y como parte de la
Fase 2, se les plante0 a los estudiantes un ejercicio matematico en donde se involucran el
porcentaje, el cual no es de optimizacion, esto con la finalidad de que los estudiantes hicieran
variaciones para crear un nuevo problema a partir de ese problema dado y verificar si los
estudiantes comprendieron lo que significa crear un problema a partir de la variacién de uno
0 mas elementos del problema dado. Ver Figura 15.
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Sesion 1

_se abordan
- A
| Etapa 1: Informacién bésica | Ejercicio matematico

;, Etapa 2. Episodio en clase |

Figura 15. Sesién 1. Elaboracion propia

Posteriormente, en el dia 2, en una segunda sesion de manera grupal, se presenta la Etapa 3:
Problemas Pre, trabajo individual. Esta fase consistié en pedir a los alumnos resolver el
problema del cono de optimizacion. Después, se les pidio a los estudiantes proponer
problemas variando uno o mas de los elementos del problema dado, para que de esta manera
su solucion facilitara la solucion del problema dado y contribuyera a clarificar las dudas de
los estudiantes al resolver dicho problema o al intentar resolverlo, a estos nuevos problemas
se les denomina Problema Pre. Se pidié a cada uno de los estudiantes que enviaran al
investigador una fotografia del problema que elaboraron de manera individual. Esto con la
finalidad de que cada alumno expusiera ante sus comparfieros el problema variado y creado.
Esto se llevd a cabo empleando la herramienta compartir pantalla y haciendo uso de las
herramientas de anotacion que ofrece la plataforma, como un apoyo para que el estudiante
explicara lo que hizo para crear su nuevo problema. Cabe mencionar que todo se grabé para
poder extraer las producciones orales y escritas. Este proceso se realiz6 con cada uno de los
tres estudiantes. Una vez variado el problema dado, se les pidié que lo variaran nuevamente,
pero que ahora creando otro problema mas retador. Ver Figura 16.

se aborda

[ Etapa 3: Problemas Pre, trabajo individual

Figura 16. Sesion 2. Elaboracion propia

El tercer dia, en una sesién, se abord6 la Etapa 4. Trabajos grupales sobre Creacién de
Problemas. Una vez que los estudiantes realizaron de manera individual sus Problemas pre,
se reunieron en equipos de dos y tres integrantes, en un total de tres equipos, para realizar la
creacion de un nuevo problema, pero ahora en equipos. Para poder llevar a cabo esta etapa,
se crearon tres salas en la plataforma Zoom, asignando una sala a cada equipo. Asimismo, se
eligio a un integrante de cada equipo como lider. La funcion del lider del equipo fue enviar
al investigador las producciones orales y escritas, que en este caso fue el problema creado a
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partir la variacion de uno o mas elementos del problema del cono. Se pidi6 al lider de cada
grupo que grabara la sesion de la sala que se les asigné. Ver Figura 17.

se aborda

'S — )
Etapa 4. Trabajos grupales sobre
creacion de problemas.

Figura 17. Sesion 3. Elaboracion propia

El cuarto dia, los alumnos se volvieron a reunir con sus equipos correspondientes en las salas
asignadas en la sesion anterior. Cada uno de los equipos resolvid, en primera instancia, el
problema planteado por otro equipo conociendo sélo el enunciado de dicho problema.
Cuando los equipos terminaron de resolver los problemas asignados, todos los estudiantes
junto con el investigador se reunieron en la sala principal para llevar a cabo la Etapa 5.
Socializacién con todos los participantes. Los equipos compartieron con todos, en
exposiciones breves, las razones didacticas y matematicas tras el problema creado, ya sea en
forma individual o grupal. También expusieron la solucién al problema que se les asigno
creado por otro equipo. Cada equipo realiz6 comentarios criticos desde el punto de vista
matematico y didactico al problema creado por otro grupo, en el documento donde resolvid
el ejercicio. El proposito fue que la discusion con los autores de los problemas, asi como los
comentarios de los participantes y del instructor, contribuyeran a mejorar la capacidad de
crear problemas con potencialidades matematicas y didacticas. Ver Figura 18.

( Sesion 4 '

se aborda

e "

Resolucon de problema Etapa 5. Socializacion
creado por otro equipo con todos los participantes

J

Figura 18. Sesion 4. Elaboracion propia

El quinto dia se continud con la Etapa 5. Socializacion con todos los participantes, para poder
proseguir con las exposiciones de los equipos restantes que no pudieron exponer el cuarto
dia.
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La Figura 19 muestra a grandes rasgos la implementacién de la metodologia de Creacion de
Problemas descrita en parrafos anteriores. Se muestran los dias y las sesiones en las que se
implementaron cada una de las etapas de dicha metodologia.

Etaps 1: Informacion bésicas |

(Castdn 1 }so aboida— | Etapa 2. Episodio en clase
| Sesién 1 ;s aboida—| P 8 |
i 7%1
| Ejercicio matemdtico |

Al 1R [ Etapa 3: Problemas Pre,
JMJ o ’ trabajo indivigual

5@ lleva 3 Sabo

Creacion de problemas por variacion

| adaptada al contexto virtual Erapa 4. Trabajos grupales sobre

| Implementacién de la metodologia de
N mm——
[S_csn‘m 3 j—se aboeda creacon de protremas

se Crearon J' Salas |
il
COnde

‘ Etapa 4.Resolucdn de problema
v

creado por otro equipo

P i

'M‘ §¢ aborda_ ’. | Los estudiantes trabajaron
Etapa 5. Sodializacion l 1 en equipos
con todos los participantes | =
< S
Lievar a cabo |
‘ la Etapa 4
Figura 19. Disefio de implementacion de la metodologia de Creacién de Problemas. Elaboracion
propia

Semana 3

En una sesion grupal, los estudiantes resolvieron el problema de la radio, planteado a manera
de diagndstico en la semana 1.

Finalmente, es necesario sefialar que la metodologia de Creacidn de Problemas por el método
de variacion se apoyo en lo virtual por motivo de la pandemia mundial. Dicha metodologia
fue pensada para llevarse a cabo en el contexto presencial, pero en el caso de esta
investigacion, se realizé una adaptacién de la metodologia al contexto virtual apoyada en la
plataforma Zoom. Esta adaptacion trata de no mirar a las TIC’s solamente como un medio
de comunicacion sino también como una herramienta para la construccion de conocimiento.
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5.1 Introduccién

En esta seccion se presentan los resultados de la fase de experimentacién obtenidos a partir
de las producciones orales y escritas de los estudiantes al aplicar la metodologia de la
Creacion de Problemas por variacién, en donde los estudiantes de la Licenciatura en Actuaria
variaron el problema del cono. Asimismo, se presentan los resultados obtenidos al aplicar el
problema de la radio, a manera de diagndstico y de evaluacion del aprendizaje logrado sobre
la optimizacion mediante la metodologia de Malaspina, previo y al término de la aplicacion
de la metodologia de Creacion de Problemas por variacion.

La estructura en la que se presentan los resultados es la siguiente. Se presentan por semanas,
sesiones utilizadas en cada semana para llevar a cabo la implementacion y por problema
planteado. En primera instancia, se presenta la semana 1 con su sesion correspondiente y
problema planteado. Posteriormente se presentan los resultados de las sesiones 2, 3y 4 de la
semana 2, y finalmente, se presentan los resultados de la sesion 5 de la semana 3.

Cabe mencionar que solamente se presentan los resultados representativos de la Alumna A,
asi como los resultados del equipo donde la Alumna A colabor6 y de la produccion que
realizo el equipo de la Alumna A, quien resolvio el problema que cre6 otro equipo. Se toma
como representativa ya que se trata de una alumna que tuvo una mayor participacion.

5.2 Resultados del problema de la radio

En este apartado se presentan los resultados de la sesion 1 correspondiente a la semana 1, al
aplicar el problema de la radio, el cual es un problema de optimizacion de tipo no
convencional. Este problema se aplicé a manera de diagndstico. Los estudiantes resolvieron
dicho ejercicio de manera tradicional y de forma individual.

SEMANA 1
Sesién 1

Una candidata desea utilizar una combinacion de anuncios de radio y television en su
camparfia. Las investigaciones han demostrado que cada anuncio de 1 minuto de television
llega a 0.09 millones de personas y cada anuncio de 1 minuto en la radio llega a 0.006
millones de personas. La candidata considera que el anuncio debe llegar por lo menos a
2.16 millones de personas, y se considera gque es necesario tener por lo menos 80 minutos
de anuncios para tener una buena exposicion de la candidata y que la campafa tenga exito.
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¢ Cuéntos minutos de cada medio se deberian utilizar para minimizar los costos si la
television tiene un costo de $500 por minuto y la radio tiene un costo de $100 por minuto?

Las respuestas dadas por las alumnas al resolver el problema de la radio a manera de
diagnostico se pueden categorizar en cuatro grupos. Grupo 1. Centrados en la obtencion de
ecuaciones y aplicacion de matrices, Grupo 2. Centrados en la aplicacion de matrices y
variables de holgura, Grupo 3. Centrados en el método de las esquinas, y Grupo 4. Método
de prueba y error. La Alumna A se categoriza dentro del grupo 1.

e Grupo 1. Centrados en la obtencidn de ecuaciones y aplicacion de matrices. Son
las alumnas que se centraron en la obtencidn de ecuaciones para poder resolver el
problema mediante matrices.

e Grupo 2. Centrados en la aplicacion de matrices y variables de holgura. Son las
alumnas que se centraron en la resolver el problema mediante matrices incluyendo
las variables de holgura.

e Grupo 3. Centrados en el método de las esquinas. Son las alumnas que
consideraron emplear un método gréfico para poder analizar las esquinas en donde
existen intersecciones

e Grupo 4. Método de pruebay error. Son las alumnas que plantearon sus variables.
Dos de las siete estudiantes se categorizaron en el grupo 1, en donde las alumnas, en primera
instancia, obtenian sus ecuaciones Yy ponian restricciones al recordar que tenian que

minimizar. Asimismo, planteaban un sistema de ecuaciones e introdujeron variables de
holgura para proceder a resolver con matrices.
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Figura 20. Produccion escrita a la resolucion al problema de la radio por parte de la Alumna A.

Dos de las siete estudiantes se categorizaron en el grupo 2, el cual se refiere a las alumnas
que consideraron introducir variables de holgura para poder resolver por el método de
matrices.

Solamente una de las alumnas se centr6 en la categoria 3, la cual se refiere a que los
estudiantes consideraron emplear un método grafico para poder analizar en donde existen
intersecciones y a partir de ahi sustituir esos puntos en la funcion y obtener el costo minimo
requerido.

Dos de las siete estudiantes se centraron en la categoria 4 Método de prueba y error. Son
estudiantes que plantearon sus variables y no una ecuacion, solamente pusieron valores, que
en uno de los casos, el resultado resultd correcto y el otro estudiante obtuvo un resultado
erréneo, justificando que intentd resolver el problema planteando un sistema de ecuaciones
pero no obtuvo el resultado que queria y realiz6 una propuesta de como resolver el problema.
En el apéndice se puede observar algunas de las respuestas dadas por las alumnas,
correspondientes a cada uno de los grupos como base del discurso.

77



5.3Resultados de las etapas metodologicas de Malaspina

SEMANA 2
Sesién 2

Etapa 3. Problemas Pre. Creacion de Problemas de manera individual

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos de la segunda sesion al aplicar la etapa
3, los cuales son la solucion al problema del cono, resuelto de manera tradicional.
Posteriormente, se presentan los resultados de la variacion del problema del cono y la
Creacion de Problemas a partir de dichas variaciones. Las respuestas dadas por las alumnas
al resolver el problema del cono se pueden categorizar en seis grupos. La Alumna A se
categoriza dentro del grupo 1.

Un gusano se desplazara sobre un vaso conico, del punto A al B, que se encuentran sobre la
. . 1

boca del vaso, como se muestra en la figura. El radio del cono es 3y su altura es

2z

3

B.

. Determinar la minima longitud del recorrido del gusano cuando va del punto A al punto

e Grupo 1. Teorema de Pitagoras. Son los estudiantes que empelaron el teorema de
Pitagoras para resolver el problema.

e Grupo 2. Perimetroy area del circulo, y teorema de Pitagoras. Son los estudiantes
que emplearon el perimetro y el area del circulo asi como el teorema de Pitagoras

para dar solucion al problema del episodio.

e Grupo 3. Perimetro del circulo. Son los estudiantes que utilizaron la formula del
perimetro del circulo.
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e Grupo 4. Perimetro del circulo y teorema de Pitagoras. Son los estudiantes que
emplearon el perimetro del circulo y la formula del teorema de Pitagoras.

e Grupo 5. Distancia entre dos puntos, volumen del cono y perimetro del circuloy
del cono. Son los estudiantes que emplearon el perimetro del circulo y del cono, el
volumen del cono y la férmula de la distancia entre dos puntos para resolver el
problema.

e Grupo 6. Volumen del cono y perimetro del circulo. Son los alumnos que
emplearon la férmula del volumen del cono y el perimetro del circulo para resolver
el problema.

Solamente una alumna se categorizé en el grupo 1, quien empled el teorema de Pitagoras
para encontrar la distancia mas corta que debe recorrer el gusano. Aqui la alumna considerd
que se forma un tridngulo rectangulo, pero mostrando que el recorrido que realiza el gusano
con la distancia minima esta sobre la superficie del cono.

Uno de los siete estudiantes se centro en el grupo 2. Perimetro y area del circulo, y teorema
de Pitagoras. Que se refiere a que los estudiantes emplearon el perimetro y el area del circulo,
asi como el teorema de Pitagoras para dar solucién al problema del episodio. Aqui, al igual
que el estudiante anterior, muestra que el recorrido que realiza el gusano con la distancia
minima es la sefialada sobre la superficie superior del cono.

Solamente dos de los siete estudiantes se centraron en el grupo 3. Perimetro del circulo, que
se refiere a que los estudiantes emplearon el perimetro del circulo para dar solucion al
problema del episodio. Aqui, al igual que los otros estudiantes, muestra que el recorrido que
realiza el gusano con la distancia minima es la sefialada sobre la superficie superior del cono.

Solamente uno de los siete estudiantes se centrd en el grupo 4, la cual se refiere a los
estudiantes que empelaron el perimetro del circulo y la formula del teorema de Pitagoras para
dar solucion al problema planteado.

Un estudiante se centrd en el grupo 5. Distancia entre dos puntos, volumen del cono y
perimetro del circulo. Aqui el estudiante empleo la formula del perimetro del circulo, el
volumen del cono y la formula de la distancia entre dos puntos para resolver el problema.

Solo un estudiante se centrd en el grupo 6. Volumen del cono y perimetro del circulo. El

alumno empled la formula del volumen del cono y el perimetro del circulo para resolver el
problema.
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Variacién y Creacion de Problemas de manera individual
Aqui se presentan las variaciones realizadas al problema del cono por parte de cada uno de
las alumnas, y el problema creado a partir de esas variaciones.

e Produccién de la Alumna A

Variacion 1.

La Alumna A sigue considerando el gusano, pero ahora lo sitda en un plano 2D, dentro de
una circunferencia, y empleando una representacion grafica, tal y como se muestra en la
figura 21 marcado en color azul. Asimismo, considera un requerimiento similar al del
gjercicio inicial, pues pide encontrar una distancia minima para llegar de un punto a otro,
como se muestra en la figura sefialado en color rojo. El entorno esté situado en aplicar el
concepto de distancia entre dos puntos para dar solucion al problema, esto se observa en la
parte marcada en color naranja. El contexto es extra matematico.
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Figura 21. Problema creado a partir de la primera variacion del problema del cono por parte de la
Alumna A

Produccién oral de la Alumna A:

“Yo hice un circulo del que no pudiera salir el gusanillo, entonces solo podia andar pues
por adentro pero por aca afuera no. Entonces yo di un punto del circulo que es este (2,2)
donde se encontraba el gusano, entonces lo que saqué fue la distancia con la férmula de
distancia entre dos puntos, y ya después hice otra pregunta de que el punto de su comida
estaba adentro o afuera del circulo, entonces yo le puse que era parte de la circunferencia
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porque el problema especifica que su centro estaba en el origen y cuanto media el radio.
Entonces el radio media 3.59 y su comida estaba en el punto (3.59, 0) ”

Variacion 2.

Para la variacion 2, la alumna cambia la informacion respecto al problema inicial, el cual
pedia Determinar la minima longitud del recorrido del gusano cuando va del punto A al
punto B, y en este caso, sitla a una persona que tiene que recorrrer cierta distancia para
realizar sus comprar. Esto se puede observar en la figura 22 marcado con color verde.
También cambia el requerimiento, puesto que esta pidiendo encontrar la distancia recorrida,
pero en este caso, planteando expresiones para encontrar las medidas de los lados de la figura
rectangular, observar el texto marcado en color rojo en la figura 22. El contexto es extra
matematico y el entorno esta situado en un concepto fisico, que es la distancia recorrida.
Asimismo, la estudiante realiza un diagrama representativo al problema.
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Figura 22. Problema creado a partir de la segunda variacion del problema del cono por parte de la
Alumna A

e [Estudiante 2

Variacion 1:

En esta variacion, el estudiante 1 cambi6 el requerimiento, ya que en el ejercicio inicial se
pedia encontrar la distancia minima que recorrera el gusano para ir del punto A al punto B,
y en este caso, el estudiante pide encontrar las medidas maximas de los lados de un
rectangulo. También cambi6 la informacion, el contexto sigue siendo extra matematico. El
entorno matematico cambio, ya que emplea el criterio de la primera derivada.
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Variacién 2:

En la segunda variacion para la creacion del problema mas retador, el estudiante cambio la
informacion, pues en este caso el gusano es quien estd empujando un triangulo, haciendo
alusion a la formacion de un solido de revolucion, que al empujar el triangulo forma un cono.
El requerimiento también cambid, puesto que pide encontrar las medidas que debe tener la
base del triangulo para que el volumen del cono sea maximo. El contexto sigue siendo extra
matematico, y el entorno matematico cambio, ya que emplea el criterio de la primera
derivada.

e FEstudiante 3
Variacioén 1.

El problema creado por el estudiante 3, esta situado en un contexto intra matematico, el cual
es distinto al contexto del problema inicial. Asimismo, el problema tiene un requerimiento
distinto al problema inicial, pues lo que se desea encontrar en este caso es la maxima vy la
minima distancia entre dos puntos que se encuentran en una circunferencia. De la misma
manera, la informacién cambio y el contexto también. Se puede decir que el estudiante
realiz6 una variacion por combinacion de elementos.

Variacion 2.

El problema creado mediante la segunda variacién del problema inicial, esta situado en un
contexto extra matematico. Asimismo, el problema tiene un requerimiento distinto al
problema inicial, pues a diferencia del problema inicial, el requerimiento en este problema
es encontrar la minima distancia que puede recorrer la arafia para salir de la caja. De la misma
manera, la informacién cambi6, ya que ahora sitla a una arafia quien esta atrapada en una
caja que tiene forma rectangular, y que se encuentra en el centro de dicha caja. El contexto
también cambid. Se puede decir que el estudiante realiz6 una variacion por combinacion de
elementos.

e FEstudiante 4
Variacion 1.

Para el caso de la creacion del problema del estudiante 2, el requerimiento es similar al de
ejercicio del inicial, puesto que el estudiante pide calcular el recorrido mas 6ptimo que deben
recorrer dos personas para llegar a un restaurante en el menor tiempo posible. En este caso,
el contexto sigue siendo extra matematico, y el entorno matematico cambio, ya que no
emplea el criterio de la primera y la segunda derivada, sino que usa el perimetro de un
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triangulo. Asimismo, el estudiante plantea el problema en un plano 2D, haciendo uso de un
triangulo.

Variacion 2.

En la variacion 2, el estudiante sigue considerando un entorno matematico pero distinto al
que se plantea en el ejercicio inicial, ya que aqui ya involucra velocidades y distancias.
Cambio6 la informacion, el contexto sigue siendo extra matematico y el requerimiento es
distinto, ya que lo que se desea encontrar son los dias que debe entrenar un nadador
profesional.

e FEstudiante 5

Variacion 1

Para el caso de la creacion del problema del estudiante 5, la informacién cambio, el
requerimiento es similar al de ejercicio del inicial, puesto que el estudiante pide calcular el
recorrido de un gusano el punto A al punto B que se encuentran en las esquinas de un
triangulo rectangulo. En este caso, el contexto sigue siendo extra matematico, y el entorno
matematico cambio, ya que emplea el teorema de Pitagoras y el perimetro de un triangulo.
Asimismo, el estudiante plantea el problema en un plano 2D, haciendo uso de un triangulo.

Variacion 2

La variacion 2 que realizé el estudiante 5, es similar a la variacion 1. En esta nueva creacion
del problema, la informacién cambi, la figura ya no era un triangulo como en el problema
creado anteriormente, el requerimiento es similar al del problema creado anteriormente,
puesto que el estudiante pide calcular el recorrido de una persona que debe visitar distintos
sitios. Asimismo, en el requerimiento pide la distancia recorrida en un menor tiempo, pero
no incluye en su informacion la velocidad a la que camina o viaja la persona. En este caso,
el contexto sigue siendo extra matematico, y el entorno matematico cambio, ya que emplea
el teorema de Pitagoras y el perimetro de un triangulo. Asimismo, el estudiante plantea el
problema en un plano 2D, haciendo uso de triangulos.
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e FEstudiante 6

Variacion 1

El estudiante 6 cred un nuevo problema realizando variaciones en tres de los elementos del
problema inicial. La informacién cambié con respecto al ejercicio inicial, pues incluye
velocidad, distancia y tiempo. El requerimiento, también es distinto, pues pide encontrar la
distancia recorrida en determinado tiempo, en este caso en un tiempo de 3 horas. El contexto
es extra matematico y el entorno cambid con respeto al problema inicial, puesto que incluye
el concepto fisico de velocidad.

Variacién 2

En la variacién 2 cambid la informacién respecto al problema inicial y al problema creado
anteriormente. Este nuevo problema sigue estando en el contexto extra matematico. El
requerimiento es distinto con respecto al problema creado mediante la primera variacion, ya
gue aqui pide encontrar el total de area que recorre un conejo, asimismo, pregunta cual sera
el camino indicado que debe recorrer el conejo. El entorno es similar al del problema creado
mediante la primera variacion, puesto que incluye el concepto fisico de distancia recorrida.
Sin embargo, el problema carece de datos y estructura para poder ser resuelto.

e FEstudiante 7
Variaciéon 1

El estudiante 7, cre6 un nuevo problema variando tres de los cuatro elementos del problema
inicial. La informacion la cambio, ya que ahora el gusano se desplaza sobre un triangulo
isdsceles con la restriccidon de no pasar por la base del mismo. Asimismo, asigna medidas a
la base y a la altura de dicha figura. El requerimiento es distinto, puesto que pide encontrar
las dimensiones de los lados del triangulo pro el cual pasara el gusano. El contexto es el
mismo, extra matematico y el entorno es distinto, puesto que se incluye un concepto
matematico como el de teorema de Pitagoras.

Variacion 2

Vemos que el estudiante 7, sigue trabajando con triangulos isosceles, pero tiene la interesante
idea de considerar triangulos inscritos a una circunferencia. El no llega a una respuesta y no
la plantea. Aqui la pregunta es ¢existira el triangulo con area maxima inscrito en ese circulo
de radio de 6 cm? En este problema la informacion cambia. El requerimiento ahora es
diferente al del problema creado anteriormente, puesto que pide encontrar el triangulo
inscrito de area maxima inscrito en el circulo. El contexto cambid, es intra matematico. Y el
entorno es distinto.
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Sesion 3
Etapa 4. Variacion y Creacion de Problemas de manera grupal

Aqui se presentan las variaciones al problema del cono y el problema creado a partir de dichas
variaciones, pero ahora realizado de manera grupal. En primera instancia se presenta la
produccion oral (la cual se encuentra completa el Apéndice 1) y la produccién escrita del
problema creado por el quipo donde colaboré la Alumna A, el cual es el equipo 1.
Posteriormente se presenta una descripcion de los problemas creados por los otros dos
equipos.

e Equipo 1 (esquipo de la Alumna A)
Produccion oral

Alumna B: pues es un arbol cuadrado. Imaginate que nada mas sean dos gusanos que estan
en D y que tenga que llegar al punto A y al punto B, uno a cada lado. Entonces también la
rayita naranja, o sea que todas estas rayitas también fueran parte del arbol. O sea que el
arbol fuera como una raya o un rectangulo y ya pues nada mas sacar la distancia mas corta.

Alumna A: Si, o podria ser mas bien, ¢ cual seria la ruta mas corta para el gusano de C, no?
para que recorra mas, parallegaraAoB

Alumna A: ¢pero cuales serian los dos? Hay que dejar los tres y que la pregunta de
optimizacion sea cudl de los tres llega primero a su punto, no?

Alumna A: ahi le tienes que poner que el par de gusanos son los que van a Ay B, porque C
vade D

Alumna B: Pues es que no tiene caso que calculemos de C a D, ¢,0 si?, porque ya sabemos
que es la mitad de arbol, o sea que es 1.5.

Alumna B: Tenemos los dos gusanitos de aqui en D, entonces los gusanos, tienen que llegar
uno a Ay uno a B. Entonces la pregunta va a ser ¢ Cual es la distancia mas corta?, ;no? O
sea que, pues es lo menos que pueden hacerdeBaDydeBaA

Alumna A: O sea nada mas serian dos caminos, los naranjas y el azul.

Alumna B: ¢Entonces si le cambi0? es que entonces si no entendi para que nos sirve la
velocidad

Alumna A: Es que yo crei que ibamos a poner que un gusano, tomala la ruta de las rayas
naranjas y el otro la azul para saber cuanto se tarda uno por las naranjas y otro por la azul.
Pero es que ya si vamos a tener nada mas dos gusanos para que nos va a servir de Ca D
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Alumna B: Si pues ese lo quitamos, el otro era para ver cual lleva més rapido a cada punto,
a su punto. Pues ya no tiene caso que nada mas calculemos de C a D porque pues ya
sabemos, el mismo largo del &rbol lo dice. Yo pensaba que estando los dos gusanos en D,
después ya sabiendo esto de las medidas de lo largo y lo ancho del arbol, con eso podriamos
hacer la pregunta de ¢ Cual es el camino mas corto para los gusanos para llegar a Ay a B?

Alumna A: O sea dar la medida también de D a B, o sea las rayas Azules

Alumna B: Eso se puede omitir. Pero no sé porque siento que no estamos poniendo el
problema de optimizacion si me entiendes

Alumna A: Si, y sacar las dos rutas y ya nada mas multiplicarlo para sacar cuanto se tarda,
cuantos minutos,

Alumna B: Y ya de ahi sale el tiempo y ¢ es la ruta es la mas corta
Alumna A: Okay
Alumna B: ¢Quieres preguntar otra cosa?

Alumna A: Estaria bien, ;no? y si otra pregunta es que se agrega otro punto en donde esta
entre Ay B.

Alumna B: ¢Y asi la Alumna Ay la otra pregunta la pongo desde C hasta E?
Alumna A: Solo que un camino seria desde C hasta la punta y luego hacia E
Alumna B: Y el otro pues llegade CaD yluegode DsevaaAyluegode AaE
Alumna A: Aja

Alumna B: Y el otro pues llega de C a D hasta a A. pero es que igual estas distancias ya las
conocemos entonces no es tarada

Alumna A: ¢ Pero a los otros puntos que no tienen nombre no les pongo nada solo les pongo
CaA?

Alumna B: Puedes poner de C a D y luego de D por el borde del cuadrado o triangulo
rectangulo que se forme hasta llegar a A. Por ejemplo yo tengo que sacar cuanto tiempo
tarda en minutos, pero tu vas a sacar la distancia o tambien el tiempo, igual se sacan los dos
pero para poner las preguntas.

Alumna A: Si el tiempo, pues es que la distancia mas corto va a ser el tiempo mas corto
también

Alumna B: Pues si
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Alumna A: Si te sale 2.12?

Alumna B: Me sale raiz de 4.5

Produccién escrita

Los integrantes de este equipo cambiaron la informacion. Ahora incluyeron dos gusanos, los
cuales estan sobre un arbol, tal y como se muestra en la figura 23 marcado en color rojo. El
requerimiento es distinto al problema inicial, ya que el problema inicial pedia Determinar la
minima longitud del recorrido del gusano cuando va del punto A al punto B. En cambio, en
este problema piden encontrar el tiempo que tardan los gusanos en llegar al punto A y al
Punto B, si se encuentran inicialmente en el punto D, esto se puede observar en la figura
marcado en color azul. Aqui las alumnas argumentaron que la distancia mas corta sera el
tiempo maés corto. Asimismo, afiaden otro requerimiento, el cual es encontrar el tiempo que
tardara el gusano en realizar el recorrido mas corto hasta el punto E, si ahora éste se sitla en
el punto C. El contexto es extra matematico y el entorno matematico que interviene para
resolver el problema es el teorema de Pitagoras, la distancia entre dos puntos y el concepto
fisico de velocidad, esto se puede apreciar en la figura 24, en donde se explica la solucion de
dicho problema.

Dos gusanos se encuentran en un arbol en el punto D representado en la figura.|Las

medidas del arbol son de 3 m de ancho y 3 metros argo, ademas, gusano
avanza con una velocidad de 3cm por minuto;
(] ]
A = B
D
L¢]
Calcule.

* ;Cuanto tiempo tardara cada gusano en llegar al punto A y B raspectivamenta
por la ruta mas corta?
|

* Suponiendo que un gusano se encuentra en el punto C y quiere legar al punto E
que se encuentra en un cuarto del ancho del arbol. ;Cuanto tiempo tardara para

Figura 23. Problema creado a partir de la variacion del problema del cono por parte del equipo 1
donde colabor6 la Alumna A.
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La siguiente figura 24, muestra la solucion al problema que las alumnas variaron. Como ya
se menciono en parrafos anteriores, el contexto que se empled en este problema es extra
matematico y el entorno matematico que interviene para resolver el problema es el teorema
de Pitagoras, la distancia entre dos puntos y el concepto fisico de velocidad.

Figura 24. Solucién al problema creado a partir de la variacion del problema del cono por parte del
equipo 1 donde colaboré la Alumna A.

e Equipo 2

El equipo 2, el cual estaba conformado por tres integrantes, cred un nuevo problema a partir
del problema inicial, el del gusano sobre el cono, realizando una variacion por combinacion
de elementos, es decir, variaron los cuatro elementos del problema.

Las estudiantes cambiaron la informacion en distintas ocasiones. En el primer problema
creado, los estudiantes querian encontrar el costo minimo de la compra de materiales para
construir una cancha, teniendo dos opciones de compra, uno mas barato que en otro. El
contexto fue extra matematico y, el nuevo entorno matematico que queria que interviniera
para resolver el problema era el criterio de la primera y segunda derivada.

Posteriormente, cambiaron la informacién y el requerimiento, ahora en el requerimiento
piden encontrar el perimetro de una pista de hielo para que el costo del material sea el
minimo. El contexto fue el mismo que en el anterior, y el entorno matematico que interviene
para resolver el problema es el criterio de la primera y segunda derivada. Los integrantes del
equipo no pudieron resolver el problema que ellos crearon, por lo que decidieron crear otro
problema.
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Finalmente, volvieron a cambiaron la informacién. En este problema los estudiantes plantean
una ecuacion para aplicar el criterio de la primera y segunda derivada. Ahora en el
requerimiento piden encontrar el costo de 210 labiales. El contexto fue el mismo que en el
anterior, y el entorno matematico que interviene para resolver el problema es el criterio de la
primera y segunda derivada.

e Equipo 3

Los integrantes del equipo tres, cambiaron la informacion del problema inicial. En este caso,
se sitlan en una parabola y = x2 — 1, pero al momento de graficarla en el resultado, la
grafican de manera erronea, la gréfica que plantean no corresponde con la funcién. El
requerimiento también lo cambiaron, pues en este problema creado lo que piden es calcular
las coordenadas del punto B, punto al que debe llegar el gusano. Asimismo, piden la distancia
que recorrera el gusano para llegar a su comida la cual se encuentra en el punto B. los
estudiantes no lo escriben, pero el segundo requerimiento lo plantean teniendo en mente que
la distancia que recorrera el gusano debe ser minima. El contexto es extra matematico y el
entorno matematico que interviene para resolver el problema es el teorema de la distancia
entre dos puntos y el criterio de la primera y segunda derivada.

Sesidon cuatro

Etapa 5. Socializacién con todos los participantes

En esta seccidn se presentan los resultados de la etapa 5, la cual es la socializacion entre todos
los participantes. Los participantes compartieron con todos, en exposiciones breves, las
razones didacticas y matematicas tras el problema creado, en forma grupal. También
expusieron la solucion de dicho problema. Asimismo resolvieron el problema creado por otro
equipo, y expusieron su solucion e hicieron comentarios criticos desde el punto de vista
matematico y didactico. El proposito fue que la discusion con los autores de los problemas,
asi como los comentarios de los participantes y del investigador, contribuyeran a mejorar la
capacidad de crear problemas con potencialidades matematicas y didacticas. En esta sesion,
los integrantes del equipo 3 no asistieron para realizar esta etapa.

En este apartado, se presenta especificamente la produccién oral y escrita que realizo el
equipo de la Alumna A al resolver el problema que creo otro equipo.

e Equipo 1 resuelve el problema creado del equipo 2

En esta seccion se presenta la produccion oral y escrita por parte del equipo donde colaboré
la Alumna A al resolver el problema creado por otro equipo. La produccion oral completa se
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presenta en el Apendice Il. En primera instancia se presenta el enunciado del problema que
cred el equipo autor y algunas imagenes que incluyeron como apoyo visual. Posteriormente,
se presentan algunas observaciones sobre el problema realizadas por el equipo de la Alumna
A. Finalmente, se presentan algunas modificaciones, por parte realizadas por parte del equipo
de la Alumna A, al enunciado inicial planteado por el equipo autor, las cuales estdn marcadas
en color naranja, y con base en la modificacion, resuelven el problema.

Produccion oral del equipo de la Alumna A

Alumna B: No pues no entiendo ese dato, pero es que mira lo que tenemos que optimizar es
el perimetro de la pista, o sea la funcidn perimetro

Alumna B: Es que o sea, por ejemplo, aqui nos dice que la pista de hielo tiene un area de
2000 m cuadrados, pero estamos de acuerdo que una formula para el area de esta figura
pues no la conocemos, entonces la tendriamos que partir en un rectangulo y estas dos partes.
Pero estas dos partes a su vez, la podemos partir en, o sea si pasamos una rayita por aqui y
otra por aqui se parte otra vez en un rectangulo.

Alumna A: Para que las esquinas al contarlas se hagan el circulo.

Alumna B: Pero nada més dice que estan unos medios circulos que tienen la medida del
radio, o sea, éste y éste forman medio circulo, pero también este forma otro medio circulo
pero no sé cuanto es de aqui a aqui.

Alumna A: Y luego dice que los lados curvos son, entonces, el % del circulo que dices

Alumna B: si, 0 sea que también no sabemos, por ejemplo aqui podemos sacar una relacion
de que el costo por metro es de 50 pesos y todo este lado curvo también esta en metros pero
cuesta 60 entonces con una regla de tres, sacariamos la medida de aqui, la medida de aqui,
la medida de aqui, la medida de aqui.

Alumna B: pero no sabemos si el costo sea proporcional por metro, ¢si me entiendes? O si
vaya disminuyendo.

Alumna B: Mira es que ahorita, se me ocurri6, segun yo, nos falta el dato del radio mira
por gue por ejemplo, si nos vamos de aca abajo, la solucion lo que tenemos, es minimizar es
el costo del perimetro. Entonces seria la funcidn perimetro en este caso es dos lados del
rectangulo grande, dos lados del rectangulo chico y el del circulo, pero no conocemos el
radio. Entonces se lo dejariamos expresado, supongo.

Alumna A: Es que dice que de lado de los lados 'y que hay unos medios circulos que creo
que es ése, a lo mejor se les olvidd dibujar el de arriba y dice que es la misma medida pero
a lo mejor ese medio circulo es la misma medida que los de a lado.
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Alumna A: ¢Aqui maestra no falta que nos digan el radio? Pero maestra entonces pasa si
falta eso ¢ Nosotros le podemos dar valor o nada més poner las criticas?, entonces ¢ podemos
cambiar lo que nosotros creamos que nos va ayudar a resolverlo?

Alumna B: EIl primer problema que le veo es que o sea la redaccion no esta muy claro, o
sea, cOmo que no tiene continuidad o sea como que de un punto a otro cambia, pues si esta
muy cortado

Alumna A: si le falta algo, por ejemplo ahi en los 2000 m podemos especificar que esos
2000 m2 son del total, eso no lo dice.
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Produccién escrita:

Problema inicial

Se desea construir una pista de hielo que tiene 2000 m2. Esta formada por un rectangulo de
lados “x”y “y”. De los lados “y” estdn unos medios circulos que tienen la misma medida del
radio. El precio de poner el hielo es de $200 pesos por m?, también se pondra una proteccion
alrededor, en los lados rectos. El costo por metro es de $50 pesos y el precio de los lados

curvos es de $60 pesos.

Calcular el perimetro de la pista para que su costo sea minimo.

| A5 : N
1T . : L n\:(]
. | O &
|Q ce :)

Observaciones.

o Falta especificar si el area es total para la pista

e Faltan medidas del radio

e Faltan fluidez y conexion en el texto

e Al resolver el ejercicio los valores de x e y son casi iguales

e Al resolver el gjercicio se encontraron fallas con la creacion de las ecuaciones

Problema modificado.

Se desea construir una pista de hielo que tiene 2000 m? de area, esta esta formada por un
rectangulo de lados “x” y “y”. De los lados “y” estan unos medios circulos que tienen
diametro de 2.4m, este medio circulo es el mismo que se forma en las esquinas de la pista.
El precio de poner el hielo es de $200 pesos por m?, también se pondra una proteccion
alrededor, en los lados rectos. El costo por metro es de $50 pesos y el precio de los lados

curvos es de $60 pesos.

Calcular el perimetro de la pista para que su costo sea minimo.
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Solucion
Ecuaciones derivadas de los datos:
A= (b*h)—[(*1])— (mr?)]
A= (yxx)—[(24*2.4) — (r1.2%)]
2000 = xy — 1.236

2001.236
P

Vamos a optimizar el perimetro de pista

P=2(x—24)+2(y—24)=2x—48+2y—48=2x+2y—9.6

4002.472
P=2x+——-96

, —4002.472

P=2+——F-—
X

. 2x%—4002.472

P = -
X

2x% —4002.472 =0

Encontramos los puntos criticos

—+/5003090 +/ 5003090

X=X =

50 ' 50
x =44.73
Calculamos 'y
2001.236 — v 4477
447 YT

Calculamos la funcién del costo

C = 240 + 50(2x) + 50(2y)
C = 240 + 50(2(44.73)) + 50(2(44.77)
C = 240 + 4473 + 4477 = 9190




SEMANA 3

Primera sesion

En este apartado se presentan los resultados de la primera sesion al aplicar el problema de la
radio a manera de evaluacion. Los estudiantes resolvieron dicho ejercicio de manera
tradicional.

e Grupo 1. Centrados en la obtencidn de ecuaciones y aplicacion de matrices. Son
las alumnas que se centraron en la obtencion de ecuaciones para poder resolver el
problema mediante matrices.

e Grupo 2. Solucién mediante desigualdades. Son las alumnas que se centraron en el
planteamiento de desigualdades.

e Grupo 3. Método de prueba y error. Son las alumnas que no plantearon sus
variables y una ecuacion.

e Grupo 4. Centrados en la aplicacion de matrices y variables de holgura. Son las
alumnas que se centraron en la resolver el problema mediante matrices incluyendo
las variables de holgura.

Tres de las siete estudiantes se categorizaron en el grupo 1, en donde las alumnas, en primera
instancia, obtenian sus ecuaciones Yy ponian restricciones al recordar que tenian que
minimizar. Asimismo, planteaban un sistema de ecuaciones e introdujeron variables de
holgura para proceder a resolver con matrices. Cabe mencionar que la alumna A, sigue
estando categorizada en el grupo 1.
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Figura 25. Produccion escrita a la resolucion al problema de la radio por parte de la Alumna A

Solamente una de las alumnas se centré en la categoria 2, la cual se refiere a que los
estudiantes consideraron plantearon ecuaciones y a partir de ellas, resolver de manera
algoritmica.

Una de las siete estudiantes se centré en la categoria 3 Método de prueba y error. La
estudiante planted sus variables y no una ecuacion, solamente puso valores, que en uno de
los casos, el resultado resulto correcto.

Dos de las siete estudiantes se categorizaron en el grupo 4, el cual se refiere a las alumnas
que consideraron introducir variables de holgura para poder resolver por el método de
matrices.

Se puede observar que solamente una de las alumnas que se encontraban dentro del grupo 3,
al resolver el problema por segunda vez en la esta ultima sesién, lo realizo empleando marices
al igual que la mayoria de sus compafieras. En cambio, la alumna que se encontraba en el
grupo 2 en la primera sesion, considero en esta ultima sesion resolver el problema solamente
resolviendo desigualdades. Se puede decir que la Alumna A, tomada como representativa,
volvié a resolver el problema empelando matrices, al igual que en la primera sesion a manera
de evaluacion., al igual que las dos alumnas que emplearon las variables de holgura en la
primera sesién, también las emplearon para resolver el problema en la Gltima sesion.
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CAPITULO 6
)

ANALISIS Y DISCUSION




6.1 Introduccién

En este apartado se presentara el analisis y la discusion de los resultados presentados en el
capitulo anterior.

En un primer momento se presenta el analisis y la discusion de los resultados del problema
de la radio, el cual fue aplicado a manera de diagndstico. Posteriormente, se presenta el
analisis y la discusion del Mapa Hibrido que representa la creacion del problema por
variacion de manera individual por parte de la Alumna A, el cual se llevo a cabo en la Etapa
3. Después se presenta el analisis y discusion del Mapa Hibrido de la creacion del problema
por variacion, el cual se realizé de forma grupal en la Etapa 4. Posteriormente, se presenta el
Mapa Hibrido correspondiente a la resolucion del problema que cre6 otro equipo y que fue
resuelto por parte del equipo de la Alumna A. Finalmente se presenta el analisis y la discusion
de los resultados del problema de la radio, pero aplicado a manera de evaluacion. El analisis
y la discusion se llevaran a cabo mediante el empleo de los elementos del Enfoque
Ontosemidtico.

Con la finalidad de facilitar la lectura de los Mapas Hibridos, los argumentos de dichos
Mapas estdn marcados en color gris y blanco, esto con el fin de distinguir los argumentos
empleados por cada una de las alumnas (alumna A y alumna B). Los argumentos de color
gris corresponden a la Alumna A (marcado como A) y los argumentos de color blanco, son
los que empled la Alumna B (marcados como B).

6.2 Analisis de los resultados del problema diagndstico de la radio

De acuerdo con los resultados obtenidos, la actividad matematica del grupo 1 se apoy6 en el
empleo de conceptos matematicos como son ecuaciones, para posteriormente generar una
matriz y dar solucion mediante procedimientos algoritmicos. Cabe mencionar que la alumna
representativa de la poblacion de estudiantes, se encuentra dentro del grupo 1.

De acuerdo con los resultados obtenidos, la actividad matematica del grupo 2 se apoy6 en el
argumento “lo primero que vamos a hacer es sacar nuestras ecuaciones, y como lo que
buscamos es maximizar, aplicamos algunas restricciones de donde se obtienen algunas
desigualdades, en donde se les agregan las variables de holgura” para poder realizar el
procedimiento en donde construyen una matriz ampliada con las nuevas variables de holgura
las cuales son U, V y P. Posteriormente proceden a resolver de manera algoritmica
intercambiando renglones, para finalmente obtener el resultado, sin embargo solo algunas de
las alumnas llegaron al resultado correcto debido a que algunas otras se equivocaron en el
planteamiento de sus ecuaciones para resolverlo mediante matrices “sefalar en qué se
equivocaron u +9v +x =500; u + 6v + y =100; 80u + 216v — ¢ = 0, mientras que las alumnas
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que resolvieron correctamente el problema se apoyaron en las restricciones que tiene el
problema para ser maximizado, planteando las ecuaciones correctamente y complementado
con las variables de holgura para poder completar la matriz. Las alumnas emplean el concepto
de variables de holgura y matriz ampliada para poder dar solucién. Asimismo, se puede
observar que la manera en la que emplean el concepto de optimizacién esta relacionado con
maximizar empleando matrices. Mencionan que teniendo definida la funcion objetivo,
emplean el procedimiento de resolucion como un problema dual para poder resolver el
problema que es maximizar.

Por otra parte, la actividad matematica del grupo 3 se apoy6 en el argumento “Debe llegar
por lo menos a 2.16 millones de personas y debe de comprar un total de por lo menos 80 min
de anuncio. Se deben hacer las ecuaciones y usar el método de las esquinas” para poder
realizar el procedimiento en donde da nombre a las variables x y y, para posteriormente,
plantear sus desigualdades. Posteriormente proceden a resolver de manera algoritmica
mencionando que, para se emplea el método de las esquinas, obteniendo en primera instancia
las esquinas de manera gréafica. Para lo que primero obtiene una funcion en donde sustituira
los valores obtenidos de las esquinas y finalmente obtener el resultado correcto.

Se puede observar que la manera en la que la alumna emplea el concepto de optimizacion
esta relacionado con el método de las esquinas, es decir, empleando un método gréfico,
puesto que menciona que los puntos, donde intersectan las rectas obtenidas a partir de las
ecuaciones, se obtienen graficando.

Finalmente, en la actividad matematica del grupo 4, las alumnas se apoyaron en el argumento
“si solo fuera de radio, solo seria esa cantidad de dinero $36,000 por 2.16 millones de
personas Y si fuera por television seria 12,000, también considerando que lo veran alrededor
de 2.16 millones de personas, aunque solo abarcan 24 min un total de $40,000 en 80 min con
7.2 millones de personas viéndolo” para poder realizar el procedimiento en donde plantea
porcentajes. Para obtener estos resultados, el estudiante no realiza ningin procedimiento, por
lo que si resultado resulta erréneo.

De lo anterior puede verse que la optimizacion para los grupos 1, 2 y 3 esta relacionado con
los procedimientos de matrices y esquinas, mientras que la optimizacién para el grupo 4 no
es del todo claro debido a que no tienen asociado un procedimiento o cualquier otro objeto
en el cual apoyarse para poder resolver (directamente) el problema.

6.3 Analisis de la resolucion y variacion del problema individual

De acuerdo con los resultados obtenidos, la actividad matematica del grupo 1 se apoyo en el
argumento “aplicamos el teorema de Pitagoras” para poder realizar el procedimiento en
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donde traza lineas en el cono formando un tridngulo rectdngulo, en el cual consideran como
catetos el valor del radio y la altura del cono. Posteriormente proceden a resolver de manera
algoritmica para encontrar el lado faltante, que en este caso seria la distancia méas corta. Sin
embargo, se puede observar que la alumna llega a la respuesta correcta pero el recorrido que
ella sefiala que es el mas corto es erroneo, ya que el sefialamiento que ella realiza, es sobre la
superficie del cono. Asimismo, el planteamiento del problema es erréneo.

La actividad matemaética del grupo 2 se apoyd en los conceptos de perimetro y area del
circulo, y teorema de Pitadgoras para dar solucion al problema del episodio. La estudiante
realiza el procedimiento en donde traza lineas en el cono formando un tridngulo rectangulo,
en el cual consideran como catetos el valor del radio y la altura del cono. Asimismo, emplea
el area y perimetro del cono para poder encontrar la distancia minima. Aqui, al igual que el
estudiante anterior, muestra que el recorrido que realiza el gusano con la distancia minima es
la sefialada sobre la superficie superior del cono, la cual es erronea. Asimismo, se puede
observar que la manera en la que emplean el concepto de optimizacion esta relacionado con
el Teorema de Pitagoras.

Por otra parte, la actividad matematica del grupo 3 se apoyo en el argumento “la minima
longitud seria recorrer la mitad de la circunferencia del vaso conico” para poder realizar el
procedimiento en donde plantea obtener el perimetro. Posteriormente proceden a resolver de
manera algoritmica aplicando la formula para obtener el perimetro de un circulo y finalmente
dividirlo entre 2, justificando que lo realiza porque el gusano solo recorre la mitad.

Finalmente se puede observar que el recorrido que ella propone es erréneo, ya que lo describe
sobre la superficie de cono. La manera en la que emplean el concepto de optimizacion esta
relacionado con el concepto de perimetro.

La actividad matematica del grupo 4 se apoy6 en los conceptos de perimetro del circulo y
teorema de Pitagoras para dar solucién al problema del episodio. La estudiante realiza el
procedimiento en donde traza lineas en el cono formando un triangulo rectangulo, en el cual
consideran como catetos el valor del radio y la altura del cono. Asimismo, emplea el
perimetro del circulo para poder encontrar la distancia minima y finalmente dividirlo entre
2. Aqui, al igual que el estudiante anterior, muestra que el recorrido que realiza el gusano con
la distancia minima es la sefialada sobre la superficie superior del cono, la cual es errénea.
Asimismo, se puede observar que la manera en la que emplean el concepto de optimizacion
esta relacionado con el Teorema de Pitdgoras. Cabe mencionar que la Alumna A se encuentra
categorizada en este grupo 4.

La actividad matematica del grupo 5 se apoy6 en un procedimiento algoritmico para resolver
el problema aplicando la formula para obtener el perimetro de un circulo y la férmula del
volumen de cono. Al momento de obtener el perimetro, realiza un procedimiento (resta) el
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cual conduce a un resultado erréneo. Asimismo, se puede observar que la alumna solamente
plantea la formula de distancia entre dos punto argumentando que es la funcion que se debe
optimizar, sin embargo, no la emplea para resolver el problema.

Finalmente se puede observar que el recorrido que ella propone es erréneo, ya que lo describe

sobre la superficie de cono. La manera en la que emplean el concepto de optimizacién esta
relacionado con el concepto de perimetro y distancia entre dos puntos.
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Situacion:
Un gusano se desplazard sobre un vaso conico,
del punto A al B, que se encugntran sobre la boca del vaso,
como se muestra en la figura
El radio del cono es 1/3 | 5u itura s (2v2)/3.
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Figura 26. Mapa Hibrido de la variacion individual de la Alumna A



En la figura 26 se ilustra el Mapa Hibrido asociado a la produccion de la Alumna A en la
variacion del problema del cono. En el mapa se identifican 3 préacticas: la practica I, que es
de interpretacion; la préctica I1, de variacion; la practica 1, resolucion del problema variado.
Asimismo, se identifican un total de 36 objetos matematicos y no matematicos, 24 de ellos
son objetos matematicos, 10 son objetos no matematicos y 2 de ellos son argumentos. Existen
11 objetos en la practica | numerados del 1 al 11, 12 objetos en la practica Il numerados del
12 al 23 y 13 objetos en la practica 111 numerados del 24 al 36. La construccion del Mapa
Hibrido correspondiente a la variacion se inicia con la descripcion del problema del cono
mediante la pregunta correspondiente al problema (ver A en figura 25). Asimismo, en la parte
inferior se describen los nombres de cada una de las practicas correspondientes de manera
consecutiva.

En la primera practica la alumna identifica la restriccion del movimiento del gusano al
materializar el primer argumento: Yo hice un circulo del que no pudiera salir el gusanillo,
entonces solo podia andar pues por adentro pero por aca afuera no. Entonces yo di un
punto del circulo que es este (2,2) donde se encontraba el gusano. En éste primer argumento
se encuentran los conceptos matematicos 1, 5, 6, relacionados con aspectos geométricos del
problema; asi como los conceptos no matematicos 2, 3, 4 relacionados con las restricciones
del movimiento del gusano y un argumento 7. En un segundo argumento: entonces el gusano
tenia que llegar a otro punto por su comida. Entonces tenia que ir por la distancia mas
corta; mediante los conceptos matematicos 9 y 11, relacionados con aspectos geométricos
del problema, y conceptos no matematicos 8 y 10, se identifica el problema a ser resuelto, el
cual es identificar la distancia minima. Dicho argumento marcado con la ruta 8-9-10-11, esta
relacionado con la optimizacion, en donde identifica la restriccion del gusano y la alumna lo
emplea para variar el problema y dar lugar al primer argumento de la préactica Il.

La practica Il se inicia con una idealizacién los objetos 12-20, representados mediante la ruta
12-13-14-...-20, ya que la alumna no esta pensando en el gusano, sino mas bien, en un punto
en el plano. También se realiz6 dos procesos de significacion, a través de 12-13-14-...-20, el
primer proceso de significacion se realizd en 19, que es entre el par ordenado (2,2) y la
ubicacion del gusano, y el segundo, en 20, con el concepto comida asociado al punto (3.59,
0) en el plano.

Por otra parte, en 21 dentro de la practica Il, se involucra una propiedad matematica que es
distancia entre dos puntos. Finalmente, se presenta en 22 y 23 las preguntas correspondiente
al nuevo problema creado a partir de la variacion, las cuales estan relacionadas con la
optimizacion. En 22 se puede observar un proceso de problematizacion, el cual esta
relacionado con el concepto de optimizacion.

En la préactica Ill, en un primer argumento sefialado en la ruta 24-25-26-27-28, la alumna
llevd a cabo un proceso de algoritmizacion para calcular la distancia entre dos puntos, es



decir, resuelve el problema que planted en la préctica Il, el cual le permite obtener el resultado
en 28. También llevo a cabo un proceso de particularizacion porque emplea el Teorema de
Pitagoras general y lo particulariza al contexto que estd resolviendo. Finalmente, en el
segundo argumento que se sefiala en la ruta 29-30-...-36, se puede observar un proceso de
argumentacion y de significacion.

En el argumento 8-11 de la préactica I, donde la alumna identifica la restriccion del
movimiento del gusano en el argumento 1-7, y la accion en el argumento 8-11, el cual tiene
que ver con la optimizacion y emplea ambos argumentos 1-7 y 8-11 para llevarlos al contexto
nuevo, el cual corresponde a la variacion por informacién, en el argumento marcado con la
ruta 12-20 en la préctica Il. Y una vez obtenida la variacion en la préctica Il, la alumna
problematiza. Después, en la préctica Il en el argumento sefialado con la ruta 24-25-26-27-
28, la alumna lleva a cabo un proceso de algoritmizacion y particularizacion. Finalmente, en
la misma préactica Ill, la alumna la alumna lleva a cabo un proceso de justificacion marcado
con la ruta 29-30-...-36, el cual estd apoyado en el argumento 12-13-14-...-20 para poder
justificar el resultado en 28.

6.4 Mapa Hibrido de la Creacion de Problemas grupal

A continuacién, en la figura 27 se presenta un esquema general del Mapa Hibrido de la
variacion y creacion del problema de manera grupal. Dicho mapa fue creado a partir de la
produccion oral y escrita por parte de las integrantes del Equipo 1, en donde colabor6 la
Alumna A. El mapa presenta tres practicas: practica I, de discusion e interpretacion; practica
Il, de variacién; practica Ill, resolucién de la pregunta 1; y practica 1V, resolucion de la
pregunta 2. Se presentan dos practicas relacionadas con la resolucion, esto debido a que,
cuando las alumnas variaron en la practica Il, surgieron dos preguntas. Por cuestiones de
espacio, se presentan cuatro mapas separados, los cuales corresponden a cada una de las
practicas.

| Sistema de Pricticas J

|

- —involucra=— -

Practica 1, Discusion Prictica 11, Practica III Resolucion Prictica IV, Resolucion
¢ interpretacion z Variacion a la pregunta 1 a la pregunta 2

Figura 27. Esquema del sistema de préacticas perteneciente al Mapa Hibrido de la variacion del
problema por parte del equipo 1 donde colaboré la Alumna A.
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La figura 28 muestra el Mapa Hibrido de la practica I: interpretacion y discusion, el cual
muestra el intercambio de ideas e interpretacion. EI mapa se presenta de manera simplificada,
en donde la simplificacion consistio en prescindir de la discusion de variacion del problema
que no esta relacionada con la optimizacion.

En general, esta primera préctica consiste en dos momentos, que por cuestiones de espacio,
solamente se presentara en el mapa del segundo momento. EI primer momento consiste en
un dialogo en el cual las alumnas planteaban tres gusanos y sefialaron que estaban
optimizando sin emplear funciones y el criterio de la primera y segunda derivada. Asimismo,
comenzaron planteando un problema en el cual un arbol iba a crecer ciertos metros por afio,
por lo que optaron por modificar y plantear que el arbol no creciera, sino mas bien, situar a
tres gusanos en el arbol y que los gusanos avanzaran con cierta velocidad cada minuto, y con
base en ello poder calcular cuanto tiempo tardan en llegar de un punto a otro y calcular cuél
era la ruta mas corta. De la misma manera, incluyen una propiedad que es la regla de tres, la
cual la emplean para realizar conversiones de medidas y obtener distancias. Asimismo,
argumentan las posiciones en las que se encontraran los gusanos y los distintos puntos a los
que llegaran cada uno tomando en cuenta las distintas rutas.
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Situacion:
Un gusano se desplazard sobre un vaso conico,

del punto A al B, que se encuentran sobre la boca del vaso,

como se muestra en la figura,

El radio del cono es 1/3 y su altura es (2¥2)/3.

Problema:
Determinar la minima longitud del recormido | A
del gusano cuando va del punto A al punto B,
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Figura 28. Mapa Hibrido de la practica I. Discusion e interpretacion de la variacion del problema de manera grupal por parte del equipo 1 donde



En la figura 28 correspondiente al Mapa Hibrido de la préctica I, se identifican un total de 57
objetos matemaéticos y no matematicos numerados del 1 al 57, de los cuales 40 son objetos
matematicos y 17 son objetos no matematicos. Los argumentos marcados en color gris, son
argumentos que emple6 la Alumna A, tomada como representativa, y los argumentos
marcados en color blanco, son los argumentos empleados por la alumna B, quien formé parte
del equipo de la Alumna A.

En el discurso que las alumnas emplean para variar y crear el problema en la Préactica I,
hablan de dos gusanos, en este sentido estan empleando un proceso de idealizacion. En el
primer argumento de la alumna B, ruta 1-2-...-8, aparecen 6 conceptos matematicos. En
particular cuando la alumna habla del concepto 5, no esta pensando en un arbol como tal,
sino mas bien lo piensa como algo abstracto al decir que el arbol sea como 6 y 7. Aqui se
puede observar la realizacién de una idealizacion debido a que la alumna habla de un arbol,
pero a su vez lo esta representando como una raya, es decir, primero idealiza el arbol y a su
vez lleva a cabo un proceso de significacion mentalmente, donde dicha significacion es que
a una raya le asocia el significado de arbol para posteriormente materializar el concepto de
raya. Es por ello que al momento de hablar de un arbol, lo esta idealizando y est4
estableciendo una funcién semidtica con un concepto matematico. Es decir, al arbol lo esta
significando de forma geométrica como raya o como rectangulo. Asimismo cuando las
alumnas hablan de optimizacion se estan refiriendo al concepto 8.

Asi mismo, en el primer argumento de la Alumna A, ver A, se puede apreciar el proceso de
problematizacion con la pregunta planteada en la ruta 9-11-12-13. Se puede observar que la
alumna relaciona la optimizacion con el concepto 10. Asimismo, en su segundo argumento
marcado con la ruta 14-15-16-...-21, afirma que la optimizacion esta relacionada con los
conceptos 16 y 17.

También se puede observar que la alumna B, en su cuarto argumento, ver 37-44, considera
que no estad empleando la optimizacion debido a que no tienen funciones para derivar.

Las alumnas al momento de abordar la optimizacion no solo ven la optimizacion en las
trayectorias, sino también en el tiempo, ver 45-46-47; 48-49-50-51; 52-53-54; 55-56; 57-58-
59. Esto surge del argumento 37-38-39. Asimismo, la E1 que es la Alumna A considera una
problematizacion, pues considera relevante introducir un nuevo punto con el fin de optimizar
en espacio y tiempo, y asi hacer del problema, un problema mas retador, ver 52-54 y 57-59.

Por otra parte, la alumna B sugiere prescindir del tercer gusano por el hecho de que el gusano
ya se sabe la distancia y no tiene otras opciones mas que una sola ruta, pero en este caso la
alumna tiene una equivocacion, ver ruta 22-27, porque si bien, el hecho de tener una sola
posibilidad puede que esa sea la minima distinta aunque los otros dos gusanos tengan
distintas posibilidades para llegar a su destino. Entonces, como el tercer gusano tiene solo un



camino, tienen la creencia de que no puede optimizarlo ver ruta 22-27. Sin embargo, el hecho
de que sepan cudl es la distancia que recorreré el gusano de C a D, no quiere decir que la
distancia sea mayor, puede ser menor que las otras distancias que recorrerdn los otros dos
gusanos. Realmente si podian considerar los tres gusanos y aungue ya se conociera la
distancia que recorreria el tercer gusano, pudiera ser que esa fuera la distancia minima. Se
puede observar que las alumnas entienden que solamente se puede optimizar si se tienen
distintas rutas.

La siguiente figura 29, muestra el Mapa Hibrido correspondiente a la préctica 11 de variacion.
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Figura 29. Mapa Hibrido de la practica 1. Variacion del problema de manera grupal por parte del
equipo 1 donde colabord la Alumna A.



En esta préctica Il se identifican un total de 26 objetos mateméticos y no matematicos
numerados del 1 al 26, de los cuales 20 son objetos matematicos y 6 son objetos no
matematicos. De manera general, las alumnas plantea tres categorias que llevan a la variacion
del problema, la primera nombrada informacion, la segunda entorno y la tercera
requerimiento. Los argumentos marcados en color gris, son los empleados por la alumna
representativa, Alumna A, y los argumentos en color blanco, por la Alumna B.

En la primera categoria, las alumnas inician con la idealizacién del gusano, del arbol y de la
ubicacion espacial de los gusanos en el arbol, ruta 1-5, los cuales relacionan con los conceptos
geométricos de ancho y largo, ver 6 y 7. Ademas, este argumento lo relacionan con el
argumento de la Alumna A, el cual incluye un concepto fisico matematico que es la
velocidad. Ella argumenta que cada gusano se mueve con cierta velocidad, ver ruta 8-9-10.

En la segunda categoria, por entorno, mediante 11 y 12 las alumnas se involucran dos objetos
matematicos, la propiedad matematica del Teorema de Pitagoras y la propiedad de la regla
de 3 simple. También llevo a cabo un proceso de particularizacion ya que emplea el Teorema
de Pitagoras general y lo particulariza al contexto que esta resolviendo. Lo mismo sucede
con la propiedad de la regla de 3 simple.

En la tercera categoria, por requerimiento, en el quinto y sexto argumento realizado por la
Alumna A, ver ruta 13-14-15-...-18 y 19-29, se puede observar un proceso de
problematizacion, el cual esta relacionado con el concepto de optimizacion. Especificamente
en el argumento 6, ver ruta 19-29, la alumna propone asignar un nuevo punto sobre el arbol,
dando ciertas restricciones, y asi obtener una segunda pregunta y crear un problema mas
retador, considerando optimizar en tiempo y espacio.

La figura 30 corresponde al Mapa Hibrido de la practica 3, la practica de resolucion
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Figura 30. Mapa Hibrido de la préctica I11. Resolucion del problema variado de manera grupal por
parte del equipo 1 donde colaboré la Alumna A.

En esta practica Il de manera general, las alumnas plantea dos categorias que llevan a la

resolucion del problema, la primera nombrada planteamiento de férmulas y la segunda
resolver el problema.

En la primera categoria, las alumnas inician con la idealizacion del arbol y su ubicacion
espacial, ver ruta 1-5, asi como la una manera de encontrar uno de los caminos, ver ruta 5-8,
los cuales relacionan con los conceptos geométricos de ancho y largo, ver 6 y 7. Asimismo,
en 7 y 8, lleva a cabo un proceso de algoritmizacion e involucran un procedimiento para
obtener la hipotenusa. En el segundo argumento de la primera categoria, las alumnas indican
las posibles rutas que pueden tomar ambos gusanos, ver 10; 11-12 y 13-14. Asimismo, las

alumnas llevan a cabo un proceso de justificacion con el argumento 15-19, el cual permite
justificar los argumentos 10; 11-12 y 13-14.

Finalmente, en la segunda categoria las alumnas llevan a cabo un proceso de algorimizacién,
aplicando el concepto matematico de la regla de 3 para obtener la ruta méas corta dado y el
menor tiempo, ver 20-22 y 23-25. Asimismo, el argumento marcado con la ruta 26-30, es un
proceso justificativo que permite validar la respuesta dada.
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La figura 31 corresponde al Mapa Hibrido de la préactica IV, la practica de resolucion al
segundo requerimiento planteado en la variacion del problema.
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Figura 31. Mapa Hibrido de la practica IV. Resolucion para el requerimiento 2 del problema
variado de manera grupal por parte del equipo 1 donde colaboré la Alumna A.

En esta ultima practica IV, se pueden observar los distintos caminos que pueden seguir los gusanos
para llegar a su punto final, ver rutas 1-7; 8-11 y 12-15. Asimismo, la Alumna A quien fue la que
resolvid, llevd a cabo un proceso de algorimizacion, aplicando el concepto matematico de la
regla de 3 para obtener el tiempo que tardan los gusanos en llegar al punto E, ver rutas 6-7;
10-11 y 14-15. El argumento marcado con la ruta 16-18 es un proceso justificativo que
permite validar la respuesta dada al requerimiento.

De acuerdo con el analisis de los resultados realizado anteriormente con los Mapas Hibridos
de la variacion del problema de manera individual y grupal, se pudo observar que el
significado que la Alumna A asocia a la optimizacion al momento de variar el problema de
manera individual, es la distancia entre dos puntos, llevando a cabo también un proceso de
particularizacion porque emplea el Teorema de Pitadgoras general y lo particulariza al
contexto que esta resolviendo. Por otra parte, cuando varia el problema de manera grupal,
asocia la optimizacion al concepto de distancia mas corta. De la misma manera, Alumna A
no solo se limita a optimizar en espacio, sino que considera relevante optimizar en tiempo.

Sin embargo, no sucede lo mismo con el resto de los equipos, equipo 2 y 3, ya que el
significado que le asocian a la optimizacion es el criterio de la primera y la segunda derivada.
En el caso particular del equipo 2, las integrantes del equipo no variaron de manera correcta
dando como resultado un problema mal planteado, el cual no pudieron resolver, por lo que
decidieron volver a variar el problema original y crear un segundo problema, pero ahora mas
sencillo, pero siempre asociando la optimizacién al criterio de la primera y segunda derivada.
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En la siguiente seccion se analiza el Mapa Hibrido correspondiente a la resolucion del
problema planteado por el equipo 2. Dicho problema fue resuelto por el equipo donde
colaboré la Alumna A. Cabe mencionar que el problema fue el primero que cre6 el equipo 2.

6.5 Mapa Hibrido de la resolucion del problema creado por otro equipo

En este apartado se muestra el analisis del Mapa Hibrido correspondiente a la resolucion del
problema variado por el equipo 2, Se desea construir una pista de hielo que tiene 2000 m2.
Esta formada por un rectangulo de lados “x” y “y”. De los lados *“y” estan unos medios
circulos que tienen la misma medida del radio. El precio de poner el hielo es de $200 pesos
por m2, también se pondré una proteccion alrededor, en los lados rectos. El costo por metro
es de $50 pesos y el precio de los lados curvos es de $60 pesos. Calcular el perimetro de la

pista para que su costo sea minimo.

El problema anterior fue resuelto por el equipo en donde colabord la Alumna A. La
resolucion del problema por parte del equipo de la Alumna A se llevo a cabo mediante tres
practicas: préactica I, Interpretacion y discusion de la situacion; practica Il, variacion, y
practica I1l, Resolucion. Por cuestiones de espacio, el sistema de practicas se presenta de
manera separada en las figuras 32, 33 y 34.

La siguiente figura 32 muestra la primera préctica la cual corresponde a la Interpretacion y
Discusion. Se puede observar que de dicha practica es netamente discursiva, por un lado
inician interpretando y una vez que interpretan presentan argumentos que les permite
establecer que el problema esta mal planteado al carecer de datos, presentar una inadecuada
redaccion y no tener claras algunas relaciones.

En esta practica emergen argumentos que les permite justificar a las alumnas el hecho de que
el problema planteado esta mal formulado. Por ejemplo el argumento 29-30-31-32 indica que
no se tiene claro cudl es la relacion entre el costo y la longitud. Asimismo el argumento 33-
34-...-45, indica que el problema carece de datos. De la misma manera, se puede observar
que emergen algunos conceptos matematicos, ver 1y 3.

Con base en el analisis y la discusion realizada en esta practica por parte de las alumnas, la
Alumna A sugirié una modificacion del problema, ver 55. En el tercer argumento,
correspondiente a la E2, ver ruta 1-2-...-8, la alumna identifico el problema a ser resuelto y
advirtid la resolucion del problema mediante el argumento 20-21-...-28. Finalmente en el
argumento de Alumna A, sugirio algunos cambios a los valores de las dimensiones, ver ruta
60-62.
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Se puede observar que el problema variado por el equipo 2, fue un problema convencional.
Ya que se destaca a lo largo del Mapa Hibrido, el uso del concepto funcion perimetro. Es por
ello que el equipo de la Alumna A identificé la funcidn que tienen que encontrar, la cual es
la funcion perimetro, ver argumento 1-2-...-8. Las alumnas logran advertir que tienen que
encontrar una funcion y los conceptos relacionados a la funcion que quieren encontrar, los
cuales son el perimetro del rectangulo y el perimetro del circulo. Pero también advierten que
carece de datos, por ejemplo la medida del radio.
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Figura 32. Mapa Hibrido de la préctica I. interpretacion y discusion del problema resuelto por parte
del equipo 1 donde colabor6 la Alumna A.

113



La figura 33 corresponde al Mapa Hibrido de la préctica Il, la practica de modificacion, en
donde las alumnas realizan variaciones al problema. En el discurso que las alumnas emplean
para variar el problema en la Préctica, hablan de la forma que tienen la pista, en este sentido
estan empleando un proceso de visualizacion. En el primer argumento marcado con la ruta
1-7, Alumna A sugiere asignar valores a los lados de la figura. En el argumento 2,
correspondiente a la alumna B, ver ruta 8-14, se puede observar un proceso de
problematizacion, el cual esta relacionado con el concepto de optimizacion, ya que considera
plantear una funcion para poder optimizar el costo minimo, ver 10 -11. Aqui la alumna estéa
asociando el costo minimo con el concepto de optimizacion.

Por otra parte, Alumna A lleva a cabo un proceso de idealizacién del objeto 9 mediante el
argumento marcado con la ruta 34-43. Asimismo, la alumna B, Ileva a cabo un proceso de
problematizacion, al sugerir plantear ecuaciones con la finalidad de justificar si los datos
incluidos ayudaran a resolver el problema, ver 44-53. En el argumento marcado con la ruta
57-67; 68-77, la alumna lleva a cabo una justificacion y un proceso de algoritmizacion.
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La figura 34 muestra la Préctica Il1, la cual es la resolucion del problema variado por las
alumnas.

La alumna B, marcado como B, inicia con una significacion de la optimizacion, mediante el
argumento marcado con la ruta 1-6. Especificamente en el concepto 12 y 13, se puede
apreciar el significado que ella asocia. Mediante el argumento marcado con la ruta 7-18, las
alumnas identifican el problema a ser resuelto, y a partir del argumento 21-26, se muestra un
proceso de algoritmizacion que permite establecer la funcion que optimizaran. Asimismo, en
la ruta 27-31, se puede observar la relacion que establecen entre los conceptos 38 y 39. Los
conceptos marcados con la ruta 43-85, muestran la realizacion de un proceso de
algoritmizacion, advierten una resolucion mediante los conceptos 45-57, en donde aplicaron
la propiedad del criterio de la primera y la segunda derivada, advirtiendo una restriccion en
72.
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Figura 34. Mapa Hibrido de la practica Ill. Resolucién del problema creado por el equipo 2 y resuelto por parte del equipo 1 donde colabor6



El significado que atribuye el equipo de la Alumna A a la optimizacion al resolver el
problema que vari6 el equipo 2, esta ligado a un proceso de algoritmizacion asociado al
criterio de la primera y segunda derivada, el cual consiste en identificar una funcion,
derivarla, encontrar sus raices y calcular la segunda derivada. Una vez calculada la segunda
derivada, sustituye las raices en la segunda derivada y observa si el resultado es positivo o
negativo, si es positivo es minimo y si es negativo es maximo.

Por otra parte, el significado que dio el equipo 1 donde colaboré la Alumna A a la
optimizacion en la etapa anterior (variacion de manera grupal), no tenia que ver con un
proceso de algoritmizacion, ya que no buscaban encontrar una funcién que derivar, sino mas
bien, lo que se buscaba era identificar las distintas formas de llegar al mismo punto y
encontrar la distancia mas corta, y esta optimizacion no solo se llevé a cabo en espacio sino
también en tiempo. En cambio, cuando las alumnas resolvieron el problema creado por el
equipo 2, manejaron el significado clasico de optimizacién en esta ultima etapa debido a que
la variacion que realizaron del problema del equipo 2, se apoy6 en lo que ellas creian que los
integrantes de ese equipo tenian en mente. Es decir, con base en los elementos que
encontraron del problema, comprendieron lo que las alumnas del equipo 2 querian hacer. Y
esto se confirmé en la Ultima etapa de la socializacion, cuando el equipo de la Alumna A
expuso la resolucion del problema.

Esta Gltima etapa que plantea Malaspina cuando resuelven un problema de otro equipo,
podria resultar nociva para la construccion del conocimiento que se quiere, en este caso de la
optimizacion no clasica. Ya que el equipo 2 vari6 el problema dandole el significado clasico
a la optimizacion asociado a la primera y segunda derivada. En consecuencia, cuando el
equipo de la Alumna A resolvié el problema variado del equipo 2, lo que les provocé fue
que regresaran al uso clasico de la optimizacién, sabiendo que en la etapa anterior (Etapa 4)
el equipo de la Alumna A no hizo un uso clésico de la optimizacion.



CAPITULO 7

X&) »
CONCLUSIONES




7.1 Introduccién

En este capitulo se presenta en un primer momento, seccion 7.2, la respuesta a la primera
pregunta de investigacion correspondiente a la concepcién de optimizacion construida
mediante la Creacion de Problemas. Posteriormente, en la seccion 7.3, se responde a la
segunda pregunta de investigacion acerca de cémo se construye dicho conocimiento.
Finalmente, en la seccion 7.4, se presentan algunos sefialamientos referentes al uso de la
técnica de Mapas Hibridos para analizar la construccion de conocimiento en la Creacion de
Problemas, asi como también algunas perspectivas futuras de esta investigacion en la seccion
7.5.

Con base en el analisis llevado a cabo en el capitulo anterior, es posible llegar al
planteamiento de las conclusiones. Las conclusiones a las que se llegaron en este trabajo, en
general son de dos tipos. EI primer tipo tiene que ver con la construccién del conocimiento
de la optimizacion y, el segundo, relacionada con la metodologia de Creacion de Problemas
de Malaspina (2017).

La optimizacion clasica que se ensefia en el aula, el significado que le asocian es el del criterio
de la primera y segunda derivada, en donde lo que hace el alumno es buscar una funcion vy,
ya que se obtiene la derivada, después se iguala a cero dicha funcion derivada para
posteriormente obtener las raices y calcular la segunda derivada. Una vez calculada la
segunda derivada, se sustituyen las raices en la segunda derivada y observa si el resultado es
positivo 0 negativo, si es positivo es minimo y si es negativo es maximo. En cambio, con la
implementacién de la metodologia de Malaspina (2017), se pretendia que los estudiantes
asociaran a la optimizacion un significado distinto al clasico.

Como conclusién general de este trabajo puede aseverarse que la metodologia de Creacion
de Problemas por variacién si permite construir conocimiento matematico relacionado con
la optimizacion. Esta conclusién fue validada a través de las respuestas a las dos preguntas
de investigacion planteadas inicialmente.

7.2 Concepcion de la optimizacion mediante la Creacion de Problemas

En la literatura se encuentra que la metodologia de Creacion de Problemas ayuda al alumno
en la construccion del conocimiento, en este sentido, en la primer pregunta de investigacion
se planteo la necesidad de conocer cuales son los significados que los estudiantes desarrollan
cuando se les solicita crear un problema de optimizacion por variacion. De esta manera se
plante6 el cuestionamiento ¢(Qué concepcidon construyen los estudiantes acerca de la
optimizacion a partir de la Creacion de Problemas?, como respuesta a esta pregunta, se puede
decir que el equipo representativo, equipo 1 donde colaboré la Alumna A, se percatd que
para la optimizacién no es necesario la busqueda de una funcién a ser derivada, sino mas
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bien, la optimizacién esta ligada a distintos caminos o posibilidades a seguir, entre los cuales
existe alguno que maximiza o minimiza alguna variable, por ejemplo, maxima o minimiza la
longitud, tiempo, dinero, entre otras. Sin embargo, es preciso sefialar que, dicha concepcion,
no se presento en el resto de los equipos, equipos 2 'y 3, ya que el significado que estos Ultimos
le asociaron a la optimizacion fue el significado clasico.

En la dltima etapa, nos percatamos de que las alumnas del equipo representativo, equipo 1,
trataron de encontrar la idea del equipo 2, y al encontrar la idea lo que siguieron fue la ruta
clésica de la optimizacion, la cual esta asociada al criterio de la primera y segunda derivada.
En realidad esa etapa no fue de gran utilidad para las alumnas pertenecientes al equipo 1, ya
que el equipo 2 vario el problema dandole el significado cléasico a la optimizacion asociado
a la primera y segunda derivada. En consecuencia, cuando el equipo de la Alumna A resolvid
el problema variado del equipo 2, lo que les provoco fue que regresaran al uso clasico de la
optimizacion, sabiendo que en la etapa anterior (Etapa 4) el equipo de la Alumna A no hizo
un uso clésico de la optimizacion.

7.3 Como se construye el conocimiento de optimizacion mediante la Creacion
de Problemas y aspectos a considerar sobre la Creacion de Problemas

Si bien, la metodologia de Creacion de Problemas ayuda a la construccion de conocimiento
de un concepto, la segunda pregunta de investigacion se planted con la finalidad de conocer
el impacto que tiene dicha metodologia y cédmo se construye el conocimiento con base en
ésta. Esto motivd el planteamiento de la segunda pregunta de investigacion ¢Como se
construye el conocimiento de optimizacién con universitarios mediante la Creacion de
Problemas?, como respuesta a esta pregunta se tiene que el problema que se plantea en la
primera etapa es determinante para orientar la construccion del conocimiento de
optimizacion. Ya que ese problema le mostrara al alumno qué es lo que se quiere que
construya. Por ejemplo, si se le plantea un problema convencional, el alumno ratificara lo
que ya sabe, sin embargo, si se le presenta un problema de tipo no convencional, se le
mostrara otra manera de ver el concepto que se desea que aprenda, como en el caso del
problema del gusano, el cual fue un problema de tipo no convencional. Esto fue lo que
sucedid con el equipo donde colabor6 la Alumna A, se percataron de que la optimizacion no
estaba ligada a la basqueda de una funcion. Con base en la experiencia lograda en esa etapa,
en la segunda etapa las estudiantes trataron de replicar dicho sentido de la optimizacién.

En general, la metodologia de Malaspina (2017) si ayudo a la construccion de un
conocimiento sobre la optimizacion, sin embargo es necesario realizar unas precisiones
respecto a como se llevan a cabo cada una de las etapas. Una de esta son las restricciones que
es necesario imponer, por ejemplo acerca de como se deben de variar los problemas, y una
manera de encontrar estas restricciones es a partir de la revisién bibliogréafica y de la
literatura. Ya que por el contrario, si no se lleva a cabo dichas restricciones, sucedera lo que
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pasd con el equipo 1 en la etapa de socializacion. Es decir, las alumnas del equipo 2 y 3,
variaron de manera incorrecta el problema, pero las alumnas del equipo 1, al resolver el
problema creado por el equipo 2, lograron identificar que el problema carecia de datos y
presentaba una inadecuada redaccion. Con base en ello, las alumnas del equipo de la Alumna
A volvieron a variar por informacion, agregando algunos datos al problema para poder llevar
a cabo la resolucion del problema, pero siguiendo el significado que le habian dado a la
optimizacion el equipo autor, el cual era el criterio de la primera y la segunda derivada. En
este caso, el equipo de la Alumna A lo que hizo fue retomar dicha idea, no tanto en trabajar
en el uso que le habia dado a la optimizacion en la etapa anterior. El producto de la segunda
etapa, en lugar de apoyar, lo que hizo fue que las alumnas del equipo de la Alumna A
retomaran el significado clasico de la optimizacion. Otra restriccion es la seleccion de un
problema adecuado, el cual sera planteado a los estudiantes, ya que dicho problema es
determinante para la Creacion de Problemas.

7.4 Anélisis de la construccion de conocimiento mediante Mapas Hibridos

Por otra parte, la herramienta de los Mapas Hibridos fue de gran ayuda para analizar la
produccion de conocimiento relacionado con la optimizacion. Aunque las producciones
fueron muy grandes, y con base en ello, se obtuvieron Mapas Hibridos demasiado grandes,
se decidio prescindir de algunos elementos que no fueron tan relevantes, es por ello que se
considerd necesario presentar Mapas Hibridos simplificados. Sin embargo, esto no les resta
utilidad a los Mapas Hibridos, puesto que Unicamente se presentaron los objetos y las
relaciones de estos objetos mas relevantes de la actividad matematica, es decir, los Mapas
Hibridos nos permitieron observar detalladamente qué fue lo que el alumno pens6 al
momento de variar el problema, y como se relacionaban los objetos de una misma préctica y
entre las distintas préacticas, asi como observar los objetos y argumentos que emergen de las
distintas practicas.

7.5 Aportes y perspectivas futuras de investigacion

En sintesis, este trabajo de investigacion nos permite realizar contribuciones al campo de la
Matematica Educativa a través de los siguientes hallazgos: (i) en la primera etapa, no solo se
plantean la variacion de cualquier problema, el problema debe apoyarse en un estudio de la
literatura para establecer qué conocimiento se quiere que el alumno construya, en particular,
en esta investigacion el planteamiento de un problema no convencional llevo al equipo de la
Alumna A, al construir una nocion de optimizacién distinta a la clasica; (ii) Restricciones
que se deben emplear en la metodologia (los alumnos deben crear problemas bien
formulados, entre otras); (iii) EI empleo de la técnica del Mapa Hibrido para describir la
construccién de conocimiento mediante la Creacion de Problemas por variacion; (iv) La
practica de Discusion e interpretacion, la cual consiste en un dialogo el cual permite sugerir
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los elementos que variara del problema, la cual permite tener un panorama amplio de lo que
se quiere en el problema, asi como identificar los requerimientos y las soluciones; (iv) La
adaptacion de la metodologia de Creacion de Problemas al contexto virtual.

Se pretende seguir con la linea de investigacion empleando la metodologia de Creacion de
Problemas por variacion, pero considerando las restricciones mencionadas en parrafos
anteriores. Resultaria interesante emplear la otra estrategia de la metodologia, la cual es la
Creacion de Problemas por Elaboracién pero en otros temas matematicos que han sido poco
estudiados desde la Matematica Educativa como lo son los Multiplicadores de Lagrange.
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APENDICE I
e Equipo 1 (esquipo de la Alumna A)

Produccién oral

Alumna A: Pues podria ser cambiar el que te habia dicho, primero haciendo una figura
para que con esa figura basarnos en qué medida es darle y hacia donde va a ir un gusano
no sé.

Alumna B: ¢Y vamos a hacer ese del arbol? Cémo le llamamos ¢ a, b, c?. Entonces le pongo
letras aqui

Alumna A: Si para que sea mas facil

Alumna B: ¢Nada mas a los tres de aqui?

Alumna A: pues ya ves que iria como desde ahi para el para el centro y luego del centro
hacia la otra esquina.

Alumna B: Entonces si quieres le pongo las medidas de una vez o primero le escrib
Alumna A: ¢ A ti como se te hace més facil?, o sea, si te hace mas facil primero escribirloy
luego ya tantearle las medidas o sobre las medidas para hacer el problema

Alumna B: Es que igual es hipotético, entonces ya nada mas como teniendo el contexto para
ver si le ponemos, no sé en vez de m que sean cm y cosas asi.

Alumna A: ok

Alumna B: 4 mi se me ocurre eso mira “un gusano se encuentra en un arbol” Una disculpa
donde se va hacer el gusanito, se me olvidd, ¢,Como era?

Alumna A: Es que ya ves que va creciendo como verticales en diagonal, y se supone que van
creciendo

Alumna B: Esto, ¢no? “un gusano se encuentra en un darbol representado por la linea azul
de la figura”

Alumna A: La linea azul de abajo o sea, de Ca D

Alumna B: Es que todo es azul, entonces como que todo es el arbol,deCaD,de DaAyde
AaB.

Alumna A: Ok

Alumna B: Le pongo aqui “un gusano se encuentra en un darbol (dos ramas y un tronco)
representado por la linea azul de la figura”. Asi vamos bien

Alumna A: Entonces a ver, segun esto vamos a buscar, que cada afio, se supone que crecen
las lineas azules

Alumna B: Pues si, el tronco se hace mas alto y las ramas salen mas, entonces si quieres
para variarlo por la informacion, podemos poner que las medidas son de 3 m de ancho que
seria pues de A a B, y 3 m de largo, seria de A a C. Si, te gusta? Esto parece mas un
rectangulo que un cuadrado con cuatro cuadros, pero ahi dice que son cuatro. Entonces,
¢qué mas le podemos poner?

Alumna A: Bueno se supone gque tenemos que encontrar,

Alumna B: Falta poner que crece cada afio, ¢verdad?
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Alumna A: Aja

Alumna B: “un gusano se encuentra en un arbol (dos ramas y un tronco) representado por
la linea azul de la figura, las medidas del arbol son de 3 m de ancho y 3 m de largo. Se
observa que el arbol crece 1 m por ario en la direccion que marcas”. ;jPongo las flechitas?,
iba a poner que en direccion que marcan las flechitas

Alumna A: Si asi.

Alumna B: Y luego que va a ser el gusano

Alumna A: Era lo que estaba pensando. A mi se me ocurria que mas bien el &rbol no crezca,
sino que el gusano avanza en vez de un afio cada minuto, tal vez. En vez de que el arbol
crezca el gusano avancé desde donde esta la flecha de C a D, porque ahi dice que en qué
momento la flecha se va a llegar a unir con D. Podria ser que en vez de que el arbol crezca,
que esas flechas sea que tres gusanos avancen.

Alumna B: Ah pues si podemos tener uno aqui, otra aca y otro acay que lleguen a B
Alumna A: O sea, que los gusanos avancen asi como estaban las flechas y que en vez de que
el arbol crezca un metro por afo, que los gusanos avancen 3 cm por minuto.

Alumna B: Pues si puede ser entonces aqui le pongo tres gusanos se encuentran en un arbol
en los puntos. ¢Si esta cada uno en A, B, y C verdad? O que desde C salgan todos salgan
todos.

Alumna A: No, como estaban las flechas, no?

Alumna B: Por eso, pero si estan asi como estan las flechas, una estaba aqui que iba para
arriba, otra iba para alla y otra iba aca. Entonces un gusanito tendria que empezar en C
para ir para arriba y los otros dos en D, para ir uno para alla y uno para aca.

Alumna A: Aja. Y unos van a la direccién de B y otro a la de A.

Alumna B: “Tres gusanos se encuentra en un drbol (dos ramas y un tronco) representado
por la linea azul de la figura. Uno de los gusanos se encuentra en el punto C, mientras que
los otros dos se encuentran en el punto D. Las medidas del arbol son de 3 m de anchoy 3 m
de largo. Sabiendo que los gusanos avanzan de acuerdo a la direccion de las flechas”. ;Si
verdad?

Alumna A: Nos falta anotar cuanto avanza, la velocidad.

Alumna B: O ponemos una velocidad para todos los gusanos, no pero es que tendriamos
que ponerles nombre a los gusanos entonces.

Alumna A: Si la misma, son la misma raza

Alumna B: ¢Cuanto era? ¢ 3cm por minuto?

Alumna A: Si

Alumna B: Entonces aqui un primer punto, ¢como seria? ¢Que habias dicho? ¢en cuanto
tiempo?

Alumna A: o sea, ahi primero tendriamos que sacar, entonces cuanto mide de Aa D, y ya
lo que mide lo dividimos, si ¢no?

Alumna B: Si, nada mas para saber cuanto tiempo. Si mira por ejemplo, aqui tenemos que
3 c¢cm por minuto. Es como una regla de tres, no, entonces tenemos 3 cm 1 minuto. ¢ Cuantos
centimetros hay en 3 m?, serian 300. Nada mas seria sacar esa regla de tres.
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Alumna A: Aja. Solo que tengo una duda. Vamos a hacer que el gusano qué parte de C,
hasta que llegue a D o hasta que llegue a también a B.

Alumna B: a B, no?

Alumna A: Okay

Alumna B: Pero eso es lo que te iba a decir. Entonces como planteamos la pregunta ¢ Cuanto
tiempo tarda el gusano de C en llegar a D?

Alumna A: mas bien, ya especificamos de donde parten los gusanos, mas bien seria llegar
a cualquier borde. O al primer borde, no lo sé.

Alumna B: Es que no sé, ;jal borde mas proximo? No es que no. “;Cudnto tiempo tardaran
los gusanos en llegar al punto final del arbol marcado por los puntos correspondientes?”.
No creo que alcancemos a solucionar ¢,0 si?

Alumna A: No, pero a ver, que alcanzamos a hacer

Alumna B: Mira es que por ejemplo aqui, ya tendriamos como que nada mas sacar
Alumna A: la distanciade D a B

Alumna B: ajayde D aAyde D a B,y esta pues ya la sabemos (C a D). Y ya pues solo esa
distancia hacer la regla de tres con lo con la velocidad de los gusanos. Entonces hay que
poner otra pregunta, o sea, como también agregarle eso de la optimizacién de que es
suponiendo que el &rbol también tiene esta rama, estas naranjas y esta verdecita ¢ Cual sera
la ruta més corta para llegar a los puntos Ay B?

Alumna A: Si o sea, pero es que la respuesta seria la que ya sacamos, o sea la respuesta, 0
sea, si, por donde estan las flechas. Okay

Alumna B: no pero si cierto, si era la mas corta esa que dices pues.

Alumna A: més bien seria

Alumna B: Es que aqui estamos usando, no estamos usando, pues como tal la optimizacion
y la derivada, o sea si estamos sacando distancias y ver quién tarda mas, pero no, no tenemos
esa funcion, pues

Alumna A: cierto, més bien, seria quitar esas flechas, o sea que no pasen por esas flechas,
0 sea, por dénde se irian, pero es un cuadrado, verdad? Entonces seria la misma

Alumna B: pues es un arbol cuadrado. Imaginate que nada mas sean dos gusanos que estan
en D y que tenga que llegar al punto A y al punto B, uno a cada lado. Entonces también la
rayita naranja, o sea gque todas estas rayitas también fueran parte del arbol. O sea que el
arbol fuera como una raya o un rectangulo y ya pues nada mas sacar la distancia mas corta.
Alumna A: Si, o podria ser mas bien, ¢cual seria la ruta mas corta para el gusano de C, no?
para que recorra mas, parallegara AoB

Alumna B: Pero es que aqui nada mas puede subir porque éste es el tronquito,

Alumna A: Cierto

Alumna B: Es que si quito éste y pongo otras rayitas, O sea que aqui sea otra rama, por
ejemplo aqui, como estaba el cuadro y que ese sea el arbol, si me entiendes, que todas estas
sean ramitas.

Alumna A: si.

Alumna B: ¢Entonces ya nada mas tenemos dos gusanitos?
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Alumna A: ¢pero cuéles serian los dos? Hay que dejar hay que dejar los tres y que la
pregunta de optimizacion sea cudl de los tres llega primero a su punto, no?

Alumna B: Si, ¢entonces aqui quito esto de sabiendo que los gusanos avanzan de acuerdo a
la direccion? ¢No, verdad? Entonces aqui tendria que poner flechitas ¢no? porque no
necesariamente se tienen que ir por aqui pueden irse por aqui, y luego por aqui. Si las quito
estas dos y nada mas le pongo que sabiendo que los gusanos tienen que llegar al punto Ay
B.

Alumna A: ahi le tienes que poner que el par de gusanos son los que van a Ay B, porque C
vade D

Alumna B: Pues es que no tiene caso que calculemos de C a D, ¢0 si?, porque ya sabemos
que es la mitad de arbol, o sea que es 1.5.

Alumna A: Si, si cierto

Alumna B: Por eso te decia que si quitAbamos un gusano y nada mas que los dos partan de
aqui de D, tengan que llegar a B

Alumna A: y decir que uno toma las rayas rojas y el otro la azul para saber cuél llega
primero.

Alumna B: tenemos los dos gusanitos de aqui en D, entonces los gusanos, tienen que llegar
uno a Ay uno a B. entonces la pregunta va a ser ¢ Cudl es la distancia méas corta?, ;no? O
sea que, pues es lo menos que pueden hacerdeBaDydeBaA

Alumna A: O sea nada mas serian dos caminos, los naranjas y el azul.

Alumna B: ¢Entonces si le cambio? es que entonces si no entendi para que nos sirve la
velocidad

Alumna A: Es que yo crei que ibamos a poner que un gusano, tdmala la ruta de las rayas
naranjas y el otro la azul para saber cuanto se tarda uno por las naranjas y otro por la azul.
Pero es que ya si vamos a tener nada mas dos gusanos para que nos va a servir de Ca D
Alumna B: Si pues ese lo quitamos, el otro era para ver cual lleva mas rapido a cada punto,
a su punto. Pues ya no tiene caso que nada mas calculemos de C a D porque pues ya
sabemos, el mismo largo del arbol lo dice. Yo pensaba que estando los dos gusanos en D,
después ya sabiendo esto de las medidas de lo largo y lo ancho del arbol, con eso podriamos
hacer la pregunta de ¢ Cudl es el camino més corto para los gusanos para llegar a Ay a B?
Alumna A: O sea dar la medida también de D a B, o sea las rayas Azules

Alumna B: Eso se puede omitir. Pero no sé porque siento que no estamos poniendo el
problema de optimizacion si me entiendes

Alumna A: Si, y sacar las dos rutas y ya nada mas multiplicarlo para sacar cuanto se tarda,
cuantos minutos,

Alumna B: Y ya de ahi sale el tiempo y ¢ es la ruta es la més corta

Alumna A: Okay

Alumna B: ¢Quieres preguntar otra cosa?

Alumna A: Estaria bien, {no? y si otra pregunta es que se agrega otro punto en donde esta
entre Ay B.

Alumna B: ¢Y asi la Alumna Ay la otra pregunta la pongo desde C hasta E?
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Alumna A: Solo que un camino seria desde C hasta la punta y luego hacia E

Alumna B: Y el otro pues llegade CaD yluegode DsevaaAyluegode AaE

Alumna A: Aja

Alumna B: Y el otro pues llega de C a D hasta a A. pero es que igual estas distancias ya las
conocemos entonces no es tarada

Alumna A: ¢ Pero a los otros puntos que no tienen nombre no les pongo nada solo les pongo
CaA?

Alumna B: Puedes poner de C a D y luego de D por el borde del cuadrado o triangulo
rectangulo que se forme hasta llegar a A. Por ejemplo yo tengo que sacar cuanto tiempo
tarda en minutos, pero t0 vas a sacar la distancia o también el tiempo, igual se sacan los dos
pero para poner las preguntas.

Alumna A: Si el tiempo, pues es que la distancia mas corto va a ser el tiempo més corto
también

Alumna B: Pues si

Alumna A: Si te sale 2.12?

Alumna B: Me sale raiz de 4.5
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APENDICE II

Produccion oral del equipo de la Alumna A al resolver el problema creado por otro equipo
Alumna B: Ay es que no sé, no entiendo esta parte de los lados “y” estin unos medios
circulos que tienen la misma medida del radio, ¢donde esta esa medida del radio?

Alumna A: pero la medida del radio que

Alumna B: No pues no entiendo ese dato, pero es que mira lo que tenemos que optimizar es
el perimetro de la pista, o sea la funcidn perimetro

Alumna A: aja

Alumna B: En este caso, si no me equivoco yo lo veo como esto, pienso que esto es igual a
€S0 pero no seé si sea correcto, ¢si me entiendes?, porque en si el perimetro seria dos lados
de un rectangulo y todo el perimetro de un circulo

Alumna A: aja. Si, o sea como que los medios circulos, o hicieron un circulo a la mitad y
los pusieron a los lados, ¢verdad? Pero, es que en la de arriba es como un rectangulo pero
nada més curveado de los lados, entonces no se, no le entiendo.

Alumna B: Si, nada mas este si te entiendo que la de arriba es diferente que la de abajo,
pero no sé, 0 sea no.

Alumna A: Pero entonces seria sacar nada mas el perimetro del rectangulo y luego, no te
creas, olvida lo que dije

Alumna B: Es que o sea, por ejemplo, aqui nos dice que la pista de hielo tiene un area de
2000 m cuadrados, pero estamos de acuerdo que una formula para el area de esta figura
pues no la conocemos, entonces la tendriamos que partir en un rectangulo y estas dos partes.
Pero estas dos partes a su vez, la podemos partir en, o0 sea si pasamos una rayita por aqui y
otra por aqui se parte otra vez en un rectangulo

Alumna A: Para que las esquinas al contarlas se hagan el circulo.

Alumna B: Si, y ya con eso

Alumna A: Ya habiamos hecho uno parecido en geometria ¢no?

Alumna B: Si, pero o sea, es que los Unicos datos que tenemos son el area de todo esto y se
supone que aqui nos debieron de dar un radio, ¢no?

Alumna A: Aja, pero no lo dan

Alumna B: Pero nada més dice que estdn unos medios circulos que tienen la medida del
radio, o sea, éste y éste forman medio circulo, pero también este forma otro medio circulo
pero no sé cuanto es de aqui a aqui.

Alumna A: Es que al principio creia que ese medio circulo era el que esté arriba de donde
estdlay

Alumna B: Si yo también

Alumna A: Y luego dice que los lados curvos son, entonces, el ¥ del circulo que dices
Alumna B: si, 0 sea que también no sabemos, por ejemplo aqui podemos sacar una relacion
de que el costo por metro es de 50 pesos y todo este lado curvo también esta en metros pero
cuesta 60 entonces con una regla de tres, sacariamos la medida de aqui, la medida de aqui,
la medida de aqui, la medida de aqui.
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Alumna A: aja

Alumna B: pro no sabemos si el costo sea proporcional por metro, ¢si me entiendes? O si
vaya disminuyendo.

Alumna A: oye, es que estaba viendo, ya ves que ahi dice el precio por poner el hielo es de
200 metros por metro cuadrado, pero abajo dice que es de 50 pesos y de 60. ¢no sera que
esos 200 pesos...?

Alumna B: No pero esos 200 pesos por metros cuadrados es del hielo, en si, y lo otro es de
la reja, de la proteccion.

Alumna A: No, me equivoqué, pensé que si nos daban los lados

Alumna B: Mira es que ahorita, se me ocurrio, segun yo, nos falta el dato del radio mira
por que por ejemplo, si nos vamos de aca abajo, la solucion lo que tenemos, es minimizar es
el costo del perimetro. Entonces seria la funcion perimetro en este caso es dos lados del
rectangulo grande, dos lados del rectangulo chico y el del circulo, pero no conocemos el
radio. Entonces se lo dejariamos expresado, supongo.

Alumna A: Espérame espérame

Alumna B: Si, Mira es que Bueno yo pienso O sea suponiendo que quitd este lado, o sea, si
no estuvieron las curvitas que todos lado fuera “x” y que toda lado fuera “y” lo que le
tendriamos que quitar seria la medida de los radios

Alumna A: Es que dice que de lado de los lados “'y” que hay unos medios circulos que creo
que es ése, a lo mejor se les olvido dibujar el de arriba y dice que es la misma medida pero
a lo mejor ese medio circulo es la misma medida que los de a lado.

Alumna B: Pues si, pero es que no tenemos datos que nos ayuden. O sea no tenemos tampoco
cuanto vale de aqui.

Alumna A: ¢Aqui maestra no falta que nos digan el radio?. Pero maestra entonces pasa Si
falta eso ¢ Nosotros le podemos dar valor o nada mas poner las criticas?, entonces ¢, podemos
cambiar lo que nosotros creamos que nos va ayudar a resolverlo?

Alumna B: EI primer problema que le veo es que o sea la redaccion no esta muy claro, o
sea, cOmo que no tiene continuidad o sea como que de un punto a otro cambia, pues si esta
muy cortado

Alumna A: si le falta algo, por ejemplo ahi en los 2000 m podemos especificar que esos
2000 m2 son del total, eso no lo dice.

Alumna B: Deja lo copio y si lo vamos a modificar, verdad?

Alumna A: Si, dijo que lo pusiéramos como critica y corrigieramos

Alumna B: Bueno para ponerlo luego para copiarlo y ponerla abajo y con lo que le
cambiamos, pues y a las criticas los estoy escribiendo

Alumna A: Okay okay, Lo que cambiamos lo ponemos de otro color, no? De area, no?
Alumna B: o sea, se desea construir una pista de que tiene 2000 metros cuadrados de area,
verdad?

Alumna A: aja
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Alumna B: 2000 m2 de area entonces aqui lo que sigue para mi que necesito de datos es de
que de los lados “y” estan unos medios circulos que tienen la misma medida de radio. Yo
pienso que son éstos

Alumna A: aja

Alumna B: O sea el radio seria este pedacito y Estamos de acuerdo que es igual que este
otro

Alumna A: aja. Pero entonces no va en dos lados lleva en las esquinas

Alumna B: Pues es que también, Pues si 0 sea, es que estd curioso. O sea se entiende que
estd Medio circulo en el lado *y” pero también hay medio circulo en el lado de “x”. Entonces
seria poquito indiferente no

Alumna A: Okay entonces y ya después, o sea como no nos da ni “‘y” ni “x”, entonces
nosotros podemos darle el valor a uno de los dos y con esos con uno de esos ya podemos
sacar cuanto mide el otro en base a la formula del area

Alumna B: pero nos piden calcular el perimetro de la pista donde su costo sea minimo ahi
podriamos hacerlo, osea, podriamos crear la funcion de perimetro donde nada mas
consideremos todo el del rectangulo menos el perimetro del circulo.

Alumna A: Si

Alumna B: okay, Entonces de qué valor le damos el radio

Alumna A: yo digo Ay no sé

Alumna B: pues si él mira, por ejemplo aqui el costo por metro es de $50 ya para el
perimetro y el precio de los lados curvos es de 60, pienso que ese poquito mas de un metro
si los costos pues son proporcionales contestas. Entonces que, un metro 20?

Alumna A: Si, metro y cachito

Alumna B: 1.2 Entonces ahora si, O sea ya sabemos que con ese valor que dimos, sabemos
que por ejemplo lado x aun sin saber cuanto vale X en Si, este pedacito o sea de aqui de aqui
Alumna A: més dos veces lo que le agregamos el radio

Alumna B: menos, 0 sea, este 0 sea si, aqui vale 1.2. Yo digo, O sea que este pedacito esté
vale x —

Alumna A: 2.4

Alumna B: Ajay acd, vale Y - 2.4. Entonces, deja voy poniendo aca esta cosa

Alumna A: Oye pero entonces “x” es la raya roja’y “y” la raya azul que ti pusiste
Alumna B: si, Segun yo si, Aqui también debemos de cambiar esto no? Por qué dices de lado
“y” estan unos medios circulos que tienen la misma medida del radio. Me imagino que como
dices, ha de ser este, y este y éste, pero si lo que nos estan pidiendo es calcular el perimetro
para que el costo sea minimo, de nada nos sirve esto

Alumna A: Mas bien es una trampa

Alumna B: si mejor ver entonces como le escribimos acé abajo

Alumna A: o ponerlo como como remarcado en otro color, como si fuera de que borramos

esto.
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Alumna B: Ah, no si, pero yo decia como de la redaccion. Yo pienso que puede ser de que
de los lados “y” estan unos medios circulos que tienen diametro 2.4.

Alumna A: Ah okay, okay, Si, y luego poner que entonces que ese medio circulo tiene la
misma, bueno, el radio es el mismo que el de las esquinas, ya ves que dijimos que ese medio
circulo, su radio es el mismo que el de las esquinas. Entonces eso también ponerlo en el
problema porque no dice.

Alumna B: Si es que mira por ejemplo para ir haciendo algunas ecuaciones y ver, o0 sea, Si
vamos a poderlo solucionar con lo que le estamos agregando, podriamos hacer o sea para
calcular el &rea de todo esto yo calcularia primero el area de todo el rectangulo, Y luego el
area de este cuadradito

Alumna A: Entonces no seria mas bien, en vez de la “a” 200 igual a lo de base por altura,
Alumna B: Si ahorita también voy a poner en vez de aqui de “b” y “h”, voy a poner nada
mas que estoy viendo como seria O sea si todo esto tuviera datos, yo lo contestaria asi
sacando el area del rectangulo grande y después saco el area del cuadro que se forma con
estos cuatro cuadritos, y a esa le resto el area del circulo.

Alumna A: Porgue les gusta el perimetro

Alumna B: Tienes razon. No es el perimetro es el &rea del cuadrito, nada mas que le pongo
“L” porque como es un cuadrado, seria base por altura, pero es lado por lado, que seria
este y éste serian un lado. Si mira estos cuatro van a formar un cuadro que cada uno va a
tener un cuarto del circulo. Si, no? algo asi. Entonces al area del rectdngulo grande le voy
a restar estas partes. Pero para sacar cuanto vale esa parte tengo que sacar el area del
cuadrado y restarle la del circulo, Si?

Alumna A: pero no seria mejor sacar la del circulo porque ya de sabemos su radio
Alumna B: Si pero o sea, si sacamos el circulo nos estaria faltando estas partes. Si, decia si
tomamos como el perimetro el &rea del circulo mas el area del rectangulo nos estaria
faltando esto, si?

Alumna A: No, porque ya seria ahi ya seria x menos el diametro del circulo. De un lado y
del otro es el radio del circulo para sacar, el area

Alumna B: No te entiendo de donde

Alumna A: o sea los rectangulos de los lados, ahi dices t0 verdad? tu dices que lo que
escribiste para sacar cuanto mide cuanto es el area de este verdad,

Alumna B: No yo lo que escribi es para sacar como una férmula de como sacariamos esta
area azul, que ya no la dieron que es 2000 m2 pero 0sea si todo tuviera numeritos como yo
la sacaria? Pues seria asi como te digo, sin tener en cuenta todavia “x”y “y” porque ahorita
lo vamos a sustituir ya con lo que tenemos

Alumna A: Okay ya te entendi

Alumna B: entonces por eso te decia que si sacamos el area del rectangulo todo grande y
luego le restamos le restamos el area del cuadrado, menos el area del circulo ya vamos a
tener todo el reto del rectangulo menos estas partecitas, estas

Alumna A: si ya te entendi. Okay entonces ya seria un cuadrado con lados de 2.4, faltaria
el area del circulo.
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Alumna B: Y ahora si, Segun yo esto seria la funcion a optimizar. si ya la pasamos a termin6
de problema, nos queda que yx- menos el lado de un cuadradito que es 2.4 * 2.4 - pi por el
radio que es 1.2 al cuadrado y ya nos va a quedar una funcion que seria xy menos algo
Alumna A: y ahi ya cambia el a, no?

Alumna B: si por 2000. Y eso Pues seria lo del area, seria la funcion del area y ya ahora lo
que nos piden es el perimetro de la pista para que el costo sea minimo. El que vamos a
optimizar es el perimetro, entonces el perimetro seria, el perimetro del circulo + x - 2.4 mas,
no perddn, Y - 2.4 + x-2.4, dos veces esas medidas y la medida del circulo, si no?

Alumna A: Aja, mas el perimetro del circulo

Alumna B: Es asi no? Entonces tenemos el perimetro seria éste y ya sabemos cuénto vale el
radio. Entonces eso es = 2x - 3.8, + 2y-

Alumna A: Ahi es 7.54

Alumna B: ese seria la ecuacion del perimetro. Pero segin yo, ahora lo que sigue, si
derivamos esto estariamos optimizando el perimetro y no el costo, pero segun yo al optimizar
el perimetro también optimizamos el costo, no? O no seé.

Alumna A: es que has de cuenta que yo pensaba que lo circular lo redondo, pues ya nada
mas el area del circulo multiplicarlo por lo por los $60 curvos,

Alumna B: o hasta sin multiplicarlo sale el area? O sea, si dice que 60 de los metros curvos,
0 sea, seria 60 por 4

Alumna A: aja

Alumna B: entonces el costo que va de cajon, que seria el de los lados curvos, es de 240 los
metros que hay aqui y los metros que hay aqui y los metros que hay aqui los metros que hay
aqui

Alumna A: aja

Alumna B: entonces si quieres aqui desde el perimetro

Alumna A: ya tenemos el area de todo verdad que son los 2000 y tenemos el area de los
circulares, nada més a los 2000 restarle lo de los circulares, lo del circulo y ya tenemos el
area de lo que nos va a costar $50.

Alumna B: Pero es que lo que nos cuesta $50 es un metro de alrededor. Si mira porque el
metro cuadrado de hielo cuesta $200 para eso no hay problema o sea para para el precio
del hielo seria multiplicar los $200 por los 2000, pero lo que nos cuesta $50 es un metro de
cada orillita un metro de aqui un metro de 2 metros de aqui nos cuestan 50 y todo esto nos
cuesta 60. Entonces lo que te digo que va de cajon son $240 y lo que tendriamos que sumarle
seria el perimetro pero estoy viendo que ya no es necesario éste, optimizar este. Porque ya
nos dan el precio. Entonces si quieres asi le dejamos aqui y nos queda 9.6, y aqui el costo
seria los 240 + p prima, ah no, mas lo que nos salga de optimizacion. Le voy a poner ...
Alumna A: P2

Alumna B: Entonces ahora si, para derivar esta tenemos que despejar “y” de aca, si?
Entonces y= 'y ahora si si, yo sustituya aqui P = 2x +.

Alumna A: Dos veces
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Alumna B: Entonces ya para derivar tendriamos. Este seria 0 y luego aqui seria dos mas y
la derivada de eso es igual el de arriba por la derivada del de abajo, que seria el mismo de
arriba, o el de abajo por el de arriba, entonces ahi seria 0 serian. X por la derivada el de
arriba, el de arriba es una constante, entonces queda cero o menos todo ese asunto por la
derivada del de abajo que seria 1 entonces queda asi. Si, verdad? Pues ya segun yo
solamente es encontrar los puntos criticos y sustituirlos en esta funcion, nada mas que aqui
tengo que modificar, se supone que esto nos va a dar metros, y multiplicamos por 50 y ya
tendriamos el costo. Solamente resolvemos esta ecuacion porque abajo tiene que ser
diferente de cero.

Alumna A: Si

Alumna B: Entonces me sale un numero muy feo, la hice en Geogebra, para mas réapido.
Aqui vamos a tener dos puntos, 0 sea que quedaria sustituirlo en uno de los puntos que

“_

tenemos para que nos del valor de *y
Alumna A: Si

Alumna B: Aqui yo creo solo importa un valor porque el otro es negativo y no podemos
tener metros negativos, es 44.7 segun yo. Entonces solamente ya

Alumna A: Aqui nada mas cambia la “x” en donde esta la “x” por 44.7

Alumna B: ¢En cual dices?

Alumna A: En la de arriba

Alumna B: Me salié lo mismo 44.77 y este era .73

Alumna A: Achis si esta medio cuadradona

Alumna B: Completa cuadradona es un cuadro. Ya nada mas aqui y ya tendriamos el costo
y seria pues es el unico valor que nos dio, no sé si hicimos algo mal, no se si no checamos
algin namero, pero bueno.

Alumna A: Me dejas ver algo arriba. Estaba viendo a ver si nos equivocamos arriba
Alumna B: Ya sustituyendo en la del &rea con los valores nos da una diferencia de 1.32 m2
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