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Introduccion

Sea S un semigrupo y A C S. Para cada x € S se define el conjunto
v 'A={ye S ayec A}

Decimos que A es sindico si existe F' C S finito tal que,

S=[Jt'A

teF
Se dice que A es sindico a trozos si existe F' C S finito tal que, la familia
{a(|Jt7'4) a5}

teF

tiene la propiedad de la interseccion finita.
Es claro de la definiciéon que cualquier subconjuto sindico es sindico a

trozos. Aunque el reciproco en general no se cumple, se tiene el siguiente

resultado:

Teorema 0.1 (Vedse ejercicio 4.4.5 en [1]). Sea G un grupo y H C G un

subgrupo de G. Entonces H es sindico si y solo si H es sindico a trozos.

Una parte de el trabajo de esta tesis consiste en encontrar un resultado

similar en el ambiente mas general de los semigrupos. Para esto, primero
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necesitamos introducir la siguiente definicién. Sea S un semigrupo, para cada

A C S se define el conjunto
p(A):={yeS:dx e Ayx € A}.

Notemos que cuando H es un subgrupo de un grupo G, tenemos que ¢(H) =

H. Nosotros logramos encontrar el siguiente resultado:

Teorema 0.2. Sea S un semigrupo y A C S, entonces si A es sindico a
trozos, ¢(A) es sindico. Mds ain, si F es un subconjunto finito de S tal que,
la familia

{a_l(U t1A):aec S}

teF

tiene la propiedad de la interseccion finita, entonces
S=[Jt"e(A).
teF

La tnica demostracion que tenemos para este teorema requiere algunos
resultados basicos de la teoria algebraica de la compactificacién de Stone-
Cech de un semigrupo discreto, esta teorfa tiene importantes aplicaciones en
teoria combinatoria de nimeros, dindmica topoldgica y teoria de Ramsey. Un
estudio mas detallado de esta teorfa se puede encontrar en [1]. Uno de los

resultados més famosos acerca de conjuntos sindicos a trozos es el siguiente:

Teorema 0.3 (Véase 2.5 en [2]). Sea S un semigrupo y Ay, ..., A, subcon-
juntos de S tales que \J;_, A; es sindico a trozos. Entonces para algin i, A,

es sindico a trozos.

Es comun referirse a este resultado diciendo que la coleccién de subcon-

juntos sindicos a trozos en un semigrupo dado es regular por particiones.
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En el ejemplo 1.4 se muestra que el analogo de este teorema para conjuntos
sindicos no se cumple. De 0.2 y 1.7 se sigue inmediatamente que si |J;_; A;
es sindico, entonces al menos para algun i, ¢(A;) es sindico. La otra parte de
este trabajo consiste en mostrar que se puede obtener un resultado un poco

maés fuerte:

Teorema 0.4. Sea S un semigrupo y Ag, Ay,--- , A, subconjuntos de S. Si

U?:o A; es sindico, entonces al menos uno de los conjuntos

Ao, ¢(A1)7 o ’¢(An)

es sindico.

Este teorema nos ofrece como corolario el siguiente resultado bastante

conocido en algebra; que se debe a B. H. Neumann [3]:

Teorema 0.5 (B. H. Neumann [3]). Sea G un grupo y Hy,--- , H, subgrupos

de G. Supongamos que existen gi,--- , g, elementos de G tal que
i=1

Entonces al menos uno de los subgrupos H; tiene indice finito.



Capitulo 1

Conjuntos sindicos y sindicos a

trozos

1.1. Subconjuntos sindicos
En este capitulo presentamos algunos resultados béasicos sobre conjuntos
sindicos y sindicos a trozos.

Definicién 1.1. Sea S un semigrupo. Dados A C Sy x € S, se define
a7 'A={ye S ayec A}

Definicién 1.2. Sea S un semigrupo. Decimos que A C S es sindico si
existe F' un subconjunto finito de S tal que
s=Jt'A
teF
Algunos subconjuntos sindicos del semigrupo (N.+); donde 0 € N, son el

conjunto N, el conjunto aN + b; donde a y b son nimeros naturales, entre

6
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otros. Un ejemplo importante de un subconjunto que no es sindico en este

semigrupo son los niimeros primos.

Ejemplo 1.3. Vamos a mostrar que el conjunto de los ntimeros primos no
es sindico en (N, +). Denotemos como P al conjunto de nimeros primos.
Supongamos que existe F' un subconjunto finito de N tal que
N=[J(-t)+P.
teF

Definimos m := max F' + 1. Notemos que
{m!+2,m!+3,--- ml+m}NP=0.
Se deduce que m! + 1 & (J,.z(—t) + P, que es la contradiccién deseada.

. . . n

Si Ay,---, A, son subconjuntos de un semigrupo S tales que |J;_, A4;
es sindico, no necesariamente alguno de los conjuntos Ay, --- , A, debe ser
sindico, es decir, la colecciéon de subconjuntos sindicos no es regular por

particiones.

Ejemplo 1.4. Pensemos en el semigrupo (N, 4) y definimos los subconjuntos

A= {2t 2 1,2 -1,
n=1

B = U{QZ”,QQ" +1,..,22" 1},

n=0

Supongamos que A es sindico y sea F' C S finito tal que,

N=[J(-t)+A.

teF
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Sea m := max F + 1, como m < 2>™ se sigue que
{22 4t te F} C{2*" +1,2°" 4+ 1,--- 22"+ m}NA=0.

Se deduce que 2*™ & J,.p(—t) + A, que es la contradiccién deseada. La

demostracion de que B no es sindico es similar. Sin embargo, AU B = N.

1.2. Conjuntos sindicos a trozos

Definicién 1.5. Sea S un semigrupo y A C S. Decimos que A es sindico a
trozos si existe H C S finito tal que, la coleccion

{a(|Jt7'A) ra e S}

teH

tiene la propiedad de la interseccion finita.

Es claro de las definiciones que hemos dado que cualquier subconjunto

sindico es sindico a trozos. La siguiente caracterizacion sera tutil.

Proposicién 1.6. Sea S un semigrupo y A C S. A es sindico a trozos si
y solo si existe H C S finito tal que, para cada F subconjunto finito de S,

existe x € S tal que,

Fz C U tLA.

teH
Demostracion. (=) Sea F' C S finito y no vacio. Como
{a_l(U t1A):ae S}
teH
tiene la propiedad de la interseccién finita, podemos elegir

x € ﬂ a_l(U t1A).

acF teH
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Se deduce que Fa C [,y t A
(<) Sean ay, - ,a, € Sy consideremos F := {ay, - ,a,}. Como F es
finito, existe x € S tal que Fo C J,cpyt™'A. Se deduce que
x € m a_l(U t71A),
acF teH

es decir, A es sindico a trozos. O

En el ejemplo 1.4 mostramos que la familia de subconjuntos sindicos no es
regular por particiones. Sin embargo, para los subconjuntos sindicos a trozos

la situacién es distinta.

Proposicién 1.7. (Véase 2.5 en [2]) . Sea S un semigrupo y Ay, ..., A,
subconjuntos de S tales que | J;_, A; es sindico a trozos. Entonces para algin

1, A; es sindico a trozos

Demostracion. Es suficiente mostrarlo en el caso que n = 2. Supongamos
que AU B es sindico a trozos y escogemos H un subconjunto finito de S tal
que, para cada F C S finito existe x € S tal que,
FzC | Jt'(AuB).
teH
Supongamos que ninguno de los conjuntos A y B son sindicos a trozos, en-
tonces podemos escoger F' un subconjunto finito de S tal que, para todo

x €S, existe y € F tal que, yx & |,y t 4, es decir,
Vee Sdyec F LyzxrNA=0.

Ademas, como B no es sindico a trozos, podemos escoger L subconjunto

finito de S tal que, para cada = € S existe y € L tal que y € J,cypr t™'B, es
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decir,

Vee SIyec F HFyxN B = 0.

Tomemos x € S tal que, FLz C J,c4t7'(AUB) y y € L tal que, HFyxz N
B = (). Ahora tomamos z € F tal que, Hzyx N A = (). Entonces zzy ¢
Uien t (AU B), que es la contradiccién deseada. O



Capitulo 2

Ultrafiltros

En este capitulo vamos a introducir algunos resultados bésicos sobre ul-
trafiltros que seran necesarios para demostrar que si A es sindico a trozos

entonces ¢(A) es sindico.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto y F una coleccién no vacia de subcon-

juntos de X. Decimos que F es un filtro en X si
(a) Para cada A,Be€ F, ANB e F.
(b) SiAe Fy AC B C X entonces B € F.
(c) 0 & F.

Algunos ejemplos de filtros incluyen: la familia de vecindades de un punto
en un espacio topoldgico, dado un punto x € X la coleccién de todos los

subconjuntos de X que contienen a x, entre otros.

Definicién 2.2. Un ultrafiltro sobre un conjunto X es un filtro sobre X

que no esta contenido propiamente en ningun otro filtro sobre X.

11
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Usando el lema de Zorn se puede mostrar que cada familia con la propie-

dad de la interseccién finita se puede extender a un ultrafiltro.

Teorema 2.3. Sea X un conjunto y A una familia de subconjuntos de X
con la propiedad de la interseccion finita. Entonces existe un ultrafiltro p tal

que A C p.

Demostracion. Sea T' := {B C P(X) : A C By B tiene la propiedad de
la interseccién finita}. Tenemos que A € I' # (). Sea C una cadena en I'.
Claro que A C |JC. Si By, -+, B, € |JC, como C es una cadena podemos
encontrar B tal que By, - -+, B, € B, por eso (|_, B; # (). Usando el lema de
Zorn podemos encontrar p un elemento maximal en I'. Se muestra facilmente

que p es en verdad un ultrafiltro. O

Proposiciéon 2.4. Sea X un conjunto y p un ultrafiltro en X. Entonces se

cumple lo siguiente
(a) Para cada AC X, Acpd X\A€enp.

(b) Si Ay, ---, A, son subconjuntos de X tales que |J_, A; € p, entonces

para algun 1, A; € p.

Demostracion. Sea A C X. Si A & p, se deduce que existe B € p tal que
AN B = 0; de lo contrario, la familia F := p U {A} tendra la propiedad
de la interseccion finita y se puede extender a un ultrafiltro ¢ que contiene
propiamente a p lo cual contradice que p es un ultrafiltro. Como AN B = 0,
se sigue que B C X \ A y dado que B € p, obtenemos que X \ A € p.
Sean Aj,---, A, subconjuntos de X tales que |J;_, A; € p. Si para cada i,
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A; & p, por lo anterior tenemos que X \ A; € p. Como p esta cerrado bajo

intersecciones finitas se deduce que [, (X \ 4;) € p, y de aqui que

n n

0= (ﬂ(X\Az)) N (U Ai) €p,

i=1 i=1

que es la contradiccion deseada. O
Definicién 2.5. Sea S un semigrupo y p,q € 35, se define
prxq={ACX:{reS:x'Acq} €p}

Proposicién 2.6. Si (S, ) es un semigrupo, entonces (.S, %) es un semigru-

PO.

Demostracion. Sean p,q € S arbitrarios. Vamos a mostrar que pxq € 55.

Si A, B € p* q entonces
{reS:atAcq}ep,

{reS: 2 'Beq}ep.

Notemos que
{reS:a'Aegin{zeS:27'Beqt={reS: a7 (ANB) € q}.
Como p es un ultrafiltro se sigue que
{reS: 2 (AnB)ecq}cp,

es decir, ANB € pxq. Si A € pxq, es claro que A # (), ademds, si A C B

tenemos que

{reS:2'BegtD{recS:a'Acq} ep.
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Se deduce que B € pxq. Sea A C S, supongamos que A ¢ p * ¢, entonces
{reS:a'Acpl gy

Notemos que para cada x € S se cumple que 7' A & psiysolosi 271 (S\A) €

p, es decir,
S\{zeS:z'Acpt={xcS:27(S\ A) € p}.
Como ¢ es un ultrafiltro se deduce que
S\{zeS:a7'(S\A) ep}eq,

es decir, S\ A € pxq. De lo anterior se deduce que p * ¢ es un ultrafiltro en
S.
Ahora vamos a mostrar que la operacién es asociativa. Sean p,q,r € 58Sy

A C S tal que A € (p*q) xr, tenemos que
B={rcS: v 'Acr}ecpxq.

Se sigue que

{yeS:y 'Beq}ep.

Notemos que
y '{reS:atAcryC{reS: a7 (y A er).
Se deduce que
{zeS:27"Aeqxr} D2 {yeS:y'{xeS: a7 "Aecr} eq}ep.

Tenemos

{zeS:2z'Acqgxr} €,
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es decir, A € p*x(g*r). Como (p*q)*xr C px(qgr)y ambos son ultrafiltros,

obtenemos que (pxq) *r =p* (g*r). ]

A partir de este momento vamos a denotar como pq al producto p*q. La

siguiente proposicién nos dice que podemos identificar S con un subconjunto

de BS

Proposicién 2.7. Sea S un semigrupo. Entonces la funcion e : S — S
dada por
e(a): ={AC S:aec A}

es un monomorfismo de Semigrupos.

Demostracion. Es claro de la definicién que para cada a € S, e(a) € SS.

Sean a,b € Sy AC S tal que A € e(a)e(b), tenemos
{reS:z'Ace)} € ela)

Se deduce que a™'A € e(b), es decir, b € a~'A. Por lo anterior tenemos
que ab € Ay por eso A € e(ab). Obtenemos que e(a)e(b) C e(ab), pero
como ambos son ultrafiltros se cumple la igualdad. Si a,b € S son tales que

e(a) = e(b), tenemos que {a} € e(b), es decir, b € {a} y poreso b=a. [

Apelando a la proposicion anterior vamos a identificar a cada a € §
con e(a) € BS, de manera que S C (S. Con esta identificacién en mente,
notemos que para cada A C S, p € Sy a € S tenemos que A € ap si y solo

sia A€ p.



Capitulo 3

Teorema principal

Definicién 3.1. Sea S un semigrupoy A C S, se define
Pp(A)={reS:Tye A zye A}

La siguiente proposicién y ejemplo nos dicen que relacién existe entre que

A sea sindico a trozos y ¢(A) sea sindico.

Proposicién 3.2. Sea S un semigrupo y A C S, entonces si A es sindico a
trozos, p(A) es sindico. Mds ain, si F' es un subconjunto finito de S tal que,

{a’l(U t1A):ae S}

tel

tiene la propiedad de interseccion finita, entonces

S=[Jt"¢(A).

tel

Demostracion. Supongamos que A es sindico a trozos y tomemos F C S

finito tal que, el conjunto

B = {a_l(U t1A):ae S}

teF

16
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tiene la propiedad de interseccion finita. Escogemos p € S tal que B C p.

Fijamos a € S, y tenemos que

a (| Jt'A) ep,

tel

esto es equivalente a decir que

U t71A € ap,

teF

por lo que podemos escoger f € F tal que, f~'A € ap, es decir,
(fa) "A=a"'ftAcp.
Sea s € S arbitrario, tenemos que

(sfa) (| Jt'4) ep,

teF

esto implica que existe t € F tal que, t 1A € (sfa)p y por eso
(sfa) AN (fa) tA#£0.
Escogemos
x € (sfa) 't TAN (fa) ' H.

Tenemos que

fax € A,
tsfax € A.
De la definicién de ¢(A) se deduce que ts € ¢(A), es decir, s € t7'p(A).

Como s es arbitrario, obtenemos que

S=[Jt"e(A).

tel
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El siguiente ejemplo nos muestra que si ¢(A) es sindico, esto no implica
que A sea sindico a trozos, ni siquiera cuando el semigrupo es un grupo

abeliano.

Ejemplo 3.3. Consideremos el grupo abeliano (Z, +). Definamos la sucesién
ap:=14+24---+nyseaA:={a,:n € N}. Notemos que ¢(A) = Z; pues
para cada n > 1 tenemos que n+a, 1 =a, € Ay —n+a, = a,_1. Vamos a
mostrar que A no es sindico a trozos por contradiccion. Supongamos que A
es sindico a trozos y sea F' C Z finito tal que, para cada G C Z finito existe
y € Z tal que

G+yc|J-t+4

teF

Sea n :=max{|t| : t € F'} + 1y escogemos m € N tal que, para cada k > m

tenemos ayy1 — ax > 3n. Definimos G := [1, a1, v sea y € Z tal que

Lamal +y S () + A

teF

Tenemos que existen 7,7 € F' y [,m € N tales que
am +Yy+1=aqy,

am +14+y+ 7 =a,.

Sil < s, tenemos

In<a—as=i—(j+1)<2n.
Si s < [, tenemos que
In<as—a=(j+1)—1i<2n.

En cualquier caso tenemos una contradiccion, se deduce que A no es sindico

a trozos.
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Antes de presentar la prueba del teorema principal, cabe recalcar que
aunque las ideas de la demostracion son bastante parecidas a la usadas en la
demostracion de 1.7; que se deben a Hindman y Bergelson, la formulacién
precisa del teorema y una demostracion se encontraron estudiando las nocio-

nes de sindico y sindico a trozos usando los métodos del andlisis no-estandar.

Teorema 3.4. Sea S un semigrupo y Ag, Ay, -+, A, subconjuntos de S. Si

U?:o A; es sindico, entonces al menos uno de los conjuntos

Ao, ¢(A1)7 o ’¢(An)

es sindico.

Demostracion. Vamos a mostrarlo por induccién, primero supongamos que
n = 1. Como AyU A; es sindico, podemos tomar H un subconjunto finito de

S tal que,
S — U t1(AgU Ay).

teH

Supongamos que Ay y ¢(A;) no son sindicos por lo que podemos tomar
yesS\ | Jto(A).
teH

Ahora elegimos

r €S\ U " Ap.

te(HUHyH)
Como S =, t7 1 (AoUA:), existe z € H tal que, zz € AgUA;. Por nuestra

eleccion de x, obtenemos que zx € A;. Ademas, existe w € H tal que,

wyzx € AgU A;.
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Como wyz € HyH, entonces wyzr € A; y se deduce que wy € ¢(A;), que
es la contradiccion deseada.

Ahora supongamos que se cumple el resultado para k < n y tenemos que

?:01 A; es sindico. Definimos A’ := Ag U A;. Por hipétesis de induccién, al

menos uno de los conjuntos A’, p(Asz), - -+ , (A1) es sindico. Si A’ es sindico,

aplicamos la base de la induccion y obtenemos el resultado deseado. O

A continuacion presentamos algunos resultados conocidos que son coro-

lario inmediato de nuestro resultado.

Teorema 3.5 (I. Protasov [4]). Sea G un grupo y Ay, --- , A, subconjuntos
de G tales que G = |J;_, A;. Entonces para algin i ezxiste F subconjunto
finito de G tal que

G =FA; A,

Teorema 3.6 (B. H. Neumann [3]). Sean Hy,--- , H, subgrupos de un grupo

G. Supongamos que existen gi,--- , g, elementos de G tal que
n
i=1

Entonces al menos uno de los subgrupos H; tiene indice finito.

Corolario 3.7. Sea V un espacio vectorial sobre un campo infinito k y
Wy, .-+, W, subespacios de V. Si existen wq,--- ,w, elementos de V tales

que
n

=1

entonces para algun i, W; = V.
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Demostracion. Supongamos que V = J;_, (w; + W;). Por el teorema de B.
H. Neumann, algin W; tiene indice finito, y por eso el espacio vectorial
cociente V/W; es finito. Como k es infinito, se deduce que V/W; = 0, es
decir, V = W;. O
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