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Introduccion

Uno de los teoremas mas famosos de Topologia General es el teorema
de Tychonoff sobre la compacidad del producto cartesiano de los espacios
compactos. Este teorema tiene demostraciones cortas y sencillas, como por
ejemplo una que utiliza el lema de Alexander (de subbase). Una demostracién
muy famosa fue propuesta por Nicolas Bourbaki ([2], pdg. 88); esta demos-
tracion utiliza la teoria de filtros y ultrafiltros. El método de ultrafiltros es
muy poderoso; véase, por ejemplo, el teorema de Bourbaki y Frolik sobre
los productos de las aplicaciones perfectas ([2], pdg. 103). Otra demostracion
del teorema de Tychonoff fue dada por Abraham Robinson en su monografia
“Analisis no-estandar” ([11], pag. 95). Esta demostracién es muy corta pero
utiliza la teoria complicada de las extensiones no-estandar; en nuestra opi-
nion la demostracién de Robinson ofrece una vista mas general que el método
de ultrafiltros.

En 1977 Ernest Michael [10] di6 una definicién de las aplicaciones tri-
cocientes y mostro que el producto finito de las aplicaciones tri-cocientes es
tri-cociente. Michael mencioné que no sabia la respuesta en el caso de los pro-
ductos infinitos. La pregunta estuvo abierta hasta 1995 cuando Vladimir Us-
penskij [12] mostr6 que el producto arbitrario de las aplicaciones tri-cocientes
es tri-cociente. En 2002 Maria Manuel Clementino y Dirk Hofmann [4, 5] pu-
blicaron una demostraciéon muy profunda del teorema de Uspenskij basada
en el método de ultrafiltros. El objetivo de esta tesis es mostrar que la de-
mostracién de Clementino y Hofmann tiene un andlogo “no-estandar.” Para
obtenerlo, vamos a usar los universos no-estandar especiales construidos por
Vieri Benci [1].



Capitulo 1

Universos no-estandar

En este capitulo vamos dar una descripcion de la construccién de los
universos no-estandar (V(.5), V(*5), *) tales que *S = S [1].

Definicién 1.1 ([3], pag. 263). Sea S un conjunto; definimos
W(S) =S, Vu(S)=V,oa(S) U P (Voa(S)) (n>1),

donde Z(X) denota el conjunto potencia de X. Sea
V(S) = Vu(9);
n=0

se dice que V(S) es la superestructura sobre S. Se dice que S es un
conjunto de base si () € S y para todo s € S sNV(S) = (.

Nota 1.2. Las siguientes afirmaciones se verifican de manera directa. Si S
es conjunto de base, entonces

V(S)\ S = 2(Va(9)).

Ademass, si X,Y € V(S)\ Sy Z C X, entonces
Z, XUY, X XY, 2(X)eV(S)\S.

(Para mostrar que X xY € V(S)\S, usamos la definicién de un par ordenado:
(z,y) = {{z,y}, {z}}.) Siz € X € V,(S) y v € V(S), entonces n > 1y
x € Vn_l(S)
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Lema 1.3 ([3], pag. 263). Para cada conjunto S existe un conjunto de base
S’ de la misma cardinalidad.

Demostracion. Sea S un conjunto dado. Definimos recursivamente para cada
se s

Py(s)=s, Pus)={Pu(s): 0<m<n—-1} (n>1).

La sucesion (P,(s))n>0 es inyectiva (recordaremos que x ¢ x para cualquier
conjunto x) y |P,(s)| =n para n > 1. Ahora definimos

N(s)={P.(s): n>1}

y observemos que la aplicaciéon s — N(s) es inyectiva. (Si N(s1) = N(s2),
entonces P;(s1) = P,(s2) para algin n > 1; se sigue que n = 1y s1 = $3.)
Sea

S"'={{N(s)}: se S}

Claro que |S’| = |S|y 0 ¢ S’. Vamos a mostrar ahora que N(s) ¢ V(S’) para
cada s € S. Si N(s) € V(S5'), consideremos

p=min{n >0: N(s) € V,(5)}.

Observemos que N(s) es infinito y |t| = 1 para cada t € S’. Se sigue que
p=>1yde
N(s) € Vu(') = Vea (8) U 2V, (51))

obtenemos N(s) C V,_1(S"). Ahora para n > 1 sea
v(n) =min{m > 0: P,(s) € V,(S)} <pu—1.

Sin > 2, entonces v(n) > 1y por eso P,(s) € Z(V,m)-1(5")); se deduce
que P,_1(s) € Vypy-1(5") vy v(n — 1) < v(n) — 1. Se sigue que la sucesién
(v(n))n>1 es estrictamente creciente, lo cual es una contradiccion. O

Definicién 1.4 ([3], pag. 267, y [9]). Vamos a considerar las férmulas en
lenguaje £ = {€} (las e-férmulas). Se dice que una e€-féormula ¢ tiene
cuantificadores acotados si todas las entradas de cuantificadores en ¢ son
de la forma

(Juev)xy 6 (Yuew)y,
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donde (Ju € v)x es una abreviacién para
(Fu)(u € v A x)
y (Yu € v)x es una abreviacién para
(Vu)(u € v — x).

Se dice que una familia (A,),er es centrada si I' # () y para cada Q C T

finito y no vacio
Ay #0.

vEQ

Sea k un cardinal no numerable. Se dice que una terna
(V(S),V(S"), )

es un universo no-estandar x-saturado si S y S’ son conjuntos de base in-
finitos, * : V(S) — V(5’) y se cumplen las siguentes propiedades (escribimos
*x para *(x)):

(1) *S =9
(2) (El principio de transferencia.) Si ¢(vy,...,v,) es una €-férmula con
cuantificadores acotados y x1,...,x, € V(S), entonces

(V(S),€e) Eod(xr,...,2,) & (V(5),€) E o("xy,..., " x,).

(3) (k-saturacién.) Si (A,)ser es una familia centrada tal que |I'| < Kk y
para cada v € I" existe X, € V(S)\ S con A, € *X, \ &, entonces

(A, #0.

yer

Definicién 1.5. Un ultrafiltro en un conjunto I es un conjunto D de sub-
conjuntos de I que tiene las siguientes propiedades:

(1) Ie Dy (¢ D;
(2) si A, B € D, entonces AN B € D;
(3) iAe Dy AC B C I, entonces B € D;
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(4) para todo A C I tenemos A€ D61\ A€ D.

Sea D ultrafiltro en I. Se dice que D es numerablemente incompleto
si existe una sucesion
I=12>L2O...

de los elementos de D tal que

(1. =0
n=0
Sea k un cardinal; se dice que D es k-bueno si para cada conjunto I tal que
II'| < Kk y para cada aplicacién
F: Zu.[T)—D
tal que para todo €y, € P, (1)
0120y = F(Q) C F(29)

existe

G: g@ﬁn(r) — D
tal que para todo €y, Qs € Py (I)
G(Ql U Qz) = G(Ql> N G(Qg),
G(Q1) C F().

(P4 (') denota la coleccion de todos subconjuntos finitos de I'.)
Sea D un ultrafiltro en / y P(7) una propiedad de i € I; vamos a decir
que P(i) se cumple D-c.t.p. (en casi todas partes con respecto a D) si

{iel: P(i)} eD.

Teorema 1.6 (K. Kunen, [7]). Sea k un cardinal infinito y I un conjunto
tal que |I| = k. Eziste un ultrafiltro D en I tal que D es numerablemente
incompleto y kT -bueno. (Aqui k™ es el primer cardinal > K.)

Definicién 1.7. Seguimos la construcién en [9]. Sea D un ultrafiltro en I y
S un conjunto de base infinito. Definimos

Fm(S, D) ={f e V(S) : f(i) € Vou(S) D-ct.p.} (m >0),
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F(8,D) = | Zu(S, D).
m=0
De forma breve vamos a escribir .%,,(S) para .%,,(S, D) y #(S) para .Z (S, D).
Notemos que .%y(S) € .Z1(S) C ...
Consideremos una relacién ~p en S’:
f=pg < f(i) =g(i) D-ct.p.

Notemos que como D es un ultrafiltro, ~p es una relacién de equivalencia en
ST: el conjunto cociente S’/ ~p se llama la ultrapotencia de S con respecto
aD.

Para cada z € V(S) definimos

0, : I — {x};
notemos que para todo x,y € S
0, ~pb, & x=y.
Ahora supongamos que
b: S/ ~p—> S
es una biyeccion fija. Definimos recursivamente
Jm (S, D,b) : Zp(S) — Vin(S)  (m > 0).
De forma breve vamos a escribir j,, para j,, (S, D, b). Sea
jo + Fo(S) = Vo(S) = S,
Jo(f) = b([f);

donde
[_]:Z(S) — S]/ ~p

la aplicacién canénica (notemos que para cada f € %,(9) existe g € S7 tal
que f(i) = g(i) D-c.t.p.). Sim > 1, para cada f € #y(S) definimos

Jm(f) =Jo(f) € S
y para cada f € .%,,(5) \ % (S) definimos
Jm(f) = {m-1(9) - g € Fna(S) y g(i) € f(i) D-c.t.p.} C Vinr(S).

Notemos que en ambos casos j,(f) € Vi (S).
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Lema 1.8. Sim > 1 Y f07f1 S 9,71(5) \ go(S) Yy fo(Z) % fl(’l) D—C.t.p.,
entonces existe h € F,_1(5) y 1 € {0,1} tal que h(i) € fi(i) D-c.t.p. y
h(i) & fi-(i) D-c.t.p.

Demostracion. Escogemos p € S. Consideremos
A={iel: fo(i) € V(S)\ 'S, f1(i) € Vi (S)\ Sy foli) # fi(i)} € D

Definimos
By ={ie€ A: fo(i)\ f1(i) # 0},
By={i€A: fi(i)\ foli) #0}.

Como ByU By = A € D, existe | € {0,1} tal que B; € D. Para cada i € B,
escogemos h(i) € fi(i) \ fi—i(i) € Vin—1(S). Para cada i € I\ B; definimos

h(i) =p e S =Vy(S) C V1 (S).
Se deduce que h € #,,_1(S5). También
{iel:h(i)e fi(i)} DB €D,
{iel:h(i)¢ fia()} 2B €D,
y por eso h(i) € fi(i) D-c.t.p. y h(i) & fi1_1(i) D-c.t.p. O
Lema 1.9. Para cada m > 0 tenemos
Jm = Jm+1]Fm(S).

Demostracion. Induccion sobre m > 0. Si m = 0, la afirmacién es obvia.
Supongamos que m > 1; vamos a mostrar que para todo f € Z,(S5)
tenemos

jm(f) = ]m—l—l(f)
Si f € Zo(5), entonces
Im(f) = Jo(f) = Jm+1(f)-

Supongamos que
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Si T € jm(f), entonces existe g € F,,_1(5) tal que g(i) € f(i) D-ct.p. y
T = jn1(0); tenemos que g € Fn(S) ¥ 7 = m(g) ¥ DOT 50 7 € g (f).
Si T € Jms1(f), entonces existe g € Z%,,(S5) tal que g(i) € f(i) D-ct.p. y
T = jm(g); tenemos

g(i) € f(i) € Vin(S) D-c.t.p.
y por eso g(i) € V,,_1(S) D-c.t.p.; se deduce que g € Z,,, 1(S) y = jm-1(9)
y T € Jm(f)- N

Definicién 1.10. Sea j : #(S) —» V(9), j = U Jm-
m=0

Lema 1.11. Para todo m > 0 y para todo fo, fi € Fn(S) tenemos

Jm(fo) = jm(f1) = fo(i) = fi(i) D-c.t.p.

Demostracion. (=) : Induccién sobre m.
Sean fy, f1 € Fo(S) tales que jo(fo) = jo(f1); como b es biyeccion tenemos

[fol = b (Go(fo)) = 0~ (jo(f1)) = [fi]-

Por eso fy(i) = f1(i) D-c.t.p.
Supongamos que m > 1, fo, fi € Fn(S) ¥ jm(fo) = jm(f1)-
Si fo, f1 € Fo(95), entonces

jo(fo) = jm(fo) = jm(f1) = Jo(f1)

Yy por eso tenemos
fo(i) = f1(i) D-c.t.p.

Ahora supongamos que fo, f1 € %, (S)\Fo(S)y fo(i) = f1(i) D-c.t.p. no
se cumple. Tenemos fy(i) # f1(i) D-c.t.p. y por el lema 1.8 existen [ € {0, 1}
y h € Zp_1(S) tales que

h(i) € fi(i) D-c.t.p.,

h(i) € fi-i(i) D-c.t.p.

Tenemos por definicién de j,,(f;) que

jmfl(h) S ]m(fl) = jm(flfl)-
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Por eso existe ' € Z,,_1(5) tal que h'(i) € f1_(i) D-ct.p. ¥ jm-1(R') =
Jm—1(h). Por hipétesis de induccién

}(i) = h(i) D-c.t.p.

Se deduce que h(i) € fi_i(i) D-c.t.p., la contradiccién buscada.
Ahora supongamos que f; € %y(S)y fii € Fm(S)\ Fo(S), 1 € {0,1}.
Si fi4(i) =0 D-c.t.p., por la definicién de j,, tenemos

Jm(fi) =0 = jo(f1) € S;

pero como S es conjunto de base, ) ¢ S, la contradiccién buscada.
Supongamos que f1_;(i) = () D-c.t.p. no se cumple. Como () € V;(S)\ S,
tenemos

O € Fn(5)\ Fo(5).

Tenemos fi1_y(i) # 0p(i) D-c.t.p. y por el lema 1.8 existe g € %, 1(S) tal
que g(i) € fi—(¢) D-c.t.p. Tenemos

jm—l(g) S jm(fl—l) = ]m(fl) SIS

la contradiccién buscada.

(<) : Obvio. O
Lema 1.12. Para todo m > 0 y para todo fo, f1 € Fn(S) tenemos
Jm(fo) € m(f1) <= [fo(i) € f1(i) D-c.t.p.
Demostracion. Andloga al lema anterior. O

Lema 1.13. Sean ¢(vy,...,v,) una €-férmula con cuantificadores acotados
Y fi,--, fn € F(S). Entonces

(V(S),€) Eelih), - ilfa)) & (V(S),€) = e(fi(i), ..., fu(i)) D-c.tp.

Demostracion. Induccion sobre la complejidad de . Si ¢ es una férmula
atémica, la afirmacién sigue de los lemas 1.11 y 1.12. El caso de los conectivos
es sencillo (usamos la definicién de un ultrafiltro).

Supongamos que ¢ tiene la forma

(Fu € ve)x(u,v1,... ), 1<k<n.
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Sean fi,..., f, € Z#(S) tales que

(V(S5),€) = w(i(f), - 5(fn))-

Existe x € j(fx) N V(S) tal que

Como S es un conjunto de base, tenemos j(fx) ¢ S y por eso fr € F(S5) \
Fo(S). Existe g € F(5) tal que g(i) € fr(i) D-c.t.p. y z = j(g). Por la
hipotesis de induccién tenemos

A={iel: g(i)e fi(i)y (V(S),€) F x(9(i), /1(D),..., fli))} € D
y para cada ¢ € A tenemos
(V(9),€) E @(fi(i), - - -, fald))-
Ahora supongamos que existe A € D tal que para todo i € A
(V(9),€) E @(fi(i), - - -, fald))-
Se deduce que para cada i € A existe g(i) € V(S) N fir(i) tal que

(V(S)’ 6) 'Z X(g(i)vfl(i)w ) fn(z))v

para cada i € I \ A definimos ¢(i) = p, donde p € S un elemento fijo. Sea
m > 0 tal que f; € %, (5). Como

g(1) € fe(i) € Viu(S) D-c.t.p.,

tenemos m > 1y g(i) € V,,,_1(S) D-c.t.p.; se deduce que g € Z%,,_1(5). Por
la hipotesis de induccion tenemos

(V(9),€) = x(i(9),3(f1), -5 (fn)).

Como j(g) € j(fx), obtenemos

(V(S)v E) ): Qo(j(fl)> c a](fn)>

La demostracién estd completa. O]
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Teorema 1.14 (V. Benci, [1]). Sea A un cardinal infinito y k un cardinal no
numerable. Existen un universo no-estandar s-saturado

(V(5),V(*S),*)
y un conjunto So C S tales que |So| > X, *S =S y *s = s para cada s € Sp.

Demostracion. Por el teorema 1.6 existen un conjunto I y un ultrafiltro D
en [ tal que D es numerablemente incompleto y x-bueno. Por el lema 1.3
existe un conjunto de base S tal que

S| =[N > A
Como S es infinito, existe Sy C S tal que
[So| =[5\ So| = [5].

Notemos que
0:5 =S ~p, O)=][b),

es una inyeccién. Tenemos
S| < 18"/ ~p | < I8 =S|
Como |ST/ ~p | =S|, tenemos
(S7/ ~p) \ ©[So]| = 5] = |5\ Sy
y por eso existe una biyeccién
p: (8') =p) \ O[So] = S\ So.

Definimos ahora
b: SI/ ~p— S,
b(q) _{ @71((]) sl q€ @[50]7
o(q) st q¢ O[Sy

Notemos que b es una biyeccién tal que para cada s € 5

b([6s]) = 5.

Consideremos la aplicacion correspondiente

j:F(S) = V(9).
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Definimos
x:V(S) = V(S), "xz=jb.).

Vamos a mostrar ahora que *S = S. Notemos que si s € S, entonces para
algiin f € ST tenemos b([f]) = s; se deduce que

s =b([f]) = j(f) € j(0s) ="5.

Ahora supongamos que z € *S. Como S ¢ V,(5), tenemos 0g ¢ .F,(S) y por
eso existe g € .Z(5) tal que g(i) € 0g(i) D-c.t.p. y x = j(g). Obtenemos que
g € Fy(S) y por eso
z=j(g) =0b(lg]) € 5.
Notemos que para cada s € Sy
"5 = j(0s) = b([0s]) = s.

Vamos a mostrar ahora que se cumple el principio de transferencia. Sea
(v, ..., v,) una e-férmula con cuantificadores acotados y z1, ..., z, € V(95).
Usando el lema 1.13, obtenemos

(V(9),€) Ewlzy,...,z,) <
(V(S), €) F ¢(02,(4), ..., 0s,(i)) D-ctp. &

(V(S),€) E ¢(i(ba),---,J(0,) <

(V(9),€) Ew(*zy,...,"x,).
Vamos a verificar ahora que se cumple el principio de k-saturacion. Sea
X,eV(S)\S (yel)
¥ (Ay)yer una familia centrada tal que para cada vy € T’
A, e X\ S

y |T'| < k. Vamos a mostrar que

A, #0.

yerl’

Para cada v € I' tenemos

Ox, € F(5)\ Fo(5);
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se deduce que existe g, € Z#(S5) tal que
g4(i) € Ox (i) D-ct.p.y j(gy) = A,.
Como D es numerablemente incompleto, existe
I=1,002O...

una sucesion de los elementos de D tal que

(1. =0.
n=0

Definimos ahora
F: P, (1) = D,

F(Q) = {i € Loy : V(S) N () 9, (0) # 0},

Vamos a verificar que F esta bien definida. Tenemos F()) = I € D. Si
Qe P, (1) y Q # D, escogemos

be ﬂAW%@;

vEQ

como para todo vy € I' A, € V(S)\ S, tenemos b € V(5). Se deduce que para
todo v €
9y € F(S)\ Fo(5)

y por eso existe h € Z#(S) tal que para todo v € )
h(i) € g,(i) D-c.t.p., j(h)=".
Se deduce que
(@) 2 o0 () (i €12 h(i) € g, (i)} € D
VEQ

y por eso F(Q) € D.
Ahora notemos que si 1,y € P4, (I) y Q1 D o, entonces para cada
i € F(©4) tenemos
IS I\Ql| - I|92|
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V(S)N () g, 2V(S)N (1) g,() # 0

vEQ2 YEM

y por eso i € F(§2); se deduce que
F() C F(Q).
Como |I'| < k y D es k-bueno, existe
G: Zum{l)— D
tal que V€, Qs € P (1)
G(Q, U Q) = G(Q) NG(Q),
G(1) C F().
Ahora para cada i € I definimos
[i={yel:ieG({})}

Notemos que para todo i € I y para todo n < |I';| tenemos i € I,,, por que
si 1, ..., son elementos distintos de I';, entonces

i€ (G =G m}) S F({m,..;m}) S 1

Se deduce que para todo i € I, I'; € Py, (T).
Para cada i € I tenemos que i € F(I';) y por eso existe

1(i) € V(S) N () 95(D).

Fijamos v € I'. Tenemos

{fiel:l(i)eg,(i)} 2 {icl:veli}={iel:ieG{y})}=G({r}) eD

y por eso [(i) € g,(i) D-c.t.p. Sea m > 0 tal que g, € %, (S). Como
e V(S) y (i) € g,(i) D-c.t.p., tenemos m > 1y | € %,,_1(S). Se deduce
que j(1) € j(g,) = A,. Se deduce que

(A, #0.
vel

La demostracién esta completa. O



Capitulo 2

Extensiones no-estandar

En este capitulo vamos a recopilar las propiedades de los universos no-
estandar necesarias para nuestra aplicaciéon. Suponemos que

(V(8),V("5), %)

es un universo no-estandar arbitrario. (La hipotesis *S = S no se utiliza.)
Sea k un cardinal no numerable tal que (V' (S), V(*S), %) es r-saturado.
Todo el material de este capitulo es estandar, véase [9, 11].

Proposicién 2.1. Si X € V(S)\ S, entonces *X € V(5')\ 5.

Demostracion. Supongamos que né. Como *X € V(5’), tenemos *X € §' =
*S y por eso

(V(5),€) | w("X,"5),
donde ¢(vg, v1) es una e-férmula vy € v;. Por el principio de transferencia
(V(9),€) F (X, 5)
y por eso X € 5, la contradiccién buscada. O

Nota 2.2. Aplicando el principio de transferencia, vamos a sustituir las en-
tradas libres de variables en e-férmulas con las interpretaciones correspon-
dientes.

Proposicién 2.3. Sean X,Y € V(S)\ S. Entonces
XCY = *XC%,
(XUY)="XUY, *(XNY)="XN*Y, *(X\Y)="X\"Y.

19
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Demostracion. Vamos a mostrar la primera implicacion. Para cada z € X N
V(S) tenemos x € Y. Se deduce que

(V(S5),€) E (Yo € X)(vo €Y).
Por el principio de transferenicia
(V(S/), E) ): (VUQ S *X)(Uo S *Y)

Por la proposicién 2.1 tenemos *X € V(S') \ S" y por eso *X C V(S5'). Se
deduce que para todo y € *X NV (S’) = *X tenemos y € *Y. O

Proposicién 2.4. Para cada x € V(S) tenemos {x} € V(S)\ S y
Ha} = {"z}.

Demostracion. Como x € {x}, por el principio de transferencia *z € *{z}.
Tenemos

(V(S), €) k= (Voo € {x})(vo = x)
Y pOr eso
(V(5),€) F (Voo € {z})(vo = ").
Como {x} NV (S) # 0, tenemos {z} € V(S)\ Sy por eso *{z} € V(5')\ 5"

Se deduce que para cada y € *{z} tenemos y = *x. O

Definicién 2.5. Las n-tuplas se definen recursivamente:

(r) ==z, (z,9) = {{z,y} {z}},
(1, xn) = ((T1,. ..y xp1),20) (0> 3).

Proposicién 2.6. Si zy,...,z, € V(S), n > 1, entonces

(x1,...,2,) € V(9)

(21, xn) = Tz, .0, Ty,

Demostracion. Aplicamos las proposiciones 2.3 y 2.4. O
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Nota 2.7. Sea (v,)n>0 la sucesién de variables. Consideremos las siguentes
abreviaciones (i, j, k > 0):
{vi,v;} = v}, para

v; € v Av; € v A (Yo, € vg) (v = v; Vo = v;);
(v;,vj) = vy para
(Fu; € vg) (Bom, € vi)({vi, v} = v A {vi, 0} = v A {, Vi } = k).

Aquil = max(, j, k)+1y m = [+1. Se muestra directamente que si i, j, k > 0
son distintos y ¢(v;, vj,vg) es (v;,v;) = v, entonces para todo conjunto de
base Sy para todo x,y,z € V(S5)

(V(9),€) E e(@,y,2) & (z,y) ==
Proposicién 2.8. Sean X, Y € V(S)\ Sy f: X — Y. Entonces
XxY, feV(S)\S,
(X X Y)=*X x Y,
FAX Y
Ademds, para cada v € X
(fx) =" ().

Si f es inyectiva (resp. sobreyectiva), entonces *f es inyectiva (resp. sobre-
yectiva). Para cada AC X yBCY

(FlAD =frAL (B = CHT B
Demostracion. Aplicamos la nota 2.7 y el principio de transferencia. O]
Proposicién 2.9. Para cada X € V(5)\ S tenemos *P(X) C P(*X).

Demostracion. Tenemos
(V(S),€) E (Vug € P(X))(Vuy € vo)(vg € X).
Por el principio de transferencia

(V(S/), E) ): (VUO S *P(X))<V’Ul S Uo)(Ul S *X)
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Como Z(X) € V(S)\ S, tenemos *P(X) € V(S5')\ S’ y por eso
P(X)NV(S) ="P(X).
Notemos que P(X) N S = 0. Por la proposicién 2.3
PX)NS =*P(X)n*S=*(P(X)NS)="0=0.

SiT € *P(X), entonces T' € V(S')\ Sy TNV (S) = T. Obtenemos que
para cada T € *P(X) se cumple 7' C *X. O

Definicion 2.10. Sea (X, 7x) espacio topoldgico, X € V(S)\ S. Para cada
x € X definimos

px ) (@) = ﬂ{*U cxelU ey}

(la ménada de = con respecto a la topologia 7x). De forma breve vamos a
escribir p1x () para fi(x,r)(2). Notemos que si € U € 7x, entonces U C X
y por eso *x € *U C *X; se deduce que para cada z € X

r € ux(x) CrX.

Proposicién 2.11. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico tal que X € V(S)\ S.
Supongamos que k > |Tx|. Entonces U C X es abierto en (X,7x) si y sdlo
si para cada x € U tenemos ux(x) C*U.

Demostracion. (=): Obvio.
(«<): Supongamos que no; existe x € U tal que paracada V, z € V € 7y,
tenemos V' \ U # (). Notemos que

{f'V\'U:2€eV erx}
es una familia centrada; como
V\*'U="(V\U) e " ZX)

v |Tx| < K, existe
¢e ﬂ{*V\*U:$€ Verx}.
Tenemos

la contradiccion buscada. O
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Proposicién 2.12. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) los espacios topoldgicos tales que
X, Y eV(S)\ Sy f: X —Y una aplicacion continua. Entonces para todo
r € X tenemos

“flex(@)] € py (f(2)).

Demostracion. Sea'V € 1y y f(z) € V. Tenemos que = € f~[V] € 7x y por
la proposicién 2.8

px(z) (VD) = CH TV

se deduce que
“flux(z)] €7V

La demostracién estd completa. O]

Proposicién 2.13. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico, X € V(S)\S,Y C X
y Ty la topologia en'Y inducida por la topologia Tx. Entonces para caday € Y
tenemos

py (y) = px(y) N*Y.
Demostracion. Para cada y € Y tenemos
py (y) = ﬂ{*(UﬂY) ryeUerxt=pux(y) Ny

La demostracion estéa completa. O]

Proposicion 2.14. Sean (Xi, ) (1 < k < m), los espacios topoldgicos tales
que para todo k < m Xy € V(S)\ S. Consideremos en X1 X -+ x X, la
topologia producto Tx,x..xx,,. Entonces para cada

(T1, . ) € Xy X -+ X Xy,
tenemos
Xy o X (T1y+ ooy T ) = iy (T1) X oo X px, (Tm).
Demostracion. Como para todo k < m X; € V(S)\ S, obtenemos
Xy x - x X, e V(9)\ S.
Ademas, por la proposicion 2.8

(X X x X)) =X X X X,
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Consideremos

(61’ PR ,£m> E qux...XXm(xl’ PR ,ZI]m).

Fijamos k <m y U € 7 tal que x;, € U. Para cada i < m definimos V; € 7;
en la manera siguiente: si i # k, definimos V; = X; y sea Vj, = U. Tenemos

(1, ) € VI X -+ X Vi € TxyxexXom
Y POI eso
(flav&m)E*(VlXme):*leX*vm

Se deduce que & € *U. Por eso & € g ().
Ahora consideremos

€1y -5 &m) € pxy (w1) X - X pix,, (Tm).-

Sea
(ZEl, R ,[L’m) e0e TX1 %X X+

Para cada k < m existe U, € 73 tal que
($1,...,$m) €U1 X X UmgO

Para cada k£ <m
&k € ux, (xr) C U

y por eso
€1y &m) € UL X - X Uy ="(Uy X -+ - x Uy,) €70.

Se deduce que
(gla <o 7§m) € MX1><'~~><Xm(:E17 s vxm)'

La demostracion estda completa. O

Proposicién 2.15. Sea (X;,7;) (i € I) una familia de los espacios topoldgi-
cos y sea (X', T ) el producto cartesiano,

il
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Supongamos que existe n > 0 tal que
Tul JXi CV,(9).
iel
Entonces " € V(S)\ S y para cada p € Z tenemos
po(p) ={§ €2 Vi€l "pry,(§) € px,(p(i))}-

Demostracion. Tenemos

X C P(Vo(S) x Vi (9))
y como V,,(S) € V(S)\ S, tenemos 2 € V(S) \ S.

Si I =0, tenemos 2 = {0} y la afirmacién es obvia. Supongamos que
I # (. Fijamos p € 2. Si £ € uy(p), entonces por la proposicién 2.12 para
cada i € I tenemos
“pry, (§) € px,(pry,(p)) = px, (p(2)).
Ahora supongamos que £ € *Z" es tal que Vi € 1
pry, (§) € px, (p(4)).

Sea O una vecindad abierta de p. Existe J C [ finito y no vacio y una familia

Vier, (J€J)

pe(\prx Vi1 €O

jed

tal que

Para cada j € J tenemos
p(j) €V €T

y por eso
pry,(§) € px,; (p(4)) € *Vj;
se deduce que
€ € (pry,) " [Vi] = " (pri, [Vj))-
Como J es finito, tenemos
§ € n er ﬂ pr C*O
jet jed

Se deduce que £ € g (p). O



Capitulo 3

Aplicaciones tri-cocientes

Fijamos un universo no-estdandar (V' (S), V(*5),*) tal que *S = S y su-
pongamos que N C S es una copia de los nimeros enteros mayor o igual
que cero tal que para todo n € N *n = n (véase el teorema 1.14). Notemos
que N C *N. Sea s un cardinal no numerable tal que (V(5),V(*S),*) es
r-saturado. Vamos a denotar con On la clase de todos ordinales.

Definicién 3.1. (Seguimos en esta definicién a [6].) Sea R C N™, donde
m > 1. Para cada ordinal @ € On definimos

ok I g Sm.

(Sobre la recursién transfinita, véase por ejemplo [8, teorema 1.9.2, pag. 45].)
Sea "R = R C S™. Supongamos que o > 0y V3 < a #*R C S™ esta
definido. Si o = v + 1, definimos usando las proposiciones 2.3 y 2.8

Si « es ordinal limite, definimos

axp UB*RgSm

B<a

Lema 3.2. Para cada ordinal o € On y para cada R C N™, m > 1, tenemos
R C(**N)™ y para cada f < «

ﬁ*R — a*R N (,B*N)m

26
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Demostracion. Induccion sobre .

Si a = 0, las afirmaciones son obvias.

Supongamos que a = v+ 1. Por la hipotesis de induccién tenemos ™R C
("™N)™ y por eso

“R="("R) C"(("N)") = (“"N)".

Ahora consideremos [ < «.
Supongamos que 3 = 0. Por la hipotesis de induccién tenemos

R=""RNN"™;
por eso
Para cada (nq,...,n,) € R por la proposicién 2.6

Nyyoo o sMyy)) = ( N1y ooy M) = (N1, Ty
( )= ) = "( )€'R
y por eso R C *RNN™. Ademss, si

(n1,...,n,) € " ROAN™

entonces *(ny,...,n,) € *R y por eso (ny,...,n,) € R. Se deduce que

R =*RNN™ Obtenemos
R=""RN('N)"NN" =*“*RNN".
Supongamos ahora que 8 = 0 + 1. Por la hipotesis de induccién tenemos
%R =R (*N)"

y por eso
B*R — *('y*R N (6*N>m) — a*R N (B*N)m

Supongamos ahora que 3 es ordinal limite. Para cada § < § por la hipo-
tesis de induccién

5*R _ W*R N (6*N)m;

se deduce que

(5+1)*R _ *('y*R N (5*N>m) — RN <(6+1)*N)m.
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También por la hipotesis de induccién
6*R _ (5+1)*R N (5*N)m

Ademas, si 6 < e < 3, entonces por la hipotesis de induccién (con R = N)
tenemos *N C “*N; por eso

N = e
0<p

Se deduce que para todo § < f3

6*R — RN ((5+1)*N>m N (5*N>m — RN (5*N)m

,B*R: U(S*R:a*Rm U (J*N)m :a*Rﬂ(ﬁ*N)m.
6<p 0<p

Ahora supongamos que « es limite. Por la hipotesis de inducciéon para
cada B < a tenemos #*R C (#*N)™ y por eso

axp U ﬁ*R C U (B*N)m C (Q*N)m.

B<a B<a
Fijamos 8 < a. Como « es ordinal limite, tenemos
P*R C RN (PN)™.
Ahora consideremos
(N, ..., Ny) € RN (FN)™.

Existe v < a tal que
(N1,...,Ny,) € "R.

Tenemos

(N1,...,Np) € R,

donde 0 = max(f,7) < «, y por eso
(N1, ..., N,) € RN (P*N)™ = PR,

La demostracién esta completa. O
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Nota 3.3. Sea (X, )acon una familia de subconjuntos de un conjunto Y tal
que para todo «, 5 € On, o < f3, tenemos X, C X3. Entonces existe { € On
tal que X, = X, para todo o > &.

Demostracion. Consideremos

Como Z es una subclase de Y, Z es un conjunto. Definimos
F={(z,a):z€Z,ae€0n,ze X,y <az¢&Xz}

y notemos que F' es una aplicacién-clase con dom(F') = Z. Por el axioma de
reemplazo [8, pag. 10] F[Z] es un conjunto; definimos

¢=J{F(2):z€ 2}

Como F(z) € On para cada z € Z, tenemos £ € On, véase [8, Exercise 1.8.10,
pég. 36]. Sea a > &. Tenemos X¢ C X,,. Para cada x € X, tenemos x € Z y
por eso & € Xp(y); pero F(z) C &y por eso F(x) < &; se deduce que z € Xe.
Asi obtenemos X, = X¢. O

Definicion 3.4. Sea R C N, donde m > 1. Definimos
ook U ax
acOn
Por el lema 3.2 y la nota 3.3, existe un ordinal £ tal que Voo > &
“N =N,
Se deduce que Va > &
Ademas, por el lema 3.2 si R C N™, m > 1, entonces Vo > £

Definicién 3.5. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Se dice que
A C X es un segmento inicial en (X, <) si para todo a € A y para todo
x € X six <a, entonces x € A.

Se dice que y € X es sucesor de x € X en (X, <) si z < y y para todo
z € X tal que x < z tenemos y < z.
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Proposicién 3.6. Sea < el orden total candnico en N yo : N = N, o(n) =
n+ 1. Para cada o € On tenemos

(1) “*< es un orden total en **N;

(2) “*o : N — “*N\ {0} es una biyeccion tal que **o(N) es sucesor de
N en (**N,**<) para cada N € “*N;

(3) VB < a P*N es un segmento inicial en (**N,**<).

Demostracion. Induccion sobre .
Si a = 0, todas las afirmaciones son obvias.
Supongamos que o =y + 1.
(1) Por la hipotesis de induccién tenemos que 7*< es un orden total en
7*N; por el principio de transferencia “*< = *(7*<) es un orden total en
(2) Tenemos que
"o "N — 7N\ {0}

es una biyeccién y por las proposiciones 2.3, 2.4, 2.8
es una biyeccion. Aplicando el principio de transferencia a

(VN € N)(YM € ™N)((N, M) € ™o — [(N, M) € "< AN % MA
(VK € "N)(((N,K) € "< AN # K) = (M, K) € <)),

obtenemos que “*o (V) es sucesor de N en (“*N,**<) para cada N € “*N.
(3) Consideremos f < a.
Supongamos que 3 = 0. Por la hipotesis de induccién N = %N es un
segmento inicial en ("*N,7*<). Aplicando el principio de transferencia a

(VN € "™N)(VM € N)((N, M) € "< — N € N),

obtenemos que *N es un segmento inicial en (**N,;**<). Ademas, por el le-
ma 3.2

Aplicando el principio de transferencia a

(VN eN)((N,n)e<— N=0V...VN=n),
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donde n € N nimero fijo, obtenemos que N es un segmento inicial en (*N, *<).
Se deduce que N es un segmento inicial en (**N, **<).

Supongamos ahora que § = d + 1. Como § < [ < =, por la hipotesis
de induccién °*N es un segmento inicial en ("*N,7*<). Por el principio de
transferencia #*N es un segmento inicial en (“*N, @*<).

Supongamos ahora que [ es ordinal limite. Para cada § < 3 tenemos que
N es un segmento inicial en ("*N,7*<) y por el principio de transferencia
(O+D*N es un segmento inicial en (**N, **<). Se deduce que

BrN — U SHN — U (S+1)*

6<p o<

es un segmento inicial en (**N, **<).

Ahora supongamos que « es ordinal limite.

(1) Vamos a mostrar que **< C (**N)? es una relacién reflexiva. Sea
N € “N; existe 3 < a tal que N € #*N y por eso (N, N) € #*< C @<,

Mostraremos ahora **< es una relacién antisimétrica. Sean N, M € “*N
tales que (N, M), (M, N) € **<. Existen < ay v < « tales que (N, M) €
A<y (M,N) € <. Sea § = max(3,7) < a; por el lema 3.2 y la hipotesis
de induccién

<y C <

y %< es un orden total en **N; se deduce que N = M.

Vamos a mostrar que **< es transitiva. Sean N, M, K € “*N tales que
(N, M), (M,K) € **<. Existe 8 < a tal que (N, M), (M,K) € #*< y como
B*< es transitivo, tenemos (N,K) € Pr C <,

Mostraremos ahora que “*< es un orden total en “*N. Sean N, M € **N.
Existen 8 < ay v < a tales que N € #*N y M € "N; tenemos

B*N U 'y*N g 6*N7

donde § = max(83,7) < a, y °*< es un orden total en **N; se deduce que
(N,M) c 5*§ C < 6 (M,N) c 6*§ C <,
(2) Tenemos

dom(**o) = U dom (o) = U A*N = “*N

B<a B<a

ran(“*o) = | J ran(*0) = | ("N\ {0}) = >N\ {0}.

B<a B<a
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Sea N € ®*N. Existe f < a tal que N € #*N; tenemos
(N,?*a(N)) € P*o C *0.

Ahora supongamos que M € “*N y (N, M) € **o. Existe v < « tal que
(N, M) € ™o. Por el lema 3.2 y la hipotesis de induccién

B*O_U'y*o_gzs*o_

6*0_ . 5*N N 6*N \ {0},
donde § = max(8,7) < a. Como

(N,%*a(N)) € %0,
(N, M) € *o,
tenemos M = #*o(N). Se deduce que
o N — N\ {0}

es una aplicacién sobreyectiva.
Ahora fijamos N € ®*N; existe 8 < « tal que N € #*N. Tenemos por la
hipotesis de induccion

(N,%*a(N)) € *on*< C o n<
y N # P*a(N); se deduce que
*a(N)="a(N), (N,*o(N)) €<, N#>g(N).
Supongamos que M € **N es tal que
(N, M) e <, N# M.

Existe v < a tal que (N, M) € "<. Tenemos (N, M) € %*<, donde § =
max(f3,7) < ay como N # M, tenemos por la hipotesis de induccién

("o(N), M) € < C <.

Pero como #*a C 5*0, tenemos
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y por eso
(“o(N),M) € <.

Se deduce que **g(N) es sucesor de N en (**N,**<).

(3) Consideremos 3 < a. Sean N € #*Ny M € N tales que (M, N) €
@<, Existe v < a tal que (M,N) € 7™<. Sea 6 = max(7, ). Tenemos
(M,N) € **<. Como 3 < ¢ < a, por la hipotesis de induccién **N es un
segmento inicial en (°*N,%*<) y por eso M € #*N. La demostracién estd
completa. O

Definicién 3.7. Para cada N € *°*N definimos
0,N]={M € **N: (M,N) € **<}.
Lema 3.8. Para cada N € *°*N tenemos
o0, N]] = [0, (N)] \ {0}

Demostracion. Notemos que por la proposicion 3.6 N es un segmento inicial
en (N, >*<) y ©*< N N? =<. Se deduce que 0 es el primer elemento en
("N, > <).

Para cada M € [0, N| tenemos, usando la proposicién 3.6,

("o (M),**0(N)) € > <.

Ademas, **c(M) # 0.
Ahora consideremos

M € [0,**a(N)] \ {0}.

Como **g : °*N — °*N \ {0} es una biyeccidn, existe K € **N tal que
**g(K) = M. Vamos a mostrar que K € [0, N]. Supongamos que no; tene-
mos (**o(N), K) € **< 'y por eso **0(K) = M & [0,**c(N)], la contra-
diccion. O]

Definicién 3.9. Sean X y Y conjuntos; definimos
PFunc(X,Y) = {p:p: X Ddom(p) = Y},

la familia de todas las funciénes parciales entre X y Y.



CAPITULO 3. APLICACIONES TRI-COCIENTES 34

Para cada n > 0 definimos
A, = {¢ € PFunc(**N, V,,(5)) : AN € **N tal que dom(p) = [0, N]},

ln o Ay = N, () = max(dom(ep)).

(Tomamos el maximo en (**N,>*<).) Sea

A= GA”’ [l = Gln;
n=0 n=0

notemos que [ : A — **N y para todo n > 0 [|A,, = [,.
Lema 3.10. Si X,Y € V(5)\ S, entonces *PFunc(X,Y) C PFunc(*X,*Y).

Demostracion. Notemos que como PFunc(X,Y) C Z(X x Y), por las pro-
posiciones 2.3 y 2.9

“PRunc(X,Y) C*2(X xY) C Z(*X x *Y).

Se deduce que para cada ¢ € *PFunc(X,Y) tenemos ¢ C *X x *Y. Ahora
aplicamos el principio de transferencia a

(Vo € PFunc(X,Y)) (Ve € X)(Vy € Y)(Vy € Y)
() €N (z,9) €0) =y =1).

Se deduce que cada ¢ € *PFunc(X,Y) es una funcién parcial entre *X y
Y. O

Lema 3.11. Para cada n > 0 tenemos *V,(S) C V,(S5).

Demostracion. Induccién sobre n > 0. Tenemos
Wo(S) =75 =5 = Wo(9).
Si n > 1, usando la hipotesis de inducciéon obtenemos
Va(S) =" (Vara(S) U Z(Voa(5))) € Vara (S) U 2 (Vi (5)) €
C Vo1 (S)U Z2(Viei(9)) = Viu(9).

La demostracién esta completa. O
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Proposicién 3.12. Para cada n > 0 tenemos *A, C A, y *l,, = 1,|*Ay.
Demostracion. Notemos que como **N € V(9)\ Sy V,.(5) e V(9)\ S5,
PFunc(**N, V,(5)) € V(S)\ S
y por eso A, € V(S)\ S. Por los lemas 3.10 y 3.11 tenemos
*A,, C *PFunc(**N, V,,(S5)) C
C PFunc(*(°*N), *V,,(S)) € PFunc(**N, V,,(9)).
Ahora aplicamos el principio de transferencia a
(Vo € Ay)(AN € **N)(VM € **N)((M,N) € **< +
(Fx € V,(S)) (M, z) € p).

Como *(**N) = **N y *(**<) = **<, obtenemos que *A,, C A,,.
Como I, : A,, — °°*N, tenemos

I A, — T(°°N) = ©*N.
Aplicamos el principio de transferencia a
(Vo € Ay) (VN € *N)((p, N) € 1, — [((Bx € V,.(9))(N,z) € p)A
(VM € *'N)(vy € Vo(5)((M,y) € ¢ = (M, N) € *"<)])
y obtenemos que para todo ¢ € *A,
"In(p) = max(dom(p)) = ().
La demostracién esta completa. O

Definicién 3.13. Para cada ¢ € A y para cada = € V(S) definimos

2" ={(0,2)} U(po (*0)7").

Lema 3.14. Sean > 0. Six € V,(5) y ¢ € A,, entonces z"p € A, y
I(z7p) = *a(l,(p)). Siz,y € V,(5), o,x € A, y 2"p = y"x, entonces
T=YYye=Xx
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Demostracion. Tenemos dom(p) = [0,1,(p)] y por el lema 3.8

dom(ip o (**0) ") = “*oldom(p)] = [0, (l.(2))] \ {O}.

Se deduce que "¢ € A, y l,(x"p) = **c(l,(¢)). La segunda afirmacién es
obvia. O

Definicion 3.15. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico tal que X C V,,(S)™
(n >0y m > 1). Definimos para cada ordinal «

29X, 7x) €A™,
Sea

27(2)()(, Tx) = {(¥1,- -, om) : VE <m g : {0} = V,(S5),
(¢1(0), ..., om(0)) € X} C AT

Supongamos que « > 0 y para todo f < « P (X, 7x) C A esta definido.
Por la proposicién 3.12 para todo 5 < a tenemos

SO(X, 7) C *(AT) = (A" C AT
Si o = v+ 1, definimos (usando la definicién 2.10 y el lema 3.14)
YO(X, 7x) = BOX, ) U{(20x1, - -+ TonXm) & (21, .+, ) € X,
(X1 xm) € "EQ(X,7x), (x1(0), ., Xm(0)) € px (21, 20)} © AT
Si « es ordinal limite, definimos

Zgr?)(X7TX) = U Egg)(XvTX) - A:’Ln

[B<a

Notemos que el valor de n se utiliza solamente para verificar que la definicién
es correcta. De forma breve vamos a escribir Sy X para E%)(X, %)y 2@X

para 25“)(X, TX)-

Proposicién 3.16. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico tal que X C V,(S)™,
donde n >0 ym > 1. Entonces para todo o, B € On, [ < «, tenemos

YO X Ccnl@x,
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Demostracion. Induccién sobre a.
Si a = 0, la afirmacién es obvia.

Si « es ordinal limite, la afirmacion tambien es obvia. Supongamos que

a =7+ 1y consideremos 3 < . Si f = 0, la afirmacién es obvia.
Supongamos que 3 = ¢ + 1. Por la hipotesis de induccion tenemos

»OX Ccxx

Yy por eso
*TOX CruX;

se deduce que
YO X Ccnlx,

Ahora supongamos que [ es ordinal limite. Para cada § < 3 tenemos
I<di+1<f<y<a
y por la hipotesis de induccién
»OX CcEX;

por €so
*TOX C*RX;

se deduce que
»OH X € n@x.

También para cada 6 < [ por la hipotesis de induccion
Z%)X C E$+1)X

Yy pPOr €so
SPX =X c X c ooy,
0<p I<p

La demostracién estd completa.

]

Proposicién 3.17. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) los espacios topoldgicos, X,Y €
V(S\S, y f: X =Y una aplicacion continua. Consideremos en f C X XY
la topologia inducida por la topologia producto en X XY . Entonces para cada

a € On
2@ fn@x o ey
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y es tal que para cada p € N(MX

(S5 1)(@)(0) = F(p(0),  UEf)(9) = Ugp).

También para cada o € On y para cada o € X O X tenemos

p: {0} =X, 2f(p) eSOV, B8 f(p): {0} = {£((0))}.

Si a = v+ 1, entonces para cada p € L WX\ XOX existe un tinico p €
*YIX tal que

=000, (Z5)(p) = f(p(0) =0 f(¢) € S@Y \ 5O,

2(0) € px(6(0), (2571 (2))(0) € v (£(2(0))):

Demostracion. Notemos que como X,Y € V(S)\ S, existe n > 0 tal que
X UY CV,(S); se deduce que f C V,(S)2.

Induccion sobre .

Tenemos

SV = {1, 02) Yk <2 gr: {0} = Vil(S), (91(0), 92(0)) € f} =
={(g,fop): ¢:{0} = X}

Por eso
S0 f. 20X o 2Oy

y para cada ¢ € (X tenemos
(£70)(@) = fop {0} = {f(p(0)},

L(EY £)(9) = L(p) = 0.

Supongamos ahora que a« = v + 1. Por la hipotesis de induccion y el
principio de transferencia tenemos

e et x ey
y para cada y € *2(VX

(2 FOO)0) = *F(x(0),  LCET F(X) = Tu(x)-
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Como f es continua, usando las Proposiciones 2.12, 2.13 y 2.14, obtenemos
que para todo (z,y) € f

Mf(:Evy) = {(fﬂ?) € *f : 5 S MX(x)v n S MY(Z/>} =
={(n): £ € px(@), n="f()}

Tenemos

S0 f =8P F {00 () € f, (. v) €S,
(x(0),1(0)) € py(x,y)} =
=SV FU{E ™)z € X, y=f(z), x € BOX, ¥ =5 f(x),
X(0) € px(x), $(0) =" F(x(0))} =
=SV F UL F@) S0 F(0) v e X, x € " BX, x(0) € px (@)} €
CY@WX x n@y,

Fijamos ¢ € (™ X.
Supongamos que ¢ € L)X Tenemos

(o, fop) e XY fC o f.

Consideremos 1) € XY tal que (p,v) € Zga)f. Notemos que para todo
re€Xyyx€*BMX tenemos por el lema 3.14

ln(27x) = "o (ln(x)) # 0 = lu(p)

y por eso 7y # . Se deduce que (p,v) € Zéo)f y por eso ¢ = f o .
Ahora supongamos que ¢ € XX \ XX Usando el lema 3.14, obte-

nemos que existen los tnicos z € X v ¢ € *LWX tales que ¢ = 27¢ y
#(0) € px(x). Notemos que x = ¢(0). Tenemos

(o, f(2) =0 f(9)) € SV T,

Consideremos ¢ € £(Y tal que (¢, ) € Zéa)f. Como ¢ ¢ XX tenemos
(o, 1) ¢ S F v por eso

¥ = fx)" Y F ().
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Notemos que (0) = f(z) = f(¢(0)). Como
P e*TX C*A,, *SVf(Q) € *TOY C *A,,
usando la proposicion 3.12 tenemos
LS F(8)) = "tn("E57 () = *1a($) = ln($)
y por eso
() = o (S5 () = 0 (ln(@)) = ().

Ahora supongamos que « es ordinal limite. Tenemos

2Pf= 2P f | EPX x 2Py) C n@X x 5@y,

B<a B<a
Fijamos ¢ € X(® X . Existe 3 < a tal que ¢ € 2P X y por eso
(0.5 f(0) € 57 f €25V

Consideremos ¢ € @Y tal que (p,¢) € S\ f. Existe v < a tal que
(p,0) € Eg’)f. Definimos § = méax(f,7) < «. Tenemos

(@, 2 F (@), (o) €SP FURT FC 2P f

y €omo Eg‘s) f es una aplicacién, tenemos 1 = Egﬁ ) f(¢). Ademas, ¥(0) =
F(@(0)) y ln(¥) = lu(e). O

Proposicién 3.18. Sean (X, 7x), (Y, 1v), (Z,72) espacios topoldgicos, X,Y, Z €
VS)\S,yf: X =Y, g:Y — Z aplicaciones continuas. Entonces para
cada o € On

Zg"‘)lx = ly@x, Eé‘”(g of)= E(a)g © Zga)f‘

Demostracion. Induccién por a.
Para cada ¢ € 20X tenemos

0 =21x(p) : {0} = {(0)}, P f(g): {0} = {f(6(0))},
(=g 0 H)(@) = 22 f(9)) + {0} — {g(f(5(0)))}.
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Supongamos que o = v + 1. Fijamos ¢ € 2@ X. Si p € 2D X entonces
«@ 0
55 1x(p) = 51x () = o,

(5570 H)9) = (25790 Np) = 2795 F) = 29 (557 £(9)).
Supongamos ahora que ¢ € L@ X \ XX, Tenemos ¢ = (0)"p, donde
¢ € *LX y ¢(0) € pux(¢(0)). Por la hipotesis de induccién y el principio
de transferencia tenemos

(@) =@, = (go F)(@) = =g £(2)).
Tenemos
251k () = 1x((0)" 271 (@) = 9(0)°p = ¢,
S F(0) = Fp(0) 2 () € 2@y \ 5Oy
Se deduce que
225 F(9) = g(f(e(0) 2 g (" £ () =

= (g0 )0 =M (go f)(@) = S5 (g o ().

Ahora supongamos que « es ordinal limite. Fijamos ¢ € 2(® X . Existe
B < atal que ¢ € P X Se deduce que

51 x(p) = 2P1x(p) = ¢,

25 (g0 £)(@) = 2P (g0 f)lp) = 29 9(SY f(9)) = =V g(B5 ().

La demostracion estda completa. O

Corolario 3.19. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) espacios topolégicos, X,Y € V(5)\
S,y f: X —=Y un homeomorfismo. Entonces para cada o« € On

sMpn@x 5 n@y
es una biyeccion.

Demostracion. Tenemos
S o B f = 1pwy, S Fo (Y = gy

Se deduce que S5 (f~1) es la aplicacién inversa para L5 f. O
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Proposicién 3.20. Sean (X, 1), 1 < k < m, espacios topoldgicos tales que
para todo k < m X, € V(S)\ S. Para cada o € On

A B@O(X) %o x X)) = R@OX x - x DX,

A () = (S5pry(9), ..., S57pr, (9)),

es una inyeccion con la imagen

T (@, ) € TOXy X x SOX, 1) = = )},

Demostracion. Para cada ¢ € () (X; x ... x X,,) y para cada k < m
tenemos

(=5 pry () = Up);
se deduce que
A RO (X x - x X)) = I

Induccion sobre a. Si o = 0, la afirmacion es obvia.

Supongamos que a = 7y + 1.

Vamos a mostrar que A® es inyectiva. Sean ¢, x € 2 (X} x -+ x X,,)
tales que Vk < m

S5pn(e) = 25 pr(x).
Tenemos
(i) = 1(257pry () = 1S5 pr; (%)) = 1(X)-
Sl l(gp) I(x) = 0, entonces ¢, x € XO(X] x --- x X,,,); por eso A0 (p) =
©(x) vy ¢ = x. Supongamos que () = I(x) 7& 0. Tenemos

0, x € DO(X] x - x X)) \ BO(X) x - x X,0).
y por eso Vk < m
5 pri(p) = pri(p(0)™ "S5 pry() = pry(x(0))” 5 pri(R) = 5 pry()-
Se deduce que ¢(0) = x(0) y V& <m
"2 pry(9) = “E5 pry (1).
Usando el principio la transferencia, obtenemos
A0 (@) = (P (9), .-, 25 pr, (9)) =

= (S9pr, (%), - -, S pr, (X)) = FAD(R).
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Por la hipotesis de induccién y el principio de transferencia *A() es inyectiva;
se deduce que ¢ = x y por eso p = Y.

Ahora consideremos (¢1, ..., ¥n,) € Z@. Claro que si I(1;) = 0, entonces
(Y1, -y hm) = Al (p) para algin p € L@(X; x -+ x X,,). Supongamos
que [(11) # 0. Para cada k < m tenemos

b = Ve(0) P, U € *SXG, Ur(0) € pux, (¥r(0)).
Notemos que existe n > 0 tal que
XiU---UX, CV,(9).

Por el principio de transferencia y la proposicion 3.12 tenemos
IO = {1y ) €SO XX X T X ) = - = "halom))
={(X1, - > Xm) € TOIX % - x*TIX, 1 Uxa) = .. = L(xm) }-

Por el lema 3.14 Vk < m

[(1) = (k) = "o (I(t)))
y como la aplicacién **o es inyectiva, l(iﬁk) = l(iﬁl). Se deduce que

(1, ..., ) € *7D.

Por la hipotesis de induccion y el principio de transferencia existe

X € XXy x -+ x X,)

tal que para todo k < m

"2 pr(x) = Y.
Aplicando la proposicién 3.17 y el principio de transferencia, obtenemos que
para todo k < m

e (0) = "pr,(x(0)).
Tambien por el principio de transferencia

x(0) = (pri(x(0)), - .., "pr,, (x(0))) = (¥1(0), .. -, ¥m(0)).

Por la proposicién 2.14

Py X ($1(0), 0 0 (0)) = i, ($1(0)) - - X pax,, (¥ (0)).
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Como para todo kK < m

~

Vi(0) € px, (¥x(0)),
tenemos

X(0) € pxy X, (V10), - -, ¥ (0))

Definimos

© = (11(0),..., 1w (0)x € ZW(X] x -+ x X))\ ZO(Xy x - -

y notemos que para todo k < m

25 pry () = pri((0) S pry. (@) = ¥ (0) g = i

se deduce que
A(a)(gp) = (¢17 s 7wm)

Ahora supongamos que « es ordinal limite. Sean
0, X € LX) x -+ x X,)
tales que A (p) = Al®)(y). Existe 8 < a tal que
©,x € E(B)(Xl X oo X X))
tenemos A () = AP () y por eso ¢ = x. Ahora consideremos
(Y1, hm) € I
existe f < a tal que
(1, ..., Um) €ESPX) x - x DO X,

y como

(¢17~-a¢m) S j(ﬂ))

por la hipotesis de induccién existe
e eXP(X; x - x X,,) CTEO(X] x - x Xp,)

tal que
AD () = AP () = (¢1,...,1hm).

La demostracién esta completa.

X Xm)
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Definicién 3.21. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) los espacios topoldgicos y f: X —
Y una aplicacién continua. Se dice que f es tri-cociente [10] si existe una
aplicaciéon () : 7x — 7y tal que

(T1) para todo U € 7 U* C f[U];

(T2) X

(T3) para todo U,V € 7x tales que U C V tenemos U* C V¥;
(T4)

T4 para todo U € 7x,y € U*, # C 7x tales que f~1(y)NU C U ¥ existe
F C W finito tal que y € (|J.%)"

En las siguientes dos proposiciones usamos la esquema de demostracion
dada en [4].

Proposicién 3.22. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) los espacios topoldgicos tales que
XY e VIS)Y\ S v f: X = Y una aplicacion tri-cociente. Supongamos
que k > |Tx|. Entonces para todo o € On, U € 7x, ¢ € XY tales que

©(0) € Ut existe y € S@X tal que x(0) € U y S5 f(x) = ¢

Demostracion. Induccién sobre . Como U* C f(U), la afirmacién se cumple
para o = 0.

Supongamos que a =y + 1. Si ¢ € XV, la afirmacién es obvia. Consi-
deremos ¢ € XY \ XY Definimos

W ={W € 1x : no existe ¢ € *LX tal que ¥(0) € *W y *Eé”’)f(zp) =}

Notemos que si Wy, Wy € #, entonces Wy, U Wy € # porque *(W; U W,) =
Wi U *Wa.

Vamos a mostrar ahora que para todo W € # tenemos ¢(0) & W*
Supongamos que né; sea W € # tal que ¢(0) € W¥ Como ¢(0) € py (¢(0))
y W* € v, tenemos

p(0) € *(W*).
Por la hipotesis de induccién y el principio de transferencia existe 1) € *$( X
tal que ¥(0) € *W' y *E;W)f(qﬂ) = ¢, la contradiccién.

Como f es tri-cociente,

FHeo)nu g Jw.
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Sea x € fHp(0))NU tal que x & |J#. Sea A, la familia de todas las
vecindades abiertas de = en (X, 7x). Para cada V € 4, tenemos V & # ' y
por eso

Ty = {£€*V : 3 € *LDX tal que (0) = £ y *T f() = ¢} # 0.

Notemos que por el principio de transferencia Ty € *Z(X) y la familia
(Tv)ve.r, es centrada. Como |A;| < K, existe

ne m Tv.

Ve

Para cada V € 4, tenemos n € *V y por eso n € ux(z). Como n € Tk,
existe 1 € *SMX tal que 1(0) =7 y *S5 f (1) = . Definimos

x=12"¢ € WX\ 20X
Tenemos x(0) =z €Uy
S F00 = F@) S0 () = 0(0)°6 = ¢.
Si « es ordinal limite, la demostracién es obvia. O

Proposiciéon 3.23. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topoldgicos tales que
X, Y e V(S)\ S y f: X = Y una aplicacion continua. Supongamos que
k> |Tx Uty|. Sea p € On tal que

wet)y — )y
Para cada U € Tx tenemos

Ut ={y €Y : Ve XY, p0) =y, Iy € DWX

tal que x(0) e U y XL f(x) = 9} € 7v

y la aplicacion (_)* : 7x — Ty es tal que se cumplen las propiedades (T1),
(T3) y (T4).

Demostracién. Sea U € Tx; vamos a mostrar que U* € 1y-. Por el principio
de transferencia

U ={ne*Y: Y e 8PY, ¢(0)=n, 30 e 2P X

tal que 6(0) € *U y *S) £(6) = v}
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Fijamos y € U* y n € uy(y); mostraremos que n € *U*. Consideremos
Y € *XPY tal que ¢(0) = 1. Tenemos que

TAUR= Nty — E(P)Y;

como y € U*, existe x € LW X tal que x(0) € U y Egp)f(x) = y"1. Como
SEVF O NP f v () = 1(y"Y) # 0, tenemos que

v =3P F(x) ==YV () = F(x(0) Y (R)

y por el lema 3.14
YR =

y como x(0) € U € 7x, tenemos

X(0) € px(x(0)) € *U.

Se deduce que € *U*. Como k > |7y, por la proposicién 2.11 U* es abierto.

Claro que (_)* : 7x — 7y es tal que se cumplen las propiedades (T1) y
(T3). Vamos a verificar (T4). Sean U € 7x, y € U* y # C 7y tales que para
cada finito .# C # tenemos y ¢ (|J.%)*. Consideremos

O0={J7: F CH es finito} # 0.
Para cada O € & definimos
Zo={peXPY :40)=yyVyxeXPX tal que x(0) € O
tenemos X f(x) # ¢} # 0.
Por el principio de transferencia para cada O € &
*Zo = {v € *TPY :h(0) =*y y VO € *TP X tal que 0(0) € *O
tenemos *SV f(0) #£ 4} # 0.
Sean k > 1, Oy, ...,0 € O; tenemos

2o, N...N*Ep, 2 "Eo,u..u0, # 0.
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Se deduce que la familia (*Zp)oeg es centrada y como k > |0|, existe
Y€ () *Eo.
oeo

Como v € *XLPY y (0) = *y € uy(y) (véase la definicién 2.10), tenemos

TAIR= Nty — )y
Como y € Uf, existe x € XX tal que x(0) € U y Zép)f(x) = y™. Por la
proposicién 3.17 f(x(0)) =y, l(x) = l(y"¥) #0y

v =2 F(0 = P00 = Fa0) 2 F(R);

por eso 1) = *Egp)f(i). Para cada O € & tenemos ¢ € *Zp y por eso
x(0) &€ *O; como x(0) € ux(x(0)) y O € 7x, tenemos x(0) € O. Se deduce
que

o evnfwelJo=Ur.
La demostracion estéa completa. O]

Teorema 3.24. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, X, Y € V(S)\S,
y f X — Y wuna aplicacion continua. Supongamos que k > |Tx U Ty|.
Entonces f es tri-cociente si y sélo si para cada o € On la aplicacion

s pn@x 5wy
es sobreyectiva.

Demostracion. (=): Aplicamos la proposicién 3.22 con U = X.
(«<): Por la proposicién 3.16 y la nota 3.3 existe p € On tal que

Nty — »ny

Por la proposicién 3.23 la aplicacién (_)* : 7x — 7y es tal que se cumplen
las propiedades (T1) — (T4). O

Teorema 3.25 (V. V. Uspenskij, [12]). Sean (X;,7x,) vy (Y, 7v;) (i € I) es-
pacios topologicos y f; : X; — Y; (i € 1) aplicaciones tri-cocientes. Entonces

el producto
F:][x -]
icl icl
F((xz)zel) = (fz‘(ffz‘))z‘eb

es tri-cociente.
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Demostracion. Supongamos que I # (). Usamos el teorema 1.14. Tomando
las copias, podemos suponer que para algin n > 0

Tul J(xiuy;) cvi(s),
el

donde (V(.S), V(*5), *) es universo no-estandar tal que *S = S'y *n = n para
cada n € N. Se deduce que

2, W FevV(s)\S,

2 =[x, #=]]v

i€l i€l

donde

Supongamos que

k>[TUTy Uty U U(TXZ. U y;)|.
i€l

Como cada f; es continua, F' es continua. Vamos a mostrar que para todo

a € On la aplicacion
SMF @y & n@y

es sobreyectiva.
Induccién por a. Si a = 0, la afirmacion es obvia.
Supongamos que o =y + 1. Sea

oWy \ nOg,
Como cada f; es tri-cociente, por el teorema 3.24 para cada i € I existe
xi € 2@X;\ 2O X,

tal que
S5 f(x) = S5pry. () € 2@,

Para cada ¢ € I definimos
T, ={Y €S0 "5 F(©) = ¢y "B pry, (v) = W}
Por el principio de transferencia para cada i € I tenemos

T, € *2(302).
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Vamos a mostrar que la familia (7;);c; es centrada. Sean ji, ..., j, los
elementos distintos de I, m > 1. Definimos

J=4{jnimt, Z=]]x. #=1]] v

iel\J iel\J
F:2 - @Aa F((fci)iel\J) = (fi(xi))iens-
Consideremos un homeomorfismo
ho X — X, % xX;, xZ.
(Notemos que si I = J, entonces 2 = {0}.) Sean

TX; IXj1><"'><ijX<%.—>Xjk (kzl,...,m),

pryp: X' =2, 7m0 Xjx-xX; xZ& =X
las proyecciones candnicas; tenemos

X, ©ha =pry, (k=1,...,m), mzohy =pryu.

Anélogamente se definen las aplicaciénes hay, pry, Ty;, » Mg Por la hipotesis
de induccién y el principio de transferencia la aplicacion

SR sy sty
es sobreyectiva y por eso existe £ € *£().2 tal que
LF© = ¢

Consideremos R
(= *ng)pr&g(f) c* vy,

Notemos que para cada i € [

o) = 10) = Up) = *"a(l(9)) = "o (U(§)) = = a(l(())

y por eso
[(X:) = 1(Q).
Usando las Proposiciones 3.12, 3.20 y el principio de transferencia, obtenemos

que existe R
0 SN(X;, x--xX;, xZ)
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tal que
S, 0) =% (k=1,...,m), "S07.(0) =
Por el corolario 3.19 y el principio de transferencia existe
R= ) g

tal que
S ho (1) = 0.

Usando la proposicion 3.18, obtenemos
ey, (W) =% (k=1,...,m), “TPpr,(v) =
Para cada kK < m
"S5 pry, (SPFW) =55 £, (5 pry, (1)
=201, (%) = "2 pry, (9).
Tambien
"2 pry (8 F () = "5 F (S pros(v) = "5 F(Q)
= SV E (8 pr (€)= "5 pry ("5 F(€) = "5 pry (9).
Usando el corolario 3.19 y la proposicion 3.20, obtenemos
"YF() = ¢.
Se deduce que -
v e ()T
k=1

Como |I| < k, existe

n e ﬂ T.
i€l
Definimos
p=(xi(0))icr € Z".
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Notemos que
F(p) = (fi(xi(0)))ier = (pry,(¢(0)))ier = ¢(0).
Por la proposicién 3.17 y el principio de transferencia para cada i € I tenemos
"pry, (1(0)) = Xi(0) € px, (xi(0)) = px, (pry, (p)).
Por la proposicion 2.15 tenemos
n(0) € pa(p)-

Se deduce que
Py e s

tenemos
S F(p™n) = F(p)™ "85 F(n) = ¢(0)°¢ = .

Si « es ordinal limite, la demostracién es obvia.
Por el teorema 3.24 F' : 2" — % es tri-cociente. n
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