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Introduccion

En teoria de la informaciéon uno de los problemas que existe es el detectar y corregir
los errores en un mensaje enviado, donde el mensaje es enviado a través de un canal de
informacion. Los codigos que mas se estudian son los cédigos lineales €, donde C es un
subespacio lineal de Fy, con F, un campo finito con ¢ elementos y n € N. Un invariante
numérico de suma importancia para C' (ver [I7], [27]) es la minima distancia de Hamming
d(C') que proporciona una solucion al problema de deteccion y correccion de errores. En
1991, V.K. Wei generaliza el peso de Hamming y define para cada ¢ € {1,...,k} con k la
dimension del codigo, el i-ésimo peso generalizado de Hamming d;(C'), donde d;(C) = d(C)
y 1 <di(C) < dy(C) < --- < di(C). Dichos pesos tienen relevancia por su estrecha relacion
con los problemas de codigos conocidos como wire-tap channel of type II ([25]) y las funcio-
nes t-resilientes ([§]).

El parrafo anterior pone en evidencia que la teoria de codigos esta en estrecha relacion
con el algebra lineal sobre campos finitos. Ademas, recientemente en [2], [15] y [16] se muestra
que para estudiar los pesos de Hamming generalizados resultan de interés otras areas de las
matematicas como lo son la topologia, la combinatoria, el algebra conmutativa, la teoria de
matroides y el algebra homologica. De hecho, el interés principal de esta tesis es estudiar la
teoria de codigos y como se relaciona con las areas antes mencionadas, principalmente con
el algebra conmutativa y el dlgebra homologica (nimeros de Betti); asi como con la teoria
de matroides.

A lo largo de esta tesis, vamos a considerar a S := K[zq,...,z,] como el anillo de
polinomios en n-indeterminadas con coeficientes en un campo K. Sea C' un cédigo lineal,
es decir, C es un subespacio vectorial de Fy; por lo cual existe una matriz H, llamada de
verificacion de paridad de C, tal que representa a un sistema de ecuaciones homogéneo cuyo
espacio soluciéon es C'. De esta forma, se puede construir una matroide a partir de H llamada
la matroide vector asociada a H y denotada por M. Ademés a M se le puede asociar
un ideal I C 9, tal que es generado por monomios. Del teorema de las sicigias de Hilbert,
S/1¢ tiene una resolucion libre minimal graduada estandar, digamos:

0=F —-F, 41— - —>F—=5—5/I—0,

tal que para todo i € {1,...,p}, F; es un S-modulo libre, finitamente generado y gradua-
do estandar; donde el niimero minimo de generadores de grado j para F; es denotado por
Bij(S/1c) y es llamado el i-ésimo ntimero de Betti de grado j. Asi, los objetivos generales de
esta tesis son:

1. Obtener una relaciéon entre los ntimeros de Betti de S/I¢ y los pesos generalizados de
Hamming de C.
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2. Caracterizar algunas familias de c6digos en términos de sus nimeros de Betti.

Para alcanzar los objetivos generales de esta tesis, el contenido del presente trabajo se
dividide en dos capitulos. El capitulo (1| estd dedicado a la teoria de los ntimeros de Betti,
principalmente a los numeros de Betti G-graduados, con G un grupo abeliano, a diferencia
de la mayoria de los textos que abordan este tema, pero tnicamente para el caso local o
el caso graduado estandar. Nosotros adaptamos dichos resultados para los niimeros de Bet-
ti G-multigraduados cuasi-positivos. Ademés se estudian los nimeros de Betti para ideales
monomiales, principalmente los que se obtienen a partir de matroides, por su relevancia
en la teoria de codigos como se verd en el capitulo 2. Asi, en la seccion [I.1] adaptamos
algunos resultados de anillos de polinomios con n-indeterminadas sobre un campo K, G-
multigraduados cuasi-positivos, donde G es un grupo abeliano. Primeramente se demuestra
el lema de Nakayama (lema usando algunas ideas que se encuentran en el libro de
Atiyah para R-modulos con R un anillo local (ver proposicion 2.6, [3]). El lema de Naka-
yama serd parte fundamental para mostrar la existencia de resoluciones libres minimales de
S-mo6dulos G-multigraduados cuasi-positivos finitamente generados (teorema . Una
vez demostrado el teorema de existencia de las resoluciones libres minimales definiremos los
numeros de Betti a partir de la proposicion [I.1.20]

En la secciéon se explica la tabla de los numeros de Betti de cualquier S-modulo
graduado estandar. En la seccion se muestra la biyecciéon que existe entre complejos
simpliciales e ideales monomiales libres de cuadrados, a través del ideal de Stanley-Reisner
de un complejo simplicial; la cual nos permitira estudiar los niimeros de Betti de un ideal
monomial libre de cuadrados, de manera combinatoria; dando como resultado la férmula de
Hochster que se enunciara en el teorema [1.3.29

El objetivo principal de la seccion[I.4]es estudiar los nimeros de Betti del ideal de Stanley-
Reisner del complejo de independencia de una matroide M, denotado por Z,,. Es por eso,
que en dicha secciéon se comienza estudiando brevemente la teoria de matroides usando como
referencia principal [24]. Observaremos que una matroide M permite definir una reticula
geométrica, la cual es llamada la reticula de cerrados de M. La reticula geométrica que es
relevante para el estudio de los niimeros de Betti es la reticula de cerrados de la matroide
dual de M, la cual define una reticula N con objetos de M gracias a la proposicion [1.4.20]
En el teorema [I.4.30] se obtiene una formula combinatoria para calcular los nimeros de Betti
de S/In; que depende exclusivamente de la reticula . Cabe senalar que el teorema
apareci6 primero en [15]; sin embargo, la demostracion que aparece en ese articulo necesita
definir un invariante numeérico para una matroide, del cual nosotros prescindimos y tnica-
mente usamos resultados clasicos de la teoria de matroides que aparecen en [24]. También
la proposicion ya habia aparecido en [2], pero para su demostracion se requieren re-
sultados de [I5]. Al final de la seccion en el corolario se obtiene la regularidad de
Castelnuovo-Mumford de S/In en términos de la matroide; este resultado aparecié en [20,
lema 4.6] en el caso en que M es una matroide vector sobre un campo finito.

El segundo capitulo esta dedicado a entender la relaciéon entre los pesos generalizados de
Hamming de cualquier codigo C'y los nimeros de Betti de S/I¢. Asi, la seccion aborda
brevemente los conceptos y propiedades basicas de la teoria de codigos; ademas se definen
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los pesos de Hamming generalizados para un codigo lineal C. Gracias al teorema de Wei
(teorema se obtiene una definiciéon equivalente para los pesos de Hammming gene-
ralizados en términos de la matroide M. De hecho, se observa que los pesos de Hamming
generalizados se pueden definir para cualquier matroide, aunque no provenga de un cédigo;
y a partir de lo obtenido en la seccién se obtiene una férmula para calcular los pesos
generalizados Hamming de cualquier matroide M en términos de sus numeros de Betti de su
ideal de Stanley-Reisner I (proposicion . De esta forma, en la seccién se alcanza
el primer objetivo general de la tesis. En las siguientes dos secciones de este capitulo se busca
alcanzar el segundo objetivo general. Asi, en la seccion determinamos la jerarquia de pe-
sos generalizados de Hamming para los codigos de peso constante, que es el corolario [2.2.15]
Ahora bien, en la seccién se da una caracterizacion de un codigo de peso constante C' en
términos de los nimeros de Betti de S/, (ver el teorema y su reciproco [2.3.5).
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Capitulo 1

Numeros de Betti

En todo este capitulo K denotard un campo cualquiera y N serdn los ntimeros naturales,
incluyendo al 0. Asi, si R es una K-algebra y A C R, (A) denotara al ideal generado por A;
y < A > denotaré el espacio vectorial sobre K generado por A. Ademas utilizaremos la letra
S para denotar al anillo de polinomios con n indeterminadas con coeficientes en K, es decir,
S = Klzy,...,2,]. Sea a = (o, ..., a,) € N*, denotaremos por z® := z{* --- 2%, Ademas
siseN, s#0,[s]:={1,...,s}.

1.1. Resoluciones libres

En la presente seccion se presenta la teoria necesaria para abordar los ntimeros de Betti,
principalmente los nimeros de Betti G-graduados, con G un grupo abeliano. Los resultados
que aqui aparecen acerca de las graduaciones cuasi-positivas son adaptaciones del caso lo-
cal o el caso graduado estandar que se pueden consultar en [6, capitulo 1.5] y [10, 1B]. El
lema de Nakayama es parte fundamental para mostrar la existencia de resoluciones libres
minimales, el cual es un resultado que adaptamos del caso local para el caso de S-modulos
G-multigraduados cuasi-positivos finitamente generados. Una vez establecida la existencia
de resoluciones libres minimales definiremos los nimeros de Betti. A lo largo de este capi-
tulo vamos a suponer algunos conceptos y resultados de algebra conmutativa y de algebra
homologica que se encuentran en el libro de Atiyah [3] y en el libro de Rotman [28].

Sean GG un grupo abeliano y R un anillo. Recordemos que R es un anillo G-graduado si
existe una familia de subgrupos abelianos de R indexada por G, denotada por { R, }4eq, tales
que R = @yeqRy y RgRy C Ryyp para cualesquiera g, h € G. Ademaés si M es un R-moédulo,
diremos que M es un médulo G-graduado si existe una familia de subgrupos abelianos
M, de M tal que se satisface: M = @gecM, y RgM), C M,y para cualesquiera g, h € G.
Un elemento a € M es llamado homogéneo si a € M, para algin g € G. Asi diremos que
el grado de a es g, simbolicamente, deg(a) = g. Recordemos que como M se descompone
en una suma directa se tiene que para cada x € M existe una tnica manera de expresarse,
ie., r = dec ay, con a, € M, y todos los a, son igual a cero, excepto por un nimero
finito de ellos que son distintos de cero. Donde para cada g € G, a, se llama la componente
homogénea de = de grado g. Sea N un submoédulo de M, diremos que N es un submoddu-
lo G-graduado si es generado por elementos homogéneos de M. Asi si I C R es un ideal,



diremos que es G-graduado si es un submodulo graduado de R, con R modulo sobre si mismo.

Sean M y N dos R-mo6dulos G-graduados y ¢ : M — N un R-homomorfismo. Diremos
que ¢ es un morfismo graduado si para cada g € G, p(M,) C N,.

1.1.1 Proposicién. Sean R un anillo G-graduado, M, N, dos R-modulos G-graduados y
¢ : M — N un morfismo graduado. Entonces ker(p) e im(p) son G-submddulos graduados.

Demostracion. Sea f € ker(yp) C M, f tiene una tnica descomposicion en suma de elemen-
tos homogéneos de M, digamos f = fi, + -+ + fu, con fi,,..., fn, € M homogéneos. Asf,

para f € ker(p), 0= o(f) = o(fi, +- -+ fuy) = o(fi,) +- -+ @(fn;). Entonces o(fi;) = 0,
asi concluimos que f;, € ker(p). Por lo tanto

ker(¢) = (f € M : f € ker(p)) = (fi, € M : f € ker(p), 1 < iy <ny).

Por otro lado, sea g € im(y). Entonces existe f € M tal que ¢(f) = g, pero como
f € M, f tiene una tinica descomposiciéon en suma de elementos homogéneos de M, digamos
f=h,+ -+ f,con fi,, ..., f, €M homogéneos. Por lo que

g=¢(f)=efi, ++ fr;) =¢(f1;) + -+ @(fr,), entonces cada p(f;;) € im(p).
Ast, im(p) = (g € N : g €im(p)) = (¢(fi;) € N : g € im(p), 1 <if <7ry). m

En este trabajo estamos sobre todo interesados en graduaciones del anillo de polinomios
S := K|z, ...,z,] de n indeterminadas sobre el campo K, por lo que a partir de este mo-
mento nos enfocaremos en ellas. Para tal fin haremos uso de una funciéon grado, denotada
por deg, que definiremos enseguida.

Sea G un grupo abeliano y consideremos que el 0 € N. Diremos que deg : N* — G es una
funcion de grado, cuando deg es una funcion aditiva, i.e, deg(a 4+ o) = deg(a) + deg()
para cualesquiera «, o’ € N". Obsérvese que deg(0) = 0.

1.1.2 Observacién. Toda funcion de grado nos induce una graduacion en S := Klz1, ..., z,];
pues si deg : N — (G es una funciéon de grado y definimos para cada g € G,

Sy = (2 : deg(a) = g);

asi K[zq,...,2,] = @ Sy; y como deg es una funciéon aditiva, se tiene que 5,5, C Sy para
cada g, h € G; de esta forma S adquiere la estructura de anillo G-graduado. Diremos que S
es un anillo G-multigraduado para hacer notar que existe una funcién deg : N* — G que
gradia a S.

1.1.3 Ejemplos.

1. Sea G = Z. La funcion de grado deg : N* — Z asociada al conjunto {by,...b,} C Z
est deggy, 4y 0 N' = Z, degy, (o, .. an)) = aiby + -+ + apb,. La funcién
degyy, . p,1 induce una graduacion sobre S, llamada la (b, . .., b,)-graduacion. Asf



2. La graduacién estandar en S es aquella donde la funcion de gradoes |- | : N — Z
tal que |(ov,...,qn)| = >0 a;. Asi S; = (&* : i = |al). Notemos que la graduacion
estandar es la (1, ..., 1)-graduacion.

3. La multigraduaciéon en S es aquella graduacion que tiene funcién de grado
i: N® — Z" (funcion inclusion). Asi S es de la forma S = @,.5, con S, = K-z, O

1.1.4 Definiciéon. Una funciéon de grado deg : N* — G es una funciéon de grado no
negativa, si para g € im(deg), g # 0, se tiene que —g ¢ im(deg). Diremos que la funcion
deg : N — @ es de grado cuasi-positiva si para cada o € N, a # 0, es tal que deg(«a) # 0;
y ademas es una funcion de grado no negativa. Asi, nos referiremos a una multigradua-
cion cuasi-positiva para S como aquella G' multigraduaciéon de S cuya funcién de grado
deg : N — (G es cuasi-positiva.

En general, se dice que la funciéon deg : N* — G es una funciéon de grado positiva si es
funcion de grado cuasi-positiva y el grupo abeliano G es libre de torsion; esto para garantizar
que todos los primos asociados en cualquier S-modulo sean multigraduados (ver proposicion
8.11, [22]).

1.1.5 Ejemplos.

1. Consideremos la graduacion estandar en S, la funcion de grado |- | : N — Z es cuasi-
positiva.

2. Consideremos la (1,1,...,—1)-graduaciéon. La cual no es no-negativa, pues
deg(1,0,...,0) =1y deg(0,...,0,1) = —1. Ademas, deg(1,0,...,—1) =0.

3. Consideremos la (1,0,...,0)-graduacion. De esta forma, deg(as,as,...,a,) = aj, te-
nemos que deg es no negativa. Pero como deg(0,1,...,0) = 0, entonces deg no es
cuasi-positiva. [

1.1.6 Proposicion. Sean G un grupo abeliano y deg : N* — G una funcion de grado.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La funcion deg es una funcion cuasi-positiva.
2. Para cada o € N, ae # 0, deg(cv) # 0.

3. Para cada o, € N, deg(ar) # — deg(’).

Demostracion.

1=12)) Por definicion.

2=13) Supongamos que existe o, o’ € N™ tal que deg(a) = — deg(c’), entonces deg(a+a’) =
0. Asia+d =0,a=0=d.

3=12) Supongamos que o # 0 con deg(a) = 0. Como deg(a) = 0, entonces deg(a) = — deg(0).
Lo cual es una contradiccion con [3l



3=11) Dado que cada g := deg(«) se tiene que g # —g, entonces deg es no negativa. Ademas
si existe a # 0 con deg(a) = 0, se tiene de la demostracion de 3={2)) una contradiccion
con [3 n

1.1.7 Proposiciéon. Sea S = K[zy,...,x,] G-multigraduado. Se tiene que So = K si, y
solo si, S es G-multigraduado cuasi-positivo.

Demostracion.

=) (Por contrapositiva) Supongamos que existe « € N" a # 0, tal que deg(a) = 0.
Entonces ¢ € Sy, por lo tanto Sy # K. Ahora bien, si existe o,/ € N", distintos de
cero tal que deg(a) = — deg(a’), asi deg(a) + deg(a’) = 0 por lo cual deg(a+ ') = 0.
Entonces z°+ € .

<) (Por contrapositiva) Supongamos que existe o« = (a1, ...,a,) € N, a # (0,...,0), tal

que deg(a) = 0. Asi, existe i € Ntal que oy # 0y 2® = zy(x¢* - 227 29). De esta

forma, o = (a1,...,05 — 1,...,0,) € N' y 2% = ;2. Mas atn,

0 = deg(a ) deg(e;) + deg(a’), con e; el vector candnico; entonces deg(e;) = 0 6
deg(e;) = — deg(a). m
Denotemos a m := (:cl, ..., T,) C S, al cual se le conoce como el ideal irrelevante de S.

1.1.8 Observacion. De la proposicion si S es un anillo G-multigraduado cuasi-
positivo, entonces Sy = K, por lo tanto el ideal irrelevante m = (z1,...,2,) = Bg205; ¥
ademaés es el unico ideal maximal G-homogéneo.

1.1.9 Lema. (NAK) Sean G un grupo abeliano y supongamos que S = Klxy,..., z,] es
G-multigraduado cuasi-positivo. Sea M un S-mddulo G-multigraduado finitamente generado
e I C m un ideal homogéneo de S. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Si M = IM entonces M = 0.
2. Si dado un submddulo G-multigraduado N de M, M = IM + N. Entonces M = N.

Demostracion.

1. Dado que M es finitamente generado y G-multigraduado, supongamos que es gene-
rado por fi,...,f, € M, donde cada f; = fi1 +--- + fir, con f;; homogéneo en M
entonces podemos suponer que existe un sistema homogéneo de generadores para M,
a decir, {mq,...,ms}. Por hipotesis M = IM, de lo cual para cada i € [s], existen

m® e My a; €I tal que m; = a;m¥. Como m¥ € M, existen ay,,...,as € S,
m® = aymy+- - -+agms y asi m; = Ozl(ahml +---4agms). Pero como S es un anilllo
G-multigraduado e I es homogéneo, entonces para cada i € [s] y para cada j € [s]

existen ag l) a%f) € S homogéneos y !V, ..., ol

€ [ tales que:
mi = (o) oot a””)[(aﬁ” + oot a%:")ml o <a58i’ +oe b a))my]
a(l)aglj)m + -+ a(l)agh)m + -+ a(l )a§1 )m + -+ a(l )aglz)ml—k
4ol §“)ms 4o+ al )afns )ms
Como cada sumando de la parte derecha de la tltima ecuacion es homogéneo y m; es
homogéneo de grado deg(m;), entonces tenemos dos casos:



t())

a) deg(a; deg(m;) y asi deg(a ak ) = deg(m;) — deg(m;).

() (JZ)

(
K3
( a;.'m; existen sumandos tales que
Ji

b) deg(o; t)a,g m;) # deg(m;) entonces para o,

anulan a a( )a/l(C i) m; . Por lo cual, podemos omitir a dichos elementos.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
m; = byymy + - - - + byms, tal que deg(bj;) = deg(m;) — deg(m;), asi pues, deg(b;;) = 0;
pero como b; € I C m, de la observacion se tiene que deg(b;) = 0 si, y solo si,
bii =0. ASi, m; = bliml + -+ b(ifl)imifl + b(i+1)imi+1 —+ -4 bsims. Entonces

—bliml —bQng——i—mZ— —bsims =0. (11)

= Observemos que si para cada B € My 4(S) definimos Bm; = [by;|m;+- - -+ [bsi|m,
nos define una accion del grupo de matrices My 4(S) en M. Donde

B-m = B(bymy + -+ + bymy).

Por lo cual Iy s-m = m con Iz, la matriz identidad y C'- (B-m) = (C' x B)-m
donde x denota el producto matricial.

= De la ecuaciéon tenemos que C' - m = 0 para toda m € M, donde

1 __b12 . _'bli e — bls

_b21 1 ce —bgi e — b23

CSXS = _b’Ll _b1,2 “ e 1 oo e — blS
—by —bgy -+ —by -1

De esta forma, para toda m € M,
0= (AdjC)(C' -m) =det(C) -m (1.2)

» Ahora bien, calculemos el det(C'). Recordemos que si A,x, = [a;], el
det(A) = > g 8ign(0)a15(1)020(2) * * * no(n) donde

sign(o) = 1 sioes producto de un niimero par de ciclos de longitud 2,
& | —1 sioesproducto de un nimero impar de ciclos de longitud 2.

Denotemos como [A];; = a;;, por lo tanto,

det(C) = ) 5ign(0)[Clio(n)[Clao «+* [Claos) (ver[[24], pp,83]).

0CSn
Sea o0 C S5 e iy,...,1; los puntos fijos de o con j < s. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que 7; = 1,...,4; = j. Entonces tenemos dos casos:

e Si todos son puntos fijos de o, [Cli,1)[Clas2) - [Clsosy = 1 y dado que
sign(o(i)) = 1 pues o(7) es el producto de un nimero par de ciclos de longitud
2, sign(o(i))[Clisy - - = 1.



e En caso contrario,

[Clit1oG+1) ** [Clsots) = (=bjr10(+1)) (=bjs20G+2)) - - - (=bso(s)) ¥
deg((=bj410(+1)) (—bjr20(42)) - - - (—bso(s))) = Z deg(bis(;))
i=j+1
= Z deg(mey(;)) — deg(m;)

i=j+1
= O’

donde la tultima igualdad se sigue del hecho de que o es biyectiva.
Asi det(C') = 1. Pero de la ecuacion para cada m € M,
0=det(C)-m=1-m=m.
Por lo tanto, M = 0.

2. Consideremos el submédulo G-multigraduado M/N. Como M = IM + N, se tiene que
M/N =(IM+N)/N=IM/(NNIM)=I(M/N). Asi, M/N = 0 del inciso 1 de este

lema; por lo tanto M = N. n
1.1.10 Proposicion. Sean S = Klzy,...,z,] G-multigraduado cuasi-positivo, M un S-
mddulo G-graduado cuasi-positivo finitamente generado, Y := {my,...,ms} C M y
Y = {my,...,ms} C M/mM, donde m; = m; + mM. Entonces se tienen las siguientes
propiedades:

1 El conjunto Y es un conjunto generador de M si, y solo si, Y es un conjunto generador
de M/mM.

2 El conjunto Y es un conjunto minimal de generadores para M si, y solo si, Y es una
base para el espacio vectorial M /mM .

Demostracion.

1. Supongamos que Y es un conjunto generador para M, entonces Y genera a M /mM.
Ahora supongamos que Y genera a M/mM. Sean M’ el submoédulo generado por
miy,...,ms y M" = M/M’; de esta forma se obtiene una sucesion exacta
0 - M — M — M" — 0. La sucesiéon anterior la tensorizamos con S/m,
e M@ S/m— MeS/m— M ®S/m — 0. Recordemos la siguiente propiedad:
M ® S/m ~ M/mM; y asi la sucesién anterior exacta por la derecha se convierte

2

en: -~ — M'/mM — M/mM — M"/mM” — 0. Dado que my,...,mg € M’y
M, .., M, generan a M/mM, se tiene que ¢ es un epimorfismo, asi M” /mM" = 0;
de lo cual M"” = mM"”. Como M es finitamente generado y S es G-multigraduado
cuasi-positivo, por el lema de Nakayama [1.1.9]se tiene que M” = 0, pero M” = M /M’;
de aqui que M’ = M.



2. Supongamos que Y no es linealmente independiente, por lo cual sin pérdida de ge-
neralidad {mz,...,7,} es un conjunto generador para M/mM. Pero del inciso 1 de
esta proposicion, Y/ := {may,...,ms} es un conjunto generador de M, lo cual es una
contradiccion, pues Y es minimal. Entonces Y’ es linealmente independiente, por lo
que Y es una base de M/mM. De manera similar si suponemos que Y no es minimal,
entonces Y no es una base para M/mM. m

1.1.11 Observacion. De la proposicion [1.1.10, todos los conjuntos de generadores mini-
males de cualquier S-modulo G-multigraduado cuasi-positivo son del mismo tamano.

1.1.12 Definicién. Una resoluciéon libre G-multigraduada sobre un S-moédulo G-
multigraduado M es una sucesion de S-morfismos graduados

FiooonsFE SR, 5505 E, (1.3)
tal que cada F; es un S-modulo libre G-multigraduado, F es exacto y M ~ Fy/im(0,).

Cuando hablemos de una resolucién libre G-multigraduada F de M, en algunas ocasiones
_ By o o o .
la escribiremos como F : -+ = F, <5 F._y — -« 2 F =5 Fy 2 M — 0, donde la sucesion
es exacta; esto se puede hacer dado que (|1.3]) es exacta y

coker(0y) = Fy/im(0y) = Fy/ ker(0y) ~ M.

Sea S = Klzy,...,z,| G-multigraduado cuasi-positivo, definamos el corrimiento de S
por h € G como S(—h) donde S(—h), := Syip.

1.1.13 Proposicion. Sea M un S-mdodulo. Si M es G-multigraduado. Entonces tiene una
resolucion libre G-multigraduada.

Demostracion. Dado que M es graduado, i.e., M = @4ecaM,. Definamos para cada g € G,
S(—g)Ma) .= ®myem,S - €m,, donde deg(e,,,) = g, de esta forma podemos definir el si-
guiente morfismo graduado sobreyectivo 0y : @4ecS(—g) M) — M, donde dy(en,) = my
para cada e, € S(—g)™) y para cada m, € M,. Definimos a Fy := @zec(S(—g)) M) y
Ky = ker(0p), donde Ky es G-multigraduado por la proposicion Entonces para K|
podemos repetir lo anterior y asi encontrar un médulo F; que sea G-multigraduado libre y

un morfismo, F} f—1> Kjy. Definamos 0, := i o f;, donde 7 : Ky — Fj es el morfismo inclu-
. P ) . . .
si6n. Por lo tanto F}, = Fy = M — 0 es exacta; y asi sucesivamente podemos construir F.m

1.1.14 Definicién. Una resolucion libre minimal (G-multigraduada) de un S-médulo
G-multigraduado finitamente generado M es una resolucion libre G-multigraduada F:
Or 02 o1
0 —F —F_1— - — I — F,

tal que ker(0;) = 0;41(Fi41) C mF; para cada i € N.



1.1.15 Proposicion. Sean M un S-mdodulo G-multigraduado cuasi-positivo finitamente
generado sobre S y

FioooEB% SRR 5% M0

una resolucion libre G-multigraduada de M. Entonces F es minimal si, y solo si, las entradas
de cualquier matriz asociada a cada O; son polinomios homogéneos no constantes o bien son
nulos.

Demostracion. Consideremos que {ey,...e, } denota una base para F; y {fi...fs,_,} de-
nota una base homogénea de F;_;. Ahora recordemos que cualquier matriz A asociada a 0;
en S es de la forma:
C11 e C1s;
A= : : : ;

Cs;i_11 -+ Cs_ys

donde 0;(ej) = cijfi+ -+ s 1jfsi s

Por definicion F es minimal si, y solo si, im(0;) C mF;_; para todoi € N donde F_; = M.
Asi im(0;) C mF,_; si, y solo si, las entradas ¢j; € m y ademés son homogéneos porque 0;
es un morfismo homogéneo. [

1.1.16 Ejemplos.

» Sea [ = (zyx3, xawy, X375, x4x5) un ideal de S := K[zy, 9, 23, x4, x5]. Ahora bien una
resolucion libre minimal de S/1 es:

0 —x4 0 0 0
—I5 0 —T3 —Xp 0
T3 T Ty 0 —xz5
—X2 0 0 i) I3
0 S(—4) ~2 74 §(—3)4 » S(—2)*

(leg Ty T35 .’174%5)

S — S/I — 0.
Para obtener la resolucion hicimos uso de las bases de Grobner (ver [1]).

= Ahora bien consideremos la siguiente resolucion libre para el ideal I del inciso anterior:

0 —To —x4 0 0 0 —T2T4
—I5 0 Ao— 0 —I3 —T5 0 r1xr3
T3 0 2= 1 To 0 —x5 0
—x9 1 0 0 ) xs3 0
0— 9(—4)2 ——— S(-3)*® S(—4)

4 (oclxg ToT4 T3TH x4x5)

S(—-2) S — S/I —0.




De la proposicion anterior se tiene que esta resolucién no es minimal. De hecho, si
e1, e, €3, €4 es la base canonica de S(—2)%,

im(As) = (—x4e1 + x1€3, —T369 + Toe3, —T5€2 + To€y, —T5€3 + T3€4);

y podemos observar que xo(—x461 +x1€63) — T1(—x369 + Toez) = —xyT9e1 + T1T3€9. Asi,
el conjunto de generadores de im(Ay) no es minimal. En la proposicion [1.1.19|estudiare-
mos esto que hemos observado. 0

1.1.17 Lema. Sean M un S-mddulo G-multigraduado cuasi-positivo finitamente generado,

{t1,...,ts} un sistema de generadores homogéneos minimal tal que deg(t;) = a; € G y
¢ @ ®;_S(—a;)) — M el morfismo de S-modulos G-graduados definido por ¢(e;) = t;.
Entonces ker(yp) C m(®;_,S(—a;)).

Demostracion. La proposicion es equivalente a demostrar el siguiente enunciado: si

Y i_,ct; =0con ¢ € S, entonces para cada i € [s] se tiene que ¢; € m.

Supongamos que existe ¢ € [s] tal que ¢; € m, por lo tanto, ¢; = p(x) + k con k € K,
k # 0y p(x) € m. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢; ¢ m, por hipotesis
Y Giti =0, ast ety = (p(z) + k)ty = — 37, ¢;t;. Ahora bien, consideremos el morfismo
cociente 7 : M — M/mM, w(t;) = t; donde t; = t; + mM. Asi

m((p(x) + k)tr) = (p(x) + k)ty) = Kty

Por otra parte,

S S S S
T(Y ety =Y ety =) ol =) ol
j=2 Jj=2 Jj=2

=2
De tal manera que kt; = >°_, ¢;t;, asi t, = —k~' 32", ¢;t;. Entonces {1, ..., %} no es una
base para M /mM y por la proposicion [1.1.10] se tiene que {t1,...,ts} no es un conjunto de
generadores homogéneos minimal. [

1.1.18 Teorema (Existencia de resoluciones libres minimales). Sea M un S-mddulo
G-multigraduado, cuasi-positivo y finitamente generado. Entonces existe una resolucion libre
minimal de M.

Demostracion. Dado que M es G-multigraduado y finitamente generado, existe un conjunto

de generadores homogéneos minimal, digamos {m, ..., m,} con deg(m;) = a; € G para cada
i€ {l,...,s}. Definamos el morfismo graduado 0y : &;_,S(—a;) — M dado por 9y(e;) = m;
para cada i € {1,...,s}. Dado que M es finitamente generado, dy es sobreyectiva. Por el

lema ker(9y) C m(®3_,;S(—a;)). Denotemos por Fy := ®3_;S(—a;) y Ky := ker(dp),
donde K, es G-multigraduado por la proposicion [I.I.1 Ahora bien, para Ky podemos re-
petir lo anterior y asi encontrar un médulo F| que sea G-multigraduado cuasi-positivo libre
y un morfismo G-graduado F} ELN Ky y asi ker(f;) C mFj. Definamos 0; := i o f;, donde
1 : Ko < Fy es el morfismo inclusion. Por lo tanto F} LN Fy Dy M =5 0 es exacta. Observe-
mos ademas que ker(9;) = ker(i o f1), pero ¢ es inyectiva, asi que ker(9;) = ker(f1) =: K1;y
asi sucesivamente podemos construir F. m
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1.1.19 Proposicion. Sea M un S-mddulo G- multigraduado cuasi-positivo finitamente ge-
nerado. Entonces una resolucion libre G-multigraduada de M es minimal si, y solo si, en
cada paso de la demostracion de la proposicion se escoge un sistema de generadores
homogéneos minimal del ker(0;).

=) Asumamos que para algin i > —1, escogemos un sistema de generadores homogéneo
no minimal del ker(0;), digamos Iy, ...,ls, por lo que sin pérdida de generalidad po-
demos suponer que [; = Zj 27“][] para r; € S; asi definimos a Fi1y = &K - g;
con deg(g;) = deg(l;) v 041 : Fiy1 — ker(d;) dada por 0;41(g;) = l; para cada
j € [s], entonces (9z+1(91) = > 522 70i41(95), Oiv1(91) — 3255 150i41(g;) = 0. Por lo
tanto g — Y 1;9; € ker(0;11) = im(0;42). Dado que la resolucion es minimal, se tiene
que im(0;42) C mF;4q, asi pues g1 — Y rjg9; € mF;4y. Pero como {g1,...,¢s} es una
base de Fj,i, entonces g — rags — -+ — 1sgs = P1g1 + . .- Psgs CON P1, ..., Pps € M. En-
tonces (1 —p1)g1 — > 5 o(rj +p;)g; = 0; y por ser una base {g1,...,9s}, (1 —p1) =0;
y asi p; = 1, lo cual es una contradiccion al hecho de que p; € m.

<) Es la demostracion del teorema [1.1.18 ]

Sean JF una resolucion libre y M cualquier S-moédulo G-multigraduado. Recordemos que
el producto tensorial de F y M se define como

FOM:—»---sFoM2F oM — -2 FReoM2 F,o M.

Para la siguiente proposicion usaremos el funtor Tor, el cual se puede consultar en [28|
capitulo 7] y [6, capitulo 1.5].

A 9 ‘ . .
1.1.20 Proposicion. Sea F : 0 = F, = --- LN Eo Dy M — 0 una resolucion libre mi-
nimal de un S-modulo G-multigraduado cuasi-positivo finitamente generado. Entonces cual-

quier conjunto minimal de generadores homogéneos de F; tiene exactamente
dimg ((Tor (M, K)),) generadores de grado g.

Demostracion. Dado que F es minimal, 0;(m) = am’ con m € F;; a € my m' € F;_q; al
tensorizar F con K, tenemos:

p®zd 01 ®1d Oo®1id

0=F,0oK — S FRK— F{eK—=——"—=MeK—=0.

Ahora bien, sean m € F; y k = (p+m) € K = .5/m cualesquiera, se tiene que:
(0; @id)(m@k)=0;(m)@k=(am)@(p+m)=m'® (ap+m)=m'®0=0.

Por otro lado, por una propiedad del producto tensorial y dado que ker(9;) C mF;, se tiene
que ker(0;®id) C F;®K. Entonces ker(0;®id) = F;®K e im(0;®id) = 0 para todoi € N—{0}.
Como para cada i € N el modulo F; es libre, podemos escribir F; = @,c¢S5(—g)%s. Asi, por
definicion del funtor Tor:

Tor} (M,K), = (ker(d; @ id) /im(0;41 ® id)),
= (F, ® K/0),

= (F; ® K),

(®gecS(=9)%) @ K),
Dgec(S(—9)% @ K))g
K( )Bi,g;

1
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y asf dimg ((Tor? (M, K))g) = Biyg- m
Sean M un S-moédulo G-multigraduado cuasi-positivo y

Fo-F2 52055200

una resolucién libre minimal de M, donde cada F; = @®,cqS(—g)%=. De la proposicion
el nimero f3; ; no depende de la resolucion libre minimal. Asi, el nimero de genera-
dores de grado g del i-ésimo modulo libre de una resolucion libre minimal de M es llamado
el i-ésimo nimero de Betti de grado g de M, el cual se denota como 3; ,(M), de esta
forma, §; ,(M) := f; 4. Por otro lado, se puede demostrar que toda resoluciéon libre minimal
de M es tnica salvo isomorfismo (ver teorema 7.5(2), [26]); asi podemos definir de la reso-
lucion libre minimal F al ker(9;) como la i-ésima sicigia de M, denotéandose como Syz,(M).

Recordemos que todo moédulo proyectivo es sumando directo de un modulo libre. Por
lo tanto, todo médulo proyectivo G-multigraduado es aquel que es sumando directo de un
modulo libre G-multigraduado.

1.1.21 Proposicion. Si M es un S-mddulo proyectivo G-multigraduado cuasi-positivo,
finitamente generado, entonces M es libre.

Demostracion. Sean {yi,...,ys} un sistema minimal de generadores homogéneos y
deg(yi) = a; para cada i € [s] y el morfismo sobreyectivo graduado ¢ : &f_,S(—a;) — M tal
que ¢(e;) = y;. Solo resta demostrar que ¢ es inyectivo.

Por el lema se tiene que ker(p) C m(®S(—a;))). Por hipotesis se tiene que M
es sumando directo de un moédulo libre G-graduado cuasi-positivo H, entonces existe un
submoédulo G-multigraduado F' de M tal que H = F'@® M. Ahora bien, sean g, ..., g, una
base de H y m : H — M el morfismo proyeccion, el cual es un morfismo G-graduado. Como ¢
es un morfismo sobreyectivo para cada i € [s] existe f; € ®7_,S5(—a;) tal que o(f;) = 7(g;).
Por lo tanto podemos definir un morfismo graduado v : H — &, & S(—a;) dado por
v(gi) = fi. Si consideramos la restriccion de v en M, vy : M — @&5_,S(—a;). Ahora bien,
para cada m € M, existen ay,...,a, € S tal que m = a;91 + - - - + a,g,; asi:

e(ym(m)) = p(ymlargr + -+ apgp))
=oarfi+--+ayfp)
=arm(g1) + -+ 7(gp)
=m(a1gn + -+ a,gp)
=7(m)
Por lo que
&715(~a) = Im(var) ® ker(i). (1.4)

Como ker(p) C m(;_,5(—a;)), ®j_y & S(—a;) = im(yum) + m(B;_; & S(—a;)). Por el lema
de Nakayama [1.1.9) @5 ;S(—a;) = im(y) y asi de la ecuacion (1.3) ker(y) = 0. ]



12

Sea R un anillo G-graduado, recordemos que la dimensién proyectiva de un R-mdédulo
G-graduado M, la cual denotaremos como dimproj(M), es

dimproj(M) := min{n : n es la longitud de una resolucién proyectiva finita de M},

cuando existe una resolucion proyectiva finita, si no dimproj(M) = co. Ademas, la dimen-
sioén global proyectiva del anillo G-graduado R se define como:

gldimproj(R) := sup{dimproj(M) : M es un R-mo6dulo G-graduado finitamente generado}.

1.1.22 Proposicion. Sea M un S-mdodulo G-multigraduado cuasi-positivo finitamente ge-
nerado. Entonces la dimension proyectiva de M es igual a la longitud de la resolucion libre
mainimal.

Demostracion. Si la dimproj(M) = oo, entonces la longitud de la resolucion libre minimal
es infinita. Por otro lado, supongamos que dimproj(M) < oo. Dado que todo médulo libre
es proyectivo, entonces

dimproj(M) < min{n : n es la longitud de una resoluciéon libre minimal de M}

= sup{n € N: Tor,(M,K) # 0}.

Donde la dltima igualdad de la ecuacion se debe a la proposicion [1.1.20] Sea F una resoluciéon
libre de M de tamano dimproj(M), entonces por definicion del funtor Tor,

Tordimproj(M)Jrj (M7 K) =0

para todo j > 1. Por la proposicion [1.1.20, sup{n € N : Tor,(M,K) # 0} < dimproj(M).

Asi, la dimproj(M) = min{n : n es la longitud de una resolucion libre minimal de M}.

1.2. Numeros de Betti graduados

En esta secciéon se presentan la tabla de los nimeros de Betti de un modulo graduado
estandar finitamente generado sobre S como una manera de visualizar el nimero de genera-
dores de grado ¢+ 7 del i-ésimo modulo libre de una resolucion libre minimal de un médulo.
Ademas se muestra que dicha tabla es finita. El teorema [1.2.8] es parte fundamental de la
demostracion del inciso 2 del teorema [2.3.3], dicho resultado es uno de los teoremas claves de
esta tesis.

1.2.1 Teorema. (de las sicigias de Hilbert (Teorema 1.1, [10])) Sea K un campo y
S =K[zy,...,x,] graduado estindar. Entonces gldimproj(S) = n.

1.2.2 Teorema. Sea M un S-mddulo graduado estindar finitamente generado y {5;;} el
conjunto de los nimeros de Betti de M. Para algin d € N, si 5, ;(M) = 0 para cada j < d,
entonces fit1,41(M) = 0 para cada j < d.
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Demostracion. Consideramos la resolucién libre minimal de M. Dado que f3;; = 0 para
cada j < d, se tiene que todos los generadores de F; tienen grado mayor o igual que d. En-
tonces todos los elementos de mF; tienen grado mayor o igual a d+1. Por la minimalidad, los
generadores de F;,; mediante el morfismo 0; preservan el grado en mF;, entonces su grado
es mayor o igual a d+1, asi 84141 = 0 para j < d. n

Sea F : 0 — F, — - = Fj %y M una resolucién libre minimal de un S-modulo M
graduado estandar finitamente generado. Del teorema[I.2.2] podemos observar que para cual-
quier ¢ € N los grados de los generadores minimales del modulo libre F; son mayores que los
grados de los generadores minimales del modulo libre F;. ;. La tabla B(M) de nimeros de
Betti de M, es [B(M)]ij = Biir;(M).

Se define la regularidad de Castelnuovo-Mumford como
reg(M) :==max{j € N: 3;,.;(M) # 0, para algun i € N}.
Denotemos como r = reg(M) y p = dimproj(M); entonces por la definicion de la regularidad

de Castelnuovo-Mumford y por la proposicion [1.1.20] la tabla de nimeros de Betti de M se
ve de la siguiente forma:

iNi |0 .

0 Boo  Brotr - Bootp
t Bot Brivt - Bottp
t+1 | Bogvr Bresivr - Botrprt
r BO,T ﬁl,r+1 e Bp,r—&-p-

Definamos el nimero de Betti total como 3; := Z;:é Bij-

1.2.3 Ejemplos.

1. Del ejemplo[1.1.16]se tiene que la tabla de ntimeros de Betti de S/ es:
j\i |0 1

01 0

1 10 4

3
0
1

= O N

2. Sea I = (2%, zy,y?) un ideal de S := K|z, y]. La resolucién libre minimal de S/I tiene
la forma:

0— S(=3)2 = S(-2)> - S — S/(2?, zy,y?) — 0 y la tabla de nimeros de Betti:
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3. Sea (z?%,9% 2%) un ideal de S := K|z, v, z|. La resolucién libre minimal de S/I tiene la
forma
0— S(—6) = S(—4)® - S(=2)3 - S — /(2 9% 2%) — 0 y la tabla de los nimeros
de Betti se ve de la siguiente forma.

Nilo 1 2 3
01 00 0
110 3 0 0
2 10 0 3 0
3100 0 1

4. Sea I = (z%,yz,y) un ideal de S := K]z, y, z|. La resolucién libre minimal de S/I es
de la forma

0— S(=3) = S(-2)®S(-1) = S — S/(z* yz,y) — 0 y la tabla de niimeros de
Betti:

0 1 2
01 1 0
0 1 1
Los numeros de Betti totales son: 5y = 1,8, =2y [y = 1.

Las tablas de los numeros de Betti de los ideales de los ejemplos 2, 3 y 4 fueron calculadas
usando Macaulay?2 ([I1]). O

1.2.4 Proposiciéon. Sean S un anillo G-multigraduado cuasi-positivo y M un R-maodulo
graduado finitamente generado. Entonces B (Syz;(M)) = Birja(M) .

Demostracion. Sea JF una resoluciéon libre minimal de M
Fi0o—E"E ... 2%
por definicion Syz;(M) = ker(9;) = 09j11(Fj;1), asi
@',a(SYZj(M)) = Bia(0i41(Fj41)) = Biyja(M).
[

1.2.5 Observacién. De la proposicién se sigue que si I es un ideal de S, entonces
Bia(l) = Bit1,a(S/I) pues Syz (S/I) = 1.

La definicion [1.2.6| y el teorema [1.2.§] se presentan en esta seccion, seran de utilidad para
determinar resultados en la seccion 2.3

1.2.6 Definicién. Sean S con la graduacion estandar e I C S un ideal homogéneo. Una
resoluciéon pura de tipo (dy,ds, ..., ds) para S/I, es aquella en la que la resolucion libre
minimal F es de la forma

F 0= S(=dy) — - = S(—=dy)” — S(—d))* =S — S/I.



15

Notemos que dy < dy < -+ < dj.

Recordemos que la dimension de un R-Modulo M es dim(M) = dim(R/ann(M)).

1.2.7 Definicion. Sean S := Klzy,...,x,] y M un S-moédulo. Decimos que M es Cohen-
Macaulay si, y solo si, dimproj(M) = n — dim(M) =: codim(M).

1.2.8 Teorema. ([0, Teorema 4.1.15]) Sea S = x4, ..., x,| G-multigraduado cuasi-positivo

e I un ideal homogéneo. Si S/I es Cohen-Macaulay y este tiene una resolucion pura del tipo
i dj

(di,...,dp), entonces 3; = (—1)"*! H#idjfjdi. n

1.3. Ideales monomiales y complejos simpliciales

En la presente seccion se muestra la teoria necesaria (ver [12, capitulo 1| y [22, 1.3]) para
comprender la formula de Hochster [1.3.29] esta formula nos permitira obtener los nimeros
de Betti del ideal de Stanley-Reisner del complejo de independencia de una matroide, dicho
resultado se encuentra en la seccion [I.4, Ademéas vamos a suponer algunos conocimientos
acerca de ideales primos los cuales se pueden consultar en [21], capitulo 2].

Denotemos como M.C.D Y M.C.M a el minimo comun mltiplo y el maximo comun divi-
sor de dos o més ntimeros naturales, respectivamente. También denotemos como Mon(S) al
conjunto de monomios de S = K|z, ..., z,]. Como el conjunto Mon(S) es una K-base para
S, para cada f € S, f =3, crjon(s) @utt con ay € K. Llamemos a Supp(f) := {u € Mon(5) |
a, # 0}, el soporte de f.

Unideal I C S es llamado ideal monomial si existe un conjunto generador de monomios
para I (consultar [12] y [22] para méas detalles de esta seccion).

1.3.1 Proposicion. Sea I un ideal monomial. El conjunto N de monomios que pertenecen
a I, forman una K-base de 1.

Demostracion.  Los elementos de N son linealmente independientes, puesto que N es un
subconjunto del Mon(S). Sea f € I arbitrario; basta demostrar que Supp(f) C N, porque
asi NV sera un sistema de generadores para el K-espacio vectorial I. Dado que f € I, existen
MONOMIOS Uy, . . ., Uy, € Iy polinomios fi, fa, ..., f, € S tales que f =>"", fiu;; por lo cual
se tiene que Supp(f) C U™, Supp(fiu;). Dado que para cada v € Supp(fiu;) es de la forma
wu; con w € Mon(S); Supp(fiu;) C N para todo i € [m]. Asi concluimos que Supp(f) C N.

n
1.3.2 Corolario. Sea I C S un ideal, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) I es un ideal monomial.

b) Para cada f € S se tiene que, f € I si, y solo si, Supp(f) C I.
Demostracion.

a) = b) Supongamos que f € I. Entonces por la demostracion de la proposicion [1.3.1] se tiene
que Supp(f) C I.
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b) = a) Como S es noetheriano existe un conjunto generador {fi,...,fn}. Dado que
Supp(f;) C I para cada i € [m], entonces U, Supp(f;) forman un conjunto generador
para [. =

1.3.3 Proposiciéon. Sea I C S un ideal monomial. Entonces existe {uy, ..., us} C Mon(S)

finito que genera a I.

Demostracion. Dado que S es noetheriano (teorema de la base de Hilbert), I es finita-
mente generado. Entonces existen pq,...,p, € I tales que I = (p1,...,p,); ademas cada
pi = ZjeJi a;z® con % € Mon(S) y J; un conjunto finito, asi Supp(p;) = {z% : j € J;}.
Como I es monomial, Supp(p;) C I. Asi G := Ul_,;Supp(p;) C I; ademas G C Mon(S), G
es finito y (G) C I, como p; € G, entonces I = (p;)i_; C (G). Por lo tanto, concluimos que
(G)=1.

1.3.4 Proposicion. Sea {uy,...,u,} un sistema monomial de generadores del ideal mo-
nomial I. Entonces el monomio v € I si, y solo si, existe un monomio w tal que v = wu;
para algin 1.

Demostracion. Supongamos que v € [ entonces existen polinomios f; € S tal que
v=> ", fiu; y ademés v € U Supp( fiu;), es decir, v € Supp(fiu;) para algtn ¢ € [m]. Lo
que implica que v = wu; para algin w € Supp(f;). El reciproco de la proposicion se
sigue directamente. [

1.3.5 Proposicion. Cada ideal monomial tiene un inico conjunto minimal de generadores
monomiales.

Demostracion. Sean Gy = {uy,...,uy} y G2 = {v1,...,v,} conjuntos minimales de gene-
radores monomiales del ideal /. Dado que u; € I, existe v; tal que u; = wyv; para algun
monomio w;. De manera similar, existe u; y algiin monomio wy tal que v; = wouy. Se sigue
que u; = wiwsuy. Dado que G es un conjunto minimal de generadores monomiales de I, se
tiene que k =i y wyw, = 1. En particular w; = 1y u; = v; € Gy, por lo tanto G C Ga. De
manera similar se demuestra que Gy C Gj. m

Notacion: Al conjunto minimal tinico de generadores monomiales de I, lo denotaremos

por G(I).

1.3.6 Definicién. Una presentacion de un ideal I como una intersecciéon de ideales,
I = N*,Q;, es llamada irredundante si ninguno de los ideales (); se puede omitir en
esta presentacion. Usamos el término potencias puras para describir a los monomios de la
forma z7.

1.3.7 Proposicion. Sea I C S un ideal monomial. Entonces I = N",Q);, donde cada Q);

es generado por potencias puras de las variables, i.e, cada Q; = (x|, x32, ..., xj}), mds ain,
cada representacion irredundante de esta forma es unica.
Demostracion. Sea G(I) = {uy,...,u,} y supongase que algin u; no es una potencia pura,

digamos u;, entonces podemos escribir u; = vw donde v y w son monomios coprimos, i.e,
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M.CDw,w)=1yv#1yw# 1.
Afirmacién: [ = I, N I, donde I} = (v, ug, ..., uy,) e s = (w,ug, ..., uy).

Se tiene que I esta contenida en la interseccion. Reciprocamente, sea u un monomio en
I N I, si u es un multiplo de algin w; entonces u € I. Si esto no ocurre, entonces u es
multiplo de v y w, y por lo tanto de uy, puesto que u y v son coprimos. En cualquiera de los
dos casos u € I. Sialgun G(I;) o G(I2) contiene un elemento, el cual no es una potencia pura,
se procede como antes para obtener después de un nimero finito de pasos, una presentacion
de I como una interseccion de ideales monomiales generados por potencias puras. Al omitir
aquellos ideales que contienen la interseccion de los otros, terminamos con una interseccion
irredundante.

Sean Q; N---NQ, = Q,N---NQ, dos intersecciones irredundantes de ideales generados

por potencias puras e i € [r]. Supongamos que Q; = (z7!,...,2;*) y que Q’; ¢ Q; para cada
J € [s]. Entonces para cada j existe xfjj € Q) — Q;. Se tiene asf dos casos: l; & {iy,...,ix}
o bien b; < a;;. Sea u = M.C. M{a:b1 . bs} Entonces u € N5_;Q; C Qs Por lo tanto
existe i € {i1,...,ix} tal que z{" divide a algtn xl , 1o cual no es posible, ast Q; C Q;.
Andlogamente se demuestra que Q; C @}. Entonces {Ql, Q=A@ QL) ]

1.3.8 Ejemplo. Sea I = (ziry, 2322, 22 v922) un ideal monomial y su descomposicion
irredundante es de la forma:

I (:c%, x2x§, x3, x9x3) N (19, 2223, 23, x973)

xl, xl, xz, 2ox3) N (23, 22, 23, 19x2) N (19, 2322, 1223)

22 13 23, woxd) N (22, 23, 13, Tox3) N (T2, 323, 19) N (72, 123, 23)

:)3%,3:2,:52:1:3) N (:BQ’ IE%[E%)

x%? La; .1‘2) (x%> x%a x%) n (an x%x?%)
ZC%,QZQ,IQ) (QZ%,'T%, SC%) n ('r% SC%) n ('r% SC%)
%’ ) (JI%,ZE%,.’E%) N (x27x%) N (IQ,I%)

= (:L‘%,ZE%,ZL’?)) N (ZE%,ZL’Q) N (:Eg,flf%). u

= (
= (
= (
= (
(
(

Un ideal monomial que no se puede escribir como la intersecciéon propia de dos ideales
monomiales es llamado irreducible.

1.3.9 Corolario. Un ideal monomial I es irreducible si, y solo si, es generado por potencias
puras de las variables.

Demostracion.

ai ak

<) Supongamos que I = (zf},...,2;") e I = Jy N Jy, donde J; y J, son ideales mono-
miales que estan propiamente contenldos en I. De la proposicion [[.3.7] se tiene que
J=N_Qiy Jo= ﬂjle;- para cada ); y Q; que son generados por potencias puras
de las variables. Entonces se tiene la siguiente presentacion de I:

= (M=, Q) N (N5, Q).

De la unicidad de la presentacién irredundante para I, entonces I = @; o I = @)} para
algiin 7 o 7, lo cual es una contradiccion.
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=) Si G(I) contiene un monomio v = vw con M.C.D(w,v) =1y v # 1 # w, entonces por
la demostracion de[I.3.7] I se puede escribir como la interseccion propia de dos ideales
monomiales, donde v es un generador de uno y w es un generador del otro; asi I es no
irreducible. [

Sea I C S un ideal. Recordemos que el radical de [ es

ﬁ::{fES:fkEIparaalgfmk>O}.

1.3.10 Observacién. La proposicion [1.3.7] junto con el corolario hacen concluir que
cada ideal monomial tiene una tnica presentaciéon como una interseccion irredundante de
ideales monomiales irreducibles. Mas atn de la proposicion [1.3.13] podremos concluir que la
presentacion como interseccion irredundante de ideales irreducibles es una presentacion de
ideales primarios, cuya definicién se encuentra en [I.3.12] Antes de demostrar la proposicion
[1.3.13] vamos a demostrar el siguiente resultado:

1.3.11 Lema. Si I es un ideal monomial, entonces VI es un ideal monomial.

Demostracion. Sea f € VI, entonces existe k € N tal que f* € I y por el corolario m,
Supp(f*) C I. Digamos que Supp(f) = {z®,..., 2%}, la envoltura convexa de {ay, ..., a,}
es un politopo en R™. Podemos asumir que a; es un vértice del politopo, es decir, a; no esta en
la envoltura convexa de {ay,...,as}. Supongamos que (x%)F = (x91)F1(g92)k2 ... (z9)Fs con
k=Fk +ko+- -+ ksy ki <k. Entonces a1k = a1k, + asks + - - - + agks,

alk — a1k1 = agkz +---+ asks,

por lo tanto, a; = “2]“211—]:;“5’“5 =37, k’f’kl a; con .o, k’f’kl = 1. Entonces a; no es un
vértice, lo cual es una contradiccion. Asf que (2%)* no se cancela con los otros términos de
f* v por lo tanto (z®)* € Supp(f*) C I, y por el corolario se tiene que z™ € /1.
Como el Supp(f) = {z™,..., 2%}, existen ¢1,...cs € K, tal que f = c;x™ + « -+ + cga.
Como f — c;z™ € /1, se tiene que Supp(f — c;z®) = {z, ... 2%}. Por un razonamiento
similar podemos asumir la envoltura convexa de {as, ..., as} es un politopo y as es un vértice
de politopo; v asi %2 € V/I. Por lo tanto f — ¢;z™ — ¢z € v/I. Entonces recursivamente
tenemos que Supp(f) C VI; y por el corolario tenemos que v/ es un ideal monomial.

1.3.12 Definicién. Sean R un anilo, z,y € R e I C R un ideal de R. Recordemos que [/
es un ideal primario de R si xy € [ entonces x € I o bien y" € I para algin n € N.

1.3.13 Proposicion. Sea I = (:I:?fl, o ,x:k
Entonces I es (x4, ..., x;, )-primario.

) C S un ideal generado por potencias puras.

Demostracion. Del corolario [I.3.2] para mostrar que I es primario basta demostrar que si
my,mg € Mon(S), myme € I y my ¢ I, entonces existe s € N tal que m§ € I. Sean
my,my € Mon(S) tales que myme € I 'y my ¢ I; por lo tanto existe i; tal que existe
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Qg . [
— J al . 7
u € Mon(S) y mymy = ;. Pero my ¢ I, entonces i, fmy; y asi z;,|ms. Sea b € N la po-
tencia maxima de x;; en my, es decir, existe v’ € Mon(S) tal que z;,,u' son primos relativos,
y mg = xﬁ-’j u'. Asi, sea d el minimo coman multiplo de by a;,, entonces m§ = (a2 -v')* = :L"?j’v’

¥
;. a; . .
pero z;? |z, de lo cual T’ |mg; y ast md € I.

J

Ahora bien, notemos que (z;,,...,%;,) C VI. Por otro lado, dado que /I es un ideal
monomial por el lema|l.3.11} del corolario basta mostrar que cada monomio v € V1 es
miltiplo de algin w;,. Sea v € V1, entonces existe n € N tal que v™ € I, asi que para algin

Q. aj, a; a;
J 1 n __ J 1 'k J—
z;” v w € Mon(S) se tiene que v" = z; “w. Entonces \/(a:“ s @R ) = (T Ty
1.3.14 Definicién. Un monomio x® es libre de cuadrados si cada entrada de a es 0 o
bien 1; asi diremos que el vector a € N" es libre de cuadrados. Un ideal monomial I se dice
ideal monomial libre de cuadrados si existe un conjunto generador de monomios libres
de cuadrados para I.

Si I es un ideal monomial libre de cuadrados, el procedimiento del teorema nos dice
que los ideales monomiales irreducibles que aparecen en la interseccion de I son de la forma
(@iy,...,x; ). Ademéas observemos que los ideales monomiales primos en S son de la forma
(@iy, ..., x; ). Asi, los ideales primos asociados de [ tienen la forma (z;,,...,2;, ); y como la
descomposicién de I obtenida por el teorema es una descomposiciéon primaria, todos
los primos asociados son minimales. Por otro lado, de algebra conmutativa sabemos que el
conjunto de ideales minimales primos de I, denotado por Min(/), esté contenido en Ass([),
donde Ass(I) denota al conjunto de los primos asociados. Entonces:

1.3.15 Corolario. Sea I un ideal monomial. Asi I es un ideal monomial libre de cuadrados
si, y solo si, I = ﬂPeMm(I) P, ademds cada P es de la forma (x;,,...,x;).

1.3.16 Definicion. Decimos que la pareja I' := (F, A) es un complejo simplicial (abs-
tracto) si £ es un conjunto finito y A es una familia de subconjuntos de E, tal que A satisface
que si F € Ay G C F entonces G € A, es decir, la familia de conjuntos A es cerrada bajo
contencion.

En la definicion anterior como FE es finito podemos pensar que FE es igual a
[|E|] == {1,...,|E|}. Ademaés, en este trabajo denotaremos al complejo simplicial por su
familia de conjuntos A y obviaremos E por el contexto. Denotaremos como el conjunto po-
tencia de E' como P(E), asi A C P(E).

Sean A un complejo simplicial en E' y i € [|F|]. Un conjunto o € A se llama simplejo o
cara de A. Si su cardinalidad es ¢ + 1 decimos que o tiene dimension i, la cual denotaremos
por dim(o) = i. Si A # (), la dimension de A serd la méxima de las dimensiones de sus
simplejos, en caso contrario diremos que A es de dimension —oco. Un vértice de A es un
simplejo de dimension 0 y al conjunto de vértices lo denotaremos como V(A). Una careta
es un simplejo maximal de A (respecto a la contencion de conjuntos). Denotamos por F(A)
al conjunto de las caretas de A. Como cualquier complejo simplicial A es cerrado bajo con-
tencion, si F' € F'(A), entonces para cualquier G C F', G € A. De esta forma basta conocer
de A a su conjunto de caretas F'(A), y en este caso diremos que A esta generado por F(A);
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escribiendo asi A = (F € F(A)). Un complejo simplicial A es puro si todas sus caretas
tienen la misma dimension.

Sea A un complejo simplicial, una no cara de A es un subconjunto F' de P(E) tal que F
no pertenece a A. Definamos a N(A) como el conjunto minimal de no caras de A. Denotare-
mos como f; := f;(A) al nimero de simplejos o caras de A de dimensiéon i — 1. Digamos que
d := dim(A) + 1, asi, el polinomio fa(t) :=t?+ f1t* ' +--- + f; es llamado el f-polinomio
de A. Definimos la caracteristica de Euler (reducida) de un complejo simplicial A como
X(A) := (=1)4 1 fao(—1); notemos que:

X(A) = (=D fa(=1) = (=D (=D + A(=D)T" +-- -+ fa)
— (_1)2d—1 + fl(_l)Qd—z + f2<_1)2d—3 R (_1>d—1fd_
=—1+fi-fot- -+ (=D)""fa

1.3.17 Ejemplo. El complejo simplicial A C P([5]) definido por

= <{17 3}7 {27 4}7 {17 2, 5}7 {37 4, 5})7

cuya realizacion geométrica (ver [23], capitulo 1) se puede observar en la figura [1.1]

1 2

4

3
Figura 1.1: Realizacion geométrica de A.

Asi, F(A) = {{1,3},{2,4},{1,2,5},{3.4,5}}; N(A) = {{1,4},{2,3},{1,3,5},{2,4, 5}}
falt) =2 +5t2+8t+2;d=3y X(A) = (—=1)*(-=1+5—-8+2) = —2.

Sea A un complejo simplicial y 7' C V(A), definamos el complejo simplicial inducido
por S como A|T := {0 C T :0 € A} y el borrado de un vértice {v} del complejo simplicial
A como A\ v:=A|(V(A) —v).

Un complejo simplicial A es un cono si existe v € V(A) tal que para cada F' € F(A),
v € F. Por otro lado, dado un complejo simplicial A y v ¢ A, definamos la conificaciéon de
A como A x {v} == AU{FUv: F € A}; el cual podemos ver que es un cono.

1.3.18 Proposiciéon. Sean A un complejo simplicial y d := dim(A) + 1. Si A es un cono,
entonces se tiene que X(A) = 0.

Demostracion. Dado que A es un cono existe v € V(A) tal que A = A’sv, donde A" = A\w.
Ahora bien, far(t) =T+ fit™ -+ fay fa(t) =T+ T+ O+ ()02 4+ fa,
por lo que X(A) = =1+ (1+ f{) = (fi + fo) + (f5+ f3) — - + (=1)""}(fa) = 0. =

1.3.19 Ejemplos.
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1. Sea A C P([4]) el complejo simplicial definido por

= ({1,2,3},{1,3,4}).

1 2

4 3
Figura 1.2: Realizacion geométrica de A.

Notemos que A es un cono donde v = {1} 6 v = {3}. Asi FI(A) = {{1 2,3}, {1,3,4} };
falt) =3 +42 +5t+2,d=3y X(A) = (-1)*(-1+4-5+2) =

2. Sea A; C P([6]) el complejo simplicial definido por

Ay = ({1,2,3},{2,3,4},{4,5,6}).

5

4

6
1 3

Figura 1.3: Realizacion geométrica de A.

Notemos que A; no es un cono. Asi F(A;) = {{1,2,3},{2,3,4},{4,5 6}}
fa, () = 34612 +8t+3; d = 3y X(A1) = (—1)*(—1+6—8+3) = 0.

Recordemos que cada monomio x* en el anillo S := Klzy,z9,...,2,] se ve como
¢ = af*---2% con a = (ay,...,a,) € N". Definamos para cada o C [n] la funciéon
vec : P([n]) = {0, 1}" tal que vec(o) = (a\”, ..., a) y

() { 0 siido;
a;”’ = .
! 1 siié€o,

de esta manera 27 := V) = [[.

1€0 Li-

1.3.20 Definicion. El ideal de Stanley-Reisner del complejo simplicial A es el ideal
monomial libre de cuadrados generado por los monomios x? tal que ¢ es una no cara, esto
es, In := (27 : 0 C [n],0 ¢ A). El anillo de Stanley-Reisner de A es el anillo cociente
S/1A.

Observemos que dado un complejo simplicial A, si 7 ¢ A; entonces existe o € N(A) tal
que o C 7y asi z7|x7, entonces In = (27 : 7 € N(A)).

Sea p C P([n]), denotemos como m” := (z; | ¢ € p) al ideal monomial primo co-
rrespondiente a p . Ademés denotaremos por p al complemento de p sobre [n], es decir,

p:=[n] —p.
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1.3.21 Proposiciéon. Sea A un complejo simplicial. Entonces la descomposicion primaria
de In estd dada por In = Neepaym?.

Demostracion. Como Ia es un ideal monomial libre de cuadrados y por el corolario [1.3.15
Necr(aym’ también es un ideal monomial libre de cuadrados, entonces para demostrar que
In y Nyeraym? son iguales hay que ver que contienen a los mismos monomios libres de
cuadrados. Asi pues, sea F' C [n], 2% € Neeraym’ si, y solo si, rt" € m? para toda o € F(A)
si, y solo si, para toda o € F(A), existe j, € 7 tal que j, € F si, y solo si, para toda
o€ F(A), F ¢ osi, y solo si, F' es no cara. De aqui que Nyepaym? = Ia. n

1.3.22 Teorema. Sea A un complejo simplicial. La correspondencia A ~~ In es una bi-
yeceion.

Demostracion. Como Ix = (27 : 0 € N(A)), la correspondencia es inyectiva. Por otro lado,
sea I un ideal monomial libre de cuadrados en K[z, ..., x,], el cual por el corolario
se tiene que I = Ngcn)moemin(n)M’. Definamos A = (@ : m? aparece en la descomposicion
primaria de I). ]

1.3.23 Ejemplo. Del complejo simplicial del ejemplo [1.3.17| tenemos que su ideal de
Stanley-Reisner es [n = (2124, a3, T123T5, Toxsxs) = (Toxsws)(x12325) N (2324)N(2122). O

Recordemos que la altura de un ideal primo p C R, denotada por ht(p), se define como
ht(p) = sup{r : existe una cadena py C --- C p, = p en R}. También recordemos que

V(I) ={p € Spec(I) : I C p} ylaaltura de unideal I C Res ht() = inf{ht(p) : p € V(I)}.
1.3.24 Proposicion. Sea A un complejo simplicial. Entonces dim(S/Ix) = dim(A) + 1.

Demostracion. Recordemos que dado que S es un anillo graduado estandar regular,
dim(S/Ia) = dim(S) — ht(/a). Entonces,

dim(S/Ia) = dim(S) —ht(Ix) = n—min{ht(p) : p € V(Ir)} = n—min{ht(m?) : 0 € F(A)}.

Donde la tltima igualdad es por la descomposiciéon primaria de /o en la proposicion [1.3.21]
Ahora bien, si 0 = (i1, ... ,i|s) entonces S/m? ~ Klz;,,...,z;_]; y asi

ht(m?) = dim(S) — dim(S/m?) = n — dim(K[z;,, ..., 2;_]) = n — |0, por lo tanto,

dim(S/In) =n—min{n —|o|:0 € F(A)}
=n— (n+min{—|o|:0 € F(A)})
=méax{|o| : 0 € F(A)}
= dim(A) + 1.

Sean A un complejo simplicial sobre [n] y F;(A) := {0 € A : dim(o) = i} el conjunto
de los simplejos de A de dimension i. Definimos KF(&) .= ¢ . £ (a)K - es. Observemos que
KFi(A) ~ KIF:(A)
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1.3.25 Definicion. Sean A un complejo simplicial, d := dim A y K un campo cualquiera.
Definamos C.(A, K) como la sucesiéon de morfismos (transformaciones lineales):

Oi—1
2

C.(AK) : 0 — KFa®) 2y oy RE(A) Jiy gFia(8) O gEA) )

donde los morfismos 9; estan definidas como di(e,) = >_;, sign(j, o)e,—g. Sii < —1 o
i > d, entonces K2 =0y 9; = 0. El sign(j, o) = (=1)"! si j es el r-ésimo elemento en
o C [n] (donde o esta ordenado con el orden natural).

1.3.26 Proposicion. La sucesion de morfismos C.(A,K) es un complejo de cadena, i.e.,

(91' o 81_1 =0.

Demostracion. Sea o € A,

9i(0i-1(es)) = 0i(D_ e, sign(j; 0)es—j)
= Y jeo sign(j, 0)di(eq )
= 2 e 818001, 0) (Xie (o 0K, (0 = 1))e(r—j)-k)
= Zj’k@(sign(j, o)sign(k, o — j)e—j)—«-
Afirmacioén: Se tiene que sign(j, o)sign(k, o —j) = —sign(k, o)sign(j, o — k).

Supongamos que j < k, entonces signk,oc — j) = —sign(k,o), pero
sign(j, o) = sign(j, o —k). Y asi sign(j, o)sign(k, o —j) = —sign(k, o)sign(j, o —k). De manera
similar para cuando j > k se tiene que sign(j, o)sign(k,o — j) = —sign(k, o)sign(j, o — k).
Entonces 0;(0;-1(e,)) = 0. ]

1.3.27 Definicion. Sean A un complejo, d := dim A, K un campo cualquiera y

i1

C.(AK) : 0 — KFa®) 24 KEB) % gFa(a) -y KF&)

la homologia simplicial reducida de grado 7 de A es el espacio vectorial sobre K definido

por: "

1.3.28 Ejemplo. Consideremos el complejo simplicial A = ({1, 3}, {2,4},{1,2,5},{3,4,5}).

F2(A) = {{17275}7{3747 5}}7

Fi(A) ={{1,2},{1,3},{1,5},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}},
Fo(A) = {{1}, {2} {3}, {4}, {5}}

F_1(A) ={0}.

Por lo tanto, 82(6{1’275}) = 6{275} — 6{1’5} -+ 6{172}, 81 (6{172}) = 6{2} — 6{1}, de manera similar
para los otros elementos. Asi A tiene el siguiente complejo de cadena:

1 0
0 0

-1 0
0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 -1 -1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 -1 -1 0
0 -1 0 0 0 1 0 1 0 -1 ( )
0 1 0 0 1 0 1 1 1 11 1 1 1

0 — K2 s K8 s K5 s K — 0.

02 o1 9o
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Las matrices asociadas a los morfismos dy, 01,0y tienen rango 1,4,2 respectivamente, gy es
inyectivo y 0y es sobreyectivo. Entonces Hy = K*/K* ~ 0, H; = K*/K? ~ K? y los otros
grupos de homologia son cero. 0

Antes de proceder al siguiente teorema definamos para cada o € {0,1}", conj(c) := vec™!(0).
Ademas, cabe senalar que el siguiente teorema nos ayudara para calcular los nimeros de Betti
del ideal de Stanley-Reisner del complejo de independencia de una matroide (ver el teorema
1.4.30)).

1.3.29 Teorema. (Formula de Hochster, [13]) Sean A C P([n]) un complejo simplicial.
Entonces el nimero de Betti multigraduado B;, de In es cero si o no es libre de cuadrados,
pero si o es libre de cuadrados

Bio(Ia) = dimgH)y _i_a(A|conj(o), K).

Asi de la observacion obtenemos que f;,(S/Ia) = dimkﬁ|0|_i_1(A|conj(J), K). En-
tonces podemos ver que por la formula de Hochster (teorema (1.3.29)):

Pij(5/1a) = Y BielS/Ia) = Yo dim (Ao K). (L5)
o€ {0,1}", o €{0,1}",
ol =3 ol =3

1.4. Matroides

En esta seccion comenzaremos dando una breve introduccion a la teoria de matroides las
cuales se pueden consultar principalmente en el libro de Oxley, [24]). También algunas de
las demostraciones de las siguientes proposiciones de matroides van a ser omitidas y pueden
ser consultadas en dicho libro. Después de un resumen de la teoria de matroides, demostra-
remos el teorema [1.4.30] el cual calcula los ntumeros de Betti del ideal de Stanley-Reisner
del complejo de independencia de una matroide. Dicho teorema aparece en el articulo de T.
Johnsen y H. Verdure [15], teorema 1], el cual nosotros demostramos de manera diferente
usando resultados basicos de Oxley [24] a diferencia que ellos lo hicieron a través de circuitos
irredundantes. Nuestra manera de trabajar nos permitira calcular los niimeros de Betti en
términos de la reticula de cerrados del matroide dual, que aparece en la tesis [2] y ahi es
demostrado a partir del teorema de T. Johnsen y H. Verdure, pero nosotros mostramos que
es independiente de dicho resultado.

Por abuso de notacion, los conjuntos de un solo elemento {a} (singleton) se denotaran
por su elemento a.

1.4.1 Definiciéon. Una matroide M es un par ordenado M = (F,Z), con E un conjunto
finito (llamado conjunto subyacente) e Z un complejo simplicial no vacio sobre FE, tal que
se satisface la siguiente propiedad: si Iy, Iy € Z y |I;| < |3, entonces existe a € Iy — I3, tal
que Ua eT.

Los elementos de Z son llamados los conjuntos independientes de M y a las caretas
de Z se les llama bases de M. De esta forma, si B es el conjunto de bases de M, entonces
T = (B € B). Ademés se demuestra en [24, lema 1.2.1| que todas las bases son equicardinales,
por lo que Z es un complejo simplicial puro.
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1.4.2 Ejemplo. Sean A € M,,.,(K), E el conjunto de etiquetas de las columnas de la
matriz A e Z la coleccion de subconjuntos de E tales que representan conjuntos de columnas
linealmente independientes de A. Esta matroide es llamada la matroide vector de A y la
denotaremos como M[A]. Mas adelante, en el ejemplo se va presentar una matroide
vector para una matriz especifica. 0

Sean M = (E,Z) y M’ = (E',7') dos matroides. Un isomorfismo de M a M’ es una funcion
biyectiva ¢ : E — E’ tal que:

1. Paracada I € Z, p(I) € T'.
2. Paracada I' e 7', o Y (I') € T.
Asi, decimos que M y M’ son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

1.4.3 Observacioén. Si la matroide M es isomorfa a la matroide vector de una matriz D
sobre un campo K, diremos que M es representable sobre K. Es importante decir que
dado un campo K no toda matroide es representable sobre K (ver [24] capitulo 6]).

1.4.4 Proposicion. (|24, lema 1.2.1,]) Sea M una matroide y B la coleccion de bases de
M. Entonces se satisface que:

(B1) B # ()

(B2) Sea Bi,By € B y x € By—By. Entonces existe un elemento y € By — By tal que
(B1 — ZL‘) U Yy S B.

1.4.5 Proposicion. (|24, corolario 1.2.5]) Sea B la coleccion de subconjuntos de E. En-
tonces B es la coleccion de bases de una matroide en E si, y solo si, se satisfacen (B1) y

(B2).

1.4.6 Definicion. Sea D C E, si D ¢ T entonces diremos que D es un conjunto de-
pendiente. Un circuito es un conjunto dependiente minimal, i.e., sus subconjuntos propios
son independientes. Ademas a la coleccion de circuitos de M la denotaremos como C(M) o
simplemente C, cuando no exista confusion sobre M. Si {e} € C, se dice que e es un lazo.

1.4.7 Proposicion. (|24, teorema 1.1.4]) Sean E un conjunto, C una familia de subcon-
juntos de E tal que satisface:

1. 0 g¢C;
2. 81 CLeC yCy el tales que C7 C Cy, entonces C7; = Cy;
3. SiCy,Cy € C yee CyNCy, entonces existe Cs € C tal que C3 C (CLUCY) —e.

Sea T la familia de subconjuntos de E que no contienen ningun miembro de C. Entonces
(E,Z) es una matroide, cuya familia de circuitos es C.
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Sean M = (FE,Z) una matroide y X C E. La matroide restricciéon de M en X es el par
(X,Z|X). El cual lo vamos a denotar como M|X. Como M|X es una matroide y dado que
todas las bases son equicardinales, definimos el rango r(X) de X como el tamano de una
base B de M|X. La funcién r : 28 — Z* U {0}, es llamada la funcién rango de M; y asi
definimos el rango de M como el tamano de una base de M y lo denotaremos por r(M);
ademés notemos que (M) = r(FE). La funcion r tiene las siguientes propiedades:

(R1) Si X C E, entonces 0 < r(X) < |X].
(R2) Si X CY C E, entonces r(X) < r(Y).
(R3) Si X y Y son subconjuntos de F, entonces r(X UY) +r(X NY) <r(X)+rY).

1.4.8 Proposicion. ([24, teorema 1.3.2]) Sean E un conjunto, r : 2¥ — ZT U {0} una
funcion tal que se satisface (R1)-(R3), Z la coleccion de subconjuntos X de E para los cuales
r(X) = |X|. Entonces la pareja (E,T) es una matroide con funcidn rango .

1.4.9 Observaciones.

1. Sean E un conjunto y r : 28 — Z* U {0} una funcién. La funcién r es la funciéon rango
de una matroide en E si, y solo si, r satisface (R1)-(R3).

2. Sean M una matroide con funciéon rango r y X C E. Se tiene que X es independiente
si, y solo si, | X| = r(X).

3. X es una base si, y solo si, | X| =r(X) = r(M).
4. X es un circuito si, y solo si, X #0 y (X —x) =|X| — 1 =r(X) para cada z € X.

1.4.10 Proposicion. (|24, teorema 1.4.14(R2)|) Sea E un conjunto y r la funcidn rango
de una matroide en E. Si X CE yx € E, entonces r(X) <r(XUz) <r(X)+ 1.

1.4.11 Ejemplo. Sea

A= € Msy(Fa),

O O =
o= O
O = O
==
)
—_ O

la matroide asociada M[A] tiene como conjunto subyacente a £ = {1,2,3,4,5,6} e Z(M]A])
de la manera siguiente:

Z(M[A]) = AgU A3 U Ay U A3 con Ay, Ay, Ay, Az subfamilias de conjuntos de E.

Ay =0,

Ay = {{1}’{2}’{3}7{4}7{5}7{6}}7

As = {{1,2},{1,3}. {1,4}, {1,5}, {1,6},{2,4},{2,5},{2, 6}, {3,4}, {3, 5}. {3, 6},
{4,5},{4,6},{5,6}},

As = {{1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {1, 9, 6},
{2,4,6},{2,5,6},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,6}}

= B(M|A])
C(M[A]) =1{{2,3},{1,4,6},{2,4,5},{3,4,5},{1,2,5,6},{1,3,5,6}}. O



27

1.4.12 Proposicion. (|24, teorema 2.1.1]) Sean M una matroide en E y B* = {E — B :
B € B(M)}. Entonces B*(M) es el conjunto de bases de una matroide en E(M).

A la matroide de la proposiciéon se le conoce como la matroide dual de M, la cual
denotaremos como M*. Todas las definiciones son validas para esta nueva matroide y son
llamadas igual, excepto con el prefijo co, asi por ejemplo colazo, cocircuito y coindependiente
denotan a un lazo, circuito e independiente de M* respectivamente. Ademads, para cada
X C FE se tiene que la funcién corango, es decir, r* denota la funciéon rango de M* y
satisface que (ver [24], proposicion 2.19)]):

r*(X) =|X]|—r(M)+r(E - X). (1.6)

Recordemos de algebra lineal que mediante una secuencia de operaciones elementales
podemos llevar una matriz A € M,«n,(F,) a la forma [I,|D] donde I,, € M,«,(F,) es la
matriz identidad y D € My (m—n)(Fq).

1.4.13 Proposicién. (|24, teorema 2.2.8|) Sean A = [I,|D] € M,um(F,) v M[I|D] la
matroide vector de A. Entonces la matroide (M[A])* es la matroide vector de [—D*|I,,_,].

1.4.14 Ejemplo. La matroide dual de la matroide M[A] del ejemplo es

(M[A])" = (E, B*(M[A])) con

B*(M[A])) - {{3’ 57 6}7{37 47 6}’ {37 47 5}7 {27 57 6}’ {27 47 6}7 {2747 5}’ {27 37 6}7 {27 3’ 4}7
{1,3,5},{1,3,4},{1,2,5},{1,2,4},{1, 2,3}}. U

Sean M una matroide en E y T' C FE. La operaciéon borrado de T en M se define como
M|(E —T), a dicha matroide la denotamos como M\T’; la contraccién de 7" a M denotada
por M/T se define como M /T := (M*\T)*, la cual tiene conjunto subyacente a E — T.

1.4.15 Proposicion. ( |24, proposicion 3.1.7|) Sea T C E. Entonces
r(M/T) =rpm(XUT) —rpm(T), para cada X C E—T.

Sean M una matroide en E y r su funcién rango. Definamos la funcién cly : 2F — 2F
como cly(X) :={z € F: r(XUzx) = r(X)}, cuando no exista confusion escribiremos cl.
Esta funcion es llamada operador clausura de M, asi llamamos cl(X) la clausura de X en
M. Diremos que X C E es un cerrado si X = cl(X), a la familia de cerrados de M la
denotaremos como F(M) y F(M); :=={c C E: 0 € F(M),r(o) = i}. Un hiperplano
de M es un cerrado de rango r(M) — 1. Ademés para cada o C E se define la funcion
nulidad denotada por ny : 2¥ — Z como ny(c) = |o| — r(o) y definamos para cada

(&S {]'77nM(E)}7
N; :={0 C E:np(0) =i,0 minimal respecto a esta propiedad}.

En el articulo de T. Johnsen y H. Verdure [15] se define N; igual que aqui, pero sin pedir la
minimalidad, sin embargo veremos que en el teorema|l.4.30|que la minimalidad es importante
para determinar cuando los nimeros de Betti del anillo de Stanley-Reisner asociado a una
matroide son distintos de cero. Ademas al pedir minimalidad en el teorema 1.4.22| obtenemos

que N = UN; es una reticula (ver proposicion [1.4.20)).
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1.4.16 Observacion. De la proposicion [1.4.10] se tiene que para cada X C Ey x € F,

1.4.17 Proposicion. (|24, proposicion 2.1.6 (iv)]) Sea M =

(E,T) una matroide y supon-

gamos que X C E. Entonces X es un circuito si, y solo si, E — X es un cohiperplano.

Las siguientes proposiciones van a ser de gran utilidad para la demostracion del teorema
1.4.30, donde la siguiente proposicion resulta ser el ejercicio 5 de [24], pp.110].

1.4.18 Proposiciéon. Sean M una matroide y T C E(M). La matroide M /T no tiene

lazos si, y solo si, T es un cerrado de M.

Demostracion.

<) Si e es un lazo de M /T entonces e esta en todas las bases de (M /T)*
= M*\T'. Pero las bases de M*\T son de la forma B* —
— B : B € B}, entonces para toda
— T, asf que e ¢ B para toda B € B(M). Por lo

(M/T)" = (MA\T)")*
B* € B*(M). Recordemos que B*(M
B € B(M) se tiene que ¢ € (E — B)

) = {EM)

. Notemos que
T con

tanto e es un lazo de M. Asi e € cl(T') y por consiguiente 7" no es cerrado en M.

=) Supongamos que T no es cerrado en M, i.e., cl(T) # T. Asi cl(T)

calculemos el rango de cl(7') — T

I"M/T(CI(T) — T) = T(M*\T)* (Cl(T) — T)

— T # (); ahora bien,

(E = (cl(T))) —r(E)

— (E—d(T)))

+ (r(c(T)) = x(T))

= |(cl(T) = T)[ + r(pe\m) (E = T)

= |(cl(T) = T)| + ranm) (B = (cl(T)) —1(

= |(c|(T) = T)| +1“M*(( — (cl(T)) —

= [(cl(T) =T)| + [E = (cl(T)[ + r(E —
—|E=T|-r(E—(E-T))+r(E)

= (|(cl(T) = T)[ + [E = cl(T)| = [E = T|) + [r(E
—r(E—(E-T))+r(E)—r(E)

= ([(cl(T) = T)[ + [E = cl(T)| — [E —TI)
+(r(E) —r(E))

= 04040

= 0.

Entonces los elementos de cl(7') — T" son lazos de M/T.

1.4.19 Observacién. Sean M una matroide en £ y X C E. Aplicando la ecuacion (|1.6)

en F — X, se tiene que:

™(E—-X) =|FE-=X|+rF—-(F-X))
=|E-X|+rX)—r(M)
= |E| = |X]+r(X) —r(M)
= [E| +7r(E) — (| X] = r(X))

=r*(F) — npm(X).

Por lo tanto r*(E — X) = r*(E) — nm(X).

—r(M)

1.4.20 Proposicion. Sean M una matroide en E, r* el rango de M* y o C E. Entonces

o €N, si, y solo si, E—c € F(M*)_.
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Demostracion.

=) Se tiene de la observacion [1.4.19| que r*(E — o) = r*(E) — nap(o) = r*(F) — i. Ahora
bien, para cualquier x € o,

r(E—o)Uz) =r(E— (0 —x)) =r(E) —nulo —x) =r"(E) = (nm(o) = 1),

pero r*(E) — (np(o) — 1) = r*(E — o) + 1. Asi que cI"(E — o) = E — o, donde cl*
denota la clausura de M*.

<) Solo resta demostrar que o es minimal en N;. Supongamos que existe ¢’ C o tal que
nym(o’) = i. De lo cual r*(E — o') = r*(E) — np(o’) = r*(E) — i. Por otro lado,
E—-ocCFE—-o',ycomo E—o€FM*)»_, E—0=FE—0o" Delo cual concluimos
que o = o’. [

1.4.21 Observacion. Para cada o € C(M), se tiene de la proposicion [1.4.17| y de la
proposicion [1.4.20] que o € N si, solo si 0 € C(M). Asi, C(M) = N;.

Un poset es un conjunto P sobre el cual existe un orden parcial “ < 7. Una reticula
(finita) es un poset finito £, tal que para cada par de elementos z, y € L existe una menor cota
ruperior y una mayor cota inferior, las cuales denotaremos como xVy y x Ay respectivamente.
Ademas, si exite z € P tal que z < x para todo = € P, entonces a z se le llama elemento
cero de P. Por otra parte, si existe un elemento y > = para todo z € P, a y se le llama
elemento uno. Si x < y, decimos que x cubre a y si no existe un z tal que r < z < .
Sea xo y =, € L, una cadena de zj a z, es un subconjunto {xg,1,...,x,} de L tal que
xg < w < - < 2,y x; cubre a x;_; para todo i € [n]. La longitud de tal cadena es
n. Para cualquier par de elementos x y y si todas las cadenas de x a y tienen la misma
longitud entonces decimos que L satisface la condicién de Jordan-Dedekind. Ademas
para cualquier x € L, la altura de x es la maxima longitud de una cadena de 0 a x, que
denotaremos como h(z). Asi, una reticula geométrica es aquella reticula £ donde cada
elemento es union de elementos que cubren al 0, £ satisface la condiciéon de Jordan-Dedekind
y para cualquier par de elementos z,y € L se tiene que

h(x Vy)+ h(x Ay) < h(x) + h(y). (1.7)

Por ejemplo, para cualquier matroide M sobre E se tiene que los cerrados forman una
reticula con el orden “ C 7| la cual denotaremos por abuso de notaciéon por F(M). Donde el
elemento cero es cly(()) y el elemento uno es E. Mas atn, para cada Fy, Fy € F(M) se tiene
que F1V Fy =cl(FiUFy) y Fy A Fy = Fi N Fy (ver |24, lema 1.7.3]). Por otro lado, podemos
observar que los elementos de F(M); son los elementos que cubren a cl((), y ademas es
facil ver que cualquier otro elemento de F (M) es union de los cerrados de rango 1. Del lema
1.7.6 en [24], se tiene que F (M) satisface la condicion de Jordan-Dedekind. Mas atin, para
cada F € F(M), h(F) = r(F). Por lo tanto se satisface (1.7). De esta forma F(M) es una
reticula geométrica. De hecho, en el siguiente teorema podemos ver que las tnicas reticulas
geométricas, salvo isomorfismo, son las reticulas de cerrados de matroides:

1.4.22 Teorema. ([24], teorema 1.7.5]) Una reticula L es una reticula geométrica si, y solo
si, es la reticula de cerrados de una matroide.
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{1,2,3,4,5,6}

Figura 1.4:

Para tener una representacion grafica de una reticula, podemos utlizar un diagrama de
Hasse, que es una grafica simple, donde los vértices son los elementos de la reticula; y existe
una arista entre dos elementos x y y, si & cubre a y. Asi para cualquiera matroide M, el
diagrama de Hasse de la reticula F(M) esta por niveles, es decir, si F} y F, estan en el
mismo nivel entonces r(Fy) = r(F3).

1.4.23 Observacion. Dada una reticula £ su reticula dual es aquella en la que se invierte
el orden, es decir, se considera el orden “ > 7. Asi, por la proposicién el conjunto
NM)={c CE:3ie|r],c € N;} conel orden “ 2" resulta isomorfo a la reticula dual
F(M*), por lo que N (M) es una reticula geométrica. Asi que los niveles del diagrama de
Hasse de la reticula N (M) estan dados por la funcion nulidad del matroide.

1.4.24 Ejemplo. Del ejemplo|1.4.11} la reticula de cerrados de (M[A])* y su reticula dual
N(M|[A]) estén representadas en la figura [1.4]y respectivamente.

{2,3}

{1,2,3,4,5,6}

Figura 1.5:
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O

Para una matroide M = (E,Z), W C E, F € F(M), definimos la funcion de M&bius

Ccomo:
pm(W,F) = Y (=X (1.8)
WCXCF
c(X)=F

1.4.25 Proposicion. ([32, teorema 7.18]|) Sea M una matroide y F(M) su reticula de
cerrados. Entonces para cualesquiera Fy, Fo € F(M) y Fy C Fy, upm(Fi, Fo) # 0.

Definimos:

(M) =

{ lua(cl(D), E)| si M no tiene lazos, (1.9)

0 en otro caso.

En la siguiente proposicion relacionemos la caracteristica de Euler.

1.4.26 Proposicion. ([, teorema 7.4.7]) Sea M una matroide con rango r y sin lazos.
Entonces

X(Z(M)) = (1) (M), (1.10)
1.4.27 Lema. (|5, teorema 7.8.1|) Sean M una matroide de rangor y A = Z(M). Entonces

_ ZEVTR®) =1
Hz‘(A7Z) - { 0 en otro caso.

1.4.28 Proposicion. (28, corolario 7.58|) Sean X wun espacio topoldgico y G un grupo
abeliano. Si H,—1(X) o G es libre de torsion, entonces

H,(X,G) ~ H,(X) @7 G.

De la proposicion [1.4.27] y |1.4.28 se sigue quien es la homologia de A = Z(M) sobre
cualquier campo K con r el rango de M, y es:

- KEDTXA) gig = —1
Hi(AvK) - { 0 en otro caso.

(1.11)

1.4.29 Proposicion. Sea M una matroide en E. Entonces X(Z(M)) = 0 si, y solo si, M*
tiene un lazo.

Demostracion.

=) Si X(Z(M)) = 0 se tiene por la ecuacion [1.10, u(M*) = 0, entonces de la proposicion
1.4.25|y de la definicion de pu(M) (ver se tiene que M* tiene un lazo.

<) La matroide M* tiene un lazo e si, y solo si, £ — {e} es un hiperplano si, y solo si,
e esté en cada base de M entonces Z(M) es un cono. Asi de la proposicion [1.3.18] se
tiene que X(Z(M)) = 0. =
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El siguiente teorema lo demostramos de manera diferente a la que se puede consultar en
[15, teorema 1|. Sea M = (E,Z) una matroide, recordemos que dado que Z es un complejo
simplicial, podemos asociarle el anillo de Stanley-Reisner, y asi calculamos los nimeros de
Betti, dicho calculo es posible gracias a la formula de Hochster [1.3.29

El resto de la demostracion del teorema 1 en [I5] para mostrar que los ntimeros de Betti
Bi - del anillo de Stanley-Reisner asociado a Z son distintos de cero si y solo si o tiene nulidad
1y es minimal respecto a esta propiedad, se introduce el concepto de circuitos irredundantes
y sus propiedades para mostrar que cualquier subconjunto o de nulidad 7 es minimal si, y
solo si, o es la union de circuitos irredundantes maximales. Recordemos que la definicién
de N; que nosotros consideramos incluye la propiedad de minimalidad, dicha propiedad nos
permite tener una reticula N (M) = UN; y asi demostramos el teorema con el estudio de
reticulas sin tener que pasar por los circuitos irredundantes. Cabe senalar que del estudio de
las reticulas de una matroide M, las cuales son la reticulas N'(M) y F(M*) se desprenden
las ideas para calcular la regularidad de Castelnuovo-Mumford del anillo de Stanley-Reisner
asociado a una matroide, el cual generaliza al lema 4.6 que recientemente aparecié en [20].

Sea M = (E,Z) una matroide, I7 el anillo de Stanley-Reisner asociado al complejo de
independencia Z, el cual denotaremos por I y S/Ir el anillo de Stanley-Reisner asociado
al complejo de independencia Z de M donde S es el anillo de polinomios en las variables
indexadas por E con coeficientes en el campo K.

1.4.30 Teorema. Sean M = (E,T) una matroide y o C E. Entonces (;,(S/Ipm) # 0
si, y solo si, ¢ € N;. Mds aiin, si 0 € Ni, Buyo)o((S/Im)) = (—1)"@O71X(Z|o) # 0
ﬁi,g(S/IM> =0s11 % nM(a)

Demostracion. Por la formula de Hochster se tiene que 3; ,(S/Ip) = dim ﬁ|g|,i,1(ﬂa, K).
Ademés de la ecuacion (1.11])),

(1)@ X(Zlo) silo]—i—1=r(Mlo) -1,

dim Hio|—i1(Z]o K) = { 0 en otro caso. (1.12)

Entonces B;,(S/Im) # 0 si, y solo si, || —i —1 = r(Mlo) — 1y x(Z|o) # 0. Si
lo| —i—1=r(M]o) —1 obtenemos que i = r(M|o) — |o| = r(0) — |o| = nm(o). Usando la
proposicion se deduce que ny (o) =iy X(Z|o) # 0 si, y solo si, (M|o)* no tiene lazos
y npm(o) = i. Por otro lado, (M|o)* = (M\(E — 0))* = M*/(E — o). Por lo tanto de la
proposicion [1.4.18] (M|o)* no tiene lazos si, y solo si, E—o € F(M?*). Mas atn, de la obser-
vacion [1.4.19|se tiene que 7*(E — o) = r*(E) —n(0). De esta forma (M|o)* no tiene lazos y
nm(o) =isi,ysolosi, E—o € F(M*)yr(E—oc) =r*(E)—i, es decir, E—0 € F(M*),+(g)—;.
Mas atn de la proposicion [1.4.20, (E — o) € F(M*)e_p, (o) si, y solo si, ¢ € N;. Por lo que
hemos demostrado que 3; ,(S/Ir) # 0 si, y solo si, o € N;. Ademas de lo anterior y usando
la ecuacion obtenemos que si ¢ € N, By (0)0((S/Im)) = (=1)"O7(Z|o) # 0; y si
i # na(0), entonces B, (0),0((S/Ipm)) = 0. m

1.4.31 Corolario. Sean M = (E,T) una matroide. Entonces se cumplen los siguientes
enunciados:
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B3 (S/Im) - ) Bio (S/Im)

2. dimproj(S/Iym) = |E| — r(M).
3. S/ es un dlgebra de nivel.
4. 1eg(S/Im) = (M) — |cI"(D)].
Demostracion.
1. De la ecuacion (1.5) se tiene que B3;,;(S/Im) = 3, enn jo|=; Bir (S/Lr). Pero del teorema
[1.4.30) i, (S/Ir) # 0 si, y solo si, o € N;. Asi,

BU(‘S/[M Z Bzo S/IM) Z <_1)T(0) ! (Il(f)
oceN; o eN;
ol =3 ol =3

Maés atn, de la proposicion [1.4.20]

> (=)TK(Tle) = > (—1)"7'X(Z]o)
o e N; E o € (FIM)), (i
ol = j B ol =|E| - j

= > (~)" I IR(ZIE — )

7 € (FM))re(m)—i
vl = |E| - j

2. Recordemos que dimproj(S/In) = max{i : §;;(S/Im) # 0}. Del inciso 1. de este
corolario se tiene que B;;(S/Im) = 3, ep; jo1=j Pio(S/ 1) Asi

dimproj(5/Im)) = npu(M) = r*(M) = |E] = r(M).

3. Recordemos que si p = dimproj(S/Ia)), decimos que S/Ir es una algebra de nivel si
Bo(S/Im) = B,;(S/Im) para algin j € Ny S/Ixy es Cohen-Macaulay. Del inciso I
de este corolario p = |E| — r(M) = r*(M) = codim(S/In); por lo que S/Ir es
Cohen-Macaulay y del inciso [T}

Boi(S/Im) = > (DR,
o GNT*(M)
lo| =j
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para cada j € N. Pero de la proposicion [1.4.20] se tiene que:

Nesvmy =1{0 C E:np(o) =r*(M)}
={E -0 & F(M")rs(rm)—r=(m) }
_{E—UE}"(M)},

sin embargo (F(M*))o = {cl*(0)} := A(M), donde cl* denota el operador clausura en
M* Asi N = {E — A(M)}. Entonces

Bo(S/Im) = Bremy(S/1nm))
= Bre (M), E—AM)| (S/1r) (1.13)

De lo cual concluimos que S/ es una algebra de nivel.

. Recordemos que reg(S/Ip) = max{j € N : §;,4;(S/Ipm) # 0 para algtn i € N}. De

(L13) By myjB—awmy) (S/Irm) # 0, de aqui que
(IE = AM)| =" (M)) € {j € N: Bii1;(5/1pm) # 0}, pero
|E = AM)[ = 1" (M) = (IE] = [AM)]) = (|E] = r(M)) = (M) — |A(M)].
Del inciso 1 se tiene que para cualesquiera ¢, 7 € N:

Bii+i(S/Im) = Z (=1)" rEm XMIE = 7).

¥ € (F(M™))r(M)—i
vl = IE| = (i+7)

Ast, sea i € N, v € (F(IM*))pmy—i ¥ J = |E| —i — |y|. Dado que r*(y) = r*(M) — i
se tiene que:
J=IEl—i—=h=IE = (M) =r"(7) = Iyl = (|E] =" (M) + (7)) — 7]

Pero r*(y) = r*(y = AM) U AM)) < 77(y = AM)) + 1 (AM)) —r*(y — AM) N
A(M)), donde la desigualdad estd dada por la propiedad (R3). Como A(M) es el
conjunto de los lazos de M* entonces r*(A(M)) = 0, asi

J < (Bl =r (M) + (" (y = AM)) = [y — AM)| -

= (r(M) = [AM)]) = (Ir = AM)[ = (v = AM))). '
Y como |y — A( )] —7r*(y = A(M)) > 0, dado que r*(y — AM)) < |y — A(M)]. Asi
de[L.14] j < r(M) — |[AM)| = (r*(v —AM)) + [y — AM)]) < (M) ~ [AM)]. Por
lo tanto, reg(S/IM) =r(M)—|AM)|. n

El inciso [2| del corolario |1.4.31] se puede demostrar del hecho de que el conjunto de

independencia de un matroide es escalonado (es decir, shellable) y el anillo de Stanley-
Reisner de todo complejo simplicial escalonado es Cohen-Macaulay (ver [6] y [30, capitulo
3]); asi

dimproj(S/I) = codim(S/I) = n — dim(S/I) =n —r,

la ultima igualdad se debe a la proposicion Ademas, el inciso [3] del corolario
se puede demostrar del hecho de que dado una matroide M = (E,Z), Z es un complejo
simplicial y cualquier subcomplejo inducido es puro. Tambien se sabe que todo subcomplejo
inducido puro es escalonado (|30, proposicion 3.1|) y el anillo de Stanley-Reisner de todo
complejo simplicial escalonado es Cohen-Macaulay. Asi solo resta usar [30, proposicion 3.2]
para demostrar que S/In es de nivel.
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1.4.32 Ejemplo. Sea M|B] la matroide vector asociada a la matriz:

01201
0110 2
B=101 901 |€MxalFs)
0220 2
La tabla de los ntumeros de Betti es:
J\i [0 1
0|1 2

Asi por definiciéon de regularidad de Castelnuovo-Mumford, reg(S/Inyp)) = 0. Por otro la-
do, el rango de M[B] es 3, entonces del inciso del corolario [1.4.31] y dado que

{1,2,3,4,5}

{1,2,3,5} {2,3,4,5}

{2,3,5}
Figura 1.6: La reticula F((M[B])*).

A(M) = {{2,3,5}} (ver figura[L.6)), se tiene que reg(S/Iyp) = 3—{2,3,5}| = 0. O

Una matroide M es un disenno matroidal perfecto si todos los cerrados de (F(M));
tienen el mismo tamano. Asi, estamos en condiciones para enunciar el siguiente corolario que
es consecuencia directa del inciso [I] del corolario [[4.31k

1.4.33 Corolario. Seanv e N, 1 < d; < --- <d, € Ny M = (E,Z) una matroide de
nulidad v. Entonces S/Iy tiene una resolucion (0,dy, ..., d,)-pura si, y solo si, M* es un
disenio matroidal perfecto; ademds si o € N, |o] = d;.
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Capitulo 2

Jerarquia de pesos generalizados de
Hamming

Fijando un poco de notacién, F, denotara un campo finito de tamano ¢. Dado n € N,
los elementos = € Fy se consideraran que son vectores renglon, salvo se indique lo contrario,
es decir, x = (x1,...,2,) con xq,...,x, € F,; ademas 2T seré la transpuesta de z, esto es,
z7 es un vector columna. Dado m,n € N, usaremos M,,,,(F,) para denotar el conjunto de
matrices con entradas en F, con m renglones y n columnas. Ademaés los elementos M, (F,)
se denotarén por letras maytsculas seguidas por el subindice m x n o no, cuando el contexto
lo permita; por ejemplo: escribiremos A,,, 0 A para denotar a una matriz. Dada una matriz
A € My (Fy), rank(A) indica el rango de la matriz A; y ademés A+ = {z € F} : Az" = 0}.

2.1. Teoria de cbédigos

La presente secciéon comienza introduciendo los conceptos y propiedades béasicas de la
teoria de codigos, asi como también se definen los pesos de Hamming generalizados para un
cddigo. Una parte fundamental para la obtencion de una definicion equivalente para los pesos
de Hamming generalizados de una matroide es el teorema de Wei. Gracias a esto ultimo y
a los resultados de la seccion obtenemos una férmula para calcular los pesos generaliza-
dos de Hamming de cualquier matroide en términos de sus nimeros de Betti de su ideal de
Stanley-Reisner.

Un c6digo lineal C' es un subespacio lineal de (con IF, el campo finito de q elementos),
donde ¢ = p™ con p primo (para saber mas acerca de campos finitos, ver capitulo 10 de
[29]). La dimensién de un codigo lineal es su dimension como un espacio vectorial en Fy.
Denotemos a un codigo lineal C' C Fy de dimension k como [n, k4, codigo de tipo [n, k], o
simplemente como [n, k], cuando el campo pueda obviarse por el contexto. Para un codigo
lineal C' de tipo [n, k] en Fy, definimos la codimensién (redundancia en algunos textos como
[17]) como 7 :=n — k. Los elementos en un codigo C' de tipo [n, k], son llamados palabras
codigo. El tamano de un codigo C' es M = ¢* dado que C' ~ ]Ff;, es decir, C' contiene M
palabras codigo.

2.1.1 Observacion. Hay dos maneras de describir a un subespacio vectorial, las cuales son
dando una base y por el espacio solucién de un conjunto de ecuaciones lineales homogeneas.
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Asi, existen dos maneras de describir a un cédigo lineal, que describiremos en las siguientes
lineas.

Sea C' un codigo lineal de tipo [n, k],. Dado que C' es un subespacio k-dimensional lineal
de F, existe una base para C' que consiste de k palabras codigo. Asi, una matriz Gy, cuyos
renglones son una base para C' se llama una matriz generadora para C.

2.1.2 Observaciéon. Sea G una matriz generadora para el codigo C' de tipo [n, k],. Asi
C = FR(G), donde ER(G) denota al espacio renglon de G. De aqui que ¢ € C si, y solo
si, existe z € F} tal que ¢ = zG. Por lo tanto C' = {2G : = € F;}. Ademas, por Gauss-
Jordan, se tiene que cualquier matriz generadora se puede reducir a una matriz de la forma
(Lexk|Prx (n—k))- Asi cuando hablemos de la matriz generadora para C estaremos pensando
en una de la forma (Ixxi|Prxn-r))-

2.1.3 Lema. Todo subespacio vectorial de K™ de dimension finita sobre un campo K es una
51CLGLa.

Demostracion. Sea C' cualquier subespacio de dimensién k. Por lo que C' tiene una base, su-
pongamos {ci,...,cx} y podemos completarla a wuna base de K" digamos

{c1,. .., CkyChyty - -5 Cn}. Ademas sea ey, ..., e, la base canénica para K" *; asi definimos
la transformacién lineal 7" : K® — K" * dada por

[0 sii € [k],
T(c;) { eir stie{k+1,...,n}.

Observemos que C' = ker(T). ]

Como C' es un subespacio vectorial de Fy, del lema , existe una transformacion 7' :
Fy — Fg_k. Asi, tomemos a H como la matriz asociada a I’ con respecto a las bases canénicas,
entonces ¢ € C' si, y solo si, He! = 0. De esta forma una matriz H € M,_p)xn(F,) se dice
matriz de verificacion de paridad si representa un sistema de ecuaciones homogéneo
cuya solucién es C, es decir, si sucede que ¢ € C si, y solo si, He! = 0, es decir, c € H*.

2.1.4 Proposicion. Supongamos que C es un [n, k] cidigo. Entonces G := (I|P) es una
matriz generadora de C si, y solo si, H := (—PT|I,_x) es una matriz de verificacion de
paridad para C'.

Demostracion. Para cada palabra codigo ¢ € C se tiene que ¢ = (G, con x € ]F’q“. Asi,

c=x2G = (ZBl, Ce ,{L‘k) (Ikxklpkx(n—k)) = ((331, . ,:L‘k)|(.’171, Ce >$k)Pk><(n7k)) = (:B,$P)

De esta forma para m € IF’; yre Fq”_k’ cualquiera:

c=(m,r)eC <= mP=r
= mP-r=0
<~ (mP—-r)'=0
— PTmT —¢T =0
— —P'mT ++T =0
— —PI'mT + I, psns(r?) = (=P, I)(m,r)T =0
< (—PT’[n_k)CT = 0.
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2.1.5 Definiciéon. Para un cdédigo C de tipo [n, k], definimos el coédigo dual como:
c+ ={reF]:c-x=0,VceC},
donde ¢ - x denota al producto interno usual.

2.1.6 Teorema. St C' es un coadigo lineal con G una matriz generadora, entonces G es
una matriz de verificacion de paridad para C*.

Demostracion. Por definicion de codigo dual, z € C* si, y solo si, ¢-x = 0 para cada ¢ € C.
Pero ¢ € C si, y solo si, existe m € IF’; tal que ¢ = m@G, asi 0 = c- x = (mG)aT si, y solo si,
Gz = 0. n

Una medida natural usada en teoria de codigos es la distancia de Hamming, que mide la
diferencia entre dos palabras.

Definamos d : Fy x Fy — N dada por d((v,y)) := {i : ¥; # wi,i € [n]}|, para
= (11,02,...,2,) Y Y= (Y1,Y2,--,Yn) € Fy. A d(z,y) se le conoce como la distancia de
Hamming. La minima distancia de Hamming de un cédigo C' de longitud n y tamano
M, se define como:

f min{d(z,y) :x,y e C,x #y} siM >1
d(C) = { n+1 siM=1. (2.1)

Si agregamos la minima distancia d(C') a los parametros del cédigo, entonces un codigo
C C Iy se denotard por [n, k,d],, donde n, k,d € Ny g es una potencia de un primo p € Ny
n es la longitud, k la dimension y d la minima distancia de Hamming de C' ; o bien cuando
el campo pueda obviarse se denotaréa por [n, k, d].

2.1.7 Definicion. Para una palabra z € [y, se define el soporte de z como
supp(x) = {i : x; # 0} y ademaés el peso de z se define como w(z) = |supp(zx)|. El
peso minimo de un codigo C, se define como:

minw(C') := { Sf{lw(x)} Zi i ig’$ 70 (2.2)

2.1.8 Proposiciéon. Sea C un cddigo lineal de dimension k > 0 y d(C) la minima distancia
de Hamming. Entonces d(C') = minw(C).

Demostracion. Dado que C es un codigo lineal, se tiene que 0 € C' y para cualesquiera
x,y € C, se tiene que z — y € C, ademés d(x,y) = w(x — y). Ahora bien,

d(C) =mind(z,y) = minw(z — y) = minw(C).

Sea C'un codigo de tipo [n, k],, un subcodigo D es un subespacio lineal de C'. Definamos
el soporte de D como

Supp(D) = {i € [n] : (xy,x9,...,2,) € D,x; # 0}

y definimos el peso de D como w(D) := |Supp(D)|.
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2.1.9 Definiciéon. Dado C un codigo de tipo [n, k], e i € [k], se define el i-ésimo peso
generalizado de Hamming denotado por d;(C) como

d;(C) := min{w(D) : D C C subcoddigo, dim(D) = i}.
Cuando el contexto lo permita d; denotara a d;(C').

2.1.10 Observacion. Si D C C es un subcodigo, con dim(D) = 1, existe ¢ € C' tal que
D =< ¢ >, mas atun w(D) = w(c).

Notemos que d;(C') es la minima distancia de un codigo C, pues:

min w(C) = ,oin, w(x) = ,Join, {i:z; #0} = _min H{i:a; # 0} =di(C).

2.1.11 Proposicion. Para un cidigo C # 0 de tipo [n, k|, se tiene que:
1<di(C) <dy(C) < -+ < di(C) < n.

Demostracion. Como C # 0,d;(C) > 1.Sea D C C condim(D) =i,i > 2y w(D) = d;(C).
Consideremos j € Supp(D) y definamos D; := {x = (xy,...,x,) € D : z; = 0} entonces

Asi, de la proposicion [2.1.11] podemos llamar al conjunto {d;(C) : ¢ € [k]} como la jerar-
quia de pesos de Hamming del codigo C' de tipo [n, kl,.

Sean A € M, xm(F,) y S C Col(A). Entonces Ag es la matriz cuyas columnas son aquellas
en S.

2.1.12 Teorema. (Wei) Sean C un [n, k|, cédigo y H una matriz de verificacion de paridad
de C. Entonces para cada i € [k]:

d,(C) = min{|S| € {1,...,n} : S C Col(H),|S| — rank(Hs) = i}.

Demostracion. Definamos Hy = {x = (x1,...,2,) € F} : Vi € S,2; =0y Hz" = 0}. Por
la definicion de Hg tenemos que Hg C C. Recordemos del teorema de la dimension que:

rank(Hg) + rank(Hg) = |9|. (2.3)

Denotemos por d := min{|S| € {1,...,n}: |S| —rank(Hg) =i}. Sea S C [n], con d = |S| y
|S| — rank(Hg) = i; pero rank(Hg) = |S| — rank(Hg) = i. Como Hg C C,

d;(C) < w(Hg) < |S| =d. (2.4)

Por otro lado, sea D C C tal que dimp, (D) = i y w(D) = d;(C). Definamos
S := Supp(D), entonces D C Hz y asf dim(D) < dim(Hg) = |S| — rank(H,). Supon-
gamos que ¢ := dim(Hg) > dim(D) = i. Observemos que Hy C C' y dim(Hg), entonces
dy < |Supp(D)| = d;(C). Ahora bien, de la proposicion 2.1.11] d;(C) < d;(C). Por lo tanto
dim(D) = dim(HZ), pero D C HZ, asi que D = Hg y d < d;(C); sin embargo de [2.4
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obtenemos que d = d;(C). ]

Sea C' un [n, k|, codigo con matriz de verificacion de paridad H, la matroide asociada a
C es la matroide vector de H¢, la cual denotaremos como M. Ademas, el ideal de Stanley-
Reisner asociado al complejo de independencia de M (ver definicion [1.3.20), lo denotaremos
como ¢ y asi

Io = (27 : 0 € C(M)),

donde C(M) son los circuitos de M. Por el teorema de Wei se tiene que
d;(C) =min{|o| : 0 C [n],npm(0) =i}

para cada ¢ € [k], donde n, es la funcion nulidad de la matroide M; recordemos que
si 7pm es la funcion rango de M, entonces para cada o C [n], npm,(0) = |o| — rme(0)
(ver seccion [1.4). Asf cuando M = (E,Z) es una matroide y para cada i € [ny(E)] U {0},
podemos definir

d;(M) :=min{|o| : 0 C E,npm(0) = i}.

La definicion de los pesos de Hamming generalizados para matroides aparecié por primera
vez en [15] y es la definicion 1 de dicho articulo. Recordando de la seccion que para cada
i€ ([r(M)]) u{0}

N;:={o C E:np(o) =1, o es minimal con respecto a esta propiedad},
de esta forma si 0 C F es tal que ny (o) =iy |o| = d;, se tiene que o € N; y asi
d;(M) = min{|o| : 0 € N;}. (2.5)

Observemos que la definicion anterior de d;(M) comparada con la que aparece en [I5]
cambia solo en la propiedad de que ¢ sea minimal, ademés no afecta en nada la nueva de-
finicion puesto d;(M) se alcanza cuando o es minimal. Ademés recordemos por el teorema
que los numeros de Betti 3;, son distintos de cero si, y solo si, o € N;. En la proposi-
cion se muesta més a detalle lo anterior. Recordemos que la condiciéon de minimalidad
que agregamos nos permite trabajar con reticulas y en el caso del articulo [I5] la minima-
lidad aparece de manera implicita en los circuitos irredundantes que definen en dicho articulo.

Como N = U?:/‘E’)(E)/\fi forma una reticula geométrica donde el orden es la contencion (ver
observacion y asi para estudiar los d;(M) podemos hacer uso de propiedades de las
reticulas geométricas, por ejemplo del hecho de que A es reticula geométrica deducimos de
manera inmediata que 0 = do(M) < di(M) < -+ < dp, (5)(M). De esta forma, si C es un
Cédigo, do(C) = do(./\/lc) =0.

2.1.13 Proposicion. Sea M = (E,I) una matroide y S/In el anillo de Stanley-Reisner
asocitado al complejo de independencia de M. Entonces el peso generalizado de Hamming
estd dado por:

Demostracion. Por la ecuacion 2.5 d;(M) = min{|o| : ¢ € N;}. Ademés del inciso [1] del
corolario [1.4.31]se tiene que para cada d € N, £;4(S/Im) = 3, o)=a Bio(S/Lnm). Pero del
teorema [1.4.30 3;, # 0 si, y solo si, 0 € N;. Asi d;(M) = min{d € N: 5, 4(S/Ip) #0}. =
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{1,3,5,6}

{1,2,3,4,6}

{1,2,3,4,5,6}

Figura 2.1:

2.1.14 Ejemplo. Sea C el c6digo con matriz de verificacion de paridad

H =

_ o O

01
10
11

OO
o = O
O = O

Entonces, Cv.. = {{2,3},{2,4,5},{3,4,5},{1,4,6},{1,2,5,6},{1,3,5,6}}.
Ahora bien, el ideal de Stanley-Reisner y la tabla de los nimeros de Betti de S/Ia,. son:

Ic = (3?23537553964555, ToX4X5, T1T4T6, $1$2x5$6,$19€3x53¢6)7

Nilo 1 2 3
01 00 0
110 100
2 10 3 2 0
3010 2 7 4

Como d; = min{i + j : B;;+;(S/Im,) # 0}, por lo tanto dy(M) = min{l + j : f114; #
0}=1+1= 2, dy(M) = 24+ 2 = 4y d3(M) = 3+ 3 = 6. Por otro lado, de la de-
finicion de d;(M) (ver ecuacién [2.5)), es suficiente observar cada nivel del diagrama de
Hasse de la reticula N'(Mc¢)(figura [2.1)), para asi, obtener los valores d;(M). De la pro-
posicion obtenemos dicha reticula a partir de calcular los cerrados de MF. Asi,
di(M) = min{le| : 0 € M} = |{2,3}] = 2, da( M) = |{2,3,4,5}] = 4y
ds(M) = [{1,2,3,4,5,6}| = 6. Para la tabla de los numeros de Betti y los cerrados de

&, hicimos uso del programa computacional Macaulay?2 [I1]. O

2.1.15 Proposicion. Sea C un cddigo de tipo [n, k|, ei € [k]. Entonces d;(C) <n—k+i.

Demostracion. Supogamos que d;(C) > n — k + 4, como los d;(C') son una jerarquia (ver
proposicion [2.1.11)), se tiene que di(C) > n, lo cual es una contradiccion al hecho de que
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Sea C' un [n, k, d],-codigo. Si en la proposicion , i =1, entonces di(C) <n—k+1,
el valor n — k + 1 se llama cota de Singleton. Ahora bien, sid =d; =n—k+ 1, C es
llamado un cédigo de distancia maxima separable (o bien por sus siglas en inglés un
codigo MDS). De hecho, si C es un codigo MDS, entonces para cada i € [k] se tiene que

se alcanza la cota de la proposicion [2.1.15] esto es, d;(C) =n — k + i.

2.1.16 Proposicion. Sea C' un [n, k,d|,-cédigo. Entonces C' es un cidigo MDS si, y solo
si, cada k columnas de una matriz generadora G de C' son linealmente independientes.

Demostracion. La matriz Gy, es una matriz generadora para un cédigo MDS si, y solo si,
para cada m € F’;, mG@ tiene a lo mas n —d = k — 1 coordenadas cero si, y solo si, para cada
submatriz G}, de G y m € F¥ se tiene que mG’ # 0 si, y solo si, cada submatriz G}, de G
tiene rango k si, y solo si, las columnas de cada submatriz G’ son linealmente independientes.

]

2.1.17 Proposicion. Sea C' un cddigo de tipo [n,k],. Si C' es un cddigo MDS, entonces el
codigo dual de C' es un codigo MDS.

Demostracion. Se tiene que C' es del tipo [n, k,n — k + 1] porque C es un cédigo MDS.
Del hecho que dim(Ct) = n — dim(C) = n — k y de la proposicion se tiene que
d(Ct) <n—dim(C*) +1 = k+ 1. Ahora bien, supongamos que d(C+) < k; entonces existe
r e CH x#0, tal que w(x) < k. Sea GG una matriz generadora para C; por el teorema
existen k columnas linealmente dependientes que corresponden a las palabras z, lo cual no
es posible por la proposicion pues C' es un codigo MDS. De esta forma concluimos que
d(Ct) = n — dim(C*) + 1. =

2.2. Multiplicidad

En la presente seccion vamos a calcular la jerarquia de pesos de Hamming de una familia
de codigos mediante la multiplicidad que sera definida posteriormente. Cabe senalar que
el concepto de multiplicidad aparecié como un caso particular del concepto de funcién de
valor estudiado en el articulo de Z. Liu y W. Chen ( [19]). De dichos resultados en [19] las
demostraciones son omitidas o solo bosquejadas, por lo que en esta seccion presentamos las
demostraciones para dar claridad , asi como agregamos algunas proposiciones y lemas que en
[19] se omitieron, pero nosotros consideramos que eran ttiles para facilitar la comprension
de los conceptos y resultados aqui tratados.

2.2.1 Lema. Sea V un espacio lineal de dimension k en un campo F,. Entonces el nimero
de subespacios de V, de dimension r, con 0 < r < k es:

{ k } _ @ =D -9 =) (" =)
rl (¢ =@ =q) (¢ —q)
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Demostracion. Construyamos una base 5 := {vy, vy, ..., v, } de tamano r para V. Dado que
V| = ¢* y 0 € V no es linealmente independiente, tenemos ¢* — 1 maneras de elegir a v;.
Dado que vy # av; con a € F — {0}, tenemos ¢* — ¢ maneras de elegir a v, pues existen ¢
multiplos de v; ; tenemos ¢* — ¢?> maneras de elegir a v, dado que existen ¢> combinaciones
lineales de v, y vs. Y asi sucesivamente podemos concluir que tenemos ¢* — ¢* maneras de
elegir a v;. De esta forma obtenemos que existen (¢* — 1) ---(¢* — ¢"~!) bases de tamaiio r.
Sin embargo no todas las bases que hemos contado nos dan un subespacio vectorial distin-
to; de hecho, por un argumento similar al anterior obtenemos que por cada subespacio de
dimension r existen (¢" — 1)(¢" — q) - -+ (¢" — ¢"') bases. Aplicando la regla de la division
obtenemos la conclusion del lema 2.2.11 n

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo F,. Definamos la relacion
de equivalencia ~ en V' — 0 como:

u~v<=3dAel, -0 tal que u= \v.

2.2.2 Definicion. El espacio proyectivo asociado a V' (o la proyectivizacion de V) es
P(V) := (V —0)/ ~. Ademés dim(P(V)) := dimV — 1. Sea P*"*(F,) el espacio proyectivo de
dimension k — 1 en el campo F,, es decir, P*1(F,) := ]P’(IF’;). Un subespacio proyectivo
de P(V') es un subconjunto de la forma P(W) con W C V subespacio vectorial de V.

Para un r fijo, 0 < r < k — 1, denotemos por P, a cualquier subespacio proyectivo de
P*1(F,) de dimension 7. Definamos N, es el nimero de subespacio proyectivos de dimension
r. Asi, del lema y de la definicion de espacio proyectivo se obtiene:

2.2.3 Proposicion. Sea k € N, entonces el nimero de subespacios proyectivos de dimen-
sionr en PP"Y(F,) con 0 <r <k —1 es:

(" =" - )" =) (¢" — q)

N, =
(¢t = 1) (gt —q)--- (¢ — q")

Sea p € P*"1(F,) fijo. Definamos N,.; := [{P. C P*"Y(F,) : dim(P,) = r,p € P.}|. Por
la proposicion [2.2.3 se tiene que:
RN S N S
Nyp = (g +ql)(q ) H(q q) (2.6)
(@ =q) (" —q")

También notemos que para p; € P*"1(F,), p; # p se tiene de la proposicion [2.2.3) que el
numero de subespacios de dimensién r que pasan por p y p; es:

(" =q*)...(¢"=1q")
(qr-l—l _ q2) . (qT+1 _ qr> :

(2.7)

r2 —

2.2.4 Observaciéon. Sea C un codigo de tipo [n, kl,, observemos que podemos definir
una correspondencia 1-1 entre los subcodigos D C C' y los subespacios proyectivos del
espacio proyectivo P*~1(FF,) , denotada por g y definida por g(D) := P(D"). Notemos que si
i€[k]u{0} y D C C con dim(D) = i, entonces

dim(g(D)) := dim(P(D*)) = dim(D*) — 1 = (k —i) — 1.
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Sea G una matriz generadora de un coédigo C' de tipo [n, k],. Para cada = € F’;, definimos
la G-multiplicidad de x € C como el namero de veces que z o un multiplo m # 0 (existe

a € F,, tal que m = ax) de = aparece en las columnas de G, la cual denotaremos como
me(x). Asisi P, C PF71(F,), definimos ma(P,) == Y, . p ma(x).

2.2.5 Observaciones. Sea C' un coédigo de tipo [n, k], y G una matriz generadora para C,
entonces:

1. Si G’ es una matriz equivalente a G' (G’ se obtuvo por medio de operaciones elementales
en los renglones y permutacion de columnas), entonces mg(0) = me(0).

2. w(C) =n—mg(0), pues:

w(C) = [Supp(C)|
=|{i € [n]:3x = (x1,29,...,2,) € C,z; # 0}
=n—{i€n]:Vo=(r1,...,2,) € Cyz; = 0}
=n —mg(0).

De esta forma obtenemos que

dy := min{w(D) : D C C,dim(D) = k} = w(C) = n — mg(0) = ma(P*1(F,)). (2.8)

2.2.6 Lema. Sea C un cddigo de tipo [n, k], y G € Myxn(F,) una matriz generadora para
C'. Entonces:

1. 8i D es un subcodigo de C, tal que dim(D) = r < k, entonces existe una matriz
B € M,«(F,) de rango r tal que Gp = BG es una matriz generadora de D.

2. Reciprocamente, para cualquier matriz B € M, (F,) de rango r, entonces
D := ER(BG) es un subcidigo de C' de dimension r.

Demostracion.

1. Dado que D C C' es un subcodigo de dim(D) = r, existe una base {wy,...,w,} de D
tal que una matriz generadora de D es

w1
Gp =

w

r rxk
Supongamos que {vy,...,v;} es una base para C, entonces
U1 V11 ... Ulp
G = pu—

Vg Vg1 = Ugn

Ademés si eq,...,e, es la base candnica de ]Fg, entonces v; = v;1e1 + -+ - + Vinén.
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Como D C C, existen para cada i € [r] b, ..., by tal que w; = byvy + - -+ + bigvg.

Definamos
b1 ... by
B=| : e
by1 ... by
asi
b11 Ce blk 11 ... Up
BG =
brl s brk Ukl = Ugn
biivig + -+ by, .. b+ bigUkn
brlvll + -+ brkvkl Ut brlvln + -+ brkvkn

bi1viner + - - + bigvg,e1 + - - 4 bivien - -+ bigUgnen

brlvllel + -+ brkvklel +--+ brlvlnen + -+ brkvknen

bir(viter + -+ - + vigen) + - - + big(vgrer + - - + v, €n)

be (virer + -+ v1,€0) + o+ by (Vprer + o Up,€0)

bllvl + -+ blkvk

bnvl +- 4+ brkvk

w1

Wy

Ahora, se tiene de [14] 0.4.5(c)| que rank(BG) < min{rank(B),rank(G)}. Por hip6tesis
rank(BG) = r, asi r < rank(B); pero rank(B) < r. Por lo tanto, rank(B) = r.

U1 V11 ... Ulp b11 e blk
G=| : |=]| : . | yB=
Uk Ukttt Ukn by ... by

Asi de los calculos hechos en la demostracion del inciso 1 de este lema se tiene que:

b11 . blk Vi1 ... Uin bllvl +---+ blkvk
BG=| : : : | = '

brl e brk Vg1 - Ugn brlvl +o 4+ brkvk
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Para cada i € [r], sea w; el i-ésimo vector rengléon de la matriz BG. Observemos que
w; € C, porque vy,...,v; es una base para C, pues son los renglones de la matriz
generadora G' de C. Supongamos que a;w; + - - + a,w, = 0 con ay,...,a, € Fy.

ar(byvr + -+ -+ b)) + - + ap(byyvy + -+ by vg) =0
(a1b11 + -+ arbrl)vl + -+ (alblk +--+ arbrk)vk =0.
Como vy, ..., v son linealmente independientes por ser base de G,

aibyy +---+ab, = 0

a1b1k+---+arbrk = 0.

Pero como B es de rango r, a; = --- = a, = 0. Entonces wy,...,w, son linealmente
independientes. De esta forma hemos demostrado que BG es una matriz generadora
para el subcodigo D := ER(BG) C C. n

2.2.7 Lema. Sean C un codigo de tipo [n,k|,, G una matriz generadora de C e i < k. Si
D C C es un subcddigo, entonces w(D) = dp — mg(P(D1)); y asi

d; = d, — max{mg(Pp_i_1) : Pr_i_1 C P*"1(F,)}.

Demostracion. Del lema existe B € M,«(F,), tal que Gp := BG es una matriz
generadora para D. Asi, del inciso [2| de las observaciones w(D) =n —mg,(0). Ahora
bien,
ma,(0) = |{i € [n]:v; € Col(Gp),v; = 0}
= |{i € [n] : v; € Col(Gp), Bv; = 0}|

= >, mg(p) + ma(0)

p € PF1(F,),
Bpt =0
= Y melp) +me(0)
pEP(BL)
= Z ma(p) +ma(0)
peP(D)

= mg(P(D4)) + mg(0).

Entonces w(D) = n—(mg(P(D+))+mg(0)) = (n—mg(0)) —mg(P(D1)) = d,—mg(P(D1)),
donde la utlima igualdad se tiene de 2.8 Por otra parte,

d; =min{w(D): D C C,dim(D) = ¢}
= min{dy — mg(P(D+)): D C C,dim(D) = i}
= d, — max{mg(P(D1)) : D C C,dim(D) = i}.

De la observacion dado un subcodigo D C C de dim(D) = i, la asignacion
g(D) = P(D4) define una biyeccion entre los subcodigos de dimensién i de C' con los subes-
pacios proyectivos de dimension k& — i — 1 de P*~!(FF,), entonces

d;, =dj — HléX{mg(]P)(DJ‘)) D cCC, dlm(D) = Z}
=d — méX{mg(Pk,i,1> P, 1 C Pk_l(Fq)}.
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]
Del lema [2.2.7] para ¢ < k, se tiene que:
dp — dy_i—1 = méx{mg(P;) : P, C P*"1(F,),dim(P;) = i}. (2.9)

Sean C' un codigo de tipo [n, k], y G una matriz generadora para C. Definamos lo si-
guiente:

1. BI:=|{D c C|dim(D) = s ,w(D) = j}| paras € [k] U{0} y j € [n+ 1];
2. v, := min{mg(P,)|P. C P*"1(F,),dim(P,) = r} parar € [k — 1] U {0};
3. Ty := méx{mg(B.)|P. C P*"1(F,)} parar € [k — 1] U {0};

4. Al = |{P. c P*"Y(F,) : mg(P,) =i}| paraparar € [k — 1] U {0} e i € [n] UO.

2.2.8 Observacion. Por la correspondencia 1-1 que existe entre los subcodigos D de C' con
dim(D) = s y los subespacios proyectivos de P*~1(FF,) de dimensién k—s—1 (ver observacion
2.2.4); y ademés del lema2.2.7, ma(P(D*4)) = dy —w(D), donde G es una matriz generadora
para C, se tiene:

B! =|{D c C|dim(D) = s ,w(D) = j}|
= |{P]€,s,1 C Pk_l(Fq) : mG(Pkfsfl) =dy — ]}|
dp—j
= Ak—s—l‘

2.2.9 Lema. (|19, lema 1]) Sean C' un cédigo de tipo [n,k], y G una matriz generadora
para C. Dado r € [k — 1] U {0}, se tiene que:

T, Iy
DA =Noy Y idl = Nama(PFH(F,)) = Noad.
i="yp ="y
¢" -1
En particular, si v, =1, % A) = v.N, = N,1dy, y ast, d, = +1—17’"
q —
Iy
Demostracion. De la definicion de A% se sigue que Z A = N,. Ahora bien,
i="yp
j Ty
STidl = Y i({P C PUE,) s ma(P,) = i)
=r ="

- Y el
= P, C PFYF,),
mg(PT) =1
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. r.
> =2 > ma(PR)
= =w P C PFL(F,)

mg(Pr) = i

SO ONNED SENND SER(
=y Pr C Pk—l(ﬁ*q} pEP:
mg(Pr) =71

= Z Z me(p)

P,CPk—1(F,) pEP;

r1 Z mG(p>

pEP*—1(TFy)

rl Z ma(p)

pePE—L1(FFy)
= N1(ma(PF(F,)))
= T,ldka

donde la ultima igualdad se debe al inciso 2. de la observacion 2.2.5] En particular, si y, = Ty,
’YTAFTYT - ’YTNT = Nr,ldk- ASi7

(" =" —) " =) (" =)

d, = Ve N . (¢ — 1) (g —q) - (¢t — q7) _ ¢F—1
N (" - )" —¢*) - (" —q") g+t -1
(@ =q)- (¢ =)
Donde la tltima igualdad se debe a la proposicion y a la ecuacion [2.6, n

2.2.10 Proposicion. ([19, lema 2|) Sea C' un cddigo de tipo [n, k], y G una matriz genera-
dora para C. Para algin i € [k—2]U{0}, supongamos que meg(P;) = v; para cada subespacio
proyectivo de dimension i. Entonces mg(p) = qi(fﬁm para cada p € P*71(F,).

Demostracion. Sii = 0, por hipotesis mg(FPy) = 7o, pero los subespacios de dimensiéon cero
son los puntos p € P*71(F,), por lo tanto, mg(p) = 7o = qo‘f—ll_ﬂo para cada p € P*1(F,).
Ahora bien, si i = 1, recordemos N; y N; ; de la proposicion y la ecuacion . Entonces
se tiene que

Niiyi = Niyimea(Pr)
= ZpEPl,Plc]Pk—l(Fq) mG(Pl)
- ZPEPLPlCP’“’l(]Fq)(mG(p) + ZMEP’“”(FqLP#p me(p1))-

Entonces:

Ny = Z (ma(p)+ Z ma(p1)) = Niamea(p)+ Z me(py)-

pEP1, PICPE—L1(Fy) p1EPF—L(Fy), p1#p p1EPF—L(Fy), p1#p



20

Ast (Nig = Dme(p) + X, cprrm,y ma(p1) = Nigy. Del lema se tiene que

k
q°—1
—}’\}fvll =dy =3, cpr-1(g,) Mc(p1) = Niade y djy, = 1 e Por lo tanto,

NV
N _
1,171 ( N1,1 )

(Nip—1)

ma(p) =

¢ —q ¢-1

4! 71
_ ¢ —q ¢ —1

¢ —q

> —q

¢ —q ¢ -1
2 _ 2 _ 1
_ qqkq_qq "’
~1

@ —q

(=" —q) — (¢ =" - 1)
(> —q)(* - 1)
(¢" —q9) — (" —q)
(> —q)

(@ —-1)(¢"—q) — (*—q)(d" — 1)) "
(¢* = 1)(¢* — ¢?)
q2q’“—q3—q’“+q—q2q’“+q2+qq’“—q) "
(> = 1)(¢* — ¢%)
¢ -+ + qq’“)
1
(@®—=1)(¢* —¢*)

I
TN TN N/

(¢ —1)(¢" — ¢*) ) -’

(¢> = )(¢" — ¢%)

qg—1
= q2_1 Y1-

Sii > 2, recordemos a N; 1 y N, 2 de la ecuacion y de la ecuaciéon Asi,

ma(p) = (

Nivyi = Niama(F;)
= pep.pcri-1(r,) Mc ()
- Zpepi’PiCPkil(Fq) ZPlGPi mG(pl)
N Zpepi’PiCPkfl(FQ) (mg(p) T stﬁp,pleﬂ mG(Fl))
- i’lmG(p) - Nin Zm#p,plel?k*l(wq) mG(pl)'
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Por lo tanto, N; 17 = (N1 — Ni2)m(p) + Nio Zmepk (Fy)m(p1). Del lema se tiene

N q -1
que kffvf =dy, = EplePk 1(F,) T m(p1) = Nppdy y di, = —{ Entonces
NiaN; .
(Nig = Nig)m(p) + i ]\’[2 = Ni1%, asi,
i1

’LZN
Yi
7,1_

(" —q) Eq’“ q') (¢"—¢*)..-(¢" — ¢ (q’“—1>

¢+l —q) gt —1

qH—l —q ) (qi—i-l _ q2) . (qi-i-l — qz)

q—q ¢ —¢).. (" —q) (@"—¢")-..(q

¢ =q) .. (¢ = q) @+ =¢?)... (¢ = ¢)

(q + 1" —q).. . (" =)= (@ =) (" —D(" —¢*) ... (¢" —q)

F—q')

(@' =g —q)...(¢"" —¢")
" =" =) (" =¢) =" =" = ¢*) ... (" = ¢)
(¢ —q)... (¢ = ¢')

@+ =) (" =) =" =" =" —¢*) ... (¢" = ¢) )7,
(@ =1 (" ="~ ... (¢" = ¢) = (e = q)(¢" —¢*) ... (¢" =) ) "

(" =¢) (" =) [(¢" =D —a) = (@ =g D] \
@ - ) (@ - D —q) (" —Dg—g] )"

(" —¢"™)(g-1) )
%

H—l _ 1 q _ qz—l—l)

: <ﬁ) g

2.2.11 Corolario. ([19, corolario 2|) Sea C' un cddigo de tipo [n, k], y G una matriz genera-
dora para C. Supongamos que existe un r € [k — 2] U {0} tal que para cada
P. C P*L(F,), m(P,) = ~,. Entonces para cada subespacio proyectivo P, con dim(P,) = s,

qs+1 -1
ma(Ps) = q”“——l(%)’ para s € [k — 1] U {0}.

Demostracion. Por definicion ma(Ps) = cp, ma(p). El nimero de puntos p € P, por la

proposicion [2.2.3| es qS;_lf; y de la proposicion [2.2.10, mg(p) = qr‘f—ll_lyr. Asi
s+1 s+1
¢ -1 qg—1 ¢ -1
Ps = = r| — -1 1 Ir
(Fs) EEP ma(p) ( =) ) (qm_ﬂ) prasw—l
pePs
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2.2.12 Proposicion. (|19, corolario 3|) Sea C' un cddigo de tipo [n,k|, y G una matriz
generadora para C. Entonces

dp. dy,
Z(dk — J)Bl = Ni—s_1dy, y Z Bl = Ny_s_1.
j:ds j:ds

Demostracion. Del lema se tiene que para cada j € [k]
d; = d — méx{mg(P(D*) : D C C,dim(D) = j}.
Por lo tanto,
T j1 = méx{ma(Py_j_1)|Pe_j1 CP*"Y(F,),dim(P,_, 1) =k —s— 1} = dj, — d;. (2.10)
De esta forma, de la ecuacion (2.10) y de la observacion m

d di

ST - 5B =3 (d - AT

Jj=ds Jj=ds
di,—ds

_ Z A

- ZAkfsfl
=0
Fk75,1

= Z Z.Az—s—l'

1=Yk—s—1

Del lema [2.2.9|se tiene que Z?k:ds (d —j)B? = Nj_s_11(dy). Por otro lado, de la observacion
2.2.8y de la ecuacion [2.10] se tiene que:

d d
. Do
Sm =3 Ak,
j=ds j=ds
Fg_s1
= Z A;c—s—l‘
i:fkasfl
d
Por lo tanto, del lema [2.2.9)] Z Bg = Np_o_1. m
Jj=ds

2.2.13 Teorema. (|19, teorema 1|) Sea C un cddigo de tipo [n,k],. Supongamos que para
algin s € [k — 1], cada Dy C C con dim(D;) = s, w(Ds) = ds. Entonces para cada t €
(k] U{0}, subcidigo Dy C C' con dim(D) =t se tiene que w(Dy) = d;. Mas ain
k k-t ko k—t
9 —4q 4 —4q
w(Dy) = dy = ——(w(Ds)) = ———(ds).
( t) t qk_qkfs( ( )) qk _qk,S( )
Demostracion. Sea G una matriz generadora para C. Del lema [2.2.7]

d, — ma(P(DY)) = w(Dy) = d,.
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Asi de la observacion todos los subespacios proyectivos Py_s 1 C P*(FF,) tienen la
misma multiplicidad, es decir, mg(Py_s_1) = dy — ds. Ademés de la observacion y de
la definicién de BJ se tiene que B% = Ny_,_1 y BJ = 0, para cada j # d,. Ahora bien, por
la proposiciéon , (di, — dg)Ng—s—1 = Ny—s—1,1(dg)-

Por otra parte, como m(P*~1(F,)) = d. y por el lema [2.2.9]

k
q" —1
Ahora bien, dado que cada subespacio proyectivo P,_s_1 C P*!(F,) tiene la misma

multiplicidad, es decir, mg(Py_s_1) = dp — ds, se tiene del corolario [2.2.11] que para cada
cada subespacio proyectivo Py_;_; C P*"1(F,), donde t € [k — 1] U {0}:

qkft_l
dk - dt = mG(Pk—t—l) = qu—S—_1<dk - ds) (212)
De [2.11] y [2.12] se tiene que:
kft_l
dy =dy— ———(dp — ds
t k qk_5_1< k )
k k—t k
q —1 ¢ -1/ q¢ -1
= ——(ds) — ds) — dg
At - T (et - )

k_l kft_l k_l k:ft_l
kq k—s qk—s < kq k—s) + qk—s ) ds
7" —q ¢ —=1\q¢"—¢q ¢ =1
qk—l—k—s + qk—t _ qk—t+k—s _ qk J
) S

(

( (¢" =) ("> =1
( .

(

De la observacion [2.1.10f notemos que todos los subcodigos D C C, con dim(D) = 1,
tienen w(D) = d; si, y solo si, todas las palabras codigo ¢ € C, ¢ # 0, w(c) = d;.

2.2.14 Definicién. Sea C' un cddigo, si para cada ¢ € C, ¢ # 0 se tiene que w(c) =d € N,
decimos que C' es un codigo de peso constante.

2.2.15 Corolario. ([16], corolario 1]) Sea C' un [n, k],-cédigo, si C' es un cddigo de peso

t—1
constante d, entonces d; = d._ql—
¢~ 'q—1)
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Demostracion. Como para cada ¢ € C, w(c) = d y el espacio generado por ¢ es un subes-
pacio de dimension 1, por lo que del teorema [2.2.13| para i € [k], se tiene que:

Sean n = (¢" —1)/(¢ — 1) y H! € M,+,(F,) con columnas no cero para cada ¢ € N
y r € N, tal que no existen dos columnas dependientes. Al cédigo que tiene a H? como
matriz de verificacion de paridad es llamado cédigo g-ario de Hamming y lo denotamos
como H? y al cédigo que tiene a H? como matriz generadora se le conoce como coédigo
g-ario simple, el cual denotamos como S?. Notemos que los codigos H? y S?, son duales,
por definicion.

2.2.16 Proposicion. ([I7, proposicion 5.7]) Sean r > 2 yn = (¢" —1)/(¢ — 1). Entonces
el codigo de Hammming HZ es un [n,n — r, 3| cddigo.

Demostracion. El rango de la matriz HY es r, por lo tanto H,(q) es la matriz de verifica-
cion de paridad de un codigo de codimension r; ademés, por definicion r = n — dim(HY),
asi tenemos que k := dim(H?) = n — r. Por definicién r = n — k, por lo tanto, k = n —r.
Ahora bien por definicién cualesquiera dos columnas son linealmente independientes y una
columna de peso 2 es una combinacion lineal de dos columnas de peso 1, por lo que existen
tales tres columnas puesto que r > 2. La minima distancia es 3 por el teorema m

2.2.17 Ejemplo. Sea H3 un coédigo qg-ario de Hamming del tipo [4,2] ; asf una matriz de

verificacion de paridad es:
1120
H= ( 0111 ) '

Por ser un c6digo de g-ario de Hamming, d; = 3. Ahora bien, como ¢ € Hj si, y solo si,
HcT = 0, entonces las palabras del codigo Hs son: (0,0,0,0),(0,1,1,1),(0,2,2,2),(1,0,1,2),
(2,0,2,1),(1,1,2,0),(2,2,1,0),(1,2,0,1),(2,1,0,2). Notemos que el peso de todas las pala-
bras distintas de cero es 3, por lo tanto H3 es un co6digo de peso constante. Asi, por el corolario

2.2.15, dy = 3(%) —3(8) = 4. =
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El siguiente resultado nos da un ejemplo de una familia de cédigos de peso constante.

2.2.18 Proposicion. ([I7, proposicion 5.8|) Sean n = qu_-1 yr €N, el codigo S¢ de tipo

-1
[n,r], es un cddigo de peso constante.

Demostracion. Sea ¢ = (c1,...,¢j,...,¢,) € Si, ¢ # 0 si, y solo si, existe m € F}, tal que
¢ = mHY. Ahora bien, ¢; = 0 si, y solo si, mh; = 0, donde h; es la j-ésima columna de HJ. Asi
buscamos el niimero de soluciones de x en la ecuacion max = 0. Notemos que mx = 0 es una
ecuacion homogénea y no trivial (no hay columna cero). La ecuacion mx = 0 tiene ¢"~* solu-
ciones puesto que se necesitan ¢"~! soluciones para determinar a las otras. Pero como no hay
columna, cero entonces exiten ¢"~* —1 soluciones. Ahora bien, hay que quitar aquellas que sean

. . . r—1_1 .
linealmente dependientes, entonces existe % pu soluciones. Como para cada ¢ = (c1, ..., ¢,),
. . T__ .
w(e)=1j:¢;#0=n—|j:¢g=0yn= %. Entonces cada ¢ = (c1,...,¢,) € S? tiene
r—1 . qr—lil o qTflqu_lfl o qquT_l o qr—l(q_l) . r—1
peso ¢" ', puesto que n T = | =t =" =4" [

Por la proposicion anterior [2.2.18| se tiene que un coédigo S? simple de tipo [n, 7], es un
codigo de peso constante d = ¢"~1, por lo tanto, S? es un codigo de tipo [qqr%ll, T, q" Y, Asi,
del corolario [2.2.15] se tiene que la jerarquia de pesos generalizados de Hammming es

¢ —1

di(S}) = (qr_l)m

para i € [k].

2.3. Resoluciones libres minimales de cédigos de peso
constante

En esta secciéon daremos una caracterizacion de un cédigo de peso constante C' a través
de los nimeros de Betti de S/Ipy, el cual es el teorema [2.3.3] asi como también el reciproco
que esta enunciado en la proposicion [2.3.50 Recordemos que para cualquier codigo C' existe
una matroide Mg, la cual es la asociada a la matriz de verificacién de paridad del codigo,
ademas r(M},) denota el rango de la matroide dual de M y para cada i € ([r(M)]) U{0},

N;:={0 C E:npm.(0) =1, o es minimal con respecto a esta propiedad}.

Cabe senalar que en el teorema la diferencia de la demostracion en gran parte radica
en el hecho de la diferencia de la definicion N; cuando agregamos minimalidad. La siguiente
proposicion la demostramos de manera diferente a la que se puede consultar en el (|16, lema
1]), dicha diferencia como se ha estado diciendo se debe a la minimalidad de o € N, dado
que ellos la minimalidad la manejan implicitamente en los circuitos irredundantes y nosotros
como se puede consultar en la demostracion de la proposicion [2.3.1] .

2.3.1 Proposicion. Sean C un cdédigo de tipo [n, k], 0 € N; con i € [k] y H una matriz
de verificacion de paridad de C. Entonces existe un subcddigo C' C C' con dim(C") =i tal
que o = supp(C").

Demostracion.

Hj::{vz(vl,...,vn)EFZ:vizosiiga,HUTzo}.
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Pero i = ny(0) = dim(H}). Entonces HF C C, dim(HY) =iy Supp(H}) C 0. Llamemos
7y 1= Supp(HZ), por lo tanto, v C o. Observemos que Hyl = H}, ast:

nam(y) = nM(Hj) = np(HY) = np(o) =4. Como o € N,y = 0.
u

2.3.2 Corolario. Sea C' un codigo, H una matriz de verificacion de paridad y Mo = M[H]
la matroide asociada a C. Entonces para cada o € C(M¢), existe ¢ € C tal que o = supp(c).

Demostracion. Como de la observacion [1.4.21] C(Mc) = Ni(Mc), por la proposicion 2.3.1]

se obtiene el resultado deseado. n

Recordemos que el peso generalizado de una matroide esta dado por d; = min{|o| : 0 €

N;} para i € [r*(M)]U{0}.

El siguiente teorema es una serie de resultados presentados por T. Johnsen y H. Verdure,
los cuales son el corolario 3 y el teorema 2 de [16]. En esta tesis lo demostramos de manera
diferente, sin la necesidad de usar circuitos irredundantes. Dado que el corolario 3 dice
que todos los elementos de nulidad ¢ tienen la misma cardinalidad d;, asi pues el inciso 1
esta justificado, puesto que de manera particular los elementos minimales con dicha nulidad
cumplen esa condicion. La demostracion que nosotros presentamos del inciso 2 del siguiente
teorema se basa en resultados del dlgebra conmutativa como lo son la dimensiéon proyectiva
y el ser Cohen-Macaulay, asi como el teorema (ver [6]). Por otro lado, la demostracion
en [16] parte de parametrizar a partir de una Grassmaniana todos los subcodigos de cierta
dimension de un coédigo.

2.3.3 Teorema. (|16, corolario 3] y [L6, teorema 2|) Sea C' un [n, k|,-cddigo de peso cons-
tante. Entonces:

1. Todos los elementos en N; tienen la misma cardinalidad d;.
2. La resolucion libre minimal graduada estandar de S/Inm, es pura y es de la forma

k
?

i(i—1)
q
0—>--~—>S(—di)[ ]q — o= S = STy — 0,

R
donde d; = dqi_l(qfl).

Demostracion.

1. Para cada o € N; se tiene por la proposicion que existe un subcodigo C! C C' de
dim(C?) = i tal que |o| = [Supp(C!)| = w(C.). Pero del teorema se tiene que
todos los subcodigos de dimension ¢ tienen peso constante, digamos w(C’) = w. Asi en
particular w = w(C’) = |o]|.

2. Del teorema [1.4.30|se tiene que la resolucion es pura, ademas S/ es Cohen-Macaulay

dado que por |1.4.31[2), dimproj(S/Iy) = |E| — r(M). Entonces, del teorema se
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tiene:
— 7,+1
]1;[1 d; — d;
A2l
_ i+1 ¢ tg-1)
- (_1) Hd 'q]'fl o d .qifl
J#i T ¢ (g-1) '~ t(g-1)
i—1 gi—1 k ¢ —1
1)+l ¢?71(g—1) ¢ (g-1)
=(=1) H(qj—l_)qi*f—(q"—l) H (P=1)—(¢'=1)gi "~
=t g =He=1) =il gi N (g-1)
i—l ’L—‘ k .
=l I s
(@ =1 = (¢ — 1)3 =in (qf -1) = (¢ = 1)~
1—1 i 1 i 1
_ (1) . (q ¢ T _
(=1) Hl(qﬂ—l)ql I —(¢ -1 U H (¢ =1) = (¢" = )¢
J= J= Z+1
i—1 i 1 i 1
= (=1)"*! . (4 q = —
=) H(qﬂ—l)ql =g -1 U ]111 (¢ =1) = (¢ = )¢~
k i—1
— H—l q] — 1 q] —1 J
i— 1 ; k
: ¢ —1 ¢ — 1 =L
= (_1)Z+1 H — H - ]:1.7)
1- q ]g z+1q] -
i— 1 i 1 k i 1 _
_ z 1H q H q l<l21))
L= 2T =
i—1 . k
qJ — 1 H qJ —1 1(1
=1I-= (¢
=14 T 1j:i+1qj -1
(- D(@-1)... (¢ 1) H qj—l 7552
(T =D(g2=1)... (= 1D(qg— gi—i —

] i+1

Donde la tltima igualdad se debe al hecho de que [ 2 li ; } = { I; 1 (ver [24], ejercicio
q q
2]).
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2.3.4 Ejemplo. Tomemos el ejemplo[2.2.17. Como el cdédigo g-ario de Hamming y el codigo
g-ario simple son codigos duales, entonces de la proposicion obtenemos la siguiente
matriz de verificacion de paridad para S3:

2 210
¢= ( 1201 ) ‘
Asi, del corolario 2.2.15] se tiene que d; = 3 y do = 4. Ahora bien, de la figura 2.2, donde

la reticula de la izquierda es F(M*[G]) y la otra es N (M]G]), podemos observar que para
cada i € {1,2}, todos los elementos de N; tienen el mismo tamano.

{1,2,3,4)

G <>

{1,2,3,4}
Figura 2.2:

Por otro lado, la resoluciéon libre minimal graduada estandar de S/1 My tiene la forma:
2

2] [2
3
0 — S(—4) {2 ) L PR ) SR}

es decir,
0= 5(—4)° = S(=3)" =5 = §/Im, —0.

O

Para el inciso 2. del teorema se tiene un resultado reciproco, el cual es la siguiente
proposicion:

2.3.5 Proposicién. (|16, proposicion 4|) Sea C' un [n, k,d], cidigo, si la resolucion libre
minimal asociada a C' comienza como:

]
-—>S(—d){1 « =S = S/Ipm. — 0.

Entonces C' es un cdodigo de peso constante.

Demostracion. Observemos que 81(S/Im.) = 1.a(S/Im. ). Por otro lado, 51(S/Im,.) es el
ntmero de generadores de Iy, e In. = {27 : 0 € C(M)}, asi que

MO = (8] Tni) = Pra(S/Taac) = | |

Ahora bien, de la proposicién se tiene que para cualquier o € C(M) existe ¢ € C,
tal que o0 = supp(c); y como d = |o| = |supp(c)| se tiene que dichas palabras codigo tienen
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k .
peso d. Asi, hay al menos { 1 } subespacios generados por una palabra de peso d. Pero
q

existen { ) 1 subespacios de dimension 1. Entonces todos los subespacios de dimensién 1

q
son generados por una palabra de peso d; asi concluimos que toda palabra ¢ € C, ¢ # 0 tiene

peso d. m
2.3.6 Ejemplo.

1. Sea HZ un codigo g-ario de Hamming con matriz de verificacion de paridad:

0111100
H - 101 1010 S M3X7(F3).
1101001
La tabla de niimeros de Betti de S/1nq, , es:
3
0o 1 2 3 4
0j1r 0 0 0 O
10 0 0 0 O
2/0 6 0 0 O
310 11 48 46 14

Por lo tanto el codigo H3 no es un codigo de peso constante.

2. Recordemos que Fy ~ Fylw]/w? + w + 1. Sea Hj un codigo q-ario de Hamming con
matriz de verificacion de paridad:

H:(l 0w 1 w+1l

011 w w+1>€M2x5(F4)'

La tabla de niimeros de Betti de S/1nq, , es:

01 2 3
0[1T 0 0 0
110 0 0 0
2(0 10 15 6

Por lo tanto ;3 = 10. Por otro lado, de la proposicion se tiene que

B3 = [ ? } = 21. Pero 10 # 21 por lo tanto los cédigos g-ario de Hamming H? no
q

son codigos de peso constante. 0

2.3.7 Observacién. En la proposicion vimos que el codigo g-ario simple S¢ es un
codigo de peso constante. Recordemos que por definicion el cédigo g-ario de Hamming H?
es el codigo dual de S?. Asi, del inciso 1 de los ejemplo se muestra que la propiedad
de ser un codigo de peso constante es una propiedad que no se conserva bajo dualidad. Sin
embargo existen propiedades que si se corservan bajo dualidad, una de ellas es la de ser un

coddigo MDS, como se vi6 en la proposicion [2.1.17
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