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Prefacio

El objetivo de esta tesis es estudiar un resultado obtenido por Enrico
Bombieri y Umberto Zannier en su articulo “A note on heights in certain
infinite extensions of Q”([1]) publicado en 2001. Con este propésito, la tesis
se divide en cinco capitulos:

El primer capitulo se centra en introducir las nociones bdsicas que se
utilizan en la teoria de niimeros algebraicos, a saber, la norma y la traza,
dominios de Dedekind, indice de ramificacién y grado residual y el discri-
minante. Esta teoria se puede consultar a detalle en los textos [5], [6], [8] ¥
[4].

El segundo capitulo trata sobre valores absolutos definidos en un campo
arbitrario K y la manera en que éstos se pueden extender a valores absolutos
sobre una extensién de K. Asimismo, se definen el indice de ramificacién y
grado residual que se estudian en el primer capitulo ahora desde el punto de
vista de los valores absolutos y sus extensiones. La teoria de este capitulo se
puede encontrar en [4].

En el tercer capitulo se definen los campos p-adicos, herramienta funda-
mental para el desarrollo de la tesis. Conoceremos sus caracteristicas basicas
y aplicaciones de estos al estudio de campos de ntmeros algebraicos. Esta
teoria se puede consultar con mayor detalle en [8].

En el cuarto capitulo se presentan la formula del producto y la altura
logaritmica de ntimeros algebraicos, otra herramienta fundamental.

Por 1ltimo, el quinto capitulo presentan la propiedad de Northcott, de-
finida para subconjuntos de una cerradura algebraica de Q, se definen los

campos K@ y K éi), y el resultado principal de la tesis, el cual establece

que K (SZ) tiene tal propiedad. Este capitulo estd basado en el ya mencionado
articulo articulo de [1].






Introduccion

Sea Q¢ la cerradura algebraica de Q y consideremos h: Q% — Ry la
altura logaritmica absoluta, funcién que se define en la Seccién 4.2. En 2001,
Enrico Bombieri y Umberto Zannier definen que: un subconjunto A C Q*
tiene la propiedad de Northcott si para toda T € R+ el conjunto

AT)={a e A: h(a) <T}

es finito.

En la Seccién 5.1 se demuestra que si K es una extensiéon finita de Q
entonces para cada T € R la cantidad de elementos o € K con h(a) < T
es finita. Esto se conoce como el Lema de Northcott.

Por lo anterior es natural el problema de saber si existen extensiones
infinitas sobre Q que tengan la propiedad de Northcott. En su articulo [1],
Bombieri y Zannier construyen extensiones infinitas con tal propiedad. El
proposito de esta tesis en estudiar estos resultados.
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Capitulo 1

Lenguaje preliminar

Este primer capitulo estd destinado a introducir resultados béasicos nece-
sarios para el desarrollo de la tesis. La teoria de la Seccion 1.1 se encuentra
principalmente en [5]; la de 1.2 en [6]; la de 1.3 en [8]; y la de 1.4 en [4] y [8].

1.1. La norma y la traza

Consideremos una extensién de campos L/K finita. Para un elemento x €
L consideremos la aplicaciéon r, : y — xy definida de L en si mismo. Esta es
una aplicacién K lineal y como tal, dada una base fija para L como K-espacio
vectorial, le corresponde una tnica matriz A, de tamano [L : K| x [L : K].
Se define la traza de x respecto a la extension L/K como Ty k(x) = tr(A,).
De manera similar se define la norma de x respecto a la extension L/K como
Np/k(x) = det(A,). Estas definiciones no dependen de la eleccién de la base.

La norma y la traza tienen las siguientes propiedades basicas: Sean L/E'y
E /K extensiones finitas de campos, z,y € L,a € K,y [L : K] = n, entonces

i) Tyx(x+y) =Tyk(@) + Ty (y).
ii) Tryi(az) = aTp k().
ii1) Npx(ry) = N (2) Ny (y).

) Npj(ar) = a"Npjx(z).

v) Tpyx(x) = Tayx(Toye(T)).

La demostracién de éstas se puede consultar en la Proposicion 5.1, Capitulo
1 de [5].
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Cuando la extensiéon L/K es separable la norma y la traza se pueden
calcular también de la siguiente manera: supongamos que G = Aut(L/K),
entonces se tiene

Tyk(x) = ZUJ% y Nipjk(z) = H oz.
oeG oeG

La equivalencia de estas formulas con la definicién anterior se puede consultar
en [3, pag 16].

1.2. Dominios de Dedekind

Sea R un dominio contenido en un campo K. Un elemento a € K se dice
entero sobre R si existen aq,ao,...,a, € R tales que

o +a a4 a,=0.

Definimos la cerradura entera de R en K como Rix = {a € K : « es entero sobre R}.
Se puede demostrar que Ry es un subanillo de K. Si K es el campo de co-
cientes de R, decimos que R es enteramente cerrado cuando Ry = R.

Se dice que un dominio R con campo de cocientes K es dominio de De-
dekind! si cumple las siguientes tres propiedades:

1. Todos sus ideales son finitamente generados (un anillo R se dice nete-
riano® si tiene esta propiedad).

2. Es enteramente cerrado.

3. Todos sus ideales primos (no cero) son maximales.

Sean R dominio de Dedekind y K su campo de cocientes. Un ideal fracciona-
rio de R en K es un R-médulo a C K tal que existe ¢ € R\ {0} que satisface
ca = {ca : a € a} C R. Los ideales del dominio son ideales fraccionarios
tomando ¢ = 1. Asi, la definicién de ideal fraccionario es una generaliza-
ciéon de la definicion de ideal. A los ideales les llamaremos ideales enteros o
simplemente ideales (si no hay peligro de confusion).

Para dos ideales fraccionarios ay, a; se define el producto como

.
alagz{ E A1;Q9; : T < 00, A1; € Ay, A9; € Clg}.

i=1
Se puede demostrar que el producto es un ideal fraccionario. Ademaés el pro-
ducto es conmutativo y asociativo.

!Por Richard Dedekind.
2Por Emmy Noether.
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Teorema 1.2.1 Sean R dominio de Dedekind y K su campo de cocientes.
Entonces cada ideal entero de R se puede factorizar de manera unica (salvo
el orden) en producto de ideales primos, y el conjunto de los ideales fraccio-
narios (no cero) forma un grupo respecto al producto definido anteriormente.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en [6], Capitulo 1,
Teorema 2.

Aunque la demostracion se omite, senalamos que en el grupo de los idea-
les fraccionarios quien juega el papel de neutro es R y que dado un ideal
fraccionario a su inverso es a™' := {z € K : za C R}.

Sean a un ideal fraccionario y ¢ € R tal que ca C R. Notemos que ca es
un ideal entero. Entonces escribiendo ca = py...p, y (¢) = q1...q;, se tiene
que p1...p, =ca={(c)a=(;...qa. Por tanto

PPy

a= .
qi1.--q

En particular, si cancelamos los factores repetidos en el numerador y el de-
nominador obtenemos la factorizacién tnica para a.

En R podemos hablar de divisibilidad respecto a sus ideales. Diremos que
un ideal a divide al ideal b, denotado como a|b, si y sélo si existe un tercer
ideal ¢ tal que b = ac.

Proposicién 1.2.1 alb si y sélo sia D b.

Demostracion: Si a|b, digamos ac = b, entonces cada z € b = ac se puede
escribir como suma finita Y a;¢;, y esta suma pertenece a a puesto que éste
es un ideal. Reciprocamente, si a D b, entonces se tiene que ¢ = ba™! C R.
El resultado se sigue. |

Ejemplos:

e 7 es un dominio de Dedekind: Demostraremos que es enteramente cerrado

(el campo de cocientes de Z es Q). Sea % € Q entero sobre Z. Supongamos

(a,8) =1.5i (5)" + an,l(%)”_l +--+a1§+ap =0 con a; € Z, entonces,

multiplicando por 8" se obtiene

Q" F ap 1 fo 4@ B a + fRag =0
an +ﬁ (an_la/n—l 4. ‘I’alﬁn_ga"‘ﬁn_lao) — O
La tltima ecuacion implica que |, 1o cual es imposible a menos que § = +1.

Asi, % = ta € Z. Por tanto Zg = Z. Las propiedades 1 y 3 claras. De hecho
todo dominio de ideales principales es de Dedekind y la prueba es analoga a
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la de Z.

e Un campo K se llama campo de nimeros o campo de niumeros algebraicos
cuando es extension finita de QQ, y a sus elementos se les llama numeros alge-
braicos. En este caso sea Ok la cerradura entera de Z en K. A Ok se le llama
anillo de enteros de K o anillo de enteros algebraicos de K. A los elementos
de este anillo se les conoce como enteros algebraicos o simplemente enteros
si no hay ambigiiedad. Se puede demostrar el siguiente resultado:

Teorema 1.2.2 Si R es un dominio de Dedekind con campo de cocientes K
y L es una extension finita separable sobre K, entonces Ry es dominio de

Dedekind.

Como caso particular se tiene que Ok es dominio de Dedekind, pues Z lo es.

Para terminar esta seccion daremos un criterio de irreducibilidad para
polinomios sobre el campo de cocientes de un dominio de Dedekind. Sean D
de Dedekind, K su campo de cocientes y p < D un ideal primo. Decimos que
un polinomio X™ + a; X" '+ .- - +a,_1 X +a, € D[X] es un polinomio de
Fisenstein respecto a p si ay,...,an_1,0, EPY a, & p2.

Teorema 1.2.3 (Criterio de Eisenstein) Si f(X) € D[X]| es de FEisenstein
respecto a p entonces es irreducible en K.

Demostracidn: Sea f(X)=X"+a; X" ' +---+a, 1X + a, de Eisenstein,
y supongamos que tenemos una factorizacién f(X) = g(X)h(X) con g,h €
K[X]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que g y h son ménicos,
digamos

g(X)= X"+, X" 4+,

A(X)=X' 4o X+t

con m,l > 1. Notemos que las raices de g y h son también raices de f y
por tanto enteras sobre D. Como los coeficientes de g y h estdn dados en
términos de sumas y productos de sus raices se sigue que son enteros sobre
D y por tanto pertenecen a éste por ser enteramente cerrado. Asi tenemos
que h(X),g(X) € D[X].

Por lo anterior, podemos considerar f,g, h € (D/p)[X] los polinomios que
se obtienen de f,g y h respectivamente al reducir sus coeficientes médulo p
que claramente es un homomorfismo de anillos. Por tanto tenemos f = Gh.
Por otro lado, como ay, ..., a, € p se tiene f = X". En particular todas las
raices de f son iguales al cero de D /p. Como p es maximal se tiene que D /p es
campo y por tanto (D/p)[X] es un dominio de factorizacién tinica. Entonces
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7= X"y h(X)= X' Sesigue que b,,,c; € p y por tanto a, = bnc; € p?,
que contradice el hecho de que f es de Eisenstein. [ |

1.3. Indice de ramificacién y grado residual

Sea L/K una extensién de campos de nimeros. Se puede demostrar que
Oy es la cerradura entera de Ok en L. Si q < Op es un ideal primo, notamos
que q N Ok es un ideal primo de Ok. Si K = Q, entonces q N Z es un ideal
primo de Z y por tanto un ideal principal, digamos (p) con p € Z un nimero
primo. Notemos que p es el inico nimero primo en g N Z y nos referimos a
¢l como el entero primo de q.

Un ideal primo p < Ok se puede extender a un ideal en O, como

pO; = {szxz ST <o0,p; EP,T; € OL}-

i=1

El ideal obtenido es propio mas no necesariamente primo. Para un ideal primo
q < Oy, consideramos el ideal (q N Ok)Oy, se puede demostrar que ¢ divide
a este ideal y la potencia exacta a la que lo hace (mediante la factorizacién
unica de ideales) se conoce como indice de ramificacion de q en L/K y se
denota como e,k (q).

Decimos que un primo q < Op no se ramifica en L/K si su indice de
ramificacién es igual a 1, en otro caso decimos que se ramifica. Si q se ramifica,
decimos que se ramifica salvajemente cuando el entero primo de q divide al
indice de ramificacion, en otro caso decimos que se ramifica mansamente.

Por otro lado, para un ideal primo p < Ok consideramos la factorizacién
Unica

pOL =qi' ... q.

Decimos que un primo p < Ok se ramifica en L/K si al menos uno de sus
divisores se ramifica en L/K, de lo contrario decimos que no se ramifica.
Similarmente, decimos que se ramifica mansamente si todos sus divisores lo
hacen. Por 1ultimo, decimos que p es completamente ramificado si pO; =
qi“Kl. En el caso particular de K = Q decimos que un primo p € Z se
ramifica en L si (p) < Z se ramifica en L/Q. Similarmente el resto de las
definiciones anteriores.

Ahora supongamos que ¢ | pOg, entonces tenemos un encaje natural
de Ok/p en O /q, definido mediante x + p — x + q, pues p = q N Ok.
Asi, podemos identificar a O /p como un subcampo de O /q. Se define
Jr/k(q) == [O1/q : Ok /p]. A este ntimero se le conoce como grado residual de
q en L/ K. Se puede demostrar que Of,/q es una extension finita de Z/(qNZ),
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el cual es un campo finito, de donde se sigue que O /q y O /p son también
campos finitos. En particular se tiene que f/x(q) es finito.

1.4. El discriminante

Consideremos una extension L/K de campos de numeros, O y Ok sus
anillos de enteros respectivamente. Dada una base {vy,...,v,} para L como
K espacio vectorial, definimos el el discriminante de esta base como

d(vy, ... vn) = det(Tp/k (vivy))-

Es un resultado conocido que si una extension finita L/K es separable, el
cual es nuestro caso, entonces d(vy, . ..,v,) # 0 para cualquier base de L/K
(ver por ejemplo (1.25.b) de [3]).

El ideal discriminante de O /O se define como

do 0k = (d(v1,...,v) : {v1,..., v} € Op es base para L/K).

Este ideal nos permite conocer cuéles ideales de Ok se ramifican en L/K. Se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.4.1 (del discriminante) Sea L/K extension finita de campos de
nimeros. Entonces un ideal primo p < O no cero se ramifica en L/K siy

solo si pldo, /0y -

La demostracién de este resultado se puede consultar en [4], Teorema 10.13.

Corolario 1.4.1 FEuxiste solo una cantidad finita de ideales primos de Ok
que se ramifican en LK.

En el caso particular de K = Q definimos una base entera de L/Q como
un conjunto {vy,...,v,} C O linealmente independiente sobre Q que genera
a Op como Z-moédulo. Notemos que una base entera es una base para la
extension L/Q. Ademés se puede probar que todo campo de nimeros tiene
una base entera (ver por ejemplo Teorema 1 cap. I de [6]).

Ahora definimos el discriminante de L (sobre Q) como el discriminante
d(L) :=d(vy,...,v,) con {vy,...,v,} una base entera de L/Q. Notemos en
este caso que d(L) € Z. La definicién no depende de la eleccion de la base,
pues si {vy,...,v,} v {wi,...,w,} son dos bases enteras, podemos escribir
w; = Y, ¢;v; con ¢;; € Z. En particular notemos que (¢;;) es la matriz de
cambio de base y por tanto det(c;;) = £1. Se verifica que

(Tryo(wiw;)) = (i) (Try(vivy))(ciy)"-
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Si tomamos el determinante en la igualdad anterior obtenemos
d(wy, ..., w,) = det(cy)?d(vy, ..., v,) = d(v, ..., 0,).

Maés ain, lo anterior es vélido incluso si {wy,...,w,} € O no es una
base entera sino sélo una base para L/Q, salvo que en tal caso det(c;;) no
necesariamente es +1, pero sigue siendo un nimero entero. En particular
obtenemos que dp, ;z C (d(L)). La contencién opuesta se sigue del hecho de
que d(L) es uno de los generadores de do, /z. Es decir que tenemos do, /z =

(d(L))-

Corolario 1.4.2 (del Teorema del discriminante) Sea L un campo de nime-
ros. Un primo p € Z se ramifica en L/Q, si y sélo sip | d(L).

Demostracion: Por el Teorema del discriminante p se ramifica si y sélo si

(p) | do, jz = (d(L)), es decir (p) 2 (d(L)), por tanto se ramifica si y sélo si

p|d(L). |
Con respecto al discriminante se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.4.2 (de Hermite) Solo una cantidad finita de campos de nime-
ros pueden tener el mismo discriminante.

La demostracién de este toerema se puede consultar en [8], Teorema 2.24.
Finalmente, otro resultado que necesitaremos es el siguiente:

Teorema 1.4.3 Sea p € Z primo y n = Zj bjp’ con 0 < b; < p, A=
#{b; # 0}. Si [K : Q] = n, entonces la mdzima potencia de p que divide a
d(K) es menor o igual a N(n,p) =3 .(j + 1)bp’ — A.

Ver [8], Nota 9, Capitulo 2.






Capitulo 2

Teoria de valuaciones

Este capitulo estd basado principalmente en [4], Capitulo 9. En éste esta-
bleceremos el lenguaje bésico acerca de valores absolutos y algunos conceptos
fundamentales.

2.1. Valores absolutos y extensiones

Un wvalor absoluto sobre un campo K es una aplicacién | |: K — R que
satisface:

1. |z| =0 siy solo si x = 0;
2. Para todo z,y € K, |zy| = |z||yl;
3. Para todo =,y € K, |z + y| < |z| + |y|.
Decimos que un valor absoluto es no arquimediano si podemos cambiar & por
8’. Para todo =,y € K, |r + y| < max{|z|, |y|}.!

En otro caso decimos que es un valor absoluto arquimediano.

Supongamos que | | es un valor absoluto sobre el campo K y F una
extension finita de K. En esta seccién responderemos las preguntas jse puede
extender | | a un valor absoluto sobre E?7 y ;jde cuantas maneras distintas
puede hacerse?

Para resolver este problema estudiaremos algunos casos por separado, los
cuales especificaremos un poco méas adelante cuando tengamos los conceptos
necesarios.

'Notemos que 3’ implica 3.
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Algunas propiedades: Si | | es un valor absoluto definido en K y a,b €
K, entonces se cumplen

o || =1.

Si para algin n € N @™ = 1, entonces |a| = 1.

| —al = lal.

Sia#0,|a"t =|al™".

Si denotamos | |« al valor absoluto usual de R, entonces ||a| — |b|| <
la — b].

Ejemplos:

e El valor absoluto usual de R es arquimediano, pues por ejemplo |1 +
oo =2 > 1 = méax{|1|oo, | 1|00 }-

e En un campo arbitrario podemos definir un valor absoluto trivial, es
decir, para cada x # 0 en K, |x| = 1y |0| = 0. Este es un valor absoluto
no arquimediano.

e Un ejemplo particularmente interesante de un valor absoluto no arqui-
mediano es el siguiente:

Con K = Q, fijamos p € Z un numero primo. Dado cualquier nimero ra-
cional z € Q\ {0}, la factorizacién tnica de Z garantiza que existen tinicos
vp(x),a,b € Z tales que (p,a) = (p,b) = (a,b) =1y z = p*»@2¢ por tanto
tenemos la aplicacién

vp: Q = Z U {0}

N {%(@7 r#0

oo, x=0
Esta aplicacion tiene las siguientes propiedades:
i) vp(x) = oo siy sélosiz =0;
it) Para xz,y € Q, v,(xy) = v,(x) + v,(y);

iii) Para 2,y € Q, vy(x +y) > minfo,(x), v,(y)}.
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A v, se le llama valuacion p-ddica de Q, en general, una aplicacién definida
sobre un campo que satisface i), i) y i) se llama valuacion (exponencial),
diremos mas acerca de este tipo de funciones mas adelante.

vp ()
Ahora podemos definir | |, : Q — R>( mediante x — <%> " donde

[e.e]
definimos (%) = 0. A partir de 7),7) y éii) se tiene 1,2 y 3’ respectiva-
mente. Asi, | |, es un valor absoluto no arquimediano y se le conoce como
valor absoluto p-ddico.

La siguiente proposicién da una caracterizacion para los valores absolutos
no arquimedianos.

Proposicién 2.1.1 Un wvalor absoluto | | definido en un campo K es no
arquimediano si y sdlo si |nl| < 1 para todo n € Z.

La demostracién se puede consultar en [4], Teorema 9.2.

Corolario 2.1.1 Cualquier valor absoluto en un campo de caracteristica p >
0 es no arquimediano.

Demostracion: Se puede identificar F, = Z/(p) como un subcampo de K.
Si 1 denota a la identidad de F, C K entonces para todo n € N tenemos
nl € F,. Si nl # 0 entonces (n1)?~! = 1, por tanto |nl| = 1. Si nl = 0
entonces |nl| = 0. Por la proposicién se sigue que | | es no arquimediano. W

Diremos que dos valores absolutos | |; y | |2 definidos en un campo K son
equivalentes si existe s € Ry tal que | |o = | |5. Tenemos el siguiente teorema
acerca de los valores absolutos que se pueden definir en Q.

Teorema 2.1.1 Un valor absoluto | | no trivial definido en Q tiene unica-
mente dos opciones (salvo equivalencia): es el valor absoluto usual, o es un
valor absoluto p-adico para algin p € Z primo.

La demostracién del teorema se sigue de los Teoremas 9.4 y 9.5 de [4].
Cuando tenemos un valor absoluto | | sobre K podemos definir, de ma-
nera natural, una funcién distancia entre los elementos del campo, a saber,
d(xz,y) = |z — y|. Con esta funcién se tiene el espacio métrico (K,d). Nos
referimos a él como el espacio métrico K. Podemos tomar la completacién
de (K,d), denotémosla como (K,,d,). A K, se le puede dar estructura de
campo mediante las siguientes operaciones: Sean a,b € K, y supongamos
que a = lima,, b = limb,, con (a,), (b,) sucesiones en K. Entonces se defi-
ne a + b = lim(a, + b,) y ab = lim(a,b,). Estas operaciones no dependen
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de la eleccién de (a,) y (b,). Ademds restringidas a K coinciden con las
operaciones de K de modo que K, /K es una extensién de campos.

Ademds en K, se define un valor absoluto mediante |a|, = d,(a,0), o de
manera equivalente, si @ = lima, con (a,) sucesién en K se define |a|, =
lim |a,|. Si a € K entonces |a|, = d,(a,0) = d(a,0) = |a| de modo que | |, es
extensién de | |.

Esto se puede enunciar formalmente como:

Teorema 2.1.2 Todo campo K con un valor absoluto | | tiene una com-
pletacion K,. Esta tiene la siguiente propiedad: Si L es un campo completo
respecto a un valor absoluto | |, tal que existe un encaje o : K — L que
satisface |oal, = |a|, entonces existe un inico @ : K, — L encaje de campos
extension de o que satisface [Gal, = |a| y 7K, = 0K, donde c K denota la
cerradura topolégica de c K en L. El encaje @ estd dado pora(a) = limo(ay,),
donde (a,) es una sucesion de K que converge a .

El resultado se deduce del Teorema 9.7 de [4].

En particular, el teorema implica que la completacién de un campo es
Unica salvo isomorfismo.

Ahora podemos regresar al problema de extender un valor absoluto. De
manera general tenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.1.3 Supongamos que K es completo respecto al valor absoluto
| |k, vy sea E una extension finita sobre K. Supongamos que | |k se puede
extender a un valor absoluto sobre E. Entonces esta extension es unica y estd
dada por

lal = | Ny (a)[/FH

)

donde del lado izquierdo tomamos el valor absoluto de E, del lado derecho el
valor absoluto de K, y Ng/k(a) € K es la norma de a en E/K. Ademds, E
es completo.

La demostracién se puede ver en [4], Teorema 9.8.

Este teorema no garantiza la existencia de una extensién, sin embargo,
si logramos demostrar que existe una, entonces el teorema nos da tres ca-
racteristicas importantes: unicidad, completitud, y una férmula explicita. El
siguiente lema es un caso particular en el que si se garantiza la existencia de
la extensién.

Lema 2.1.1 Sean K un campo de caracteristica # 2, completo respecto a un
valor absoluto | |k y sea E una extension cuadrdtica de K. Entonces

ol = | Ngyx ()|
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define un valor absoluto sobre E que es extension de | |k.

La demostracion se puede ver en [4, pag 570].

Para responder las preguntas de antes: jse puede extender un valor ab-
soluto? y ;de cuantas maneras distintas puede hacerse? consideraremos los
siguientes casos: primero supondremos K completo y | | arquimediano; des-
pués supondremos K completo y | | no arquimediano; y por dltimo, K y | |
arbitrarios.

2.1.1. Caso I: K completo y | | arquimediano

Teorema 2.1.4 (de Ostrowski): Los inicos campos completos respecto a un
valor absoluto arquimediano son R y C.

Demostracion: Sea K completo respecto a | | y éste no arquimediano. Note-
mos primero que el corolario 2.1.1 implica que K es de caracteristica cero.
Por tanto se puede identificar Q C K. Como | | restringido a Q sigue siendo
arquimediano, por el Teorema 2.1.1, es (sin pérdida de generalidad) el valor
absoluto usual | |,. Por el Teorema 2.1.2 podemos identificar R = Q, en K.
Ademds | | restringido a R sigue coincidiendo con el usual.

Supongamos primero que en I existe un elemento 7 que satisface i = —1,
en este caso C = R(i) € K. Como C/R es una extension finita y en C
conocemos un valor absoluto que extiende al usual de R, el Teorema 2.1.3
garantiza que la restriccién de | | a C coincide con el usual. Demostraremos
que K =C.

Supongamos que existe a € K \ C. Definamos

v: C—R
T |a— x|
si x, = = € C, tenemos ||z, — a| — |z — al|ew < ¥ —a — 2z +a| = |2, — x|,

se sigue que ¥(z,) — ¥(x) y por tanto ¢ es continua.

Sea r = inf{|y —a| : v € C}. Afirmamos que existe un 79 € C con
|70 — a| = r. Notemos que r = inf{|y —a| : v € C,|y —a| < r+ 1} y sea
A={yeC:|y—a| <r+1}. Este es cerrado: " 1([0,r+1]) = {y € C: 0 <
|y—al <r+4+1} = A. Y es acotado pues paray € A, |y|—|a| < |y—a| <r+1,
entonces |y| < r + 1+ |a|]. Por tanto A es compacto. Como 1 es continua,
alcanza un minimo en A. Notemos que éste es el vy que queremos pues es
tal que |y0 — a| = r. En particular » > 0 y para todo v € C tenemos
v —al = [y —al.

Sea D={yeC:|y—al=r}#0, esdecir que D = ¢y~ '({r}). En
particular D es cerrado.
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A continuacion demostraremos que D también es abierto. Basta demos-
trar que si y € D, entonces para cada v’ tal que |y —7/| < r se tiene 7/ € D,
pues esto significa que B,.(y) € D. Supongamos que v € Dy |y — /| < r.
Notemos que para cadan € N, (y—a)"—(y—+")" = [[1_,(v—a)—w'(y=7"))
con w una raiz n-ésima primitiva de 1, por tanto

(v—a)—(v=7) [y —

= H (v —wi(y =) —a)| > "

=) = (=2 _ 10 =" == T 10— ) — s
a E!('y ) —w'(v =)

entonces

!/
|f}/ - Cll S -1 — rn T.n

o ()

Por tanto |y —a| < r < |y — a|, es decir, |y — a| = r. Se sigue que D
es abierto. Ahora, D es abierto y cerrado no vacio en C, se sigue que D = C
por la conexidad de C.

Por otro lado, para cada v € D tenemos || — |a| < |y —a| = r. Entonces
|v] <7+ al, es decir D = C es acotado, que es falso. Por tanto K = C.

Por ltimo, supongamos que en K no existe el elemento 7. Consideremos
entonces F = K (i), extensién cuadratica de K. Por el Lema 2.1.1, | | se ex-
tiende a E de modo que éste es un campo completo donde podemos identificar
a C con el valor absoluto usual. Ahora aplicamos la primer parte de la demos-
tracién a E y obtenemos que RC K C E =C, como [C:R]=2=[C: K],
entonces K = R. [

(v =a)" = (v = )" <T(I7—60|”Jr Iv—v’ln)

Ahora podemos enunciar el teorema mas general en el caso arquimediano.

Teorema 2.1.5 Sea K completo respecto a un valor absoluto arquimediano
| |, v sea E una extension finita sobre K. Entonces | | se puede extender a E
de una unica manera, a saber,

lal = |Ngyx (@) /155,
ademds, con este valor absoluto E es completo.
Demostracion: Por el Teorema de Ostrowski, K = C o K = R. Si K = C,
no hay extensiones algebraicas que contengan propiamente a C, y no hay

nada que demostrar. Si K = R, su tnica extensién finita algebraica es C y
podemos aplicar el Lema 2.1.1. [ |
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2.1.2. Caso II: K completo y | | no arquimediano

De la definicién de valor absoluto no arquimediano notemos que la ope-
raciéon suma de R no juega un papel importante, para dar tal definicién
es suficiente considerar la operacién producto y el orden. Teniendo esto en
mente, este caso se estudiara como sigue.

Un grupo abeliano ordenado es un par (G, H) donde G es un grupo abe-
liano y H un subconjunto de G que satisfacen

1) G=HU{1}UH
2) H es cerrado respecto al producto de G.

El nombre de grupo abeliano ordenado se debe a que en este caso se tiene
un orden en G. En efecto , sean g;, g, € G, decimos que g; > go si g7 ‘g2 € H.
Este orden tiene las siguientes propiedades:

1. Es transitivo: si g1 > g2 v g2 > g3, entonces g; > gs.

2. Es total: para cada pareja g;,92 € G se tiene una y sélo una de las
siguientes g1 > g2, g2 > g1, 0 g1 = Ga.

3. Es compatible con el producto de G: si g1 > ¢g» vy g € G, entonces
991 > 99z-

Escribiremos indistintamente g; > g2 0 g2 < g1.

Reciprocamente, si G es un grupo abeliano con una relacién de orden que
satisface 1, 2, y 3, con H = {h € G : h < 1} se tiene que la pareja (G, H) es
un grupo abeliano ordenado.

Notemos que en un grupo abeliano ordenado G a partir de 1, 2 y 3, se
tienen las siguientes propiedades:

4. Si g1 > g2y g3 > ga, entonces gig3 > g2gu.
5. Si g1 > go, entonces g5+ > g; .

Ejemplo: Consideramos R+ con el orden usual. Sabemos que es transi-
tivo, total y compatible con el producto. Ademas R, es un grupo abeliano
respecto al producto. Por tanto, si H = {x € R : x < 1}, entonces (R~, H)
es un grupo abeliano ordenado.

Sean (G,H) y (G', H') grupos abelianos ordenados. Un homomorfismo
(ordenado) de (G, H) en (G', H') es un homomorfismo de grupos ¢ : G — G’
tal que p(H) C H'. Notemos que esta condicién es equivalente con decir que
para cualesquiera g1, g2 € G si g1 < go, entonces ¢(g1) < ¢(g2).
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Sean (G, H) un grupo abeliano ordenado y N < G un subgrupo. Se puede
verificar que N N H tiene las propiedades 1) y 2), es decir que (N, NN H) es
un grupo abeliano ordenado. De este modo tenemos en N un orden heredado
del orden de G.

Un grupo abeliano ordenado con cero adjunto es G U {0}, donde G es un
grupo abeliano ordenado? y se define 00 =0, g > 0 y 0g = g0 = 0 para todo
g €G.

Ejemplo: R.g U {0} = R, donde R, tiene la estructura del ejemplo
anterior.

Sea K un campo y GU{0} un grupo abeliano ordenado con cero adjunto,
definimos una valuacidn sobre K como una aplicacién ¢ : K — G U {0} tal
que para cualesquiera a,b € K

i) @(a) =0siy sélosia=0.
i) p(ab) = p(a)p(b).
iti) pla+b) < méx{p(a), p(b)}.

Ejemplo: Si | | es un valor absoluto no arquimediano sobre K. Entonces
es una valuacién. Reciprocamente, si ¢ es una valuacion sobre K con imagen
en el grupo ordenado abeliano con cero adjunto R, entonces es un valor
absoluto.

Nota: Se pueden dar definiciones andlogas para el caso en que el grupo
abeliano G se escribe de forma aditiva. En este caso el orden inducido por
un subconjunto H es: g1 > g9 si y s6lo si g1 — g2 € H, y en lugar de adjuntar
un cero adjuntamos oo definiendo 0o+ 00 = 00, 00 > g, 0049 = g+ 00 =
para todo g € G.

Ejemplo: Consideramos Z con el orden usual. Definimos H = {n € Z :
n > 0}, entonces (Z, H) es un grupo abeliano ordenado con notacién aditiva.

En este caso, si K es un campo y GU{oo} es un grupo abeliano ordenado
aditivo con oo adjunto, definimos una valuacion exponencial sobre K como
una aplicacién v : K — G U {oo} que para cualesquiera a,b € K satisface

i) v(a) = o0 siy sélosia=0.

2Como abuso de lenguaje omitimos mencionar al subconjunto H que induce el orden
de G.
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i1) v(ab) = v(a) + v(b).
i11) v(a+b) > min{v(a),v(b)}.

Consideremos K un campo, ¢ : K — G U {0} una valuacién y K* el
grupo multiplicativo de K, entonces ¢(K*) es un subgrupo de G. Llamamos
a éste el grupo de valuacion de K. Siempre podemos remplazar, sin pérdida
de generalidad, el grupo G por p(K™).

Teorema 2.1.6 Sean ¢y una valuacion de K y E una extension finita de
K. Entonces existen un grupo ordenado G que es extension del grupo de
valuacion de K y una valuacion de E con valores en GU{0} que es extension

de pg.

Se puede ver la demostracién en [4], Teorema 9.11.

Lema 2.1.2 Sean E/K una extension de campos de grado [E : K] =n < o0
y ¢ una valuacion sobre E. Consideremos G = ¢p(E) y Gy = ¢(K) los grupos
de valuacion de E y K respectivamente.®> Entonces [G : Go| < n.

Demostracion: Supongamos que [G : Go| > n, en particular el cociente
G /Gy tiene al menos n + 1 elementos distintos. Por tanto podemos tomar

Yty Yn, Ynt1 € K\ {0} tales que para i # j se tiene p(y;)Go # ¢(y;)Go.
Ahora supongamos que

0=a1y1 + -+ ap¥Yn + AGpns1Yni1 (2.1)

con a; € K no todos cero. Se verifica que existen ¢, j distintos con ¢(a;y;) =
o(a;y;). Se sigue que ¢(y;)p(y;) "t = p(aja;') € p(K) = Gy, es decir que
©(y:)Go = ¢(y;)Go. Esto contradice la eleccién de los y1, ..., Yn, Ynt1 pOI
tanto en 2.1 todos los coeficientes deben ser ceros. Se sigue que yy, . . ., Yn, Ynt1
son linealmente independientes y entonces [E : K| > n+ 1. |

Lema 2.1.3 Sean E una extension finita de K, po: K — GoU{0} valuacion
de K, y ¢ : E— GU{0} valuacion de E que extiende a po. Entonces G es
isomorfo (ordenado) a un subgrupo de Gy.

Demostracion: Sea | = [G : G| < [F : K] < oo. Definimos la aplicacién
s: G — Gy mediante g — ¢'; como #G /Gy = [, para todo g € G tenemos
g'Go = (9Go)! = Gy de modo que g' € Gy. Por tanto la aplicacién esté bien
definida.

Ademds, s(gh) = (gh)' = g'h! = s(g)s(h), por tanto s es homomorfismo
de grupos. También es facil ver que un grupo abeliano ordenado no tiene

3Hay que notar que ¢|x es una valuacién sobre K y por tanto G tiene sentido.
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elementos de torsién, de donde se sigue que g' = s(g) = 1 implica g = 1. De
este modo s es inyectivo y tenemos el isomorfismo de G con s(G) < Go.

Teorema 2.1.7 Sea K un campo con un valor absoluto no arquimediano | |
y E una extension finita de K. Entonces | | se puede extender a un valor
absoluto sobre E. Este es necesariamente no arquimediano.

Demostracion: El grupo de valuacién Gy de ¢g = | | es un subgrupo de R.
Por el Teorema 2.1.6 g se extiende a una valuacién ¢’ sobre E con grupo
de valuacién G que contiene (de manera isomorfa) a Gj.

Consideramos s : G — Gy como en el lema anterior y definimos ' : Gy — Ryq
mediante z — /!, con [ como en el lema. Notemos que s’ es un isomorfismo
ordenado, y tenemos el diagrama siguiente:

R

/

E 2 - GU{0}—=GoU {0} L =Ry
o
K Go U {0}

donde %7 y t5 son los encajes naturales inducidos por las contenciones Gg C GG
y Go C Ry respectivamente. Ahora sélo hay que notar que | | = s's¢’ es
un valor absoluto de F' que extiende a | | = @o. |

Se tiene el siguiente enunciado andlogo al Teorema 2.1.5 para el caso no
arquimediano.

Teorema 2.1.8 Sea K completo respecto a un valor absoluto no arquime-
diano y no trivial | |, y sea E una extension finita sobre K. Entonces | | se
puede extender a E de una unica manera, a saber,

lal = | N/ (a)[/15,
Ademds, con este valor absoluto E es completo.

Demostracion: Por el Teorema anterior existe una extensién de | |, y por el
Teorema 2.1.3, dicha extension tiene las caracteristicas deseadas. [ |

2.1.3. Caso III: K y | | arbitrarios

Sean K un campo, E y I’ dos extensiones de K. Definimos una composi-
cion de E y F como una terna (I', ¢, s), con I' es una extensién de K, y donde
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t: E— 1T, s: F— T son encajes de campos que dejan fijos a los elementos
de K, y ademés I' = K(t(F), s(F)) (es decir, I' estd generado sobre K por
las imégenes de t y s).

Diremos que dos composiciones (I',¢,s) y (I",t',s") son equivalentes si
existe un isomorfismo u: I' — I tal que los siguientes diagramas conmutan:

E F

NN

r . I’

Esta nocion de equivalencia define en efecto una relacién de equivalencia.

Para nuestro estudio de valores absolutos consideremos K un campo con
un valor absoluto | | y F una extension finita sobre K. Sea K, la completacién
de K con valor absoluto | |. Y sea (I',¢,s) una composicién de F y K,, es
decir, tenemos el diagrama

E F\KU
N

De este diagrama, como E es finito sobre K se sigue que I' es finito sobre
s(K,). Denotaremos el valor absoluto de K, (con el cual es completacién
de K) como | |. En s(K,) definimos la funcién | |s: s(K,) — R, median-
te |s(a)|, = |a|. Esto define un valor absoluto sobre s(K,), con el cual es
un campo completo. Los dos casos anteriores garantizan que | |; se puede
extender a un valor absoluto sobre I' de manera tunica. A tal extension la de-
notamos como | |r. Si @ € K C K, entonces a = s(a) € s(K,) y por tanto
lalr = |s(a)|s = |a], es decir, | |r es extensién del valor absoluto | | original.
Por ultimo, definimos la funcién | |g: E — Rso mediante |a|g = |t(a)|r.
Esta resulta ser un valor absoluto sobre E. Ademas, si a € K, entonces
a = t(a), y por tanto |a|g = |a|r = |a], es decir, | |z es una extensién del
valor absoluto original.

Supongamos que (I'y,t1,51) v (g, te, $2) son dos composiciones equiva-
lentes, y sea u : I'y — I'y isomorfismo tal que ut; = t5 y us; = s5. Con la
construccién anterior obtenemos los valores absolutos | |s,, | |r,,| |5 corres-
pondientes a la composicién (I';, ¢;, s;) (i = 1,2). Definimos en I'; la aplicacién
| | mediante |a|, = |u(a)|r,. Este es un valor absoluto sobre I'y. Ahora, si

t
K
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a € K,, es decir, s1(a) € s1(K,), tenemos

[s1(@)lu = |usi(a)lr, = |s2(a)lr, = [sa(a)ls, = lal = [si1(a)l]s,-

Asi, | |, es extension de | |4, por la unicidad de la extensién tenemos | |, =
r,. Se sigue que para todo b € F
1

b, = [12(0) [, = [t2(0)]w = [ut1 (D)[r, = [t2(b)|r, = [b],-

Por tanto, composiciones equivalentes inducen el mismo valor absoluto sobre
E.

Por otro lado, supongamos que las composiciones (I'y,t1,s1) y (I'e, ta, s2)
inducen el mismo valor absoluto, es decir | |g, = | |g,- Notemos que s;(K,) C
t;(E), donde la cerradura se toma respecto a la topologfa inducida por | |r,:
Sea s;(a) € s;(K,), es decir a € K,. Tomemos una sucesiéon (a,) en K C E
tal que a,, — a, entonces (s;(a,)) es una sucesién en s;(K,) tal que s;(a,) —
si(a), ademas, para cadan, s;(a,) = a, = t;j(a,). Por tanto (s;(a,)) = (ti(an))
es una sucesion en t;(E). Se sigue que s;(a) € t;(E). También tenemos que
t:(E) C t;(E) y notemos que t;(E) es un subcampo de I;. Se sigue que
[, = K(t;(E), si(K,)) C t;(E) y por tanto t;(E) es denso en T';.

Definamos ug: t1(F) — 'y mediante ug(t1(b)) = t2(b). Notamos que I'y
es la completacién de t1(F), pues es una extensiéon de ¢1(F), es completo
y t1(E) es denso en él. Como para todo b € E, | |g, = | |g,, entonces

t1(b)|r, = [t2(D)|r,, luego

[uo(t1(D))|r, = [t2(b)[r, = [t1(b)]r,-

El Teorema 2.1.2 implica que ug se puede extender a un encaje u : I'y — I's.
Ahora, como I'y es la completacion de t5(E), se tiene a € I'y y una sucesion
(to(bn)) € to( E) tal que ta(b,) — a. Entonces ¢ = limt,(b,) € I'y satis-
face u(c) = limug(t1(by)) = limty(b,) = a. Por tanto u es un isomorfismo.
Ademas, para a € K, podemos tomar una sucesion (a,,) en K tal que a,, — a,
notamos que entonces t;(a,) = a, = s;(a,) — s;(a) por tanto

usy(a) = lim(ug(ti(ay))) = lim(tz(a,)) = lim(ss(a,)) = s2(a)

as{ us; = usy. Por otro lado, para b € E se tiene t;(b) € t1(E), por tanto
uty(b) = uo(t1(b)) = t2(b), es decir, uty = t1. Asi, las composiciones (I'y, t1, $1)
y ([, ts, s2) son equivalentes.

En particular, se demostré que si (I', ¢, s) es una composicién de E'y K,
entonces t(E) es denso en I', esto implica que I" es (isomorfo a) la completa-
cién de F respecto al valor absoluto obtenido con nuestra construccién.
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Ahora consideremos | |" un valor absoluto sobre E que extiende a | | y sea
E, la completacién de E respecto a | |". Notemos que E, K, C E,/, por tanto
podemos considerar FK,, el menor subcampo de F, que contiene a F'y K,,
es decir que (EK,,incg,incg,) es una composicién de F y K,. Ademss el
valor absoluto de E, restringido a FK, es extension del valor absoluto de
K,. Por los Teoremas 2.1.5 y 2.1.8, F K, es completo. Por tanto se sigue que
E, = EK,, y el valor absoluto inducido por (EK,,incg,incg,) es | |'.

Por lo anterior, existe una biyeccién entre el conjunto de extensiones del
valor absoluto de K a un valor absoluto de E y el conjunto de clases de equi-
valencia de las composiciones de F' y K,. Asi las preguntas sobre extension
de valores absolutos se transforman en ;existen siempre composiciones de la
extension E y la completacién K7 y jcuantas existen?

Sean K, E/, F' como al principio de la subsecciéon. En particular podemos
considerar a F/' 'y F' como K-algebras, y por tanto podemos considerar £ ® x F’
también con estructura de K-algebra.

Sea p < E ®k F un ideal primo, entonces el cociente (E @k F')/p es un
dominio. Denotemos con I'y a su campo de cocientes. Definimos las funciones

ty: E— (E®@k F)/p CT, syt F— (E®g F)/p CT,

a—a®14+p a—1Qa+p

Estas son encajes de campos. Si ademas identificamos K C (E ®x F)/p
mediante el encaje

K — (E®g F)/p
a—a@l+p=1Ra+p

entonces ty(a) = a@1+p =a,y s(a) =1R@a+p = a, es decir, t, y
sp dejan fijos a los elementos de K. Por otro lado, notemos que Iy consiste

de los elementos de la forma %. Por tanto si @ € K tenemos o« =
J J
1 . 1
a®1+p=rn €Ly sia € Fentonces ty(a) =a®1+p = 95> € Iy

1®a+p

y si a € F, entonces sp(o) = 1®@ a+p = 75777 € I',. Tenemos entonces que
K t,(E),s,(F) C I'y y por tanto K (t,(E), sp(F)) C I'y. También notemos
que para cualesquiera o € F'y f € F setiene a® 1+ p,1®@ 8 +p €
K(t,(E), sp(F)), por tanto (a®1+p)(1®8+p) = a®@B+p € K(t,(E), sp(F)),
asi, los cocientes de sumas finitas de elementos como este pertenecen también
a K(t,(E), sp(F)), es decir I'), € K(t,(E), sp(F)). Se sigue que son iguales.

Hemos demostrado que dado un ideal primo p < E ®f F, (I, t,,s,) es
una composicion de F y F. Esto respondiendo la primera pregunta: siempre
existe al menos una composicion de dos extensiones de K, pues todo anillo
distinto de cero contiene un ideal primo.
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Ahora consideremos p,p’ < E ® I dos ideales primos tales que sus
correspondientes composiciones (I'y, t, sp) v (I'y, tyr, Sp) son equivalentes, es
decir, que existe u: I'y — I'y isomorfismo tal que ut, = ty y us, = sy.
Notemos que para todos o € E, 8 € F' se tiene

wa®1+p) =ulty(a) = ty(@) =a @1+

u(1® B +p) =u(sp(8) = sp(6) =1@ B+,

por tanto

w(Ya@si+p) =Y ulaol+pu(lefi+p) = awfi+y.

En particular, si Y a; ® b; € p, entonces Y a; ® b; +p = p y como u es
homomorfismo,

Zai®bi+p/:u<zai®bi+p> =y

Se sigue que > a; ® b; € p’ y por tanto p C p’. Andlogamente (usando u™!)
se tiene que p’ C p, por tanto p = p’. Asi, hemos demostrado que ideales
distintos inducen composiciones no equivalentes.

Por tltimo consideraremos una composicién (I, ¢, s). Definimos

fiEXxF—T

(@, f) = t(@)s(B)

Notemos que f es una aplicacién bilineal. Por la propiedad universal del
producto tensorial existe una tnica t® s: E®x F — ' tal que t @ s(a® f) =
t(a)s(B). Tenemos el siguiente diagrama:

E®ygF B t@s(E@g F)CT
ql - }
EQKF ~
n(t®s)

donde ¢ es la aplicacién cociente y ug es el isomorfismo tnico inducido por
t®s. Como I es campo, entonces la imagen t® s(E® F') es un dominio y por
tanto p = n(t® s) es un ideal primo. Consideremos la composicion (I'y, ¢y, s)
construida con el procedimiento anterior. Notemos que ug se puede extender
a un encaje u : 'y — I'. Ademds, un elemento de I' = K(t(E), s(F)) es
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de la forma %‘f((‘”isgi,)), por tanto % € I', satisface u (—%algzli';) =
Zt(az)s(b )

Sia)s) decir, u es sobreyectiva y por tanto un isomorfismo. Por tltimo

notemos que para todo a € E se tiene u(ty(a)) = u(a ® 1 +p) = t(a)s(l) =
t(a), es decir ut, = t. Andlogamente us, = s, por tanto (I',¢,s) y (I',, %, 5p)
son equivalentes.

Con lo anterior hemos definido una aplicacién biyectiva

{p < E®k F :ideal primo} — {(T',t,s) : composicién de E'y F}/ ~

p = (T Ly, 5p)]

donde del lado derecho hacemos cociente sobre la relacién de equivalencia de
las composiciones.

Ahora la segunda pregunta que queremos responder se ha transformado a
jcudntos ideales primos tiene el producto tensorial £ ®x F'? Para responder
ésto nos restringiremos al caso en que E es separable sobre K.* Tenemos el
siguiente resultado técnico:

Lema 2.1.4 Sean E,F y K como antes. Si E = K[X|/{f) para algin f €
K[X] con 0f > 1, entonces E @k F = F[X]/{f)r, donde (f)r denota al
ideal de F[X]| generado por f.

Para la demostracion se puede consultar [3, pag 25].

Teorema 2.1.9 Sean E, F' y K como antes, y ademds E separable sobre K.
Entonces E Q@ F' es producto de extensiones finitas y separables sobre F'.

Demostracion: Como E es separable y finito sobre K, entonces existe a € E
tal que E' = K(«). Sea f(X) € K[X] el polinomio irreducible de «.. Entonces
E = K(a) = K[X]/(f), y por el lema anterior £ @ F = F[X]/{f)r.
Supongamos que en F[X] se tiene la factorizacién f(X) = fi(X)... fi(X)
con los f;(X) irreducibles.

Tenemos que N;{f;) = (f)r. En efecto: Si h € N;(f;), entonces, fil|h,
digamos h(X) = f1(X)hi(X) con hy € F[X]. También fs]h, y como los
fi son irreducibles se sigue que fo|hy, digamos hi(X) = fo(X)ho(X) con
hy € F[X], entonces h(X) = fi(X)fo(X)ho(X). Inductivamente h(X) =
AR - AXOMX) = FXOM(X) con b € FIX]. Ast b € ()
Reciprocamente, como cada f;| f, entonces (f) C (f;). La afirmacién se sigue.
Ademas, para i # j, (fi, f;) = 1, entonces existen ¢, ¢ € F[X] tales que

1= fi(X)q(X) + [;(X)q2(X), por tanto (fi) + (f;) = (1) = F[X].

4Este problema tiene solucién en el caso general, pero para nuestros fines basta estudiar
el caso separable.
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Por el Teorema chino del residuo tenemos

FIXI/(Hr = FIX]/ 0 (fi) = FIX]/(f) < - < FIX]/ ().

Resta notar que, como cada f; es irreducible separable en F'[X], entonces
cada factor F'[X]|/(f;) es una extensién separable de F'. [

De hecho la descomposicién de la que habla el teorema es tinica. Se puede
consultar por ejemplo en [3, pag 19].

Sea K un campo con valor absoluto | | y E es una extension finita sepa-
rable sobre K. Por el teorema anterior con F' = K, se tiene que F ®g K,
se descompone como producto de extensiones finitas separables sobre K,
digamos F ®x K, = L1 X --- X L,. Notemos que F ® K, tiene exactamente
r ideales primos, a saber, Ly X --- X 0 X --- X L, donde el cero aparece en
el i-ésimo factor (i = 1,...,r, y 7 es el numero de factores irreducibles de
Irr(a, K)(X) en K,[X]). De hecho, estos ideales son maximales.

Concluimos que el valor absoluto de K se puede extender a E de r formas
distintas. Ademas, si nos fijamos en el i-ésimo ideal primo de F Q@ K, y su
composicion correspondiente mediante el estudio anterior, el campo de ésta

€s
E ok K, Lix-xL,

L1><---><0><---><LT:le---xOx---er

12

Li7

se sigue que el i-ésimo factor de F ®f K, es (isomorfo a) la completaciéon de
E respecto a la i-ésima extension del valor absoluto a la cual denotaremos

como L, .
Definimos el grado local de E sobre K respecto a la i-ésima extensién
como n; = [E,, : K,]. Si [E: K] =ny {uy,...,u,} es una base para F sobre

K, se puede demostrar que {1 ® uy,...,1 ®u,} es base para F @ K, sobre
K,. Por tanto

n = dimg, (E @k K,) = dimg, (B, x -+ x E,,) = Y _dimg, (E,,)

= By : K ]J=) n

Escribimos estos resultados en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.10 Sea K un campo con valor absoluto | | y K, su comple-
tacion. Sea E = K(a) una extension separable sobre K de grado n con
f(X) € K[X] el polinomio irreducible de a. Si en K,[X]| se tiene la fac-
torizacion f(X) = f1(X)... f-(X) con los f; irreducibles, entonces existen
exactamente r extensiones de | | a un valor absoluto de E. Las correspon-
diente completaciones de E son isomorfas a K,[X|/{f:(X)), y el grado local
es n; = 0f;, ademds > n; = n.
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2.2. Indice de ramificacién y grado residual

En la Seccion 1.3 definimos el indice de ramificacion y el grado residual
de los ideales primos de un campo de niimeros respecto a una extension finita
de éste. En esta seccion veremos de qué forma se relacionan estos valores con
las extensiones de valores absolutos.

Sea K un campo con un valor absoluto no arquimediano | |. Definamos

R={zeK:|jz|<1} y p={reK:|z|<1}.

R resulta ser un subanillo de K y se le conoce como el anillo de valuacion
de || o de K,y p es un ideal de R, de hecho es su tnico ideal maximal y
se le llama ideal de valuacion de | | o de K. Podemos notar que para cada
elemento x € K se tienex € Rox~! € R, de manera general, decimos que un
subanillo de un campo es un anillo de valuacion si tiene esta propiedad. En
un anillo de valuacién se puede probar que las no unidades forman un ideal,
de hecho es el tnico ideal maximal del anillo. En nuestro caso, las unidades
de Rson U(R) = {x € K : |z| =1} = R\ p, por tanto p es el tinico ideal
maximal de R. En particular el cociente R/p es un campo y se le conoce
como el campo residual de | | o de K.

Si E es una extensién (finita o infinita) de K y | | se extiende a E, sean
Sy B el anillo e ideal de valuacién de | | en E, Ry p como antes. Entonces
se tiene un encaje natural de campos:

R/p — S/B
at+pr—a+B

mediante el cual podemos identificar a R/p como un subcampo de S/B y
podemos considerar f = [S/B : R/p], a este nimero le llamamos grado
residual de E sobre K respecto al valor absoluto | |.

Por otro lado, consideremos los grupos de valuacién |K*| y |E*|, éstos son
subgrupos de R y es claro que |K*| < |E*|, por tanto podemos considerar
e = [|E*| : |K*|], a éste numero se le llama indice de ramificacion de E sobre
K respecto a | |.

Cuando E es una extension finita de K, e y f también son finitos. De
hecho se tiene ef < [E : K]|. Pero se puede dar informacién mas precisa
acerca de estos valores cuando | | cumple una propiedad extra: decimos que
un valor absoluto no arquimediano | | es discreto si su grupo de valuacion es
ciclico. Se tienen los siguientes resultados:

Proposicion 2.2.1 Sea K un campo completo respecto a un valor absoluto
| | discreto y E una extension finita de K. Entonces ef = [E : K].
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La demostracién se puede consultar en [4], Proposicién 9.3.

Teorema 2.2.1 Sean K un campo con un valor absoluto | | discreto, E una
extension separable finita sobre K de gradon y | |1,...,| |- las distintas exten-
siones de | | a un valor absoluto sobre E con e; y f; el indice de ramificacion
y grado residual respecto a | |; (i=1...,r). Entonces )y . e;f; =n.

Demostracion: Si E,, denota la completacién de E respecto a | |;, la pro-
posicién anterior dice que e;f; = [E,, : K,| = n;, y por el Teorema 2.1.10
tenemos [E: K| =n=>_n;=>_e;fi. |

Ahora consideremos K campo de numeros, Ok su anillo de enteros y
p < Ok un ideal primo. Para cada a € K \ {0}, (a) = {ax : v € Ok} es un
ideal fraccionario y podemos escribir (a) = p™(®¢& con vy(a) € Z, pta,b, y
con a y b sin factores primos en comun. Por el Teorema 1.2.1 y la observacion
subsecuente a éste se tiene que la expresién para (a) es tnica y por tanto

podemos definir la aplicacién
vy: K — Z U {o0}
0 {vp(a), a#0

oo, a=0

Esta aplicacion define una valuacién sobre K.

Sea p el entero primo de p, en particular se tiene que p divide a pOk,
digamos pOx = p°a con p { a, es decir que e = ex/g(p) es el indice de rami-
ficacién de p en K/Q definido en la Seccién 1.3. Si a € Q\ {0}, supongamos
que a = p”P(“)% con («, 8) = (e, p) = (B,p) = 1 y calculemos

(@) = (a)pOk = (pOK)””(a)b = per(@gu(@p,

donde b = Ok y por tanto vy(a) = evy(a).
Definamos

| ’P K — HQEEO

vp(a)

a— (1/p)~«

Este es un valor absoluto sobre K, ademés es extensién de | |, el valor absoluto
p-adico definido al principio del capitulo, pues para cada a € Q\ {0} tenemos

vp (a) evp(a)

laly=(1/p) " =(@1/p)" = =(1/p)" = al,.

Este valor absoluto es conocido como el valor absoluto p-ddico sobre K.
Tenemos el siguiente resultado:
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Proposicion 2.2.2 Sea Ok el anillo de enteros de un campo de niumeros
K, entonces:

1) Cualquier anillo de valuacion de K que contiene a O es una localiza-
cion Ok, de éste.

2) Cualquier valor absoluto no arquimediano en K que tiene anillo de va-
luacion igual a una localizacion Ok es (equivalente a) el valor absoluto
p-ddico.

3) Existe un isomorfismo de Ok /p en Ok, /pOk, definido mediante a +

El resultado se puede consultar en [4], Proposicién 10.10.

Teorema 2.2.2 Sean K un campo de nimeros y E extension finita sobre K,

p < Ok un ideal primo, | |, valor absoluto p-ddico en K, y pOg = q7* ... q%"

la factorizacion de pQOg en ideales primos de Og. Entonces, para cada q;

existe una unica extension de | |, a un valor absoluto q;-ddico | |, en E,
1

P
equivalentes cuando i # j, y éstas son las unicas extensiones de | |, a E.

a saber, | |g, = y*/e con y = <l> 9% Ademds | i ¥ | lq, son no
Para la demostracién se puede consultar el Teorema 10.9 de [4].
El siguiente resultado nos da la relacién que queremos:

Teorema 2.2.3 Con la notacion anterior, e; es el indice de ramificacion de
E sobre K respecto a | |q, v [Or/q; : Ok/p] es el grado residual.

Demostracién: Notemos que |K*|, = () y |E*|,, = (¥7/¢) con v = %, por
tanto el indice de ramificacion es

ai 1K) = [(79) - ()] = e

Para la segunda afirmacién se demuestra que dada una base {v; +q, : j € J}
para Og/q; como Ok /p - espacio vectorial, entonces {UTJ +q,0p,q, 1 j € J}
es base para Opq,/q:0p,q, como Ok ,/pOk, - espacio vectorial. Por tanto el
grado residual es

£

[0E,4,/9:0E,q, : Ok p/pOk ] = [Or/q: : Ok /). u

Teorema 2.2.4 Si E/K es una extension normal de campos de nimeros,
p < O es un ideal primo y pOp = BT --- B, entonces ey = --- =e, =e

yfi=--=f.=f yportanto [E: K| =ref.
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Demostracion: Para cada B; y 0 € Gal(E/K) se tiene que 0B, es un divisor
de pOg. Ademads, para ‘B; y B, en la factorizacién de pOp siempre podemos
encontrar ¢ € Gal(E/K) tal que B, = 0B, (Proposiciéon 11, Capitulo 1 de
6]). De este modo o € Gal(E/K) permuta a los divisores de pOp, entonces
tenemos

POE:%?“'%?'“%?:U%?"‘%?“'U%?

y por la factorizacién tnica de ideales se tiene e; = e;. Para la igualdad de
los grados residuales notemos que la aplicacién

OL/%J‘ %OL/%Z
T+ B — ox +B;

es un isomorfismo de campos, por tanto
fi=100/B;: Ok/p] = [OL/B; : O [p] = ;.

La tultima afirmacion se sigue de lo anterior y el Teorema 2.2.1. [



Capitulo 3

Campos p-adicos

3.1. Definicion y caracteristicas inmediatas

Consideremos un campo de numeros K, su anillo de enteros algebraicos
Ok y un ideal primo p < Ok. Sabemos que p induce un valor absoluto no
arquimediano y discreto | |, sobre K. Notemos que Ok esta contenido en
el anillo de valuacién de | |, y por I) de la Proposicién 2.2.2 el anillo de
valuacién es una localizaciéon de O, de hecho es Ok, y por tanto su ideal
de valuacién es el tinico ideal maximal de Ok, es decir pOy .

Recordemos que el campo residual se define como el cociente del anillo de
valuacion sobre el ideal de valuacion. En este caso particular el campo residual
es kx = Ok, /pOk, v 3) de la Proposicién 2.2.2 implica que kx = Ok/p.
Ademdés, por el Teorema 2.2.3, [Ok/p : F,] es el grado residual de K sobre
Q respecto a | |, que es finito por el Teorema 2.2.1. En particular se deduce
que kg es un campo finito.

Ahora consideremos a K, la completacién de K respecto a | |,. Un campo
como este, es decir, la completacion de un campo de ntmeros respecto a un
valor absoluto discreto, se conoce como campo p-ddico. Sean R el anillo de
valuacion de K, respecto a | |, y denotemos al ideal de valuacién como p.

Tenemos un encaje natural de kx en el campo residual de K, definido
como

k’K = (’)K,p/pC’)Km — R/ﬁ = ka'
r+pOkp—T+p
De hecho esta aplicaciéon es un isomorfismo. En efecto, si a € R C K,, por
la densidad de de K en K, podemos tomar b € K tal que |a — b|, < 1. En
particular @ — b € p. Notemos |b|, = |a — (a — b)|, < méax{|al,, |a — b} <1,

29
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de modo que b € Ok ,. Asi
) b—i—p@K,p —b+p=a+p.

Por tanto kx = kg,. En particular, el campo residual de un campo p-adico
es finito.

También podemos notar que los grupos de valuacion de K y K, coinciden.
En efecto, es claro que |K*|, C |K;|,. Por otro lado, si |a|, € |K}],, por la
densidad de K en K, podemos tomar b € K tal que |a —b|, < |a|,, entonces
se tiene |b|, = |al,. De este modo |a|, = |b|, € |K*|,. En particular, | |, en
K, es discreto.

Teorema 3.1.1 Sean K, un campo p-ddico y | |, su valor absoluto, R y p
el anillo e ideal de valuacion respectivamente. Entonces R es un dominio de
ideales principales (y por tanto de Dedekind). Los elementos de K se pueden
expresar de manera unica como ar™ con w un generador fijo p, m € Z, y
a € R tal que 7 1 a.

Demostracién: Sea ||, un generador del grupo |K,|,. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que ||, < 1, es decir que 7 € p. Demostraremos que
p = (7). Sea = € p y escribamos |z|, = |7[}* con m € Z. Como [z], < 1
entonces se sigue que m > 0. Por otro lado |[xn™™| = 1y asi an ™ = u €
U(R), es decir que x = 7™u € (m) y por tanto p C (7). La otra contencién
se sigue de que w € p.

Sia € R\ P, entonces 7 { a: si no, a = b con b € R, como |al, =1y
7], < 1, se sigue que |b|, > 1, que contradice el hecho de que b € R. Por
tanto para x € p = () tenemos que la escritura an™ con a € U(R) es nica.

Si |z|, > 1, se tiene 27! € p y por tanto podemos escribir de manera
tinica 27! = an™ con a € U(R) y m > 0, entonces = a~'7~™. Basta notar
que a~* € R. Por tltimo, si |z|, = 1, escribimos z = a7°.

Por tltimo demostraremos que todos los ideales de R son de la forma (7™)
con m € N. Sea a < R un ideal, del Teorema 1.2.1 tenemos una factorizacién
de a como producto de primos, pero en este caso p es el unico ideal primo
(porque es el tinico maximal) entonces la factorizaciéon es de la forma a =

P (= (. "

Corolario 3.1.1 Todos los ideales fraccionarios de R son de la forma (7™)
conm € 2.

Demostracion: Si a es un ideal fraccionario se puede escribir como el cociente
de dos ideales enteros, digamos (7)) /(7™2) = (g™ ~™M2), |
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Proposicién 3.1.1 Sean K campo de nimeros, p < Ok ideal primo, K,
la completacion de K respecto a | |,, p y R el ideal y anillo de valuacion.
Entonces para todo t € N tenemos p'R = (p)" y ' N O = p'.

En particular notemos que pNZ = (p N Og)NZ = pNZ = (p) para algin
primo p € Z. Al igual que en el caso de campos de ntimeros, nos podemos
referir a p como el entero primo de p.

Sea K un campo p-adico, R su anillo de valuacién y p el tnico ideal
maximal, a continuaciéon se dan algunos resultados topologicos.

Lema 3.1.1 R es compacto.

Demostracién: Sea X = {x; : j € J, #J = oo} un subconjunto infinito de
R. Demostraremos que X tiene un punto de acumulacién. Como el campo
residual es finito y podemos tomar A un sistema de representantes finito de
R médulo p. Sea m un generador de p.

Para cada j € J tenemos: z; = ajo + wym con ajo € A, y uyp € R.
Anéulogamente, up = a;1+uim, entonces xr; = ajo—l—(ajl —|—u17r)7r = ajo+ a7+
w2, Repitiendo el procedimiento iteradas veces obtenemos una expresién
para x; como serie de potencias ZZO:O a;,m™" con coeficientes en A.

Como A es finito, existe a; € A tal que a; = ajo para una cantidad
infinita de j’°. Sea Jy = {j € J : ajo = a} C J, por la observacién anterior
Jo es un conjunto infinito. Asimismo, podemos encontrar aj tal que aj = aj;
para una cantidad infinita de j'* en Jy, y definimos J; = {j € Jy : a] =
a;1 }. Inductivamente encontramos una sucesién (a)) en A y una sucesion de
subconjuntos de J.

Entonces a* =) °  a*7" es un punto de acumulacién de X: Para e > 0
fijo, sean | € N tal que |7|, < ey j e J1\ J. Sism =" (a, —aj)n"
(m > 1), entonces

o0 oo oo
;= a*ly = D apm =Y ar”| = > (ajn —ap)n"
n=0 n=0 P n=0 p
= | lim sm‘ = lm [s,].
m—0o0 p m—0oQ

Ahora, tenemos que
m m
] < mix{lage — azl|xl"} < mix{lr|") = [
por tanto

z;—a*l, = lm |s,| < lim |7|'=|7'| <e. u
m—r0o0 m—0o0
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Del lema en particular se sigue que R es cerrado en K, pues es un sub-
conjunto compacto en un espacio Hausdorff.

Lema 3.1.2 p es abierto en K

Demostracion: Para x € p sea e =1 — |z| > 0. Cada y € B-(x) satisface
yl=ly—v+z[<|y—z|+|z| <etfzf=1—|a]+]z] =1

por tanto y € p y asi B.(x) C p. |

Proposicién 3.1.2 Sea x € R. La aplicacion izq, : R — R definida me-
diante a — x 4+ a es un homeomorfismo.

Demostracion: Notemos primero que R es un grupo topoldgico, es decir que
las aplicaciones

s:RxR—R y i R— R
(a,b) —a+b a— —a

son continuas. Ahora consideramos el subespacio {z} x R C R x Ry la
aplicaciéon a = s |{z}X r. Tenemos que izq, = aoinc donde inc es la inclusién
de R en {z} x R mediante a — (z,a). Como « e inc son continuas se sigue
que izq, lo es también.

El mismo argumento demuestra que izq_, es continua. Y ademaés se tiene
que izq, ! = izq_, por lo que izq, es biyectiva continua y con inversa continua,
es decir, un homeomorfismo. [ |

Lema 3.1.3 p es compacto en K.

Demostracion: Basta ver que es compacto en R. Notemos que p es un sub-
grupo (aditivo) abierto del grupo topoldgico compacto R. Podemos escribir
a R como la union disjunta de las clases laterales de p, es decir

R=| |@i+p) =] |izgu(p).
i€l el
Como p es abierto y cada izq,, homeomorfismo se sigue que cada izq,,(p) es
abierto. De este modo {izq,,(p) : i € I} es una cubierta abierta para R que

por compacidad debe ser finita, digamos {izq,, (p), . .., 2q,, (p)}. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer x; = 0, es decir, izq,, (p) = p y entonces

b= R\ (|j izqup)) .

i=2
Asi, p es el complemento de un abierto en R y por tanto cerrado. De topologia
general se sabe que un cerrado dentro de un compacto es también compacto.ll
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Lema 3.1.4 p' es compacto.

Demostracion: Si x : K x K — K es la aplicaciéon producto, ésta es continua
y *(p x p) = p?, es decir que p? es la imagen continua de un compacto, por
tanto es compacto. Lo anterior se generaliza por induccion. |

Lema 3.1.5 p' es abierto.

Demostracion: Definamos la aplicacion [zq, : K — K mediante a — 7a, de
manera similar a la Proposicién 3.1.2 se demuestra que [ zq, es un homeomor-
fismo. Notemos que p? = 7p = [2¢,(p) y como p es abierto en K también lo
es p2. Lo anterior se generaliza por induccién. |

Para terminar esta seccion tenemos el siguiente teorema que caracteriza
los campos p-adicos:

Teorema 3.1.2 Sea K un campo con un valor absoluto | |,. Son equivalentes
1. K es un campo p-ddico.
2. K satisface

a) Char(K) =0,
b) K es completo respecto a | |, y éste es discreto,

c) El campo residual de K es finito.
3. K es extension finita de Q, para algin p € Z primo.

La demostracién se puede consultar en [8], Teorema 5.10 de [8].

3.2. Teoremas de ramificacion

En adelante K sera un campo p-adico, R su anillo de valuacién y deno-
taremos su ideal de valuacion también como p. Sea L una extensién de K
de grado n. Denotaremos como S al anillo de valuacion de L respecto a la
tnica extensién del valor absoluto de K (tnica en virtud del Teorema 2.1.8),
y B a su unico ideal primo. Del teorema anterior se tiene que L es también
un campo p-adico y de la Proposicién 2.2.1 tenemos n = ef con e el indice
de ramificacion y f el grado residual de L sobre K respecto a sus valores
absolutos.

Al igual que en la Seccién 1.3 se pueden definir el indice de ramificacion
y el grado residual mediante la factorizacién del ideal primo de un campo
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p-ddico (puesto que su anillo de valuacién es un dominio de Dedekind). Se
demuestra que tal definicién coincide con la dada en la Seccion 2.2. De este
modo tenemos la expresion pS = B¢, donde e es el indice de ramificacion
de B en L/K. Como p y B son los tnicos ideales primos en sus respectivos
anillos, podemos referirnos a e como el indice de ramificacion de L/K, y lo
denotaremos en este caso como e(L/K). Asimismo, denotaremos al grado
residual de la extensién como f = f(L/K).

De manera similar a las definiciones de la Seccién 1.3 diremos que la
extensiéon L/K es no ramificada cuando e = 1; completamente ramificada
cuando e = n; mansamente ramificada cuando p, el entero primo de p, no
divide a e; y salvajemente ramificada cuando es ramificada y ple.

Denotemos con vi y vy a las valuaciones correspondientes a los valores
absolutos de K y L, respectivamente. Notemos que si x = an™ € K con
m € p un generador y 7 { a, entonces vi(x) = m. Una férmula andloga se
obtiene para vr,.

Lema 3.2.1 (de Hensel) Sean F € R[X] un polinomio y F € kx el polino-
mio que se obtiene al reducir los coeficientes de F mddulo p. Si F se pue-
de escribir como producto de dos polinomios primos relativos no constantes
g, h € kx| X], entonces ezisten dos polinomios primos relativos G, H € R[X]|
que satisfacen 0G = 0g, G = g, H = h, F = GH. Si ademds g es monico
podemos elegir G monico.

Para la demostracién se puede consultar en [8], Teorema 5.6.

Corolario 3.2.1 Sean F y F como en el lema. Si F tiene una raiz simple
a € kg, entonces existe a € R tal que F(a) =0 ya = a.

Demostracion: Por hipétesis podemos escribir F(X) = (X — a)h(X) con h
primo relativo de X — av. Del lema se sigue en particular que existe G € R[X]
que satisface G = 1y G = X — a. Como (X — a) es ménico, G debe ser de
laforma G(X) =X —ayX—a=G=X—-a Asi, Fla)=0ya=a N

Corolario 3.2.2 Si F € R[X] es irreducible sobre K entonces F' es potencia
de un irreducible sobre ki [X].

Demostracién: Si no, entonces podemos encontrar g, h € kg [X] primos rela-
tivos tales que F' = gh y del lema se sigue que F' se puede factorizar en Ry
por tanto en K. [ |

Lema 3.2.2 Sea L/K extension de campos p-ddicos. L es no ramificada si
y sdlo si existe a € S con L = K(a) que satisface la siguiente propiedad:
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Si F(X) € R[X] es el polinomio irreducible de a y o(X) € ki[X] es el
polinomio que se obtiene al reducir los coeficientes de F' modulo p, entonces
a+°B € ky es raiz simple de .

Demostracién: Si L es no ramificada sobre K, entonces n = f = [ky, : kg].
Notemos que la extensién de campos residuales es separable (extension de
campos finitos). Sean a+%B € k, generador de la extensién y p(X) € kx[X] C
kr[X] el polinomio irreducible de a + B, ademés tomemos F[X] € R[X] C
S[X] ménico tal que al reducir sus coeficientes médulo p obtenemos a ¢,
notemos que al reducir los coeficientes médulo B obtenemos también a ¢.
Por el Corolario 3.2.1 se tiene a’ € S raiz de F tal que @’ + 98B = a + B, sin
pérdida de generalidad a = a’. Se sigue que a tiene la propiedad indicada.
Reciprocamente, como F es irreducible sobre K, el Corolario 3.2.2 implica
que ¢ es la potencia de un polinomio irreducible en kg [X]. Como ¢ tiene
una raiz simple, se tiene de hecho que es un polinomio irreducible. Por tanto

n=0F=0p<|[kp:kg|=f<n,
es decir que f =n y entonces e = 1. |

Corolario 3.2.3 Si L/K es una extension de campos p-adicos y M es la
composicion de todos las extensiones no ramificadas de K contenidas en L,
entonces M /K es no ramificada y L/M es completamente ramificada. Por
tanto cada extension de campos p-adicos se puede descomponer en dos subez-
tensiones, la primera no ramificada y la seqgunda completamente ramificada.

Demostracion: Si la extensién es no ramificada es inmediato que L = M,
y si es completamente ramificada no existen extensiones no ramificadas in-
termedias por tanto en tal caso tenemos M = K. Supongamos que no es
ninguno de estos casos. Puesto que la extension L/K es separable, existe
solo una cantidad finita de campos intermedios. En particular, una cantidad
finita de campos no ramificados sobre K. Por tanto M es una composicion
finita de campos y para que sea no ramificada sobre K basta demostrar que
la composicién de dos campos no ramificados sobre K es no ramificada sobre
K. El resto, se sigue por induccion.

Sean L y E dos campos intermedios no ramificados sobre K. Supongamos
que L = K(a) con a, F'y ¢ como en el lema. Denotemos como Rg,pg v kg
al anillo de valuacion, el ideal de valuacion y el campo residual de E, y
similarmente Spg,Brg v ke los respectivos objetos de LE. Tenemos a €
S C Spp tal que LE = K(a)E = E(a). Si G(X) € Rg[X] es el polinomio
irreducible de a en E, como F' € R[X| C Rg[X] y a es raiz de F, entonces
G(X)|F(X). Si¢ € kg[X] es el polinomio que se obtiene al reducir G médulo
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pp, entonces 1|p. Como Kpp 3 a+Bp = a+B es raiz simple de ¢, entonces
es raiz simple de . Del lema se sigue que LFE es no ramificada sobre L,
entonces tenemos e(LE/K) = e(LE/L)e(L/E) = 1, es decir que LE es no
ramificada sobre K.

Sea f1 = [kr, : kar] es el grado residual de L/M, queremos ver que f; = 1.
Podemos escribir k;, = IF,(¢,) para algin r no divisible por p y ¢, una raiz r-
ésima primitiva de 1, de modo que el polinomio (1+B)X" — (1+B) € k[ X]
tiene r raices distintas en kj, del Corolario citecoro 1 de hensel se sigue que
X" — 1 tiene r raices distintas en S C L.

Asi, si NV es el campo de descomposicion de X" — 1, notamos que N C L.
Ahora, si wy, ..., w, son todas las raices del polinomio anterior entonces del
lema precedente K (w;) es no ramificada sobre K y por tanto w; € K(w;) C
M. Asi, todas las raices de X" — 1 estan en M. Se sigue que todas las raices
de (1+B)X" — (1 +B) estan en el campo residual kys. Asi, kb, =F, () C
ky C kr, de donde f; = 1. Por tanto L/M es completamente ramificada. La
ultima afirmacion se sigue de lo ya demostrado. [

Teorema 3.2.1 Sea K campo p-ddico. Entonces, a cada extension finita k

de kx le corresponde una unica extension L/K no ramificada con ki = k.
FEsta extension es normal y Gal(L/K) = Gal(k/kk).

Demostracion: Sean a € k un generador sobre kg, es decir k = kg(a),
¢ € kg[X] el polinomio irreducible de a y F' € R[X] ménico tal que al
reducirlo médulo p se obtiene ¢. Si b es una raiz de F' en @, consideremos
L = K(b). Denotemos como S al anillo de valuacién de L y B al ideal
de valuacion. Notemos que al reducir a F' médulo B obtenemos el mismo
polinomio ¢ de cual b+ B es una raiz, es decir que a y b+ 8 son conjugados.
Podemos suponer que a = b+ 8. Se sigue que k C k;, y entonces

[L:K|<O0F =0p=k:kg] <l[kL:ki]=f(L/K)<[L:K].

Por lo anterior tenemos que F' es irreducible, k = ky y f(L/K) = [L : K]
por tanto e(L/K) =1 y la extensién es no ramificada.
Ahora supongamos que L; es otra extension no ramificada sobre K con

kr, = k. Por el Corolario 3.2.1 podemos tomar b; € Ly raiz de F', entonces
K(b)) = K(b) = L, ademés

[K(by) : K] =0F = [k : kx| = [k, : k] = [L1 : K]

de donde L = L;. Para ver que de hecho son iguales demostraremos que L/ K
es normal, asi el isomorfismo L — L; € Qp que deja fijos a los elementos de
K serd un automorfismo (Teorema 3.3, Capitulo V de [7]).
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Como k/kk es normal, k es el campo de descomposicién de ¢. Sea a; raiz
de ¢. Por el corolario 1 del Teorema 5.6 de [8] tenemos by € S raiz de F'y tal
que b1 +B =ay. Sip(X) = (X —a)e1(X) y F(X) = (X —by)F1(X) se sigue
que al reducir los coeficientes de F; moédulo p obtenemos a ;. Si repetimos
el proceso inductivamente obtenemos que F'(X) se descompone en factores
lineales en S C L ademds L estd generado por una de sus raices (para algin
i tenemos b = b;), entonces L es el campo de descomposicién de F'y se sigue
que L/K es normal.

Para la dltima afirmacion definamos la aplicacién

U: Gal(L/K) — Gal(k/kk)
o—ad:c+B—o(x)+*B

En efecto 7 € Gal(kp/kk). Ademas ¥ es isomorfismo de grupos: Si 0,7 €
Gal(L/K), entonces para todo = + B € kj, se tiene

cgoT(r+B)=co7(x)+B=0(r(x)) + B=7(r(x) +B)
=0(T(x+B)) =7 o7(x +B)

Por tanto U(co7) = ¥(0)oW(7). Es decir que ¥ es homomorfismo de grupos.

Para la sobreyectividad, sean a, F',b como antes. Si 7 € Gal(k/kk), Ta =
ap es raiz de @, entonces existe by € S tal que F(by) =0y by +B = ay, tal
by es unico. Sea 0 € Gal(L/K) tal que ob = by, entonces

cga=0b+B)=cb+B=0+B=a, =70y

de este modo V(o) =7 = 7.
Por tltimo, notemos que #Gal(L/K) = [L : K| = [k : kx| = #Gal(k/kr),
por tanto se tiene el isomorfismo. [ |

Corolario 3.2.4 Un Campo p-ddico tiene exactamente una extension no ra-
mificada de grado dado.

Demostracion: De la teoria de campos finitos se sabe que dado n € N existe
una unica extension sobre un campo finito de grado n. En particular, para
K p-éddico y n € N fijo existe una una unica extension k de grado n sobre
kr. La afirmacién se sigue del teorema. |

Teorema 3.2.2 Si K es un campo p-adico, entonces la extension L/K es
no ramificada si y solo si L = K((,) con (,, una raiz m-ésima primitiva de
1 y el entero primo de p no divide a m.

Para la demostracién ver [8], Teorema 5.26.
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Teorema 3.2.3 Sea K un campo p-ddico y L una extension completamente
ramificada sobre K. Entonces, existe un polinomio de Eisenstein en K[X] y
una raiz a de éste tal que L = K (a). Reciprocamente, cada extension generada
por la raiz de un polinomio de Fisenstein es completamente ramificada.

Demostracion: Supongamos primero que L = K (a) con a raiz del polinomio
de Eisenstein X" 4+ 37 ¢;X?. Como ¢y € p \ p> = () \ (7?), se sigue que
vk (co) = 1. Ademds, notemos que para todo [ € N se tiene p'S = (p9)!, se
sigue que ¢y € B¢\ B! entonces vy (cy) = e con e = e¢(L/K). Por otro lado
tenemos que a”" = — Z;:ol c;at, entonces

nvr(a) > min {v(¢a’) :i=0,...,n—1}
=wr(cy,) +igvp(a)  para algin ig entre 0 y n — 1

> iovL(a),
luego (n —ig)vr(a) > 0y por tanto vy (a) > 1. Por otro lado tenemos que
nvg(a) =vp(a") = vi(c) = e, (3.1)

y si fuera n > e entonces nvy(a) > e que contradice lo anterior, por tanto
n = e. Asi la extensién es completamente ramificada.

Ahora supongamos que L/K es completamente ramificada, fijemos 7w € p
y II € B generadores de los ideales, entonces tenemos

(m) = p = B = (II°).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que II¢ = 7, es decir que II es
raiz del polinomio de Eisenstein X¢ — 71 € K[X], ademds se sigue que

[K(IT) : K] =e=n=[L: K],
por tanto L = K (II). |

Corolario 3.2.5 Sea L = K(a) generado sobre K por la raiz de un polino-
mio de Eisenstein. Entonces vy (a) =1

Demostracion: Se sigue de la Ecuacién (3.1) y que n = e. [

Corolario 3.2.6 Un campo p-ddico tiene una cantidad finita de extensiones
de grado dado.

Demostracion: Sean K un campo p-adico y n € N fijo. Por el corolario 3.2.3,
si L es una extension de K de grado n siempre tenemos una torre L O M D K
con M la extensién no ramificada sobre K mas grande contenida en L. Por
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el corolario 3.2.4 tenemos opciones finitas para M, a saber, exactamente una
opcién para M por cada divisor de n. Basta entonces demostrar que si se
ha fijado M, éste tiene una cantidad finita de extensiones completamente
ramificadas de grado m (m divisor de n).

Denotaremos R al anillo de valuacién de M y p a su ideal maximal, y
definimos 2 = px---xpx (p\p?) con m—1 factores p y con la topologia pro-
ducto. Como p es compacto (Lema 3.1.3) y p? abierto (Lema 3.1.5), tenemos
que p \ p? es compacto. Se sigue que 2 es compacto. Ahora definamos

U: {f € R[X]: f de Eisenstein ,0f =m} — Q
m—1
Xm+ZGij — (am_l,...,ao)

J=0

Notemos que ¥ es una biyeccién. Por otro lado, si IV es una extensién comple-
tamente ramificada sobre M y de grado m, sea Vi el conjunto de todos los po-
linomios de Eisenstein cuyas raices incluyen un generador de N. Del Teorema
3.2.3 tenemos que Vi es no vacio. Demostraremos que es un conjunto abierto:
Sean (ap_1,---,a0) €E VN y F =9 "Ya,_1,...,a). Porla Proposicién 5.9 de
[8] existe ¢ suficientemente chico tal que si G es un polinomio con coeficientes
e-cerca de los coeficientes de F' (es decir que V(G) € B.(am_1,---,0a0)), en-
tonces es un polinomio irreducible y tiene una raiz que genera a N. Se sigue
que Be(am-_1,-..,a0) € Vy.
Notemos entonces que

{U(Vy) : N es completamente ramificada de grado m}

es una cubierta abierta para €2, pues cada conjunto es abierto y para cada
elemento (apy,_1,...,a9) € Q, sean F = U~ Y(a,,_1,...,a9) y « raiz de F, en-
tonces (am—1,...,a0) = ¥(F) € ¥(Vis(a). Por la compacidad de €2 podemos
obtener una subcubierta finita, digamos {¥(Vi,),... ¥(Vy,)}.

Si N es una extensién de de M completamente ramificada y de grado m,
entonces U(Vy) C UL, ¥ (Vy.), luego Vy C UL Ny,. Si f € Vy, entonces
[ € Vu,,, por tanto una raiz de f genera a N y otra a N;, de modo que
N = N,,. Asi, todas las extensiones completamente ramificadas de M son
o bien algin N; o bien algiin campo isomorfo a éste, en total, una cantidad
finita. |

Teorema 3.2.4 Si K es un campo p-ddico entonces una extension L/K es
completa y mansamente ramificada si y sélo si K(a) con a en S raiz de un
polinomio X™ — w, m un generador de p y p 1 n.
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Demostracion: Si L = K (a) como en el enunciado, notemos que X" —7 es un
polinomio de Eisenstein, por el Teorema 3.2.3 la extension es completamente
ramificada. Ademés e(L/K) = [L : K] = n por tanto p { e(L/K) y la
extension es mansamente ramificada.

Supongamos ahora que L/K es completa y mansamente ramificada, y sea
7 un generador de p. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m = II"
puesn = e(L/K). En particular, IT es una raiz del polinomio X" —m. Como tal

polinomio es de Eisenstein es también irreducible, por tanto [K(IT) : K| =n
y como K (IT) C L se sigue que L = K(II). [ |

Corolario 3.2.7 Si L/K es extension finita de campos p-ddicos y M es la
composicion de todas las extensiones mansamente ramificadas de K conteni-
das en L, entonces M /K es mansamente ramificada, y si M # L, entonces
L/M es salvaje y completamente ramificada de grado una potencia p, el ente-
ro primo de p. Tenemos e(L/K) = e1p® conpte; =e(M/K) yp* = [L: M].

Para la demostracién ver [8], Corolario 3 del Teorema 5.29.

Corolario 3.2.8 (Lema de Abhyankar) Sea L una extension mansamente
ramificada sobre K y M una extension finita. Sie(L/K) = e(M/K) entonces
LM es no ramificada sobre K.

Demostracion: Sea Ly el campo intermedio de L/K no ramificado sobre K
maximal como en el Corolario 3.2.3 y escribamos Ly = K(a) con a como
en el Lema 3.2.2. Entonces LoM = M(a). Por el mismo lema, la extension
LoM /M es no ramificada y por tanto

e(LoM/K) = e(LoM/M)e(M/K) = e(M/K),
de donde
€(M/K> = e(LOM/K) = €<LOM/L0>€(L0/K) = €<LOM/L0)

Por otro lado, como Lg/K es la extensién no ramificada maximal se tiene
que L/Ly es completamente ramificada, y como L/K es mansa entonces
lo es también L/Lgy. Por el teorema anterior podemos escribir L = Lo(II)
con II raiz del polinomio X¢ — 7y y generador de B, y 7y es generador
del ideal de valuacién de Ly. Si b € LoM es un generador de su ideal de
valuacién, entonces tenemos my = ub®™/X) con u una unidad del anillo de
valuacién de LoM. Como e = e(L/Ly) = e¢(L/K)|e(M/K), podemos escribir
II° = 1y = ub® con ¢ = e(M/K)/e, entonces (IIb=¢) = u'/¢, donde u'/*
denota a una raiz e-ésima fija de u, y por tanto LM = LoM (I1) = Lo M (u'/¢).

La Proposicién 5.16 de [8] implica que u = Cuy con ¢ raiz de 1 de orden
no divisible por p y u; una unidad del anillo de valuacion de LoM. Como
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p1 e, entonces 1/e € Z,. El Teorema 5.18 de [8] implica que u}/e € LoM. Se
sigue que
LM = LM (u'/¢) = LyM (gl/eu}/ ) — LoM(€)

con & = (/¢ raiz de 1 de orden no divisible por p y por el Teorema 3.2.2 la
extensiéon LM /LoM es no ramificada, luego

e(LM/M) = e(LM/LoM)e(LoM/M) = 1

es decir que LM /M es no ramificada. |

3.3. El grupo de inercia

En esta seccién consideraremos una extensién normal L/K de campos p-
adicos; la notacion para los anillos, ideales de valuacién y campos residuales
de L y K serd como en la seccion anterior. Consideremos la aplicacion

¢: Gal(L/K) — Gal(kr/kk)
oc—oT:a+B—oa+B

Proposicion 3.3.1 ® es homomorfismo de grupos sobreyectivo y su nicleo
es Go={0 € Gal(L/K) :Vy € S, oy =y méd B}.

Demostracion: La demostracién de que es homomorfismo sobreyectivo es
analoga a la de la aplicacion ¢ en la demostracion del Teorema 3.2.1. Para
la afirmacion sobre el nicleo tenemos
ocen(®) &7 =id,
sVyeS aly+B)=cy+B=y+B
Soy=y mbéd B
& o0 € (. [ |

A G es le llama el grupo de inercia de la extension L/ K. Parai =1,2,...
definimos el i-ésimo grupo de ramificacion como

Gi={o€Gy:VyesS, oy=y méd B},

Estos son en efecto grupos: Si 0 € G; e y € S, entonces oy —y € By
por tanto y — oy = o7 (oy — y) € oIBTL C BT Y si 7 € G, entonces
oty —y = (o(ty) — 1Y) + (Ty —y) € B pues Ty € S.

Teorema 3.3.1 Sea L/K una extension normal de campos p-ddicos y sea
G = Gal(L/K). Entonces
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1. Sea Lg el campo intermedio de L/K no ramificado mazimal, enton-
ces mediante la correspondencia de Galois tenemos Ly = L% y Gy =
Gal(L/Ly). El grupo de inercia es normal en G de orden e(L/K) y
G /Gy es ciclico de orden f(L/K).

2. Sea Ly el campo intermedio de L/ K mansamente ramificado mazimal,
entonces mediante la correspondencia de Galois tenemos Ly = L% y
Gal(L/Ly) = G1. Gy es normal en G, es un p grupo (p el entero primo
de p) y Go/G1 es ciclico de orden no divisible por p. Ademdas existe un
encaje de Go/G en k.

Demostracion: 1. Denotaremos a los anillos e ideales de valuacién de L y K
como antes, y sean Sy v B el anillo e ideal de valuacién de Ly.

Sean o € Gal(L/Ly) e y € S. Como la extension L/ Ly es completamente
ramificada se tiene 1 = f(L/Ly) = [k : kr,], es decir que k;, = kr,. En
particular podemos tomar iy’ € Sg C Lo tal que y+B =y +Bo=4y' + By
entonces tenemos

Y+B=9y+B=0y+B=50U/+B)=0cy+B)=0y+B

de este modo oy —y € B, por tanto ¢ € Gy y Gal(L/Ly) C Gy. Para
demostrar que los grupos son iguales demostraremos que tienen la misma
cardinalidad.

Como ky, /kg es extension finita, a ky, le corresponde un tunica extensién no
ramificada sobre K con campo residual ky, (por el Teorema 3.2.1), como kj, =
kr,, por la unicidad éste debe ser precisamente Lg. Por el mismo teorema
se tiene que Lo/K es normal y Gal(Lo/K) = Gal(kr,/K). En particular se
sigue el isomorfismo Gal(Ly/K) = G/Gal(L/Ly) y por tanto

#Gal(L/Ly)#Gal(Lo/K) = #G. (3.2)
Por otro lado, del homomorfismo ® se deduce que
G/G() = Gal(kL/k;K) = GCLZ(/{ZLO/]{ZK> = Gal(Lo/K),

luego #G = #Go#Gal(Lo/K). Por la igualdad anterior y la (3.2) se tiene
#Go = #Gal(L/Ly), por tanto Gy = Gal(L/Ly).
Ademas, como G/Gy = Gal(kr/kk) se sigue que es ciclico de orden

#(G/Go) = #Gal(kp/kx) = [kr : k] = f(L/K)
y también tenemos que

#Go = #G/#Gal(kL/kk) = [L/K]/f(L/K) = e(L/K).
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2. Definimos la aplicacién ¥ : Gy — k} mediante o — o(I1)IT~! + B con
IT € B un generador. Como |oII|, = |II|,, , tenemos que |o(INIT |, =1y en
efecto o(IT)II € S. Ademés para cada ¢ unidad de S, como o € Gy, tenemos
que oe — ¢ € B, entonces o(e)e™! — 1 € B. Por tanto, si consideramos otro
generador de B, éste es de la forma €Il y tenemos

o(ell)(el) ™! = o(e)e to(IDIT! = o(INIT™"  méd B,

de modo que ¥ no depende del generador de B que se tome.
La aplicacién es de hecho un homomorfismo de grupos: Sean o,7 € G,
notemos primero que 7II = €Il para algin € unidad de S, entonces
V(o ) o(r(II)I ' + B = 0( (ID) (71T 7 IDIT + B
o () (eI) (I + B = (o(eIT) (1) + B) (I + B)
V(o) ¥(r)
Se puede calcular que su ntcleo es G1; de modo que ¥ induce un encaje
de Go/G1 en kj. Si es = #VU(Gy), entonces ey | #k5 =1 mdd p, por tanto

p )( €2.

Sea M = L%, demostraremos que M = L;. Para la contencién M C L,
basta ver que M /K es mansamente ramificada: Como Gy 2 G se tiene
Lo C M, ademas

[L: M| = #G1 = #Go/#¥(Go) = e(L/K) /e,

[L: MM : Lo) = [L: Ly] = e(L/Lo) = e(L/M)e(M/Lo).

Se sigue que las extensiones M /Ly y L/M son ambas completamente rami-
ficadas y entonces también lo son L/Ly y Ly/M. También tenemos

er = #V(Go) = #Go/#G1 = e(L/K)/[L : M] = e(L/K)/e(L/M) = e(M/K),

en particular, vemos que M /K es mansamente ramificada.
Para la otra contencion consideremos la torre

KCLyCMCL,CL.

Por el corolario 3.2.7 tenemos e(L/K) = e(L/Ly) = e1p*, con p { ey =
e(L1/K) =e(Li/Lo) y p* = e(L/Ly) = [L : L], ademas

= e(M/K) = e(M/Lqo) = [M : L]

y [L1: M] = [Ly : Lo]/[M : Lo] = e1/es, denotaremos éste valor como e3. Y
por ultimo, [Lo : K| = f(Ly/K) =
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Como p t e, entonces p { ez y por tanto L;/M es una extensién mansa
y completamente ramificada. Por el Teorema 3.2.4 podemos escribir L; =
M (IIy) con II; un generador del ideal de valuacién en Ly, y éste satisface un
polinomio X — ), con my; generador del ideal de valuacién de M.

Si o € G4, podemos escribir oll; — II; = bII? con b € S, entonces

[P =7y = omy = o(II§?) = (o11;)® = (IT; 4 bIT*)*,

si definimos u =1+ % tenemos 1 = u®, el Teorema 5.18 de [8] implica que
u tiene una unica raiz es-ésima, por tanto u = 1, entonces b = 0y oll; = II;.
Asi, o deja fijos a los elementos de L, de modo que L; € L& = M. Se sigue
la igualdad Ly = M.

Para ver la normalidad de G; en G, tomemos 0 € G, 7 € G, yz € S,
tenemos

oro Nz)—xz=0(r (07 (2)) —x
=o(r(c7' (@) -0 () +0 ' (z) —x
=o(r(0c7'(x)) -0 (z)) +oo 'z —2
=o(r (07 (x)) —o ' (2))
como o~ !(z) € S, entonces 7 (07 (z)) — o7 (x) € B2, y

o(r(c7'(2)) =07 (2)) € oB> C B

Por tanto 0G0t C G, y G; < G. Ademés G es un p-grupo puesto que su
orden coincide con [L : Li] = p*.

El encaje de la ultima afirmacién es el ya mencionado V¥, y de éste modo
Go/G se identifica con un subgrupo del grupo ciclico £}, y su orden es

# (Go/G1) = #VY(Gp) = eq, que como dijimos antes, no es divisible por p. B

3.4. Aplicaciones en campos de nimeros

Cuando tenemos una extensién de campos de nidmeros, digamos L/K,
sabemos que dado un ideal primo B < Oy, la interseccion p = B N Ok es un
ideal primo de Ok, y que se puede identificar la completaciéon K, como un
subcampo de la completacion Lg. De este modo, una vez fijos los ideales p y
B, a la extensién L/K de campos de ntimeros le corresponde una extensién
de campos p-adicos.

En esta seccion veremos que clase de informaciéon podemos obtener para
la extension de campos de nimeros a partir de los teoremas que conocemos
de la seccion anterior.
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Proposicién 3.4.1 Un ideal primo B < O es no ramificado (respectiva-
mente manso o salvaje) si y sélo si la correspondiente extension Ly /K, lo
es.

Demostracion: Sean p < Ry B < S los ideales y anillos _de valuacion de K,
y Leg. De la Proposicion 3.1.1 tenemos pR =p y BS = B. Asi

pS = (pR)S = pS = (pO1)S = (BB - B%) S
= (BS)°(B15) -+ (B,5)% = (BS)* =B .

Por tanto ez x(B) = ery /K, (B) = e(Ln/K,) vy el resultado se sigue de las
definiciones. |

Ahora supondremos adicionalmente que la extensién L/K es normal.

Teorema 3.4.1 Sip < Ok es un ideal primo y B < Oy, es un divisor primo
de pOy, entonces la extension Ly/K, es normal, exviste un encaje natural
de Gal(Ly/K,) en Gal(L/K), y el indice de la imagen de Gal(Ly/K,) en
Gal(L/K) es igual al nimero de divisores primos de pOyp,.

Demostracion: Por la normalidad de L/K podemos tomar un polinomio
F(X) € K[X] tal que L es su campo de descomposicién, digamos L =
K(aq,...,a,) con ay, ..., las raices de F'. Entonces

Ly = K, L =K,K(ay,...,0) = Kp(ag, ..., ),

y como F(X) en particular es un polinomio de K, entonces Ly es el campo
de descomposicién de un polinomio en K, y por tanto se tiene la normalidad
de la extension.

Ahora consideremos la aplicacion

Gal(Ly/K,) — Gal(L/K).

ool

Este es el encaje que queremos: primero notemos que en efecto o|;, pertenece
a Gal(L/K), pues a los elementos de K C K, los deja fijos y permuta a las
raices de F' de modo que

or(L) =o(K(ay,...,a.)) =0(K)(oay,...,oa,) C K(ay,...,a.) = L.

Se sabe que si L/K es una extensién algebraica y o es un encaje de L en
si mismo que el Lema 2.1, Capitulo V de [7].
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En nuestro caso, el célculo anterior implica que |z, es un automorfismo
de L. Ademas la aplicacion es un homomorfismo de grupos, y es inyectiva:
En efecto, supongamos que o|;, = idy, en particular para las raices de F
tenemos 0| (o;) = oa; = o, y como en K, es también la identidad se sigue
que lo es en Ky(ayq,...,a,) = Ly, por tanto o = idp,,.

Por 1ltimo, recordemos que por el Teorema 2.2.4 tenemos [L : K| = ref
con r el nimero de divisores primos de pOy,, entonces

(Gal(L/K) : Gal(Ln/Ky)) = #Gal(L/K) /#Gal( L/ K,)
— [L:K]/[Ly : K]
—ref/ef
=r. |

La identificacion de Gal(Lyg/K,) es llamada grupo de descomposicion del
tdeal B. Con ésta identificacion, el grupo de inercia y los de ramificacion
se pueden considerar como subgrupos de Gal(L/K), y en éste contexto los
llamaremos el grupo de inercia y los grupos de ramificacion de ‘B.

Se tiene el siguiente resultado en términos de subgrupos de Gal(L/K).

Proposicién 3.4.2 Sea L/K una extension normal de campos de nimeros.
Sea B < O, un ideal primo, y definamos

G_1(B) ={0 € Gal(L/K) : 08 = B},
yparai=1,2 ...
Gi(B) = {0 € Gal(L/K) : ox — v € B""'Vx € OL}.

Entonces G_1(B) es el grupo de descomposicion de B, G es el grupo de
inercia de B, y G;(°B) el i-ésimo grupo de ramificacion de B.

La demostracién se puede consultar en [8] Proposicién 6.6.

Teorema 3.4.2 Sea L/K una extension normal de campos de nimeros, p <
Ok un ideal primo y B1, By dos divisores primos de pOy, entonces existe

o € Gal(L/K) tal que Go(B3) = 0Go(B1)o L.

Demostracion: Sabemos que existe o € Gal(L/K) tal que By = 0B, (ver
por ejemplo la Proposicién 11, Capitulo I de [6]). Este es el automorfismo
que queremos: Si 7 € Go(*B1) y x € Oy, entonces

oro 'z —x =0 (r(c'a) —o ' +07'x) — 1
(r(o7'z) =0 '2) +2—2

=0 (r(c7'z)—07'2),
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y este tltimo valor pertenece a 08, = B, puesto que otz € Op. Por tanto
oro™t € Go(Bs) vy se sigue la contencién oGo(B1)o~t C Go(Bs).

Para la otra contencién, si 7 € Go(9B3), basta demostrar que 7/ = 07170 €
Go(B1), lo cual se hace de manera andloga a lo anterior. |

El campo intermedio de L/K correspondiente a G_1(*8) mediante la
teoria de Galois se denota como K_; y es llamado campo de descomposi-
cion de B. Similarmente definimos Ky el campo de inercia de B, y K; el
1-€ésimo campo de ramificacion de B.

Teorema 3.4.3 Sea L/K una extension normal de campos de nimeros. Fi-
jamos B < Or, un ideal primo yp = BN Ok, denotaremos B; = BNOk, con
i =—1,0,1,..., p el entero primo de p, y escribimos e /x(B) = e = eop™
conpteo y f = fo/yx(B). Entonces
1. En K_y tenemos ex_, /x(B_1) =1 = fx_,/k(B_1). Ademds K_; es el
mayor subcampo con estas propiedades.

2. En K, tenemos ek, k(Bo) = 1.

Demostracion: 1. Demostraremos que K, coincide con (K_;)g ,. La con-
tencion K, C (K_;)s_, ya se tiene. Sea z € (K_1)p_,, podemos asumir
que es de la forma z = limx,, con (z,) una sucesién en K_; = L. Con
o € Gal(Ly/K,) = G_; tenemos

ox =o(limzx,) =limozx, = limz, = x,

por tanto z € Lgal(L%/Kp) = K,. Asi, tenemos también (K_;)p , C K,.

De este modo tenemos ex_,/k(B_1) fx_,/xk(B-1) = [(K_1)s_, : K] =1,
de donde se sigue la primera parte del enunciado.

Si M es otro campo intermedio con estas propiedades, y B, < Oy es su
ideal de valuacion, entonces también se tiene My,, = K,. Six € M C My,
yo € G_; = Gal(Ly/K,) = Gal(Ly/Msy,,) entonces ox = x, por tanto

r € L¢1 = K, de modo que M C K_;.

2. Demostraremos que (Ko)m, C LG Si z € (Ko)w,, digamos = = lfm z,,
con (x,) sucesién en Ky = L% y o € Gy, entonces

r=limz, =limox, =climx, = ox,

de este modo x € Lgo y se sigue la contencién deseada. Por 1. del Teore-
ma 3.3.1 sabemos que Lgo es el campo intermedio de Ly /K, no ramificado
maximal, y ademas

1= e(Lg/K,) = e(Lg /(Ko)m)e((Ko)m, /Kp).
Se sigue que 1 = e((Ko)wp,/K,) = e(Ko/K)(Bo). [ |






Capitulo 4

Altura de niimeros algebraicos

4.1. La férmula del producto

Sea K un campo de numeros. La formula del producto establece que para
cada elemento no cero de K, el producto de todos sus valores absolutos posi-
bles en K (salvo equivalencia) es igual a 1. Para poder llegar a este resultado
es necesario fijar de alguna forma los valores absolutos que consideraremos,
es decir, de cada clase de equivalencia de valores absolutos sobre K fijaremos
un representante.

En Q fijamos los siguientes valores absolutos: | |, el usual, y para cadap €
Z primo fijamos | |, el valor absoluto p-adico. Por el Teorema 2.1.1, cualquier
otro valor absoluto sobre QQ es equivalente a alguno de éstos. De este modo
podemos considerar el conjunto de representantes Mg = {00,2,3,5,...},
donde p € My representa al valor absoluto | |,.

La férmula del producto en Q dice lo siguiente:

Teorema 4.1.1 (Fdrmula del producto para Q) Para cada x € Q* se tiene

H ], = 1.

PGM@

1 am
Demostracion: Sea x € Q*, digamos = = £%:"% con los pjs y ¢js primos
q

a'q

distintos, entonces tenemos: |z|,, = (1/p;)* = 1/p"; |z|q, = (1/g;) P = qu;

OLI o
Py --Pm

7|00 = 25751 ¥ |2|p = 1 para todo p # p;, g;,00. De este modo se tiene
1 4
1 1 L pom
H _ s P P
|.I’|U— Oél"’qull"'qllﬁl—ngl_]" [ |
vEMg m 4@ ---q

49
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Proposicién 4.1.1 Sean L/K una extension de campos de nimeros y | |,
un valor absoluto sobre K. Si | |w,,---,| |w, son las distintas extensiones a
L yx e L, entonces

m

Nij(@) =[] Newyro@) v Towle) = To, i, (@)
=1

i=1

La demostracién se puede consultar en [8], corolario de la Proposicién 6.1.
Ahora, sea K campo de ntumeros, en la Seccién 2.1 aprendimos que un
valor absoluto | |, en Q tiene una cantidad finita de extensiones a un valor
absoluto sobre K. De este modo, si en (Q consideramos el valor absoluto usual
| |00, éste tiene una cantidad finita de extensiones a un valor absoluto sobre
K, alos cuales les llamaremos valores absolutos infinitos. Si | |, es un valor
absoluto p-adico, el Teorema 2.2.2 nos dice que sus extensiones son p-adicos
correspondientes a los divisores primos de pOg. Cualquier otro valor absoluto
sobre K es equivalente con alguno de los ya mencionados. Asi pues, en K
podemos fijar el conjunto de representantes My = {infinitos} U {p-ddicos}.

Teorema 4.1.2 (Fdrmula del producto) Para cada x € K* se tiene
I =l =1,
vEMK

donde d, es el grado local de K sobre Q respecto a v, es decir, d, = [K, : Q)]
con v extension de p.

Demostracion: Primero notemos que en particular x es un elemento de K,
y por los Teoremas 2.1.5 y 2.1.8 se tiene |z|® = |Ng, /g, ()], luego

IT =10 II 1= ) =11 | II Wewe, (@)

veEMp pEMg \vEMk ,v|p pEMg |veMg v|p
— I Wale)l, =1
pEMQ
donde la notacién v|p significa que | |, es extension de | |,. |

4.2. La funcion altura

Sean K un campo de nimeros y a € K un elemento. Se define la altura
de o sobre K como

Hy(a) = [] max{1|of,}",

vEMK
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similarmente definimos la altura logaritmica de o sobre K como

hi(a) = dylogmax{1, |al,}.

vEME

Ejemplo: Sean K = Q, o = § € Q con (a,b) = 1y en este caso notamos
que d, = 1 para cada p € Mgp. Entonces calculamos
a
3, IL o
pEMQ

s
Hay (%) -1I méx{l,‘%p} -1I maX{L
pGMQ pEM@

donde la segunda igualdad se sigue de la férmula del producto aplicada a b.

Ahora,
I1 méx{l,’%‘p} IT bl = T méx{ (bl al,}-

pEMg pEMg pEMg

Si p € Mg es un nimero primo que divide a a, entonces v,(a) > 1

o 1 vp(b) o

vp(a)
(}1—7) " < 1. En este caso p { by por tanto |b|, = (p) =

1

p
De este modo tenemos max{|b|,, |al,} = 1. Similarmente, si p|b o p
obtiene el mismo resultado. Por tanto

a , £
o (£) = TT méx{bh lal} = mix{lloc lal

pGMQ
También tenemos que hg($) = log (max{|b|s, |a|oc })-

Proposicion 4.2.1 FEziste solo una cantidad finita de racionales con altura
acotada.

Demostracion: Sea T € Rxq. Por el ejemplo anterior, h(}) < T sélo si
max{|a|oo, [bloc} < T. Como a y bson nimeros enteros, s6lo hay una cantidad
finita de posibilidades para a y para b. [ |

Sea L/K una extensién de campos de nimeros. El siguiente lema nos dice
de qué forma se relacionan hg v hr:

Lema 4.2.1 Sean L/K extension de campos de nimeros y o« € K. Entonces
hr(a) = [L: Klhg(a). En Particular Hy (o) = Hg (o) 5D,

Demostracion: Para p € Mg, v € Mk y w € My, tal que w|v y v|p podemos
identificar Q, C K, C L, por tanto d, = [Ly, : Q,] = [Ly : K,][K, : Q) =
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(L, : K,]d,. Para o € K tenemos

hi(a) = Y dylogméx{l,lal,} = > | Y dy,logmix{L,|al,}

weMf, veEMy wlv

=Y [ D Lw: K,]dylog méx{1, |al,}
vEM wlv

— Z Z[Lw:[(v] d, logmax{1, |a,} | ,

veEMK wlv

que por la afirmacion final del Teorema 2.1.10,

= Y [L: K]dylogméx{1,|al,} = [L: K] ) d,logmax{1,|af.}

’UEMK ’UEMK

= [L: K]hg(«a). [ |

A continuacién definiremos la funcién altura sobre una cerradura alge-
braica de Q fija, la cual denotaremos mediante Q%. Sea a € Q% es decir
algebraico sobre Q. Se define la altura (absoluta) como la funcién

H:Qa—)Rzo
1

a— Hi(a)FQ

donde K es cualquier campo de ntimeros que contiene a «. Similarmente, se
define la altura logaritmica (absoluta) como la funcién

h:@a%RZO

1
a— ——hg(a)

(K : Q)

definimos la altura (absoluta) de o como H () = HK(a)ﬁ con K campo

de nimeros que contiene a «. Similarmente definimos la altura logaritmica
(absoluta) como h(a) = %@hK(a).

H y h estan bien definidas, es decir que no dependen de la eleccién del
campo de numeros. En efecto, supongamos que K; y K5 son dos campos de
nimeros que contienen a «. Podemos considerar un campo de nimeros L
que contenga a K; y Ky (por ejemplo la composicion K;Ks). Por el lema
anterior se tiene que

hi, (@) hi(a) _ hela) hi(a) _ I (a)

[K,:Q] [L:K|K,:Q [L:Q [L:Ky[K::Q] [Ky:Q]
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Teorema 4.2.1 La funcion altura h tiene las siguientes propiedades:
1) hla) > 0;
2) h(ag...oq) < h(og)+ -+ h(o);
8) h(ar + -+ ar) < h(ar) + -+ hag) + log(l);
4) h(a™) = |nlh(a), conn € Z y | | el usual;
5) Para cada o € Gal(Q*/Q), h(a) = h(oa).

Demostracion: Durante la demostracién supondremos que K es un campo
de ntimeros que contiene a aq, ..., qq, Q.

1) Se sigue de la definicion.

2) Por definicién tenemos

1
(K : Q)

h(og ... .qp) = Z d,log max{1, oy ... |y}

vEME

Notemos que para cada v € Mg se tiene
lag .. aqly = |adly - - - gl < max{l, ||y} ... max{1, |oy|,}.
De donde se sigue que
max{1, oy ... |y} <max{l,|ai|,}.. . max{1, ||, }.

Por tanto

hag .. ap) < dylog (max{1, |on|,} ... médx{1, |al,})

vEMK

I
1

— Z 70 Z dy log max{1, |a|, }
i=1 ’

vEME
l
=1

3) Sea v € Mk. Si | |, es no arquimediano, tenemos

‘Oél 4+ -+ Oél‘v S méx{]al\v, ceey ]al|v} S lméx{]al\v, cey ’Oél’v},
y si | |, es arquimediano

lar + -+l < Joaly + -+ |l < Iméx{|oqly, ..., ]}
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En ambos casos se sigue que
o + -+ oy < Iméx{|ono, . oo} < ] [ max{1, os],}.
En particular

!
max{1, |og + -+, < leéX{la |cvilo}-

i=1

Ahora calculamos,

1 .
h(ay + -+ 4+ ap) = m Z dy, logméx{1, |aq + ...y}
’ vEMK
Z d, log (leaX{l |l }>
’UGMK
Z d, <logl+210gmax{1 ||y })
veM

logl Z dy + Z dy Zlogmax{l |ailo},

’UGMK =1

que por el Teorema 2.1.10, se obtiene

l
=logl+ Y Y d,logmax{l, |a].}

=1 vEMg

I
=logl + Z h(a).

i=1

4) Supongamos primero que n > 0. Tenemos max{1, |a"|,} = max{l, |a|}} =
méax{1, |a|,}", por tanto

h(a™) =

’UEMK

— Z d,log méx{1, |a|,}

vGMK



4.2. LA FUNCION ALTURA 55

Sin < —1, en particular —n > 0, tenemos h(a™) = h((a™')™") = —nh(a™1).
Por tanto en este caso basta ver que h(a) = h(a™!). Para este fin, notemos
que logméx{1, |a|;'} = —logmin{1, |a|,}, entonces calculamos

1
(K : Q)

1
=—— > d,(logmax{1, |a|,} + logmi{1, |af,})

veEMg

1
— % Q Z log |al,

vEME

1 d
70 10g< 1T |a|v”)

veEMg
= 0.

h(a) — h(a™") = Z d, (log méx{1, |a|,} — logmax{1, |al,'})

vEME

Por tltimo, en el caso n = 0 tenemos h(a’) = h(1) = hg(1) = log(1) =0 =
Oh().

5) Sea 0 € Gal(Q*/Q) un automorfismo fijo. Denotaremos o = o|k. en
particular se tiene que o € Gal(K/Q). Definimos una aplicacién

MK—>MK
v = v

con |z|ye = |ox|,. Esta aplicacién es una biyeccién (su inversa es v — v ).

Asi,

h(oa) = Z log max{1, |ocal,} = > dylogméx{1, |al,}

vEM [ @ veEMK

2} = h(a). n

[ ’UEMK






Capitulo 5

La propiedad de Northcott

Sea A C Q* un conjunto de nimeros algebraicos. Decimos que A tiene la
propiedad de Northcott si para cada T" € R+ el conjunto

AT)={ae A: h(a) <T}

es finito.

Probaremos que si K es un campo de ntimeros entonces tiene la propiedad
de Northcott, éste serd el Corolario 5.1.2. Por tanto se plantea el problema de
si existen extensiones algebraicas infinitas sobre Q que tienen la propiedad de
Northcott. Bombieri y Zannier en [1] construyen una extensién infinita que
tiene esta propiedad. El propédsito de este capitulo es exponer este resultado.

5.1. El lema de Northcott

Un primer resultado acerca de la propiedad de Northcott es el siguiente:

Lema 5.1.1 (de Northcott): Para d € Z>y fijo, el conjunto A = {a € Q*:
[Q(«) : Q] = d} tiene la propiedad de Northcott.

Demostracion: Sean T € R fijoy @ € A con h(a) < T. Consideremos
f(X) = Irr(a,Q)(X) € Q[X], digamos f(x) = X+ a; Xt + -+ +aq. Si

o] = a, o, ...,a4 son todas las raices de f, las relaciones de Vieta nos dicen
que
d
— Zai = a; Z ;0 = ag;  etc.
i=1 1<i<j

57
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Tomemos, por ejemplo, la primera igualdad y calculemos la altura de a;: Por
3) del Teorema 4.2.1 tenemos

h(ar) = h <— Zaz’) < Z h(a;) + log(d),

y notando que cada «; es la imagen de a respecto a algin automorfismo de
Gal(Q*/Q), por 5) del mismo teorema tenemos

> h(a;) +1log(d) = > h(a) + log(d) = dh(a) + log(d) < dT + log(d).

i=1 i=1

De este modo, la altura de a; esta acotada por d1'+log(d), que estd fijo. Por
la Proposicién 4.2.1 tenemos opciones finitas para a;. Similarmente, con el
resto de las relaciones de Vieta, se deduce que hay opciones finitas para cada
coeficiente de f y por tanto para f mismo. Se sigue que hay s6lo una cantidad
finita de elementos a € A con h(a) < T, es decir, A tiene la propiedad de
Northcott. |

Corolario 5.1.1 A = {a € Q* : [Q(«) : Q] < d} tiene la propiedad de
Northcott.

Demostracidn: Para T € Rsq fijo notemos que A(T) = UL, A;(T) con
A ={a e Q:[Q(a) : Q] =i}. Por el lema cada A;(T) es finito, por tanto
lo es también A(T). |

Corolario 5.1.2 Todo campo de niumeros K tiene la propiedad de Northcott

Demostracién: Supongamos que [K : Q] = d, entonces K C A con A defi-
nido como en el corolario anterior, entonces K(7T') C A(T), y este dltimo es
finito por el corolario, por tanto también lo es K (7). [

Por 1ultimo, se tiene la siguiente aplicacion del Lema de Northcott.

Lema 5.1.2 (de Kronecker): h(a) =0 si y solo si « =0 o a una raiz de 1.

Demostracion: Si o = 0 se sigue que h(a) = 0. Supongamos que « es raiz de
1, digamos " = 1 con n € N, entonces 0 = h(1) = h(a") = |n|oh(a), esto
ultimo por 4) del Teorema 4.2.1. Se sigue que h(a) = 0. Reciprocamente,
supongamos que h(a) =0y « # 0. Notemos que para todo n € N h(a") =
In|och(a) =0y que o™ € Q(a), de este modo, para todo T € R. tenemos

{1,a,0% ...} CQ(a)(T)
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y como en particular Q(«) es un campo de nimeros, el corolario anterior
dice que Q()(T) es finito. Se sigue que {1,a,a?, ...} es finito, es decir que
existen [,m € N tales que o' = ™. Supongamos que [ < m, entonces para
n =m — [ se tiene " = 1. |

(d)
5.2. Los campos K@ y K,

Dada una familia de campos K tal que cada K € K esta contenida en un
campo mas grande L, definimos su composicién como

n

Comp(K) = {Zailam cea, n <00, a; € Ky, K € /C}.

i=1

Este es el menor subcampo de L que contiene a cada K € K.
Sea K un campo de numeros. Para d € Z>, consideramos las siguientes
familias de campos:

L@ = {L extensién de K : [L: K] < d},

y
Effll,) = {L extension abeliana de K : [L: K| < d}.

Definimos K® como la composicién de la familia £@. Similarmente, de-
finimos K C(LZ) como la composiciéon de ﬁij)' El resto del capitulo se centra
en estudiar algunas propiedades de estos campos. El teorema principal nos
dice que K((LZ) tiene la propiedad de Northcott. Fijemos K® una cerradura
algebraica K, en adelante trabajaremos dentro de este campo fijo.

Proposicién 5.2.1 K@ es una extension normal sobre K.

Demostracién: Se sabe que si todo encaje o de K@ en K que restringido a
K es la identidad resulta ser un automorfismo de K (9 entonces la extensién
K@ /K es normal (ver por ejemplo el Teorema 3.3, Capitulo V de [7]). Con-
sideremos entonces ¢ un encaje con las hipétesis anteriores. Demostraremos
que es un automorfismo de K.

Notemos que si L € £@ entonces oL € LY pues [cL : K] = [L: K| < d.
De manera que si a € K@, digamos a = ) . aj1a;2 . .. G cOn a;; € Lj € LD,

entonces se tiene
oo = Z(aaﬂ)(aaig) o (oapm)
i

con o € oL; € LD por tanto oo € K@, Se sigue que 0 K@ C K@, De
este modo tenemos una extensién algebraica K¥ /K y un encaje o de K?
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en si mismo que restringido a K es la identidad. Con dichas hipotesis el Lema
2.1, Capitulo V de [7] afirma que o es un automorfismo. [ |

Proposicién 5.2.2 K(g) es una extension abeliana sobre K.

a

Demostracion: Demostraremos primero que es normal. Sea ¢ un encaje de
ng) en K* tal que 0|k = idx. Notemos que si L € Efj,) entonces oL € 5[%),
pues los grupos Gal(L/K) y Gal(o L/ K) son isomorfos mediante la aplicacion
7+ 7o~ L. Por tanto oL es extensién abelianade K y [oL : K| = [L : K| < d.
Con un procedimiento idéntico al de la proposiciéon anterior obtenemos que

K (EZ) es normal sobre K.
Ahora consideremos o, 7 € Gal (K C(Lff)/ K > Notemos que si L € ,C((fll)) en-

tonces 0|, 7| € Gal(L/K). Si a € Kég), digamos « = ). ;1 ... iy cON
a;; € L; € ij?, como cada L; es abeliano sobre K tenemos

ToOQ = Z(T|L0|Laﬂ) oo (7o Laim) = Z(O‘|LT|LCI,¢1) o (olLT|Laim) = oTa,

% 7

por tanto Gal (K L(lz) /K ) es abeliano, es decir, la extension es abeliana. [ |

Proposicién 5.2.3 Los campos K@ y Kéz) son extensiones infinitas sobre
K.

Demostracion: Como K LEZ) C K@ basta demostrar que K C(;;) es infinita sobre
K. Sea p; € Z un primo que no se ramifica en K, y fijemos p; < Ox un
divisor primo de p;Ok. Notemos que el polinomio X2 — p; es de Eisenstein
respecto a py, pues p; € py, v si fuera el caso que p; € p?, entonces p?|[pOx
que contradice la no ramificacién de p;. Por el criterio de Eisenstein (Teorema
1.2.3) el polinomio es irreducible y por tanto [K(y/pr) : K| = 2.

Como K (,/pr) es también un campo de niimeros podemos tomar p, € Z
primo que no se ramifica en éste. Si fijamos py < Oy 5 divisor primo de
ngK(\/i), entonces el polinomio X2 — py es de Eisenstein respecto a p,. El
argumento es idéntico al anterior. Se sigue que [K(\/p1,/D2) : K(\/P1)] = 2
y por tanto [K(\/p1,/p2) : K] = 4.

Inductivamente, si n € N esta fijo, podemos encontrar py,...,p, € Z
primos tales que [K(/p1,...,+/Pn) : K] =2" > n.

Ademas, notemos que K(,/p;) € E((;l?, de modo que

K,y = Comp(Ly;))

' D Comp(K(y/pi):i=1,...n)
= K(\/P1,---s/Pn)-
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Como el grado de K (/p1,--.,+/Dn) sobre K es mayor a n, entonces también

lo es el de K C(LZ), se sigue que tal grado no se puede acotar y por tanto es
infinito. |

Proposicién 5.2.4 Sea | |, un valor absoluto sobre K y supongamos que | |,
se puede extender a un valor absoluto | |, sobre K? entonces el grado local

[(K@D), : K,] es finito.

Demostracion: Si | |, es arquimediano, por el Teorema de Ostrowski (2.1.4)
se tiene K, = R o C, lo mismo sucede para (K@®),, y por tanto [(K®),, :
K,] =1 0 2. No hay nada que demostrar en este caso.

Supongamos entonces que | |, es no arquimediano. Si L € £ y denotamos
por | |, a la restriccion de | |, a L, notemos que [L, : K] < [L: K] <d, por
tanto tenemos

K@ = Comp(£Y) C Comp{L, : L € L9} C Comp{F : [F: K,] <d} = F".

Por otro lado, del corolario 3.2.6 K, tiene s6lo una cantidad finita de exten-
siones de grado menor o igual a d, es decir que r = #{F : [F : K,] < d}
es finito, asi [F' : K,] < dr. En particular F’ es un campo p-adico (por 3.
del Teorema 3.1.2) y por tanto completo, como K@ C I’ el Teorema 2.1.2
implica (K@), C F' y asf

(K@D, : K,) < [F': K, <dr,

es decir, el grado local [(K?),, : K,] es finito. [ |

Ahora enunciamos el resultado principal de esta tesis:

Teorema 5.2.1 Para d > 2 fijo, K(EZ) tiene la propiedad de Northcott.

La demostracién de este teorema se presentard en la seccién final de este
capitulo.

5.3. Algunos calculos preliminares

En esta seccién se demostraran algunos lemas que se utilizaran en la
demostracién del Teorema principal (5.2.1). Serd 1til la siguiente definicién:

Si G es un grupo y 1 su elemento identidad, definimos el exponente de G
como el menor entero positivo e tal que para todo g € G se tiene g° = 1. Lo
denotaremos como exp(G).

Lema 5.3.1 1. Si H < G, entonces exp(H)| exp(G).



62 CAPITULO 5. LA PROPIEDAD DE NORTHCOTT

2. Si H QG, entonces exp(G/H)|exp(G).
3. Si G =Gy x Gy yexp(Gh),exp(Ga)|n, entonces exp(G)|n.

En los siguientes tres resultados consideraremos K un campo arbitrario.

Teorema 5.3.1 Sea K un campo, si f(X) € K[X] tiene n raices distintas
en su campo de descomposicion L, entonces Gal(L/K) es isomorfo a un
subgrupo del grupo simétrico S, y su orden es un divisor de n!.

Demostracion: Sea A = {ai,...a,} el conjunto de raices de f. Si o €
Gal(L/K), entonces éste permuta las raices de f, es decir que o(A4) = A.
Podemos definir la aplicacion

Gal(L/K) — Sa

o als,

ésta es un homomorfismo de grupos, y es inyectivo pues si o|g, = id4 significa
que deja fijas a las raices de f las cuales generan a L sobre K entonces o es
la identidad en L. Por ultimo solo hay que notar que Sy = S,,. ]

Lema 5.3.2 Sean E, L extensiones abelianas sobre un campo K, si K y L
son subcampos de un campo comun, entonces la composicion EL es abeliana
sobre K.

Demostracién: La composicion EL es de Galois sobre K (Teorema 1.4,
Capitulo VI de [7]), y notemos que para cada ¢ € Gal(FL/K) tenemos
olg € Gal(E/K) y ol € Gal(L/K). Ast que si 0,7 € Gal(EL/K) y
xr =) el; tenemos

oTI = Z(U|ET\E61~)(0|LT|Lli) = Z(T’EU|E6i)(T|LU|Lli) =T0I. [

7 7

Teorema 5.3.2 Sea L/K una extension finita de Galois, Gal(L/K) = Hy X
-+ x H,, producto de grupos, y sea L; = LT >lidbxxtHm ol compo fijo del
grupo producto con {id} en el i-ésimo factor. Entonces L;/ K es de Galois,
LH_lﬂ(LlLZ):K, yL:Lle

Para la demostracion se puede consultar el Corolario 1.16, Capitulo VI de
[7].

Corolario 5.3.1 Con la notacion del teorema, si cada H; es ciclico y ademdas
exp(Gal(L/K))|D, entonces L es la composicion de extensiones ciclicas de
K de grado a lo mds D.
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Demostracion: Definamos F; = L. Tenemos las siguientes contenciones:

Hy C Hy x {id} x -++ x Hp,, Hy X Hy x {id} X -+ X Hp,, ...
Hy C{id} x Hy X -+- x Hp,, Hy X Hy x {id} x -+ X Hp,, ...

H,, C{id} x Hy X --+ X Hy,, Hy x {id} X H3 X -+ X Hp,, ...
que por la teoria de Galois implican las contenciones

EyD Ly Ls.... L,
E22L17L37"'7Lm

E,DL,Ly,...,Ly,_1.
De este modo tenemos
By By 2Ly Ly=L2E By,

por tanto L es la composicién de las extensiones ciclicas E; de K de grado
#H;. Y ademas se tiene

#H; = exp(H;)|exp(Gal(L/K))|D.
De donde #H; < D para cada i. |

En los siguientes cuatro resultados consideraremos K un campo de niime-
roS.

Lema 5.3.3 Sea K un campo de numeros y a algebraico sobre K. Si K(a)ffé)

tiene la propiedad de Northcott, entonces también la tiene Kéi).
Demostracion: Demostraremos que Kég) CK (a)ﬁfé): Sea L € E((;?, notemos
que L(«)/K(a) es una extensién abeliana y [L(«) : K(«)] < [L: K] < d. De
este modo

L(«a) € {F extensién abeliana de K(«) : [F': K(a)] < d}.
Sea x € K éz), entonces x pertenece a una composicion finita Ly --- L, con
L; e E((j,), y asi

rx€ly--- L,
C Ly(a) -+ Ly(a)
C Comp ({F extension abeliana de K(«) : [F: K(«a)] < d})
d
= K(a),j.
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Por tanto se tiene la contencion deseada, ahora sélo notemos que para todo
T € R.0 se tiene

(BeKY np)<TyC{pe K@) np) <T},

a

si el conjunto de la derecha es finito, entonces también lo es el de la izquierda.l

Lema 5.3.4 Sean a € Kéz) y L = K(«a), entonces L/K es una extension
finita, normal y el exponente de Gal(L/K) divide a D = d!.

Demostracion: Para la finitud no hay nada que demostrar. Como K C
L CK i?f) y K (EZ) /K es abeliana, entonces también lo es L/K puesto que
~ d d
Gal(L/K) =~ Gal(KY /K)/Gal(K /L).
Ahora, podemos suponer que o« € Lq---Lg con L; € ESZ). Tenemos la
torre K C L C Ly--- Ly y con un argumento idéntico al de L tenemos que

Ly --- Ly es abeliano sobre K. En particular tenemos

Gal(Ly -~ L,/ K)

Gal(L/K) = Gal(Ly - L.JL)

Por 2. del Lema 5.3.1, para ver que el exponente de Gal(L/K) divide a D
basta ver que el exponente de Gal(L; -- - Ls/K) lo divide.

Se sabe que Gal(Ly -+ Ls/K) < Gal(Ly/K) x -+ - x Gal(Ls/ K) (ver Teo-
rema 1.4, Capitulo VI de [7]). Por 1. y 3. del Lema 5.3.1 basta demostrar
que el exponente de cada Gal(L;/K) divide a D.

Como L;/K es normal, existe f € K[X]| tal que L; es su campo de
descomposicién, y éste tiene n = 0f < d raices distintas en L;. El Teorema
5.3.1 implica que

exp(Gal(L;/K))|#Gal(L;/ K)|n!|d! = D. [

Lema 5.3.5 Sean L/K una extension de Galois abeliana de campos de nime-
ros tal que exp(Gal(L/K))|D = d!, p un ideal primo de Ok y p su entero
primo. Si p > d, entonces p es mansamente ramificado en L/K.

Demostracion: Por el Teorema 2.2.4 podemos suponer una factorizacién
pOp = (B --B,)° con los B; distintos. Hay que demostrar que p { e.
Supongamos que si lo divide. Si escribimos Gal(L/K) como producto de
grupos ciclicos, digamos H; X --- X H,, tenemos

plellL: K] = #Gal(L/K) = #H, - - # Hp,
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entonces para algin ¢ entre 1 y m
pl#H; = exp(H;)| exp(Gal(L/K))|D = d!,
por tanto p < d. |

Lema 5.3.6 Sea p < Ok un ideal primo y K, la completacion de K respecto
al valor absoluto p-ddico | |,. Si L/ K es una extension finita y B es un divisor
primo de pOp, entonces la completacion de Ly de L respecto al valor absoluto
B-ddico | |s es la composicion de L y K,.

Demostracion: Sea {ai,...,a,} una base para L como K-espacio vectorial.
Definimos L; = a1 K, + -+ - + a, K. Se tiene que L C L; C Lg, y se puede
demostrar que L; es cerrado en Ly. Como L es denso en Ly se sigue que de
hecho Ly = L.

Por otro lado, es claro que L, K, C Lg, y si Ly es un campo que con-
tiene a L y K, entonces éste contiene a L; = Lg. De este modo Ly es el
menor campo que contiene a L'y K, es decir que Ly = LK, |

Por tdltimo, en el siguiente resultado consideraremos K un campo p-adico.

Lema 5.3.7 Si L/K es una extension no ramificada de campos p-ddicos y
f(X)=X"+a; X" ' +---+a, 1 X +a, es un polinomio de Fisenstein sobre
K, entonces es también de Eisenstein en L.

Demostracion: Denotemos p < Ry B < S a los ideales y anillos de valuacién
de K y L respectivamente. Notemos que p C B y B2 N R = p?, por tanto
ai,...,a, €p C By a, ¢ B2, pues de lo contrario a € B*N R = p2. [ |

5.4. Demostracion del teorema

Por el Lema 5.3.3 I))odemos suponer que V1 € K con D = d!. Sean
T €Ropfijoy a € K con h(a) < T. Denotemos K(«) = L, por el Lema
5.3.4 L sobre K es ﬁmta, abehana y de exponente que divide a D.

Sea p € Z un primo que no se ramifica en K, cuya existencia se garantiza
por el Corolario 1.4.2. Sea p < Ok uno de los divisores primos de pOf. Como
L/K es de Galois se tiene la factorizacién pOj, = (B ---B,)° con los B;
ideales primos de O, distintos (Teorema 2.2.4).

Si p > d entonces p es manso en L/K (Lema 5.3.5). Por tanto, B; di-
visor de pO es mansamente ramificado en L/K y por la Proposicién 3.4.1
Ly, /K, es mansamente ramificada, en particular el campo intermedio de
Lsy, /K, mansamente ramificado maximal es precisamente Lg,. Mediante la
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identificacién del grupo de inercia y los grupos de ramificacién de Ly, /K,
en Gal(L/K) vista en la Seccién 3.4 y por 2. del Teorema 3.3.1 tenemos que
G1(%B;) = Gal(Ls,;/Ls;) = (id) y Go(B;) = Go(B;)/G1(B;) es ciclico de
orden e. En particular tenemos

e = #Go(B;) = exp(Go(B;))| exp(Gal(L/K))|D.

Ahora consideremos el polinomio X¢ — p € K[X] y fijamos una raiz 6 de
éste. Tenemos la torre L(0) O K(0) O K. Sea q < Okg) un divisor primo
de pOk ) v D < Opp) un divisor primo de qOpg). Del Lema 5.3.6 podemos
notar que L(f)p = Ly(0) con B =DN0OL y K(0), = K,(0).

Como X*° — p es un polinomio de Eisenstein en K, por el Teorema 3.2.3
K,(0)/ K, es completamente ramificada, asi

exo)/k(q) = e(Ky(0)/K,) = [K5(0) : Ky] =e.

Por otro lado, Ly es mansamente ramificado sobre K, pues B es uno de los
divisores de pOy,, K,(0)/K, es finita, y e(Ly/K,)|e(K,(8)/K,). Por el Lema
de Abhyankar (Corolario 3.2.8), LuK,(f) = Lg(f) es no ramificada sobre
K,(0), y por tanto erw) ko) (D) = e(Ln(0)/K,(0)) = 1. Se sigue que para
cualquier divisor primo © de pOy, )

er)/k (D) = erw)/x6)(D)ex)/x () = ex@)/x(q) = e

A continuacion se demostrara que K (¢)/ K es de Galois. Como e g)/x(q) =
e = [K(0) : K], en particular se sigue del Teorema 2.2.4 que pOkg) = q°, es
decir que q es el tnico divisor primo de pOk g).

Notemos que si ¢ es una raiz e-ésima primitiva de 1, como V1 € K y
e| D, entonces K (0) es el campo de descomposicién de X¢ —p, pues todas sus
raices son de la forma ("0 con r = 0,...,e — 1 y éstas pertenecen a K (0).
En particular K(0)/K es de Galois y su grupo de Galois es Gal(K (0)/K) =
{00,...,061}, donde o, : 0 — ("0, que podemos notar, es abeliano. Por el
Lema 5.3.2 se tiene que K (0)L = L(0) es abeliano sobre K y por el Teorema
3.4.2 los grupos de inercia de los diferentes divisores de pOy,g) son conjugados
unos de otros. Se sigue que todos los grupos de inercia coinciden. Denotemos
a este grupo comtiin como I, y sea U = L(6)! el campo fijo de I mediante
la correspondencia de Galois de L(f)/K. Con un argumento andlogo al de
L/K se observa que U/K es abeliano.

De 2. del Teorema 3.4.3 p es no ramificado en U y por 1. del Teorema
3.3.1 [L(0) : U] = #Gal(L(0)/U) = #I = e.

Como pOp gy = q°, se deduce que pOynk () = qSUmK“)/K(qO) con g el tinico
divisor primo de pOpnk ) ¥ por el Teorema 2.2.1 se deduce [UNK(0) : K| =
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eunk(0)/k (9o). Por otra parte, p es no ramificado en U, asi que si Dg es un
divisor de pOy, en particular es divisor de qoOy y se tiene

eunk(0)/k (90) = eu/x (D) /evvnk @) (D) = 1,

se sigue que K = U N K(0). Notemos que X¢ — p € U[X] es irreducible (si
tuviera una raiz en U, ésta estarfa en U N K(0) = K, lo cual es imposible),
entonces [U(#) : U] = e, y como U(f) C L(f) y ambos son de grado e sobre
U se deduce que U(#) = L(6). Como ademéas o« € L C L(0) = U(#), entonces
escribimos a o como elemento de U(#) mediante

a=Po+ b0+ + Ber0"

con B; € U.
Estimemos la altura de los sumandos 3;67. Notemos primero que

e—1 e—1

To@yw (@) =) ¢767 =07 "¢,

r=0 r=0

pues los conjugados de # son ("0 y por tanto los de 67 son (767, Si j = 0
tenemos Ty g)0(67) = e; y si j no es multiplo de e, entonces Ty g)v(67) = 0.
En efecto, con j = 0 tenemos Ty p),v(0°) = Ty w(l) = e; y para e 1 j,
digamos j = em + [ con 0 < [ < e tenemos

e—1 e—1 e—1

T =057 = 03 3 ¢romsnt = g1 3 ¢
r=0 r=0 r=0

1= Cel

:9j<1+<“l+...+<“(6_1)l):93 =670 =0.

1— (!

Para 0 < j < e—1, consideramos a7 = B0 +- - -+ 3+ -+ 1071
y calculamos su traza sobre U, entonces

Ty v (@077) = BoTuwyw(077) + -+ BiTueyw(l) + - ..
o+ Bee1 Ty oy o (0°77)
::@¢%>
luego

e—1

1 .
B = ~Tuwuw(ad™) = Zarc "o J—@Z 0 ¢,
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con «, los conjugados de e en U(f). Notamos que en particular a y «,. son
conjugados en Q% por tanto, 5. del Teorema 4.2.1 implica que h(a) = h(a;,).
Ahora, con las propiedades de la altura (Teorema 4.2.1) se tiene

h(3,67) _h< Z&C Tﬂ) <h< >+h<zar< ”)
< log(e +Zhar<’ ") + log(e)
< 2log(e Z () +h(C ))7

Por el Lema de Kronecker (Lema 5.1.2) h(¢™™) = 0 por tanto
h(B;07) < 2log(e) + Y h(an) = 2log(e) + eh(a) < 2log(D) + DT. (5.1)

Por otro lado, para ® < U(f) un divisor de pOy) y Do = D N Oy
consideramos la torre de las completaciones K, C Up, C U(f)p. Como p es
no ramificado en U/ K la extensién Up, /K, es no ramificada. Ademdas X°¢—p
es de Eisenstein en K,[X], por el Lema 5.3.7, es de Eisenstein en Usp,. Se
sigue del Corolario 3.2.5 que vp(0) = vy@)(d) = 1. Paral < j < e —1
supongamos que f3; # 0, entonces con v = ;67 tenemos vo(y) = vo(B) + Jj.
Como § € U, del Teorema 2.2.2 se deduce que vp(f;) = evp,. Se sigue que
vp(y) # 0y por tanto |vp(y)| > 1.

Ademas,

vy () vy (v) vy (v) vg (7)
1\ cv@©)y/o® 1\ cv@)y/x® 1\ ez x® 1 e
p p p p

(1/p)| > log . Calculamos ahora

por tanto |log ||

huoy () + hU(g)(y_l) = Z dy (log max{1, |v|w} + log méx{1, |7_1|w})

'UJGMU(Q)

= >0 dulog (max{1, blu} max{1, [y 1)

U)GMU((.;)

= > dulloglylu] =" dullog|lul;

wEMy (o) wvp

Si wl|v,, entonces es el valor absoluto | |, corresponde a un ideal en Oyy)
divisor de pOyg), es decir, | |, = | |o para algin © que satisface los calculos
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anteriores, de modo que

10
hoo () + hoey (1) 2 S dullog ] > 3 d, 222
w|vp w|vp
log Zd log ) : K]
w|vp

donde la iltima igualdad se debe a que la suma de los grados locales es el
grado de la extensién (Teorema 2.1.10). Y entonces tenemos

(hoioy (1) + oy (1)) > S28EL

2h(7y) = h(y) + h(v') = O

[U(0) - Ql

Es decir que h(vy) > 2160[%%] que junto con la desigualdad (5.1) implica

log(p) < 2¢[K : Q](log(D) + DT) =: C.

Sea S = {p € Q primo : p > exp(C), p no ramificado en K}, donde exp(C')
la funcién exponencial aplicada a C. Demostramos que si algin §; # 0,
entonces p ¢ S. Equivalentemente, si tomamos p € S entonces garantizamos
que a = By € U, y por tanto K(a) C U. Como p es no ramificado en U
entonces lo es también en K («a). Se sigue que cada p € S es no ramificado
en K(a).

Ahora, como podemos descomponer Gal(K («)/K) en producto de grupos
ciclicos, el corolario 5.3.1 dice que K(«) es la composicién de extensiones
ciclicas de K de grado a lo mas D. Ademés también se tiene que cada primo
en S es no ramificado en éstas.

Si intentamos estimar el discriminante de E;, por el Teorema del discrimi-
nante (corolario 1.4.2) sabemos que ningin p € S divide a éste, y para cada
primo que divide a d(E;) el Teorema 1.4.3 nos da una cota para su potencia
maxima. Se sigue que el discriminante de E; estd acotado. Por el Teorema
1.4.2 las opciones para cada FE; son acotadas, por tanto las opciones para
K(«a) son finitas.

Cada o € K, c(:;) con altura a lo mas 7" genera uno de los campos K (o)
que son en particular campos de nimeros. Del corolario 5.1.2 se deduce en
particular que K(«) tiene a lo més una cantidad finita de generadores con
altura acotada por T Se sigue que {a € K% : h(a) < T} es un conjunto
finito. |

Corolario 5.4.1 El campo K@ tiene la propiedad de Northcott.
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Demostracion: Si L es una extension de grado < 2 de K, ésta es automati-
camente abeliana, de modo que £ = Eﬁ) y por tanto K = Kg). El
resultado se sigue del teorema. |

Corolario 5.4.2 Para cualquier m > 2 el campo Q ( V1, V2, ¥/3,.. ) tie-
ne la propiedad de Northcott.

Sea K = ( ’\'VI) Notemos que para a > 2, K ( ¥/a) es una extensién abeliana
de grado a lo mas m, de modo que
(K (%a):a=2.3,...} cc

— a

y por tanto
Q( V1, V2, ¥5,... ) = Comp ({K (Wa) :a=2,3,...}) C K},

Como K" (™) tiene la propiedad de Northcott, entonces con mayor razon la

tlene@(\/_\/_\/_ ) [ |
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