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Introduccion.

Una ecuacién diofantica es una ecuacién de la forma f(Xy,...,X,) =0
donde f es una funcién, usualmente un polinomio de coeficientes enteros, y
se buscan soluciones enteras; es natural hacernos ciertas preguntas sobre estas
ecuaciones, por ejemplo:

1) ¢La ecuacién tiene solucién?
2) ;Cuéntas soluciones tiene?
3) {Es posible encontrar todas las soluciones?

El ejemplo més sencillo de una ecuacién diofantica es p(X) = 0 donde
p(X) = a, X" 4+ -+ 4+ ag es un polinomio en una variable, para este caso
sabemos que hay a lo més n soluciones enteras (o racionales), mas ain, hay un
criterio para saber qué nimeros racionales pueden ser solucién de la ecuacién
cuando los coeficientes del polinomio son enteros.

Teorema 0.1. Sea f(X) = a, X" +a, X" '+ -+ag € Z[X], con ag,a, # 0

Y six = § con (p,q) =1 es raiz de f(X) entonces plag y q|a,.

Asi, para encontrar los enteros qué satisfacen la ecuacién sélo hace falta

probar con los divisores del término independiente, por lo tanto, tratandose de
esta ecuacion tenemos respuesta a las tres preguntas.
Otro ejemplo sencillo es la ecuacion aX + bY = ¢ es decir una ecuacién linear
en dos variables con coeficientes enteros, para esta ecuaciéon sabemos que si
¢ = 0 las parejas (nb, —na) satisfacen la ecuacién. Por otro lado, si ¢ # 0
tenemos el siguiente resultado



Teorema 0.2. La ecuacion aX + bY = c tiene solucion entera si y solo si
(a,b)|c, donde (a,b) es el mdaximo comin divisor de a y b. Ademds si (o, Yo)
es una solucion entonces las parejas (xo+ ﬁt, Yo — (a;‘b)t) cont € Z son todas

las soluciones enteras de la ecuacion.

Gracias a este teorema sabemos cuando esta ecuacién tiene soluciones en-
teras y ademas resulta facil encontrar todas las soluciones, para ver mas sobre
esta ecuacién consultar [NZMO91].

Luego tenemos el polinomio general de grado dos, f(X,Y) = aX?+bXY?+
cY? +dX + eY + f, para este se sabe si la ecuacién f(X,Y) = 0 tiene una
infinidad de soluciones o sélo un numero finito de las mismas dependiendo de
su discriminante A = b* — 4ac:

e si A < 0 entonces la ecuacién tiene sélo un nimero finito de soluciones,

e si A = 0, en caso de que exista una soluciéon entonces existe una infinidad
de éstas, por tltimo,

e si A > 0 distinguimos dos casos, dependiendo de si A es un ntimero cuadrado
0 no, si si lo es la ecuacion tendra solé un nimero finito de soluciones, en
cambio, si 0 no es un numero cuadrado se tiene que existe una solucién si y
sOlo si existe una infinidad de soluciones, pero para analizar este ultimo caso
nos vemos en la necesidad de fijarnos en la ecuacién de Pell X2 — AY? = 1,
para la cual tenemos el siguiente resultado:

Teorema 0.3. La ecuacién de Pell X? — dY? = 1 tiene una infinidad de
soluciones enteras (x,y) cuando d € Z~y no es un cuadrado.

En este caso, sabemos que si tenemos una solucién no trivial ( diferente
de z =1y y =0 ) entonces esta solucién genera una infinidad de soluciones,
pero a diferencia del caso lineal aqui no es tan facil encontrar una solucion
que genere a todas las demds, (para leer mds acerca de la ecuacién de Pell
se puede consultar [Ivo], o bien, [Zan09] ) como herramienta para demostrar
este teorema utilizamos aproximaciones diofanticas, en particular el teorema
de Dirichlet.

Teorema 0.4 (Dirichlet). Sean o € R y Q > 0 un entero positivo. Entonces
existen enteros p y q primos relativos tales que

P 1
0<g¢g<@Q y Ja—=[<———.
¢~ q(@+1)

Una vez analizadas las ecuaciones con polinomios de primer y segundo
grado lo natural es preguntarnos qué pasa con las de grado mayor o igual a
tres, y sucede que nos encontramos con la necesidad de mejorar la aproxima-
cién diofantica que nos brinda el teorema de Dirichlet; es asi que llegamos al
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teorema de aproximacion de Thue, el cual nos permite saber qué pasa en el ca-
so en que f(X,Y) es un polinomio homogéneo de grado mayor o igual que tres.

En el primer capitulo consideramos el teorema de Thue [1.1], el cual ana-
liza la ecuacién f(X,Y) = ¢, donde f es un polinomio homogéneo en dos
variables con coeficientes enteros, sin factores lineales o cuadraticos y donde
¢ es un entero no cero; para la demostracion de este teorema sera necesario
ver algunos resultados de aproximaciones diofanticas, como lo es el teorema de
Liouville [1.3], mismo en el que Axel Thue trabajé hasta obtener el teorema
de aproximacién de Thue que podemos ver en [Thu09], y de éste se desprende
el llamado teorema de Thue.

En el capitulo dos se analizan las soluciones enteras de la ecuacion de Thue
|f(X,Y)| = 1; con el objetivo de dar una cota para el nimero de soluciones
a dicha ecuacién, primero se cuentan las soluciones grandes (que resultan ser
pocas) con ayuda del principio fuerte entre las distancias (2.20), que nos dice
lo rdpido que van creciendo las magnitudes de las soluciones de la ecuacién
|f(X,Y)] = 1, luego de contar las soluciones grandes se procede a contar el
numero de soluciones pequenas y finalmente se da una cota para el nimero

de soluciones de la ecuacion estudiada. Esto lo hacemos basados en el articulo
[BS87].

Zacatecas, Zac., México, Octubre del 2016
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Teorema de Thue

En este capitulo veremos el teorema de Thue, empezaremos por enunciarlo,
seguiremos con algunos teoremas de aproximacién diofantica de niimeros racio-
nales a nimeros algebraicos tales como el Teorema de Aproximacién de Thue;
siguiendo la linea de Umberto Zannier en [Zan09], serd necesario utilizar una
seccion entera para la demostracién de dicho teorema, y al final del capitulo
demostraremos el Teorema de Thue utilizando el Teorema de Aproximacion de
Thue, también veremos una forma més general del Teorema de Thue (Teorema
1.11), y concluiremos con algunas aplicaciones de este iltimo, en este capitulo
tratamos de llenar lo huecos de algunas demostraciones intentado asi que sea
un trabajo autocontenido.

Teorema 1.1 (Thue, 1909). Sea f € Z[X,Y] homogéneo, irreducible (sobre
Q ) de grado mayor o igual que 3 y sea ¢ € Z no cero. Entonces la ecuacion
f(X,Y) = c tiene sélo un nimero finito de soluciones enteras.

Notemos que la condicién sobre el grado de f no puede ser eliminada pues
sabemos de algunos polinomios homogéneos lineales y cuadraticos para los
cuales la ecuacion f(X,Y) = c¢ tiene una infinidad de soluciones enteras, por
ejemplo f(X,Y)=aX +0Y y f(X,Y) = X?—dY? en ambos casos existe una
infinidad de soluciones enteras para la ecuacién f(X,Y) = c.
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1.1. Aproximaciones Diofanticas
Supongamos que f € Z[X,Y] es un polinomio homogéneo irreducible de

grado d > 3. A la ecuacién f(X,Y) = ¢ la llamaremos ecuacién de Thue.
Entonces

f(X,Y) =ao X+ o XY 4 ag XY 4V

J Xd d—1 X
=Y aow+a1ﬁ+'“+ad—1?+@d

d
X
_yvd
=Y "%y E(? — ;)
d
=Qy H(X — 042Y)
i=1

con ag # 0 y los o raices de f(X, 1), definimos = min,4; |o; — «;|, notemos
que 1 > 0 pues f(X,1) es irreducible.

Proposicién 1.2. Si f(z,y) = ¢ para x,y € Z/{0}, entonces existe una raiz
a de f(X,1) tal que |a — 2] < \y_B|d donde B = |c[(2)7!

Demostracion. Supongamos que f(x,y) = ¢, entonces ag H?Zl(x — oY) = ¢

seaa € {a,...,qq} tal que p = |z —ay| < |[r—ouy| parai = 1,...,d entonces
: [f(z, )l e
d d )
u=lr—ay|” < T —ouy = —F]——-—=—<c|.
o - apl? < [T ho - al = L2 Hd <

i=1

Ahora distinguimos dos casos |y| < %’f y |y > %’f

Caso 1 Supongamos que |y| < 27“ entonces

d—1 d—1 d—1
. 24 2 2
plyl* ™ < p (—) = p <—) < || (—>
n n 7

por lo tanto

2dfl
|y lyl = [yl |y|@
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Caso 2 Supongamos que |y| > 27“ entonces 47 > 14, notemos que si

2
a; # o tenemos
|z — ajy| =z — oy + oy — oy = [(a — aj)y + x — oyl
>[|(a = )yl — |z — ayl|| > [(a — a;)y| — [z — ay
=la — ajl|ly| = |z — ay| = |a — ajlly| — > nly| —
lyln  nly|
>nly| — 2L = A
>y 5 5

lo que implica

d
()
— Jaol T lz—avw] = laollz—oy| T] le—au] > laol z—a] (”' ')
=1

aiFo

entonces |z — ay| < por lo tanto

2 —af < et — = 5
() e

Asi la proposicion ha quedado demostrada para ambos casos.
O

Teorema 1.3 (Liouville 1844). Sea a € R algebraico de grado d. Entonces
existe un numero ¢ > O tal que, para cualesquiera p,q € Z con q > 0 y 75’ #+ «
se cumple o — 2| > &

Demostracion. Sea f( ) =aoX?+---+ay € Z el polinomio minimo de «a con
ag > 0. Ahora, si f(£) # 0 tenemos

d d d
D P app” + - - -+ aqq 1
’f (_) ‘ = ’ao (—) —'—.--+ad‘ = | 0 p d | 2 _d (11)
q q q q

de el teorema del valor medio tenemos que f(a) — f(£) = (a — 2)f(5) con

5 entre oy 2, por lo tanto [£(2)] = |f(@) ~ J(2)] = Ja — If(5)], ahora
distinguimos dos casos, | — [ > 1y [a — | <1,

" o — —] > 1 implica |a — p| > ay el teorema se cumple con ¢ = 1;

. o — g\ < 1 implica que 8 € [a — 1,a+ 1] = I (pues [ esta entre a y

[ , L£(5)]
g) y ’f/(ﬁﬂ < maXeer |f/(t)‘ = M? asi tenemos que ‘Oé - 5’ |f’( Ol >
W > Mqu por lo tanto el teorema se cumple con ¢ = %

En ambos casos tenemos que el teorema se cumple para ¢ := min(1, ﬁ) ]
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Ahora veremos el teorema de aproximacién de Thue

Teorema 1.4 (Thue 1909). Sea ov un nimero algebraico de grado d > 3. Para
todo € > 0 existe v > 0 tal que para cualesquiera p,q € Z con q > 0 se cumple
que

v

|a—z—9|>

q ﬁ. (1.2)

Notemos que si a ¢ R entonces el teorema se sigue de forma trivial, pues
tendriamos o = u + iv con v # 0, entonces

o= = Ju-Pprve s VE—pl x> Y
q q q

por lo tanto v = l—;' cumple el teorema.

Teorema 1.5. Sea o € R algebraico de grado d > 3. Para todo € > 0 hay sdlo
un numero finito de racionales § con q > 0 tales que

1
[ ———
q gitete

(1.3)

Pedir que la desigualdad 1.3 se cumpla es equivalente a pedir que

1
aq —p| < —,
| q p| qg+€

ahora notemos que si o es un ntimero real y consideramos ¢ > 0 arbitrario pero
fijo entonces hay sélo un numero finito de enteros p tales que 1.3 se cumple,

pues en el intervalo (qo — d1+€ , g d1+e) hay sélo un nimero finito de enteros.
q2 q2

Lema 1.6. Los teoremas 1.4 y 1.5 son equivalentes.

Demostracion. Veamos que el Teorema 1.5 implica el Teorema 1.4.
Sea o € R algebraico de grado d > 3, sea € > 0, y supongamos que el Teorema
1.5 se cumple, sean %, ey Z—: los racionales que cumplen 1.3, parai=1,...,n
Pi|,l+3d+e

o!d ?

. d . .
|cu—1;’—?|c‘71+2Jre >vparai=1,...,nentonces [a—L| >
K2 K3

, . o
asf p; < 1y sea p = minici<, pt; y v = 5 entonces

parai=1,...,n,

sea p; = |a —
|14

da
q1+§ +e€

14
> e v por lo tanto

1
q1+%+e

| — | > —%— para cualquier racional £ con ¢ > 0.
q q1+§+5 q

Ahora veamos que el Teorema 1.4 implica el Teorema 1.5.
Sea a € R algebraico de grado d > 3, sea € > 0, y supongamos que el Teorema

ahora, si %” -+ % con 1 < i < n entonces, |a— ’a’] >
1
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1.4 se cumple, entonces existe v > 0 tal que para cualesquiera p,q € Z con
g > 0 la desigualdad 1.2 se cumple. Notemos que —%— = —L - (Vqé), luego,

q1+7+§ et
1

T (Vqé) > %%ﬂ, por lo tanto para todo ¢ mayor que

sig > 2 entonces

L se tlene que |a— 2| >

Ve

de numeros racionales £ g cong>0 tales que |a — \ <

y esto implica que sélo existe un nimero finito

]

1+d

1+ dye’

Con el objetivo de probar el teorema de aproximaciéon de Thue [1.4] de-
mostraremos el Teorema 1.5.

Mejoras al Teorema de aproximacién de Thue se pueden ver en [Dys47]
donde el exponente es menor igual que v/2d, luego en 1955 Roth [Rot97] mejoré
aun mas el exponente dejando sélo en 2 + €.

1.2. Prueba de el Teorema de Aproximacién
de Thue

Sean o € R algebraico de grado d > 3 y € > 0; diremos que con p,q € Z

y ¢ > 0 es una aproximacién excelente de « respecto a € si (p, q) =1y
1

Observaciéon 1.7. Sea & una aproximacion excelente de o respecto a €, enton-

ces existe solo un numero finito de parejas s,t € Z con t > 0 tales que § =3

1

y|a—z|_t1+@'

Demostracion. Sean s,t € Z con t > 0 tales que %’ = 7, entonces s = mp y
t = mgq para algin m € Zso y |a — 3| = o — —\ pero - )11+4+ tiende a cero
mq

1
T

para todo m > N, es decir, s6lo existe un nimero finito de enteros m > 0 tales
que o — 7E| < esto prueba la observacion.

cuando m va a infinito, por lo tanto existe un N > 0 tal que | — —] >

mq)“r ge’

O

Asi que para cada aproximacién excelente hay sé6lo un numero finito de
aproximaciones que cumplen el Teorema 1.5; siendo asi, para probar el Teorema
de Thue (1.5) basta ver que existe sélo un nimero finito de aproximaciones
excelentes.

. 1 97 .

Empezaremos por definir al operador D; = 71557 hotemos que si
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por lo tanto el operador Dy manda a Z[X] en Z[X]|. Ahora definiremos la
norma de f como ||f|| = maxo<;<n{|ai|},

Proposicién 1.8. Sean f(X) =" a;X" y g(X)=>",b; X7 entonces

a) | +gll <A1+ Nl
b) [Ifgll < (n+ DIl fIllgll

) 10uf1 < () 171 < 21

Demostracion. a) Sin pérdida de generalidad podemos asumir m < n, entonces

= méxdla: L b1V < méx{la: S T1h IV —
1F =+ gl = g {los + b} < gmix{lal} + uix {18l} = 1411+ Il

b) Tenemos que fg = Zig"”(ziﬂzk a;b;)z", luego
| D aibl < Y aib| = > aillb]
i+j=k i+j=k i+j=k

pero en cada término de la sumatoria aparece un a; diferente, por lo tanto hay
a lo mas n + 1 sumandos y como |a;| < ||f|| v |bs| < ||g]| entonces

1fgll = méx {| > abl} < (n+1)lIf]lllgll

0<k<n+m
i+j=k

¢) Tenemos que Dif = >°7, (})a; X'~* entonces

k<i< k<i<

10411 = s (e < s ()11
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y del teorema del binomio tenemos que (Z) < 2", por lo tanto

1041 < ()1 < 220

O

Para € > 0 fijo definimos p = 1 + %l + ey elegimos A < % racional tal que
6= (1+2)(1—X) >0 (podemos hacer esto pues A < 1 implica § > 0). Como
« es algebraico de grado d, {1,q,...,a% '} es una base de Q(«) por lo tanto
cada potencia r se puede escribir de la siguiente manera

1

o =coF+ ot + chd_lad_ con ¢, 5 € Q. (1.4)

Proposiciéon 1.9. Eziste un entero b > 0 que depende sélo de o tal que
b'e,s € Z para cuales quiera r,s > 0. Mds aun |c, 5| < B donde By =
L+ mix,calene] .

Demostracion. Sea b > 0 un comun denominador de los cqs. Si 7 < d la
desigualdad es consecuencia de la definicién de By, ahora, si r > d tenemos

o =a"a

2 d—1 d—1
=Cr 00 + Cr1Q° + 1o a2+ Crgoi(Cao o+ Caa10”T)
d—1
=Cpd-1€d0 + (Crd—1Ca1 + o) + -+ - + (Cra—1Caa—1 + Cra—2)
Haciendo esto inductivamente tenemos que méx |¢c, ;| < Bj y también que b
es un comun denominador para los ¢, 5, tal como queriamos. O

Los pasos que seguiremos para demostrar el teorema de aproximacion de
Thue seran los siguientes:

» Supondremos que hay una infinidad de aproximaciones excelentes de
«, y tomaremos u,v dos de éstas, con denominadores suficientemente
grandes y el denominador de v suficientemente mayor que el de u (vease
la ecuacién 1.5).

» Dependiendo de u y v construiremos polinomios F,,(X,Y") con coeficien-
tes enteros no muy grandes y tal que D;F, (o, ) = 0 para muchas j
(veanse la ecuaciones 1.6 y 1.8).

» Encontraremos una cota superior para |D;F),(u,v)| (vease la ecuacién
1.10).

» Encontraremos una cota inferior para |D;F,(u, v)|, cuando D;F, (u,v) #
0 (vease 1.11).
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= Veremos que D, F,(u,v) # 0 para i suficientemente pequefio y obtendre-
mos una contradiccién (vease 1.16).

Sean u = § yv==<conp,q,rs€cZ, (pq) =1y (r,s)=1aproximaciones
excelentes de o con 0 < ¢ < s, entonces

1 1
o-E<= ja-ij<= o0<g<s (1.5)
q qt S SH

1.2.1. Construccion de polinomios F;,

Para el primer paso construiremos una sucesion de polinomios Fj,, y el F
buscado serd un F}. para algun r que dependera de u y v.
Los F,, que construiremos seran de la forma

Fu(X,Y) = P,(X) + YQu(X) € Z|X, Y], (1.6)

con deg, F,, = max(deg(Q,,),deg(P,)) < n, tales que D, F,(a,a) = 0 para
0 < 7 < m (pronto diremos quién es esta m). Disponemos de 2n + 2 coeficien-
tes (de P, y @) que veremos como variables. Cada condicién D;F,,(a,a) =0
corresponde a una condicién lineal de las variables. Sin embargo esta condicion
estd definida sobre Q(«) y nosotros la queremos en Q. Para obtener ecuacio-
nes definidas sobre Q usaremos la base {1,a,...,a% !} de Q(a)/Q; esta base
transforma cada ecuacion original en d nuevas ecuaciones lineales, esta vez so-
bre Q. Como tenemos m condiciones D;F,, (o, a) = 0 tenemos un total de md
formas lineales en 2n + 2 variables. Asi la condicién md < 2n + 2 asegura una
solucién no trivial para los coeficientes de P, y @),,. Para tener buenas cotas
para las soluciones enteras escogemos m poco menor que Q”T;’Q. Veamos ahora
que sistema de ecuaciones obtenemos. Escribimos a P, y @), de la siguiente
manera:



1.2. Prueba de el Teorema de Aproximacién de Thue 21

n

s=j

n d—1 n d—1
= Z Ts (j) Z Cs—j,iai + Z Ys (j) Z Cs—j—&-l,iai
s=j

s=j i=0 i=0

n d—1

EE (eren )
L2 s ,] S—J,i s ] s—j+1,3
d— n

S Qeren o)
~ A s ,] S—J,i s ] s—j+1,

= L9Y(x) + aL¥)(z) + -+ a® LY (2)

ng = Z (ms (]) Cs—ji + ys (]) Csj+1,i>

s=j

donde

son formas lineales y x = (2o, ..., Zn, Yo, - - - , Yn). De la proposicion 1.9 tenemos
b”“Lg 2 tiene coeficientes enteros y también que los coeficientes de Lff )

i
U) estén acotados por

n,i

estan
acotados por 2"BI*!, asi que los coeficientes de b"+1L
pr+i2n Bt < B con By = (2bBy)2.

Por otro lado D;F,(a, a) = 0 implica que ng =0para0<j<m-—1y
0<i<d-—1,y es asi como obtenemos un sistema de md ecuaciones.

Lema 1.10 (Siegel). Parai=1,...,N, j=1,...,M donde N > M sean a;;

enteros con valor absoluto a lo mas A > 1. Entonces existen enteros ty, ..., ty
M

no todos cero tales que |t;| < (NA)N-M y Zf\il a;it; =0

Demostracion. Sea

T = [(NA)ﬁ} >1, Ip={0,1,....T}

y consideremos los vectores z = (1, ..., xy) € I[N C Z", entonces hay (T+1)"
de estos vectores. Consideremos

N
L:ZN — 7" definida por L(z) = (Z a;T;) iy
i=1
Sea S = SN méx{0,a,;} v S = 32N min{0, a;,}, entonces

N N
=1 =1
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para z € IY. El intervalo [S?, 5] contiene S — S/ < NAT + 1 enteros,
entonces L(I¥) tiene alo mas (NAT+1)M puntos. Por definicién de T tenemos
T+1> (NA)#, asi que (T + 1)¥M > (NAM y

#IN) = (T+ 1DV > (T + )M > (NAT + )M > 4(L(I}))

entonces existen 2/, 2" € I¥ tales que L(z') = L(2"); sea t = (t1,...,tn) =
2/ — 2" # 0, entonces L(t) = ((Zf\il aijti)j)jj‘/il =0,con |t;| <T = (NA) NN
para 1 <1i < N como queriamos. O

Ahora apliquemos el lema a las md formas lineales b”“LSﬁ Z para 0 < j <

m—1y0<1<d—1en las 2n + 2 variables zy, 4,0 < k < n.

Consideremos sélo los valores n tales que (2n + 2)(1 — ) es un entero
multiplo de d (estos existen por que A es racional), para estos valores de n
definimos

(2n+2)(1 —\)

m = . (1.7)

y apliquemos el lema con N = 2n+2, M =md = (2n+2)(1 —\) < Ny
A = B} < 1. Notemos que N — M = AN entonces N]‘fM = %, asi el lema nos
da un vector (z,y) no cero tal que

23, lye| < (NA)T5 = (20 + 2)B})' > < (4B,)5 < BT
con B3 = (4Bg)§, y esta cota implica que los polinomios P, , (),, cumplen que
[Pal], [1@nll < B (1.8)

por lo tanto hemos construido polinomios F,(X) = P,(X) + YQ,(X) # 0
como los necesitabamos.

1.2.2. Una cota superior para |D;F,(u,v)|

Tenemos F,(X,Y) = P,(X) + YQ,(X) € Z[X,Y]. Recordemos que F,
tiene un cero de orden > m en X = «, asi que podemos escribir F,(X,a) =
(X — a)™R,(X) para algin polinomio R,. Por lo tanto

F.(X,)Y)=F,(X,a)+ (Y —a)Q,(X) = (X —a)"R,(X) + (Y — 0)Q,(X).
Entonces, para 7 =0,1,....m — 1,
DiF(X,Y) = (X —a)" R, ;(X)+ (Y —a)D;Q.(X), (1.9)

para algin polinomio R, (X).
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Ahora queremos acotar ||R;,|| y ||D;@x|. Pero por propiedad c) de la
norma y por 1.8 inmediatamente tenemos que

1D;Qnll < (2B3)"
y de 1.9 tenemos que
D;F,(X,a) = (x — a)" 7 R, ;(X).
Entonces, pensando en que C(X) C C[[X]] y escribiendo la serie formal

1 Q

(= X) (1-X/a)

Ny (rrYarxe

obtenemos R, ;(X) € C[X] C C[[X]] como el producto formal de D; F,,(X, «)
y m Como R, ; tiene grado a lo mas n — m, necesitamos solamente
considerar las primeras n — m potencias de X provenientes del producto. Los
coeficientes de la serie formal, para s = m — j y r < n — m, pueden ser
inmediatamente acotadas por 2" méx(1,|1/a|)”. También, los coeficientes de
D;F,(X,a) = D;P,(X)+aD;Q,(X) estan acotados por ||D; P, ||+ |a|||D;Q —
n|| <2"(1+ |a|)Bj.

Todo esto implica que ||R, ;|| < (n + 1)2?" méx(1,1/|a])"(1 + |a|)Bj.

Entonces tenemos que

HRJ:”H7HDJQ7L|| SBZ? ij? 177 m_17
donde B, = 16 max(1,1/|a|)(1 + |a|)Bs.
Ahora daremos una cota superior para |D;F,(u,v)| con u, v excelentes

aproximaciones como en 1.5; el que sean como en 1.5 implica que |u|, |v| <
1+ |al, por lo tanto tenemos:

D Fo(u, )] = |(w = @)™ Ry j(u) + (v = @) D;Qu(u)
< lu—a™(n+ DRl (1 + )" + v — al(n + DI D;Qull (1 + [a])"
< (Jlu—of"7 + v —al)(n+1)(1 + |a|)" B}
< (q—u(m—j) + s "By

donde podemos escoger Bs = 2(1 + |«|) Ba.

Asi
1D Fo(u,0)] < (g7 4+ 57 By, (1.10)
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1.2.3. Una cota inferior para |D;F,(u,v)|

Sabemos que D, F,,(X,Y’) tiene coeficientes enteros y grado <n—jen X y
grado < 1 en Y. Entonces D;F,(u,v) = % con w,t € Zy t|¢" /s (esto porque

r

u="Ltyv=7%)asiquet< ¢"’s . Entonces D;F,(u,v) =06

> —.
= s

D Fu(u, o) = 22 >

1. 1
LI

(1.11)
1.2.4. Una cota superior para la multiplicidad de (u,v)

Ahora queremos encontrar el valor més pequefio de j tal que D;F, (u,v) #
0. Sea h este valor (posiblemente 0 o co) asi que tenemos Dy F,(u,v) # 0y
D;F,(u,v) =0 para todo j =0, 1,..., h — 1, entonces

PY(u) +vQW(u) =0, j=0,1,.., h—1.

Eliminando v de cualquier par de estas ecuaciones obtenemos

(PYQY — QY PP (u) =0, i,j=0,1,...,h—1. (1.12)
Para i = 0, j = 1 tenemos que W = Wp, ¢, = P,Q, — P.Q, € Z[X]
se anula en X = u. Mas generalmente, la regla del producto D/(AB) =

ELO (z ) AU BU) nos dice que

W) = (R~ )P = (1) (PIoa — gy )

=0

Asi que 1.12 en efecto implica que

WD) =0, j=0,1,.., h—2. (1.13)

Notemos ahora que nuestros polinomios P,, ), son linealmente indepen-
dientes. Para esto supongamos lo contrario; si son linealmente dependientes
entonces P, = cQ, v

Fu(X, ) = Po(X) 4+ aQn(X) = (c+ )Qn

seria un multiplo escalar de P, o @,. Por otra parte F,(X,«) es no cero
(porque a ¢ Q y P,, @, son no ambos cero) y por construcciéon F,, tiene un
cero de multiplicidad al menos m en X = «a. Pero como estamos suponiendo
que P,, @, son linealmente dependientes, esto serfa cierto también para P, y
@, y entonces ellos tendrian un cero de multiplicidad > m en cada uno de los
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d (recordemos que d es el grado de o ) conjugados de a sobre Q. Pero por 1.7
tenemos que

md = (2n+2)(1 — \)

y como hemos escogido A < 1/2 tenemos que
md >n+ 1,

forzando a P,, @, a ser cero, (ya que ambos tienen grado < n). Pero esto
es una contradiccién,por lo tanto P,, @, son linealmente independientes, es
decir, 0 # ]]ZZ g: =W.

Por otro lado tenemos que 1.13 implica que (X — u)"~ = th,l (¢X —p)ht
divide a W (X). Ahora, W (X) tiene coeficientes enteros y qh%l(qX —p)*tesun
polinomio primitivo (porque p, ¢ son coprimos); entonces por el Lema de Gauss
Fer(gX — p)' " divide a W(X) en Q[X] y por tanto en Z[X]. Esto implica
h—1

que ¢"! divide al coeficiente lider de W asi que en particular ||W| > ¢
(pues W no es identicamente cero). Por otro lado, de 1.8 y de las propiedades
de la norma se sigue que

W < 1P.@ull + 11@n Pyl < 2°(n+ 1) B5" < By,

donde podemos escoger Bs = 16B2. De aquf ¢"~! < B y aplicando logaritmos
obtenemos
nlog Bg

h<l1+
log q

(1.14)

1.2.5. Conclusiones

Recordemos que m fue restringido a estar en cierta sucesion aritmética
dependiendo solamente de A y d (vease la ecuacién 1.7). Sea 7 la diferencia
de tal sucesion aritmética y definimos m como el entero méas grande en tal
sucesion tal que ¢™ < s. Entonces, m cumplira

log s log s

—7<m<

log q - T logq
Ahora determinaremos n de la ecuacién 1.7; notemos que n es un entero ya
que m pertenece a dicha sucesién. Ahora, recordemos que Dy F,(u,v) # 0.
Entonces, por 1.10,

(1.15)

| Dy Fy(u,v)] < (qf”(m*h) +s B < 2q’“(m’h)B§f.
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Por otra parte, comparando con 1.11 obtenemos (¢" "s)~! < 2q*“(m*h)B’51,
tomando logaritmos obtenemos,

l log 2 + nlog B
pum — ph+h—n < ogs+og + niog Bs

log q log q
<miT log 2 + nlog Bs
log q

donde la ultima desigualdad se sigue de 1.15. sustituyendo 1.14 para h obte-
nemos

log 2 4+ nlog Bs
log q
<ul1+ nlog Bg . log 2 4+ nlog B5.
log q log q

(w=1)m—-n<(p—1h+7+

Ahora tenemos = 1+ (d/2) 4+ € mientras que m es dado por 1.7, asi que
m > 2n(1 — A)/d. Por lo tanto,

2 B 2 B
1—|——€ 1=XN—1)n<u 1+nlog 6 +T_Flog + nlog 5’
d log q

log q
de donde, recordando que ¢ := ((1+ 2)(1 —X) — 1),

(5n§,u(1—i—n109 Bﬁ) +T+logZ+nlog B5.

log q log q

Recordemos que habiamos escogido A suficientemente pequeno para que
0 > 0. Supongamos ahora que

4log (2BsB

Notemos que esto es posible si hay una cantidad infinita de aproximaciones
excelentes, ya que By, Bg, 0 dependen solamente de a, €, A (asi que finalmente
en «, ¢ ). Entonces nuestra tltima ecuacién nos lleva a

n<putntrtn<utrsl
n<pu 4n T 4n_u T 2n,

de donde 5
n< 2t
- o
De cualquier forma comparando con 1.15 obtenemos

l 2
Ogs§7+u+§7+n§T+M.
log q )
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Y esto nos da una cota para log s y por lo tanto también una cota para s

log s > log q <7’ + @) (1.16)

de aqui obtenemos una contradiccién pues si hubiera una infinidad de apro-
ximaciones excelentes entonces podriamos tomar s tan grande como queramos.
En particular esta contradiccién demuestra la finitud del conjunto de aproxi-
maciones excelentes para a.

1.3. El Teorema de Thue

Empezaremos esta seccién demostrando el Teorema de Thue [1.1] que fue
enunciado al inicio de este capitulo, para esto utilizaremos el Teorema de Thue
para aproximaciones diofanticas que se demostré en la seccion anterior. Poste-
riormente veremos una generalizacion del Teorema de Thue y algunos corola-
rios.

Demostracion del Teorema de Thue. Sea f € Z[X,Y] homogéneo irreducible
de grado d > 3. Si f(x,y) = ¢ con z,y enteros no cero, de la Proposicién 1.2

sabemos que existe una rafz a de f(X, 1) tal que [a — 3| < Bly|~4, aplicando el
1
1

Vo
1+5+]

entonces 1+"§“+1 <
Y Yy 2717

Va d . — <
T ly|* < B; sea s = maxf(q,1)=0 Vo > 0,
Yy

Teorema 1.4 con € = 7 existe v, > 0 tal que |a—§\ >

Bly|~# 1o que implica v,|y|2 "7 =

entonces s|y|2~1 < B usando esto y que d > 3 tenemos |y| < |y~ 1 < L es
decir, |y| < (%)4, por lo tanto hemos acotado a ¥, pero a cada y le corresponde
s6lo un numero finito de z; y esto implica que hay sélo un nimero finito de
enteros (z,y) € Z X Z tales que f(x,y) = c. O

A continuacién veremos una forma mas general del teorema de Thue.

Teorema 1.11. Sea f € Z[X,Y]| homogéneo, de grado mayor o igual que 3,
sin factores lineales o cuadrdaticos y sea ¢ € Z no cero. Entonces la ecuacion
f(X,Y) = c tiene sélo un nimero finito de soluciones enteras.

Demostracion. Sea f como en el teorema, entonces f = fi--- f, donde ca-
da f; € Q[X,Y] es irreducible sobre Q, por otro lado como f es homogéneo,
entonces cada f; es homogéneo y como f no tiene factores lineales ni cuadrati-
cos cada f; es de grado > 3; para cada f; consideremos a; como el mini-
mo comun multiplo de los denominadores de los coeficientes de f;, entonces
a;f; € Z[X,Y] y consideremos a = [[;_, a;; sabemos que las soluciones de la
ecuacién f(X,Y) = ¢ son las mismas de la ecuacién af(X,Y) = ac, veamos
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pues que la ecuacién af(X,Y) = ac tiene un nimero finito de soluciones en-
teras.

Para esto primero notemos que si af(x,y) = ac entonces [[a;f; = ac; y si
(x,y) es una solucién entera de la ecuacién, entonces a;f;(z,y) es un entero
que divide a ac, y esto nos da un ntimero finito de sistemas ecuaciones a; f; = ¢;
donde cada ¢; es un divisor de ¢y ¢;---¢. = ¢, pero por el teorema de Thue
1.1 para cada una de estas ecuaciones hay sé6lo un nimero finito de soluciones
enteras, y por lo tanto hay sélo un nimero finito de soluciones enteras a cada
sistema de ecuaciones, de aqui que la ecuacién af(X,Y) = ac tiene sélo un
nimero finito de soluciones enteras.

]

Corolario 1.12. Sea f(X,Y) € Z[X,Y]| un polinomio homogéneo irreducible
de grado d y sea g(X,Y) € Z|X,Y] un polinomio de grado m < g — 1. Enton-
ces la ecuacion f(X,Y) = g(X,Y) tiene sélo un nimero finito de soluciones
(z,y) € Z°

Demostracion. Escribamos ¢(X,Y) =", .. a;;X'Y7. Entonces cuando
x,y € Z tenemos ¢g(z,y) = ¢ € Z con |c| < kméx{|z|, |y}, donde k =
%W max{|a; ;| } depende sélo de el polinomio g(X,Y"). También podemos
escribirmz%—l—éconéz %

Ahora sea (z,y) € Z* una solucién de la ecuacién f(X,Y) = g(X,Y), vy
supongamos que |y| = méax{|z|, |y|} asi |c¢| < k|y|™ (el caso en que |z| > |y| se
harfa de la misma manera), entonces por la Proposicién 1.2 existe « raiz de
f(X,1) tal que

donde R = (2)41 depende sélo de el polinomio f(X,Y), por lo tanto

n

T REly|™ Rk Rk Rk
Y || |y|d—m |y|d—g+1+5 |y|g+1+5’

por otro lado como f(X,Y’) es irreducible, f(X,1) también lo es, por lo tan-
to deg(a) = d, ahora apliquemos el teorema de aproximacién de Thue a «,
entonces existe v > 0 tal que

b |
jy[l+et

__|7

juntando estas dos tltimas desigualdades tenemos que

¥ < Rk
1+4+1 dy146
[yl et fyle
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despejando nos queda

5_1 Rk
lyl”71 < —
Y
entonces
1 Rk
lylt < —
Y

y esto implica que sélo hay un nimero finito de soluciones (x,y) enteras para
la ecuacién f(X,Y) = g(X,Y). O

Teorema 1.13. Sea k un campo, y n > 2 entero, sea a € k, a # 0. Si para
todo primo p € Z tal que p|n se tiene que a & kP y si 4|n entonces a ¢ —4k*.
Entonces el polinomio x™ — a es irreducible en k[X].

La prueba de este teorema se puede ver en la pagina 297 del libro Algebra
de Lang [Lan02].

Corolario 1.14. Sean n > 3 entero, ¢ € Z no cero y b € Z tal que si p es un
primo que divide a n entonces b no es una potencia p-ésima y si 4|n entonces
b # —4m?* para toda m € N. Entonces la ecuacion

X"-bY"=c
tiene solo un numero finito de soluciones (x,y) enteras.

Demostracion. Consideremos el polinomio f(X,Y) = X" —-bY" k=Q(Y) y
a =0bY™ € k, entonces por el teorema 1.13 f(X,Y) es irreducible en Q(Y")[X],
en particular es irreducible sobre Q[ X, Y], en estas condiciones podemos aplicar
el teorema de Thue a la ecuacién f(X,Y) = ¢ y esto prueba el corolario. [

Para ver més acerca del método Thue aplicado a la ecuacién X?—dY? = cse
puede consultar [Mat02]. En [TdW89] se puede ver un anélisis de las soluciones
de la ecuacion de Thue usando formas logaritmicas, ahi mismo también se
puede ver como aplican el método a ciertas ecuaciones.
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Soluciones de la ecuacion de Thue:
F(X,Y)] =1

En este capitulo analizaremos el caso particular de la ecuacién de Thue
|F(X,Y)| =1, para esto seguiremos la linea de Bombieri y Schmidt en [BS87],
empezaremos con una seccion de preliminares para luego analizar la cantidad
de soluciones grandes y posteriormente la cantidad de soluciones pequenas.

2.1. Preliminares

Sea F'(X,Y) € Z|X,Y] irreducible sobre los racionales, homogéneo de gra-
don >3, ysean f(X)=F(X,1)y aj,as,...,aq, las raices de f(X).

Definicién 2.1. Definimos el discriminante de F(X,Y) como
D(F) = ad" [ [ (@i — a;)?
i<j
donde aq es el coeficiente lider de f(X).

Observacion 2.2. Notemos que D(F') es el mismo si consideramos el polino-
mio F(xz,1) o F(1,y).
Demostracion. Queremos ver que ag" > [ (i—a;)? = a2 HK].(i — 12

a; a;
jHagamos las cuentas! Empecemos por ver que
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I (e—ay Ha I G- (2.1)

- - a5
1<i<j<n 1<i<j<n

probemoslo por induccion sobre n empecemos con n = 2

H (@i — o) = (a1 — a2)

1<i<j<n
1 1
= ajg(— — —
Qg (631
2
T 7L
= ak
N8 8%
k=1 1<i<j<2

por lo tanto si se cumple para n = 2.
Ahora veamos la hipétesis de induccion. Supongamos que se cumple para n—1
y veamos que se cumple para n, entonces tenemos

M -ap=TTer* T -2

1 1 Q;
1<i<j<n—1 k=1 1<i<j<n—1

y multipliquemos la ecuaciéon por

para obtener

n—1 n—1 n—1

[Tai—an) ]I (ai—aj):ag—lnaz—ln(ain—a%)naﬁﬂ I (;—a%),

i=1 1<i<j<n—1 k=1 i=1

- . Qi
1<i<j<n k=1 1<i<j<n
tal como queriamos.

Ahora, elevemos la ecuacién 2.1 al cuadrado y multipliquemosla por ag
obtener

agn 2 H (a’i_aj _aon 2H 2n— 2 H (ai_al)2

1<i<j<n 1<i<j<m 7

2n—2 para

y asf queda demostrada la observacién pues como a2 = F(0,1)* = a§([ [}, )2,
2n—2 2n—2 2n—2
se tiene que a2 * = ag" [ [h_, "7
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Definicién 2.3. Sea A = < Z Z

Definimos el polinomio Fx(X,Y) como a continuacion:

) € Msyo(Z) una matriz con det(A) = 1.

Fy(X,Y)=F(aX +bY,cX +dY).

Observacién 2.4. Hay una correspondencia entre las raices o; de F(X,1) y
las raices & de Fa(X,1).

Demostracion. Notemos que si cx + d = 0 entonces v = —2 y

d
Fi(xz,1) =F(ax 4+ b,cz + d)

:F(—ag +5,0)

d n
—G,Q(—CLE + b)

por lo tanto Fi4(X, 1) # 0 cuando ¢X +d = 0, pues si esto ocurriera tendriamos
que ag = 06 —a% + b = 0 y ninguna de éstas es posible pues ag # 0 por
definicién de coeficiente lider y —ag + b # 0 por que det(A) # 0. Sea ; una
raiz de Fa(X, 1), entonces ¢, +d # 0y

0 =Fa(&,1) = F(a& + b, ¢ + d)

. n CL&-Fb
= (&t F ()

por lo tanto F(‘cff—;fg, 1) = 0, lo que implica que % es una raiz de F'(X, 1),
digamos «;, asi % = q

De manera semejante a cada raiz «; de F(X,1) le corresponde una raiz
& =2 de Fu(X, 1),
O

Observacién 2.5. El coeficiente lider de Fa(X,1) es ag[[,(a — a;c).

Demostracion. Sabemos que si G(X,Y') es un polinomio homogéneo entonces
el coeficiente lider del polinomio G(X, 1) es G(1,0), por lo tanto el coeficiente
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lider de F4(X,1) es
Fx(1,0) = F(a,c) = c"agF(—,1)
n - a
= "ay E(C a;)
= ag H(a — a,0)
i=1
U

Proposicién 2.6. Sean F(X,Y) y FAo(X,Y) como antes. Entonces

D(F,) = det(A)"™VD(F).

Demostracion. Empecemos por desarrollar el lado izquierdo de la ecuacion

D(Fa)

n
&0 H a — 051 2n72
=1

n

[ — ;)

1<j

. e b—a;d b—ad
= ZH(a—aic)Q 2H(cou—a a ca-—]a>2
i=1 i<j ! J
_2n-2 - L \2n—2 (b — ayd)(coy — a) — (cos — a)(b— a;d) 5
— % H(a aic) H( (coyy — a)(ca; — a) )
=1 1<]
_ n—2 - 2n—2 (ad —be) (i — aj) 1
— % H(a—azc) H((ca-—a)(ca- —cjz))
i=1 i<j ! J
2n—2 - 2n—2 (ad — be)*(ai — ay)?
— % H(a ~ i) H (ca; — a)?(ca; — a)?
i=1 i<j v J
— g2 2( nn 1)H 2n 2H (O‘i_aj)z
0 i (co; — a)?(cay; — a)?
_agn 2( nn l)H 2n 2H(Ca—azca _aIQH

1<j 1<J
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Para continuar notemos que

H(Cai —a) 1 = H[(Cai —a)(ca; — a)] 2

2 2
Ck; —a
1<j J ) 1<J

=[(ca; — a)(cay — a)]?[(cay — a)(caz — a)] %+ [(cay — a)(cay, — a)] 2
[(caz = a)(cas — )] *[(caz — a)(cay — a)] -+ [(cay — a)(car, — a)]
[etn s — a)can — a)]
=[(ca; — a)" *(cag — a)(cas —a) - - (cay, — a)] >
[(cay — a)"*(cas — a)(cay —a) -+ (ca, — a)]”
(s — ) (e — )]

=[(ca; — a)" *(cag —a)" ' (ca, —a)* 2

2

[(cai —a)"1] 72

=

1

2

1

(ca; — a)?n=2’

|
=

=1

Entonces
n— n{n— - n— 1
D(FA) :a(2] Q(ad—bc) (n—1) H(G—OéiC)Q 21_[ (COz- —a)Z(CQ' —(L)2 H(Oéi—Oéj)2
i=1 i<j ¢ J i<j
n— n(n— - n— - ]-
= i~ *(ad = by D [0 = a2 [T oz Tl i = ?
i=1 i=1 ! i<j
= a2"2(ad — be)" " H(ozi — a;)?
i<j
= (ad — be)"" V22 H(ozi — a;)?
i<j

= det(A)""VD(F)

Proposicién 2.7. Sea p € Z un numero primo. Entonces

donderz(g (1)> ij:(g _jl)pamjzl,...,p.
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Demostracidn. Notemos que la inclusion Z* D U_ A;(Z*) se da por que
Ay(Z*) C Z? para cada i.

Ahora sea (z,y) € Z?*, para ver que (z,y) € U/_,A;(Z?*), consideraremos
dos casos: x =0 mod p y z #Z 0 mod p.

s Caso x = 0 mod p. Si x = 0 mod p entonces existe n € Z tal que x = np,
y por tanto (z,y) = n(p,0) + y(0,1), por lo tanto (x,y) € Ag(Z?*) C

» Caso x #Z 0 mod p. Supongamos que x # 0 mod p, para ver que (z,y) €
A;(Z?) para algin i = 1,...,p basta encontrar s, t € Z tales que (z,y) =
s(0,p) + t(—1,7), pero s(0,p) + t(—1,7) = (—t,sp + jt), consideremos
pues t = —x, y notemos que:

Si y = 0 mod p entonces ply y por tanto p|y — it para ¢ = p, ahora con-
sideremos s = %m? entonces (z,y) = (—t,sp+pt) = s(0,p) +t(—1,p) €

A(Z?).
Ahora, si y # 0 mod p escogemos j tal que y — jt = 0 mod p, tal j
existe por que Z, es campo y z,y # 0en Z, y s = % para obtener

(2,y) = (=t,sp+ jt) = s(0,p) + t(—1,j) € A;(Z?).

O
Notemos que como det(A;) = p, de la proposicién 2.6 se tiene que
|D(E4)| = p" " V|D(F)| = p"Y.
Ahora, sean N,, el méximo nimero de soluciones de |F(X,Y)| = 1, n; el

nimero de soluciones de |Fy,(X,Y)| =1y N,(p) el maximo nimero de solu-
ciones de |F(X,Y)| =1 con |D(F)| > p™™=V. Entonces por de la proposicién
2.7 tenemos que

Np <ng+ny+ -+ np < (p+ 1)Na(p) (22)

Definicién 2.8. Se define la altura de Mahler de F' como
M(F) = |ao| | [ méx{L, [} = [ao| [ =
i=1 i=1

donde z; = max{1, |a;|}

Observacion 2.9. La altura de Mahler del polinomio F estd bien definida, es
decir, no depende de la vartable que consideremos.
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Demostracion. Recordemos que F(X,Y) = ao[[_, (X — ;Y), donde «; es
rafz de F'(X, 1), ahora notemos que

n n

FOLY) = ao[01=ay) = a [ o H(ai _y),

lo que implica que ai es raiz de F'(1,Y), también notemos que a,, el coeficiente
lider de F(1,Y) es F/(1,0) = ao [[;—, c, asi obtenemos que

ay, H max{1, —|} = aO(H ozi)(H max{1, ﬁ})

1
v

n
= lao| | ] méax{1, o[}
i=1

[
11 Q12 -+ Qin
. .l , Q2,1 Q22 -+ Q2p
Proposicién 2.10. (Desigualdad de Hadamard) Sea A =
an,l Qp2 *°° QApn

con a;; € C entonces
(det(A)* <] (Z |az',j|2>
‘ i=1
Observacion 2.11. Con F(X,Y) como antes, se tiene

|D(F)| < n"M(F)*2.

Demostracion. Empecemos por aplicar la desigualdad de Hadamard a la ma-

1 o e a?il
1 Qg - agfl

triz de Vandermonde V =

1 Qp v an_l
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para obtener

(det(V))? Z(H(ai —a;))?

i<j

:H(O‘i - a;)°
1<j
n n

Ahora notemos que

ID(F)| = Jao"2 [ (s — )2

i<j

n n
< |a0‘2n72 H(Z |agfl|2)

=1 =1

= ‘ao|2n_2 H(12 + ]Ozi]2 + \af\Q IS |@?_1’2)
i=1

< Jag|?™? H(12+(zi)2+ (2P 4+ (1))
=1

=1

n
< Jao/*™? H nz"?
i—1
n
= n"|ao|*"? H z2n2
=1

= n"(Jag| T 27
i=1
— nnM(F)2n72
lo cual prueba la observacién O

Luego cuando |D(F)| > p*™~V de la observacién 2.11 se tiene que

D(F)[7= s ph
2n—2 2n—2 3
M) 2 S s = 2.3
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Definicién 2.12. La resultante de dos polinomios monicos P y Q) se define

como:
Res(P,Q) = [ TI 8-9
P(£)=0Q(8)=0

Observacion 2.13. Sea F(X,Y) como antes, asi agDisc(f) = £Res(f, f').
Entonces ag|Res(f, f') implica D(F') € Z.

Demostracion. Notemos que si ag|Res(f, f') entonces Res(f, f’) = apm para
algiin m € Z, ahora notemos que Res(f, f') # 0 pues como f es irreducible no
tiene raices multiples, asi de agDisc(f) = £Res(f, f’) obtenemos que D(F) =
m € Z\ {0}. O

Sea f(X) como antes y « una raiz fija. Definimos el polinomio

Escribimos
D(F) = f'(a)?Disc(g), (2.4)

esto lo podemos hacer por que
F(X) =[(X = a)g(X)]' = (X = a)g'(X) + g(X)

y asi f'(a) = g(a) = ao [[1=] (o — ).
Definimos
F(X,Y)
X —aY
Observaciéon 2.14. Sean F(X,Y) y f(X) como antes. Entonces

G(X,Y) =

: [D(F)|2 1
’f (a)’ > n”T*lM(F)n_z =z n%M(F)”_Q

Demostracion. Despejando en la ecuacion 2.4 obtenemos
D(F)3
) = 22
Disc(g)2
luego,
[D(G)] < (n—1)" "' M(G)*
nflM(G)Q(n72)
nflM(F)Q(an)

ININIA

n
n
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donde la primer desigualdad es por la observacion 2.11. Asi, obtenemos que

y por lo tanto

/O./ > —
7 )|_nnT (F)»=2 " n'z M(F)"2

como queriamos. O

v

(2.5)

Sean x,y € Z coprimos, se define § = minlgignﬂ% — ;| }, notemos que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que § = ]g — Q.

Observacion 2.15. Notemos que
—n+1 n| g/ z
|F(z,y)| > 27" y| If(ozn)llg—anh

Demostracion. Recordemos que

1 X
|[F'(X,Y]) = |aol|y| | | I7 —
=1

Yy que
n—1
/()| = [ ] e = el
i=1

entonces para probar la observacién basta ver que

n—1

n—1 X 1
|ao H \? — ) > on 1 H | —
=1

=1

Para esto, reacomodemos las raices de f(X) de manera que

oy — ;| <25sii=1,...,N

o, —a| >28sii=N+1,...,n

para algin N entre 0 y n — 1, asi

N | X
N
ng—aﬂzé ZQ_NZl_[llan_ai’ (2.6)
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por otro lado, siz = N +1,...,n — 1, entonces
x x
= — ] = [(= —an) + (o — i)
Y Y
x
> ‘O‘n - O‘i| - ‘_ _O‘n‘
Y
1
2 |an - a/i| - _|O~/n - ai|
2
Sl — o
= Z|0p — Oy
2
y por tanto
n—1 T n—1 1 1 n—1
H |§—04i|2 H §|an_ai|:m H v, — il (2.7)
i=N+1 i=N+1 i=N+1
luego de 2.6 y 2.7 obtenemos que
n—1 T 1 n—1
H|§—Oéi| ZFHW%—O%
i=1 =1
y en particular
n—1 o 1 n—1
jaol [ T1> = ail = oo [ ] evn — o
o1 Y 2
lo que prueba la observacion. O

2.2. Soluciones grandes

En esta parte seguiremos pensando en F(X,Y) y f(X) como en la seccién
anterior, es decir, F'(X,Y’) serd un polinomio irreducible de grado n > 3 con
coeficientes enteros y f(X) serd F(X,1). Recordemos también que a; son las

raices de f(X).

En esta seccién nos fijaremos en las soluciones enteras de F'(X,Y’) que son
suficientemente grandes y concluiremos que de éstas has muy pocas, en este

caso, a lo mas 3 soluciones para cada «;.

Definicién 2.16. La altura de (z,y) se define como H(x,y) = méax{|z|,|y|}.
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Consideremos dos casos: H(z,y) = |y| v H(x,y) = |z|.

Para el caso H(z,y) = |y|, tenemos que

(203)" P, ) M(F)"™*

x
<
@glnﬂy ail} < (e g (2.8)
Hagamos las cuentas
i {15 12 _
min {17~ af} = |7~ a|
2" F(x,y)|
lyl*|f"(an)
2" P (2, y)ln"= M(F)"
B lyl"
20y e, y) [ M(F)
[yl
1 n
_ @b M(F))"|F(z.y)
N [yl
1 n
_ @2 M(F)"|F(x,y)|
H(z,y)"

la primer desigualdad es consecuencia de la observacion 2.15 y la segunda de
la 2.14

Para el caso H(x,y) = |z| de consideremos el polinomio f1(Y) = F(1,Y) y
sus raices fi,..., 3, ordenadas de manera que mini<;<,{|% — Bi[} = | — Bal,
de las observaciones 2.15 y 2.14 obtenemos

min {17 = Bl =1~ 5
2! |F(a,y)|
< 7 I
= Tl
2 F () |n*5 M(F)™
]
_ (2niM(F)"|F(x.y)
- ER
(M (E))"|F (2. )|

= H(z.g)" (2.9)
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de la segunda desigualdad obtenemos que

(202)""!|F (2, y)|M (F)"

, )
24N <
qoin {|2 = Gil} < (g (2.10)
Observacion 2.17. Sea 0 = max{1,aq,...,a,}, entonces de la ecuacion 2.10
obtenemos
2n3)" M (F)"2|F 1
by MY AP | 1 e
H(x,y)" 202 1<i<n” Ty
Veamos esto por casos dependiendo de [£ — L |.
» |2 — 2| > L para todo 7, de la desigualdad 2.10 obtenemos
min{|¥ — LVH(z, y)" H n min{1, | — ;| } H (z, y)"
Py D Hyr  mi{LIE o)
(2n2)r— 1M (F)n—2 20(2n2 )"t M (F)"—2 20(2nz )1 M (F)—2
y asi
2n3)" LM (F)" 2| F 1
@ MEP )] L e
H(z,y)" 20 1<i<n” Ty

Y como o > 1 se tiene que

(2n2)" ' M(F)"2|F(z,y)| 1 x

> el
H(z,y)" = 952 1%1%1”(1,‘3/ a;|)
w2 = o = mingen {2 — |} < 55, recordemos que o > a,, y por lo
tanto = < |$|, asi obtenemos
1 1 1 1 11 _ 1
D R LR B
uego
= L= [ (g — 2)] = [l — 2] = Lo — 2] = gl - 2

asi, de la desigualdad 2.10 obtenemos

|4 — o H(z,y)" , — ol H(z, )"
(2n2)"= 1M (F)»=2 ~ 202(2n2 )71 M (F)»-2

|F(z,y)| =

Lema 2.18. Para cualquier pareja de enteros (z,y) cony # 0 se cumple

(2r: M(F))"|F(z,y)|
H(x,y)"

X
N
i (1 low =l <
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Demostracion. Hasta ahora tenemos que

202 )" M(F)"2|F 1
H(x,y) 202 1<i<n Yy

esto por la desigualdad 2.8 para el caso H(x,y) =y y por la observacién 2.17
para el caso H(x,y) = x, luego, por la definicién de M(F) y o tenemos que
1 < 0 < M(F); multiplicando la desigualdad por M (F)? obtenemos

? M(F)? 3L M(F)"|F
7 ml'n(l,|a,-—£|)§ (£) ml’n(l,|ai—§|)§ (2n2) ()" [F(z,y)]
202 1<i<n 202 1<i<n y H($’y>n

y finalmente al multiplicar la desigualdad por 2 concluimos lo deseado

22 )" M (F)"| F
min (1, a; — 2|) < (2n2)"M(F)"|F(z, y)|
s Y H(z,y)"

]

, . . / . .
Sea ag una raiz fija de F(x,1), decimos que % y % son equivalentes si

g — £ = minyicp{fei = £[} ¥ oo — 5| = miny i {|e — 5[}, notemos que
estd relacién es de equivalencia con n clases.

Consideremos ahora cualquier clase, digamos la de «g, y ordenemos las
parejas (z1,91), (x2,42), ... con y; > 0 que son soluciones de

de manera que H(z;,y;) < H(x;11,v:+1) para todo i. Notemos que para estas
parejas la diferencia g— — ap| es menor o igual que 1.

Observacion 2.19. Sean (z;,y;) las soluciones de la ecuacion F(X,Y) =1
pertenecientes a una misma clase. Entonces
1 ; ; 2
S |& . Tit1 | S C
YiYir1 Y Y H(z,y)"

donde
C = (2n2 M(F))". (2.11)

Demostracion. Empezaremos con la desigualdad del lado izquierdo.

|ﬂ Ty ZiYir1 — Tis1Yil > 1
Yi Yt YilYir1 - YilYit
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Ahora veamos la desigualdad derecha

T Tit+1 X Tit1

— = =|(— — o) — — o 2.12
Yi  Yin1 | |(yz 0) (yi+1 o) ( )
ZT; ZT;
<2 —al+ |2 — g (2.13)
Yi Yir1
C C
< + 2.14
H(x,y)"  H(Tig1, Yig1)" (2.14)
2C
< S 2.15
H(%', ?/z)n ( )
La tercer desigualdad se cumple por 2.18 O

Lema 2.20 (Principio fuerte entre las distancias). Sean (x;,y;) soluciones de
una misma clase, entonces para H(xq,y1) > O+ se tiene

)k—l

H(zy,yp) > ((20) 72 H(zy, )"

Demostracion. Veamoslo por induccion.

k=1

H(xzy,11) > ((26’)_51[[(3:1,yl))("_l)l_l, esto se cumple pues (26’)_ﬁ < 1.
Ahora vamos con el paso de inducciéon. Supongamos que

H(ze, ) = «20)7%1{@17 yl))(n_l)kil
[

Sean t y 7 nimeros mayores que cero tales que t < \/g yV2—nt? <1<t
y consideremos
2 t?

n
A= ——(log M (F) + —). 2.1
v Av= (g M(F) + 5) (216)

Diremos que un ntmero racional g es una muy buena aproximaciéon a « si
z A -2
o — §| < (4™ H(z,y)) (2.17)

se tiene

. .. . . , /
Lema 2.21 (Principio Thue-Siegel). Si « es un nimero de grado n y % Yy %
son dos muy buenas aproximaciones a o entonces

log(4e™) + log H(«', /) < 6~ {log(de™) + log H (x,y)}

2,2
donde § = "t:—f12
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Ahora buscaremos un numero Y suficientemente grande tal que al tener

Yo < H(z1,y1) se tenga que zl, Zz . son muy buenas aproximaciones a «.
Del lema 2.18 tenemos que

ahora bastaria ver que

C < 1
H(xs,y)» — (deM H (25, y;))

para asegurarnos que cada pareja (z;,y;) forma una muy buena aproximacion
a «, despejando H(x;,y;) de la desigualdad obtenemos que esto se cumple para

A

Yy > Crx (4e)7x.

Utilicemos logaritmos en la desigualdad del principio fuerte entre las dis-
tancias para obtener

log H (x5, y) > (n — 1)*"{log(20) 72 + log H(x1, 1)}

por otro lado, aplicando el principio de Thue-Siegel a (z,,y,) v (21,y1)
obtenemos

log(4¢*1) 4 log H (z, ) < 6~ {log(4e™) + log H(x1,31)}

y combinando ambas desigualdades tenemos que
log(4e™) + (n — 1) H{(=—) 10g(2C) + log H (z1,91)}

< 5_1{10g(4€A1) +log H(z1,91)}

lo que nos deja con

B B log Yy + log(4e™t)
(=17 = log Yy — (n —2)~1log(2C)

cuando como en nuestra caso log Yy > (n — 2)~1log(2C).
Consideremos ahora

Yy = (20) 7% (4e1) (2.18)
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y obtenemos

(n — A)"11og(2C) + n(n — \)~!log(4e?t)
(A=2)(n—2)"1(n —X)"t1og(2C) + A\(n — )~ log(4eAr)
log(2C) + nlog(4e?r)
(A —=2)(n —2)"tog(2C) + Alog(4eAr)
( _n—2 10g(20) + nlog(detr)
T A= 2710g(20) + M log(4e4r)

(n o 1)k—1 S(S_l

—2

<51

- A—2
—1

<§*1n

- A—2

de aquf (n — 1)*2 < §71(\ — 2)7!, aplicando logaritmo a la desigualdad y
despejando k obtenemos

log(3~ (A= 2)7)
k<2+ ogln 1)

Luego considerando las soluciones (x,y) y (—z, —y) de |F(z,y)| = 1 como una
sola habremos probado el siguiente lema.

Lema 2.22. El nimero de soluciones enteras (x,y) de la ecuacion |F(z,y)| =
1 con H(z,y) > Yy es a lo mds

log(0™'(A —2)71)

2 .
nl2+ log(n — 1) ]
Consideremos
2
t= ¥ T =10t (2.19)
con 0 < a < b < 1 entonces

o2 2 2 _\/§\/n+a2>\/2n
t—7  (1=bt (1 _yp 22_ 1—0 1—b
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Luego

sean

s(n)

entonces

4 n-=1
2472 -2
n—1
n(nfa2)+b2(nfa2) —2
n—1
225 — 1)
n—1

(M)
~on—1
255E)

(n —1)(n + a?)
2(b%? — a?)
(n—1)(n+1)
2(0% — a?)
n?—1
2(? — a?)

n2

2(b% — a?)

<

N

n

log(d‘l()\ - 2)_1) < 10g(2(b2ia
log(n — 1) log

(2~ 2)7)
-1

o8 (2% = 27) v Ao) = los(n — 1

i 080T (A =271 s(n)
n—soo  log(n —1) n—o0 h(n)
)
W' (n)
3
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de aqui que el nimero de soluciones enteras (x, y) de la ecuacion |F'(z,y)| =
1 con H(z,y) > Yy es a lo méas 3n cuando n es suficientemente grande.

2.3. Soluciones pequenas

En esta seccion daremos una cota para el nimero de soluciones pequenas
de la ecuacién F(X,Y) =1, es decir las que cumplen H(z,y) < Yj.

Consideremos x = (x,y) y escribamos

n

F(x) = F(z,y) = ] [(z — a)

i=1
ahora, consideramos
Li(x)=x—oo;y para i=1,...,n.
Dado xg = (xg, yo) definimos
D(x,x0) = zyg — Toy-

Definicién 2.23. Diremos que dos polinomios F(X,Y) y G(x,y) son equiva-
lentes si las ecuaciones |F(z,y)| =1 y |G(x,y)| = 1 tienen el mismo nimero
de soluciones.

Proposicién 2.24. Los polinomios F(X,Y) y Fa(U,V) son equivalentes.

Demostracion. Sea S el conjunto de soluciones enteras de la ecuacién |F(X,Y)| =
1, y sea S, el conjunto de las soluciones enteras de |F4(U, V)| = 1y conside-
remos la funcién s : S4 — S definida por

s(u,v) = (au + bv, cu + dv),

y veamos que es biyectiva.

Empecemos por comprobar inyectividad, supongamos que s(u,v) = s(u’,v’),
entonces (au+bv, cu+dv) = (auw' +bv', cu' +dv’), lo que nos lleva a c(u —u') =
d(v' —v) y a(u —u') = b(v' —v) y posteriormente a cb = da, pero esto no es
posible pues det(A) = 0, por lo tanto la funcién s(u,v) es inyectiva.

Para probar suprayectividad consideremos (x,y) € Sy el sistema de ecuaciones

au+bv==x
cu+bv =y,
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dado que es un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas tiene una tunica
solucién (u,v), ademdas como det(A) = 1 se tiene que u,v € Z, por lo tanto
(x,y) = s(u,v), lo que implica que la funcién s es suprayectiva y por lo tanto
biyectiva. Lo que prueba que |F(X,Y)| =1y |Fa(U,V)| =1 tienen el mismo
nimero de soluciones enteras. O

Lema 2.25. Sean x y X, soluciones de |F(z,y)| = 1. Entonces para 1 <i,j <

n)
Li(xo)  Lj(x0)
_ — (8 — B.\D
Ll(X) Lj(X) (ﬁz ﬁ]) (X> XO))
donde f,..., B, dependen de x y son tales que la forma G(v,w) = (v —
frw) -+ (v — Brw) es equivalente a F.

Demostracion. Seleccionemos x' € Z x Z con D(x',x) = 1; esto se puede
porque |F'(x)| = 1 tiene componentes que son primos relativos; luego x, X’ es
una base para Z? y asf podemos escribir xy = ax+ bx’. Més atin, D(xq,x) = b,
asi

zo = ax + D(x0,%)2’ y yo = ay + D(xq, %)y’

luego, para cadai=1,...n

Li(XO) _ Zo — &YYo
Li(x) x—oy
_az + D(Xo,x)2" — a;(ay + D(x0,%)y’)
N r—ogy
a(z — a;y) + D(%0,x) (2" — auy/)
T — oY
(2" — o))
T — oy

=a + D(xg, X)

=a + D(xg, X)

L;(x')
L;(x)”

consideremos f3; = y obtenemos

=a+ D(XO7 X)ﬂi?

luego

Li(xo0)  L;(%o)
Li(x)  Lj(x)

= a+ D(x0,x)8; — (a4 D(x0,x)0;) = D(x0,x)(5; — ;).
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Ahora definimos

G(v,w) =+ F(vx + wx')
=+ F(v(z,y) +w(z',y"))
=+ F(vz + wz', vy + wy')

el signo de F' en G(v,w) dependerd de si (x,y) es soluciéon de F(x,y) = 1
o F(z,y) = —1, pues queremos que G sea un polinomio ménico, para esto
notemos que el coeficiente lider de G es G(1,0) = F(x,y).

Ademads, F' y G son equivalentes, luego

G(u,v) ==+ H Li(vx + wx')

=1

== [[(o(z.y) +w(',y))

=1

=+ Hvx+wy+ai(vy+wy’)
=1

-4 H(vLi(x) + Li(x))

[
En el caso cuando zg = (1,0), tenemos L;(x¢) = L;(Xo) = 1, y asi
1 1
- = D(x0,x)(8; — Bj) = y(Bi — B;)
Li(x)  Lj(x) ’ !
para toda x con |F(x)| = 1, entonces | Ly (x)|, ..., |Ln(x)| = 1, ahora escogemos;j =
Jj(x) con |L;(x)| > 1, entonces
1
> 18: — Billy| — 1

también |L;(x)| > 1, entonces
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luego sumando las dos desigualdades anteriores obtenemos

>(18; = Bil + 1B; = Bil)ly| — 2

>18; — B+ B; — Billyl — 2
2Re(;) — 26|yl — 2

|Li(x)]

y dividiendo entre 2 queda

1

Ahora, escojamos un un entero m = m(x) con |m — Re(f3;)| < i para obtener

1
> (m—06i|— =)yl —1parai=1,... ,n. (2.20)
|Li(x)] 2

Para 1 < ¢ < n consideremos X; como el conjunto de soluciones de la
ecuacién |F(r.y)] = Lcon 1<y < Yoy [L(x)] < 2.

Lema 2.26. Sean (z,y), (&,9) € X; conx # & yy < y. Entonces

) 2
% > (1,16 — m|)

donde f; = Bi(x) y m = m(x).

Demostracion. Tenemos que

1 <|D(x X)
oy Yy
T — Oézy y
<[Li(%)[ + | Li(x
)
L;
<2+ ilLix)
1 .
§§ + 9| Li(x)|
entonces §|L;(x)| > 3, luego 2y > 11— R de 2.20 obtenemos

) 1
2j > (jm — B = S)lyl - 1

y de aqui
1
(Im — Bi| = )!y\——

[\.’)li—‘



2.3. Soluciones pequenas 53

lo que implica

g1 1.1
=25(m=8il—5)— 5
Yy~ 2 2 2y
1 1 1
>_ _ Bl Zy_Z
1| | 1 1
=—\m-0i)l—-— =
2 4
1 3

la segunda desigualdad se da por que y > 1, luego como 3y > y se tiene que

) 1 3
g > mix(L, glm — i = ) (2.21)
ahora veamos que si ¢ € R es mayor que cero, entonces la desigualdad
1 3 2
méx(1, 55 — Z) > = méx(1,€) (2.22)

se cumple, para esto notemos que si max(1, %f — %) = 1 entonces ¢ < g
y la desigualdad 2.22 se cumple pues 1 > %méx(l, %), ahora en caso de que
méx(1., 2&—3) # 1 se tendrfa que £ > I y por 107tantg 2t = %nlléx(lé £), %uego
la desigualdad 2.22 se cumple pues cuando § > 3 se tiene que 3§ — 4 > =¢.
Ahora podemos sustituir £ por |m — ;| para obtener

1 3.2
max(1,§|m — B — Z) > ?max(l, |m — i)

y combinando esto con la desigualdad 2.21 se tiene que
y_2

= > —max(1, |m — 5;
V> Zmix(Lm - )

tal como queriamos. O

Lema 2.27. Supongamos que (x,y) satisface F(xz,y) =1 cony >0 y L;(x) >
-=. Entonces

2y 7
— Bl < =
Demostracion. Despejando en la desigualdad 2.20 obtenemos
1 1 1 1 7
m—-p| <-4+ ———+-<-+2+1=—.
2 |Lix)ly oy~ 2 2
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Ahora, para cada X; no vacio sea x(i) el elemento de X; cuya coordenada
Y sea mayor.

Consideremos X como el conjunto de soluciones de |F(x)| =1 con 1 <y <
Y, donde los elementos x(1),...,x(n) han sido eliminados.

Lema 2.28. Supongamos que la desigualdad M(F) > p%n% se cumple para
7

un primo p > (£)%. Sea € > 0 y n > ny(p,€). Entonces el conjuto X tiene
cardinalidad

n(l+e)

1— 210g(%)

logp

X >

Demostracion. Sea 1 < i < n fijo. En el caso cuando X; # () ordenamos
sus elementos X1, Xs,...,X, de manera que y; < yo < --- < y, y por tanto
X, = X(1).

De aplicar el lema 2.26 obtenemos

Bt > 2L, |8i(0) = m(xe)

para 1 < k <wv — 1, por lo tanto

2
[T Zmix(isia) —mel < J] 22 <t <y <%
xcXNX; xeXNX;

Ahora, para x € X — X, del lema 2.27 obtenemos

gm&uJ@@wwme<1

y por tanto
2
[ = max(1,18i(x) = m(x)| < Yo (2.23)

xeX

La forma G = [[L,(v — B;w) del lema 2.26 es equivalente a Iy por lo
tanto también lo es G = [[;_, (v — (8; — m)w). Luego, como F es reducido se
tiene M(F) < M(G), es decir

F) < Hméx(l, 18i(x) — m(x)]),

ahora, de 2.23 se obtiene

(G ME)H < 1
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7
M(F) > ()" cuando n > n(p); entonces aplicando logaritmo a la desigualdad

Como M(F) > p3n?-2 se cumple para un primo p > (
se obtiene

)2, se tiene que

2
| Xlog()"M(F) < nlog¥o
para llegar a

nlog Yy

X| <
X < log M(F) —nlog I
Con A; como en (2.16) y (2.19) tenemos

(2.24)

1 1
A = E(log M(F) + §n)
luego con (2.11) y (2.18)
log Yy = —

— /\(logM(F)—l—loan%-F

log 2 A
og )+
n

1 n
— )\(logél—l— ?(logM(F)%——))
con A como en (2.16) y (2.19) tenemos (n2), luego

log Yy = (1+0(n"2))log M(F) + O(n?)
nlog(%) podemos concluir que

donde la constante de O depende sélo de ay b en (2.19). Luego de log M (F) >

log Yy < (1+ %)log M(F)
cuando n > ns(€), combinando esto con (2.24) obtenemos

log M (F
X <n(1 4§18 MO
27log M (F) — nlog(%)
Asi para n > ny(p, €), de 2.3 tenemos

IX| <n(l+ 5)

1
271 nlog(%)
log M (F)
€ 1
<n(l+ 5) log(§
 Llogp—(len)
<n(l+e¢) L
n €
1— log()

1logp)
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]

2.4. El nimero de soluciones

Ahora ya podemos obtener una cota para el nimero de soluciones de
|F(X,Y)| = 1. Las soluciones con 0 < y < Yj estdan en X, o son alguna
de las x(7); considerando también x = (1,0) tenemos que el nimero de solu-
ciones de |F(x)| = 1 con |y| < Yy alo mas | X|+n+1 (recordemos que estamos
contando x y —x como una misma solucién.) Luego por LOL tenemos que el
nimero de soluciones con |y| > Y, es a lo mas 3n cuando n es grande. Asi
obtenemos que la ecuacién F'(X,Y) =1 tiene a lo mas

| X[ +4n+1

soluciones. Luego si p > %2 y n es grande del lema 2.28 obtenemos

N,(p) < n(1+ 2¢)( +4),

2log ()
1 - 1
ogp

donde N, (p) es una cota superior para el numero de soluciones cuando la
desigualdad |D(F)| > p™™~Y se cumple; ahora juntando esto con 2.2 tenemos

N, <n(l—2¢)C(p)

donde

Clp) = (p+1)( +4).

1_ 2110g(%)
ogp
Con p = 19 obtenemos C(19) = 214,16..., por tanto N,, < 215n cuando n

es grande.
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