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RESUMEN

A partir de la revision de literatura referente a la ensefanza de la probabilidad condicional y al
conocimiento del profesor con relacién al aprendizaje de probabilidad en los estudiantes,
nosotros identificamos pocos estudios acerca del conocimiento del profesor sobre las
caracteristicas de aprendizaje de probabilidad condicional en los estudiantes. Ante esto, nos
planteamos la interrogante que dirige este estudio: ;Qué conocimientos sobre las caracteristicas
de aprendizaje involucra el profesor de matematicas durante el proceso de ensefianza de la
probabilidad condicional? Entonces el objetivo fue caracterizar el conocimiento sobre las
caracteristicas de aprendizaje involucra el profesor de matematicas durante el proceso de
ensefianza de probabilidad condicional. La caracterizacion de estos conocimientos se realiza
con base en el modelo de conocimiento Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge
(MTSK). Este es un estudio cualitativo de corte interpretativo en el que se consideraron como
casos a siete profesores de nivel bachillerato en Zacatecas que ensefian la asignatura de
Estadistica II. Como instrumento de analisis se utiliz6 la perspectiva Bottom-Up y Top-Down
para caracterizar a los conocimientos que evidencian los profesores mediante un cuestionario
de preguntas abiertas y una entrevista semiestructurada. La caracterizacion de dichos
conocimientos permitio identificar limitaciones en el conocimiento didactico del maestro con
relacién a las fortalezas, dificultades e interaccion de los estudiantes con la probabilidad
condicional. Asimismo, la aportacion corresponde a indicadores nuevos sobre el conocimiento
de los maestros asociados a las caracteristicas del aprendizaje de probabilidad condicional en
los estudiantes.

ABSTRACT

From the literature review regarding the teaching of conditional probability and teacher
knowledge in relation to probability learning in students, we identified few studies about teacher
knowledge on students’ conditional probability learning characteristics. Given this, we ask
ourselves the question that this study addresses: What knowledge about the learning
characteristics does the mathematics teacher involve during the conditional probability teaching
process? The objective was then to characterize the knowledge about the learning
characteristics involved in the mathematics teacher during the conditional probability teaching
process. The characterization of this knowledge is carried out based on the Mathematics
Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) model. This is a qualitative study of an interpretive
nature, in which seven high school teachers in Zacatecas who teach the subject of Statistics II
were considered as cases. As an instrument of analysis, the Bottom-Up and Top-Down
perspective was used to characterize the knowledge evidenced by the teachers through an open-
ended questionnaire and a semi-structured interview. The characterization of said knowledge
allowed identifying limitations in the teacher's didactic knowledge in relation to the strengths,
difficulties and interaction of the students with conditional probability. Likewise, the



contribution corresponds to new indicators on the knowledge of teacher’s associated with the
learning characteristics of conditional probability in students.

PALABRAS CLAVES:

conocimiento especializado del profesor de matematicas; caracteristicas de aprendizaje;
sesgo, falacias y confusiones; probabilidad condicional.



PRESENTACION

El trabajo de grado esta organizado en siete capitulos. A continuacion, la estructura se describe
con el objetivo de que el lector tenga una vision completa y organizada de la investigacion a
partir de vislumbrar lo que contiene cada uno de los capitulos.

En el primer capitulo se presenta el planteamiento del problema de investigacion. En €l
se realiza una sintesis de las investigaciones relacionadas con la problematica que subyace en
el conocimiento del profesor sobre el aprendizaje de probabilidad condicional por estudiantes
de bachillerato. Esta revision permite plantear problema de investigacion, pregunta, objetivos,
hipotesis y justificacion.

En el segundo capitulo se da continuacidon a lo mencionado anteriormente. En ¢l se
presentan los antecedentes de la investigacion desde tres categorias: evaluaciones de
conocimiento para la ensefianza de la probabilidad, aprendizaje de la probabilidad en
estudiantes y ensefianza de la probabilidad condicional.

En el tercer capitulo se presentan los elementos tedricos bdasicos de nuestra
investigacion. Primero, los fundamentos matematicos que guardan relacion con la probabilidad
condicional son presentados. Posteriormente, lo que se presenta son los modelos de
conocimiento del profesor de matematicas que tomamos como referencia y hacemos especial
énfasis en el modelo MTSK. Por ultimo, lo que se presenta son los elementos teéricos
fundamentales relacionados con la didactica de la probabilidad; por lo tanto, los campos de
problemas, falacias y confusiones asociados a la probabilidad condicional.

En el cuarto capitulo se presentan los métodos usados en la investigacion. Lo descrito
corresponde a lo que se realiza como estudio de casos. El paradigma interpretativo y las
caracteristicas particulares de los casos de la investigacion son descritos. También, los
instrumentos de recogida de informacion son consignados; de facto son un cuestionario de
conocimientos y una entrevista semiestructurada. Luego, lo que se menciona son el instrumento
de analisis, es decir, las perspectivas de andlisis de la informacion Bottom-Up y Top-Down.

En el quinto capitulo se comenta el analisis de los resultados de los instrumentos y se
describen las evidencias mas significativas. Para complementar esto, los resultados de la
investigacion son expuestos; ellos surgen de la aplicacion de los instrumentos de analisis. Por
ultimo, lo que se presenta es la discusion de los resultados finales de la investigacion y los
antecedentes.

En el sexto capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion. En este apartado destacan
las aportaciones principales que (se realiza al modelo MTSK en las categorias fortalezas y
dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido matematico y formas de interaccion de
los estudiantes con un contenido matematico.? Ademas, las proyecciones y limitaciones que
surgen de este estudio son comentadas. Para terminar, una reflexion personal que surge del
desarrollo de esta investigacion es expuesta.



CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA DE
INVESTIGACION



CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este capitulo se mencionan aspectos centrales del problema de investigacion. Entre ellos se
encuentran motivacion, problemadtica, definicion del problema, objetivos, hipotesis y

justificacion.

1.1 Motivacion

Desde pequeiio, yo he tenido un gran interés por los juegos de azar, debido a que en el contexto
colombiano es comun que las familias se retinan a practicar juegos como loteria, bingo, cartas,
dominds y dados. A raiz de la experiencia con estos juegos, me surgid un gran interés por
comprender todo lo relacionado con aleatoriedad, riesgo y azar. Yo queria ser un apostador muy
bueno.

De forma analoga, yo heredé de mis padres una vocacion, una sensibilidad y un respeto
profundo por la profesion docente. Yo considero que un profesor bueno debe generar un
impacto positivo en la sociedad. De esta manera, el docente podria contribuir en el desarrollo
de su comunidad. Por lo tanto, yo estudi¢ la carrera de Licenciatura en Educacién Matematica
en la Universidad del Valle (Colombia) y la cual cursé de manera exitosa con mucho empeio,
amor y dedicacion.

Sin embargo, luego de haber terminado mis estudios de pregrado, yo empec¢ a trabajar
en un colegio con estudiantes con problemas de déficit de atencion, dislexia e hiperactividad,
entre otros. Esta experiencia fue muy frustrante para mi, porque no pude entender realmente lo
que piensan los estudiantes con esas caracteristicas. Entonces, yo no supe que estrategias
didacticas usar para lograr que aprendieran matematicas.

En ese momento, yo decidi realizar una maestria en matematica educativa, porque
considero que en ese momento no tenia los conocimientos que requeria para desempefiar
correctamente mi labor. Durante la busqueda de una maestria acorde a mis necesidades, me
percaté que los temas que me interesaban era la probabilidad y la formacién de profesores,
porque la probabilidad es un tema poco abordado en investigacion y la formacion de profesores
iba a llevarme a replantear muchos aspectos de mi formacion y practica profesional. Por lo
tanto, yo decido realizar una investigacion sobre los conocimientos didécticos de profesores
para la ensefianza de la probabilidad condicional.

En el desarrollo de este trabajo de investigacion, me he percatado que los juegos de
azar son un tema importante abordar desde un punto de vista educativo. La investigacion en
didactica de la probabilidad condicional es relativamente nueva. Especificamente, en el campo
de formacion de profesores, son pocas las investigaciones que analizan el conocimiento de
profesores para la ensefianza de la probabilidad. Por tal razon, consideramos que este estudio



aporta elementos tedricos y metodologicos para comprender el conocimiento del profesor en
probabilidad condicional.

Yo considero que la realizacién de esta investigacion se ha convertido en un reto
personal en muchos sentidos. A continuacién, me permito explicar algunas de las razones que
me motivan para hacer esta investigacion:

e FEltema de la formacion de profesores en probabilidad es poco explorado en el
contexto mexicano.

e El concepto de probabilidad condicional es poco abordado en investigaciones
enmarcadas en la didactica de la probabilidad.

e Los instrumentos mas comunes para estudiar el conocimiento de los profesores
son observaciones de clases.

En ese sentido, nosotros proponemos caracterizar el conocimiento que los profesores
de poseen sobre matematicas para la ensefianza del concepto de probabilidad condicional.
Para ello, nosotros diselamos un cuestionario de conocimientos didactico y entrevistas
semiestructuradas.

1.2 Problematica

En los ultimos tres decenios, las reformas curriculares en diversos paises, incluyendo México,
muestran la tendencia a incluir contenidos relacionados con la probabilidad en curriculos de
primaria, secundaria y bachillerato (Sanchez, 2009). Estas tendencias estan regidas por
recomendaciones de curriculos y proyectos internacionales como el National Council Teachers
of Mathematics (NCTM, 2000) y Project Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics
Educations (GAISE). Esas tendencias plantean el razonamiento probabilistico como un
elemento importante para la formacion de futuros ciudadanos (Batanero, Contreras y Arteaga,
2011).

Asimismo, Gal (2005) sefiala que la ensefianza de la probabilidad ha cobrado gran
relevancia en la formacion del ciudadano promedio, dada su utilidad y aplicabilidad en diversos
contextos (por ejemplo, juegos de azar y seguros). Vazquez (2018) menciona que es importante
desarrollar razonamiento probabilistico desde edades tempranas, puesto que ello brinda
herramientas para tomar mejores decisiones ante situaciones permeadas por el azar. Por lo tanto,
Diaz, Contreras, Batanero y Roa (2012) mencionan que el aprendizaje del concepto de
probabilidad contribuye a la formacion del ciudadano debido a que permite el tratamiento de
fendmenos aleatorios a partir de los fundamentos teéricos de la probabilidad.

Especificamente, la probabilidad condicional se considera como un concepto base en la
teoria de probabilidad (Contreras, 2011). Por un lado, la comprension de este concepto
contribuye al aprendizaje de la inferencia desde la perspectiva bayesiana y cldsica. Por otra
parte, este aprendizaje permite incorporar cambios sustanciales a los grados de creencia en
fendmenos aleatorios a medica que se afiade nueva informacion (Heitele, 1975). Asi, este
concepto se ha convertido en un pilar fundamental para el desarrollo del razonamiento



probabilistico, dado que su comprension facilita el aprendizaje de conceptos mas avanzados de
la teoria de la probabilidad (Diaz y De la Fuente, 2007).

En el contexto mexicano, los contenidos en probabilidad se incluyen, por primera vez,
en el curriculo de educacion secundaria de 1975, con el titulo de “Registros estadisticos y
probabilidad (Insulza y Guzman, 2011). A pesar de ello, estos autores mencionan que, a pesar
de llevar de mas de 40 afios, los avances en didéctica de la probabilidad en México son
relativamente pocos. Actualmente, la Secretaria de Educacion Publica (2011) plantea, en los
propdsitos generales de la asignatura de matemadticas, que los estudiantes deben de tener la
capacidad de

“expresar matematicamente situaciones que se presentan en diversos entornos
socioculturales (...) utilizar técnicas adecuadas para reconocer, plantear y resolver
problemas; al mismo tiempo se busca que asuman una actitud positiva hacia el estudio
de la disciplina, de colaboracion y de critica” (p. 9).

Al respecto, Sanchez (2009) sefiala que existe una intrinseca relacion entre los
propositos planteados por la Secretaria de Educacion Publica (SEP) y las “orientaciones
didacticas” sobre la introduccion de contenidos de estadistica y probabilidad realizadas en
curriculos de Espafia, Australia, Reino Unido y Estados Unidos. Sin embargo, algunas
investigaciones soportan que estudiantes y profesores poseen indices minimos de razonamiento
probabilistico México, lo cual influye directamente en los propdsitos planteados (Sanchez,
Garcia y Medina, 2014; Inzunsa y Guzman, 2010). Por tal razén, nosotros coincidimos con
Batanero (2015), quien afirma que este tipo de investigaciones brindan herramientas de método
y teodricas para llevar a cabo el proceso de ensefianza y aprendizaje de la probabilidad.

Sowder (2007) afirma que el principal responsable que se cumplan las reformas y
directrices curriculares es el profesor. Dicho asi, Diaz, Contreras, Batanero y Roa (2012)
mencionan que para llevar a cabo exitosamente una reforma curricular para incluir contenidos
de probabilidad, lo necesario es asegurar los conocimientos de los profesores en estos temas.
En ese orden de ideas, nosotros consideramos que analizar los conocimientos evidentes de los
profesores sobre la ensefianza de la probabilidad condicional pueden ser un gran paso para
contribuir en este aspecto.

Godino y Pino-Fan (2013) mencionan que la formacion del profesor de matematicas es
fundamental para la ensefianza de las matematicas y que de ella depende el desarrollo correcto
del pensamiento y razonamiento de los estudiantes. En ese sentido, Diaz et al. (2012) afirma
que la formacion de los profesores es fundamental para el desarrollo del razonamiento
probabilistico en estudiantes. Batanero, Ortiz y Serrano (2007) consideran que procesos
formativos correctos permiten una adecuada seleccion de herramientas para la ensefianza. En
ese orden de ideas, estos autores consideran que la formacion en didactica de la probabilidad
influye directamente sobre el aprendizaje de los estudiantes.



A pesar de lo anterior, Sosa y Ribeiro (2014) sefialan que los profesores de matematicas
de bachillerato en México carecen de los conocimientos matematicos y didacticos acordes para
desarrollar un pensamiento matematico en los estudiantes. También, Vazquez y Alsina (2015a)
sugieren con evidencias que la falta de formacion del profesorado repercute directamente sobre
la calidad de la ensefnanza de la probabilidad, puesto que el desarrollo de competencias acerca
de la probabilidad depende directamente de las orientaciones didacticas del profesor. Por lo
tanto, nosotros consideramos que es importante y significativo el estudio de los conocimientos
que los profesores de matematicas poseen para la ensefianza de la probabilidad.

En el ultimo decenio, diversos autores han documentado ampliamente que los los
profesores poseen un conocimiento muy limitado para la ensefianza de la estadistica y
probabilidad en primaria, secundaria y bachillerato (Mohamed, 2012; Ortiz, Batanero y
Contreras, 2012). Esto ha generado que la ensefianza de contenidos de probabilidad en el aula
no incentive una alfabetizacion estadistica y probabilistica en estudiantes, dado que su
ensenanza se ve reducida a la instruccion de formulas y la resolucion de problemas con poca
demanda cognitiva en estudiantes (Batanero, Ortiz y Serrano, 2007; Alsina y Vasquez, 2016).
En ese orden de ideas, Vazquez (2018) manifiesta la necesidad de mejorar los procesos
formativos inicial y continuos de profesores para la ensefanza de la probabilidad,
especificamente en aquellos relacionados con estudiantes.

En relaciéon con lo anterior, Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez (2016)
mencionan que la ensefanza de la probabilidad requiere de un conocimiento didactico
particular, debido a que el principio de reversibilidad no se aplica durante la ensefianza de la
probabilidad. Sin embargo, a pesar que se reconoce la necesidad de estos contenidos didacticos,
algunos autores mencionan que los procesos de formacion especifica son deficientes (Batanero,
Ortiz y Serrano, 2007; Vasquez y Alsina, 2015a). Por consiguiente, Diaz, Contreras, Batanero
y Roa (2012) concluyen que es necesario llevar a cabo investigaciones que establezcan
pardmetros especificos en relacion con la didactica de la probabilidad.

Las investigaciones sobre didactica de la probabilidad también han dado cuenta sobre
dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de la probabilidad (Begué, Batanero, Gea &
Beltran, 2017; Acevedo, 2011; Garcia y Sanchez, 2013). Y nosotros concordamos con lo
mencionado por Batanero et al. (2007), quienes afirman que existe una intrinseca relacion entre
el conocimiento del profesor sobre didactica y matematicas y las dificultades de los estudiantes
en el proceso de aprendizaje. Por lo tanto, en esta investigaciéon nos enfocaremos en en los
conocimientos de los profesores sobre didactica en probabilidad.

Viasquez (2018) menciona que las investigaciones sobre la formacion inicial y continua
de profesores son relativamente pocas. Sin embargo, nuestra indagacion ha permitido afirmar
que actualmente los profesores en diversos paises de América y Europa tienen un conocimiento
muy limitado. A continuacion, me permito describir algunas investigaciones que analizan el
conocimiento del profesor para la enseflanza de la probabilidad en los niveles primaria,
secundaria y bachillerato.



Godino (2009) senala el conocimiento probabilistico de los profesores es necesario mas
no suficiente para propiciar el aprendizaje en los estudiantes. Para ello, este autor afirma que se
necesitan conocimientos de indole psicologica, tales como: aprendizaje de los estudiantes,
dominio afectivo, dificultades, sesgos, falacias, errores, directrices curriculares y recursos para
la ensefianza. También, Huerta y Arnau (2014) mencionan que actualmente la ensefianza de la
probabilidad omite ideas informales de los estudiantes acerca de la asignacion de la
probabilidad y consideran importante considerar aspectos como intuicion, nociones formales,
cognicidn, concepciones y heuristicas. En ese orden de ideas, ambas investigaciones destacan
como un factor importante los conocimientos del profesor y su contribucion a la organizacion
de la ensefianza y al desarrollo del razonamiento probabilistico en los estudiantes.

Batanero, Gomez, Contreras y Diaz (2015) sefialan que el conocimiento de futuros
profesores sobre probabilidad es muy limitado, esto se debe a que principalmente poseen
dificultades en los conocimientos sobre didactica. Algunas investigaciones documentan que
profesores en activo y en formacion poseen dificultades para identificar sesgo, falacias y
dificultades presentes en las respuestas de estudiantes (Contreras, 2011; Diaz y de la Fuente,
2007; Diaz et al., 2012). A partir de lo anterior, Rodrigez-Alveal, Diaz-Levicoy y Vasquez
(2018) consideran necesario que los profesores adquieran conocimientos durante su trayectoria
formativa, debido a que las dificultades que presentan en su razonamiento probabilistico se
transmiten a sus estudiantes.

Otro aspecto importante a considerar es el conocimiento de los profesores sobre la
disciplina para seleccionar adecuadamente los libros de texto. Segin Espinoza, Pochulu y Jorge
(2013), los libros son el principal recurso de los profesores en el aula de clases. Sin embargo,
algunos estudios han documentado que la unidad de probabilidad para secundaria y bachillerato,
por lo general, presenta limitaciones y problematicas para el aprendizaje; entre ellas se
encuentran: uso indebido de registros, contextos inapropiados, problemas con poca demanda
cognitiva y definiciones incorrectas (Gomez, Ortiz, Batanero y Contreras, 2013; Ortiz,
Mohamed, Serrano & Albanese, 2017; Vasquez, 2014;).

En relacion con lo anterior, Stylianides (2009) afirma que el conocimiento de los
profesores sobre didactica para la ensefianza de la probabilidad es débil, debido a que utilizan
los libros de texto como unico recurso para la ensefianza. En este sentido, de acuerdo con lo
dicho anteriormente por Gémez, Ortiz, Batanero y Contreras (2013), nosotros afirmamos que
la ensefianza de estos contenidos puede generar limitaciones en el desarrollo del razonamiento
de los estudiantes.

En sintesis, diversas investigaciones muestran las limitaciones de los profesores en
activo y en formacion en cuanto a conocimiento para la ensefianza de la probabilidad (Batanero
et al., 2015; Batanero, 2015; Vasquez, 2018; Vasquez y Alsina, 2017. Especificamente, otros
estudios muestran que existen aspectos especificos del conocimiento del profesor sobre
didactica (recursos, actividades, ejercicios y dificultades) que influyen directamente en la
ensefianza de la probabilidad condicional (Gémez et al., 2013; Gomez et al., 2015; Diaz y de la



Fuente, 2007; Contreras, 2011; Diaz et al., 2012). Asi, nosotros encontramos que el profesor
tiene conocimiento limitado para reconocer el sesgo, falacias y confusiones de los estudiantes
durante el aprendizaje de la probabilidad condicional.

Como consecuencia surge la pregunta de investigacion:

® ,Qué conocimientos sobre las caracteristicas de aprendizaje involucra el profesor
de matemdticas durante el proceso de ensefianza de la probabilidad condicional?

1.3 Definicion del problema

Poco se sabe acerca de los conocimientos del profesor y las caracteristicas de aprendizaje de
los estudiantes sobre probabilidad condicional.

1.4 Hipotesis

e Los profesores poseen conocimientos matematicos y didacticos limitados para la
ensenanza de la probabilidad condicional. Especificamente, los profesores presentan
limitaciones para reconocer fortalezas y dificultades, asi como formas de interaccion
entre los estudiantes durante el proceso de ensenanza-aprendizaje.

1.5 Objetivos de la investigacion

1.5.1 Objetivo General:

e Caracterizar el conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje que el profesor
de matematicas de bachillerato involucra durante el proceso de ensefianza de la
probabilidad condicional.

1.5.2 Objetivos Especificos:

e Disefiar un cuestionario de conocimientos didéacticos que evidencie el
conocimiento del profesor para analizar las caracteristicas de aprendizaje de los
estudiantes con respecto a probabilidad condicional.

e Analizar el estado actual de conocimiento de los profesores de bachillerato al
responder el cuestionario propuesto sobre las caracteristicas de aprendizaje de
las matematicas.

e Proponer ideas e indicadores de evaluacidn que permitan reconocer
oportunidades de mejora para el desarrollo del conocimiento sobre las
caracteristicas de aprendizaje de probabilidad condicional al involucrar
estudiantes de bachillerato.
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1.6 Justificacion

El conocimiento que poseen profesores en activo y en formacion sobre la ensenanza de la
probabilidad es muy limitado (Batanero, 2015; Vasquez y Alsina, 2015a). En ese sentido,
Batanero et al. (2007) afirma que, hasta el momento, pocas son las investigaciones que se
centran en analizar el conocimiento del profesor sobre fortalezas y dificultades de estudiantes
para aprender probabilidad condicional. Por tal razon, nosotros consideramos desarrollar una
investigacion enfocada en indagar los conocimientos que los profesores tienen sobre las
caracteristicas de los estudiantes para el aprendizaje de la probabilidad condicional.

Moreno (2005) menciona que el profesor es un agente clave para el éxito de la
implementacion de las reformas curriculares, secuencias o propuestas didacticas que tengan
como génesis la investigacion educativa. De igual modo, Moreno afirma que estas
investigaciones deben llevarse a cabo inicialmente desde el estudio del conocimiento de los
profesores. Entonces, nosotros consideramos que para saber si las reformas educativas que
consideran contenidos sobre probabilidad son éxito o fracaso, lo necesario es analizar el
conocimiento de los profesores de bachillerato.

En paises como Espafia, Chile y Turquia, el conocimiento de los profesores sobre
probabilidad es deficiente (Mohamed, 2012; Alsina y Vasquez, 2016;). Asimismo, la existencia
de sesgos, errores, falacias y confusiones sobre el conocimiento de los profesores es evidente y
lo muy probable es que estos factores didacticos sean transmitidos a sus estudiantes durante el
proceso de ensenanza (Fernandes, Gea y Batanero, 2016; Danisman y Tanisli, 2017). Por esta
razon, Batanero et al (2015) considera importante llevar a cabo investigaciones que permitan
describir y caracterizar el conocimiento de los profesores para la ensefianza de la probabilidad

Especificamente, con respecto a los conocimientos de los profesores sobre el
aprendizaje de los estudiantes, Gomez (2014) identifica que los profesores poseen
conocimientos limitados sobre los aspectos cognitivos de los estudiantes. Asimismo, Gémez
identifica que los profesores tienen conflictos para reconocer elementos del razonamiento de
los estudiantes al momento de interactuar con los contenidos de probabilidad. Por lo tanto,
Batanero et al. (2015) afirma que estas limitaciones afectan notablemente el proceso de
ensenanza, porque la omision de estos factores dificulta el desarrollo cognitivo de los
estudiantes.

Por otro lado, Sanchez y Batanero (2011) mencionan que es importante abordar
contextos cotidianos para los estudiantes, puesto que estos le permiten visualizar los conceptos
de una manera aplicada. También, Batanero (2005) afirma que el razonamiento probabilistico
de los estudiantes no se desarrolla inicialmente desde la escuela, sino que comienza a partir de
las experiencias que tienen ante fendémenos aleatorios. Asi, Batanero (2015) menciona que las
experiencias previas pueden generar falacias y confusiones en los estudiantes.

Con base en lo mencionado anteriormente, nosotros consideramos que un estudio del
conocimiento del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en
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probabilidad condicional puede contribuir al fortalecimiento del estado actual de conocimiento.
Este estudio permitird reconocer elementos matematicos y didacticos importantes a considerar
en la ensefianza de probabilidad condicional. Y como resultado, nosotros propondremos
indicadores que permitan caracterizar al conocimiento para la ensefianza de la probabilidad
condicional.

Nosotros consideramos que los resultados estan enfocados a la comprension de los
conocimientos del profesor en la ensefianza de la probabilidad. También, nosotros esperamos
aportar elementos para reconocer los conocimientos necesarios en la identificacion de
fortalezas, dificultades y formas de interaccion que tienen los estudiantes durante el aprendizaje
de probabilidad condicional. De igual modo, la aportacién consistird en elementos para el
disefio de secuencias didacticas y cursos de desarrollo profesional, entre otros aspectos, y asi
apoyar al profesor que ensefia probabilidad condicional.

Ademas, con esta investigacion se espera contribuir con elementos tedricos y de método
para robustecer al modelo MTSK. También, nosotros estableceremos elementos didacticos para
la ensefianza de la probabilidad condicional e indicadores nuevos sobre dos de las categorias de
analisis del Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de Probabilidad Condicional.
Por otro lado, con respecto a aportes de método, este estudio propone el disefio de un
cuestionario de conocimientos didécticos.
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CAPITULO II
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CAPITULO II: ANTECEDENTES

En este capitulo se describen los antecedentes del problema de investigacion. Ellos estan
divididos en tres grupos de investigacion: Evaluaciones de conocimiento para la ensefianza de
la probabilidad, Aprendizaje de la probabilidad en estudiantes y Ensefnanza de la probabilidad
condicional.

2.1 Evaluaciones de Conocimiento para la Ensefianza de la Probabilidad

En los ultimos veinte afios, la probabilidad ha cobrado un papel importante en la formacioén de
futuros ciudadanos, debido a que brinda herramientas para tomar decisiones ante fendmenos
aleatorios (Batanero, Ortiz y Serrano, 2007; Batanero, 2016). Segiin Gal (2005), esto ha llevado
a considerar la ensefianza de la probabilidad como un aspecto fundamental en la formacion del
ciudadano promedio. Asi, la adquisiciéon de conocimientos sobre probabilidad permite al
estudiante desarrollar conocimientos, capacidades y actitudes probabilisticas para la
comprension de fendmenos aleatorios (Alsina y Vasquez, 2016).

A raiz de esto, la comunidad en matematica educativa y entidades gubernamentales de
educacion han incorporado, de manera conjunta, contenidos de probabilidad en el curriculo de
matematica en todos los niveles (Batanero, 2015). Como consecuencia de dichos cambios,
algunos investigadores centran su atencion en los conocimientos de los profesores para
responder dichos cambios curriculares (Vasquez y Alsina, 2015a). A pesar de esto, lo
documentado es que el conocimiento de profesores para la ensefianza de la probabilidad es
limitado e insuficiente (Mohamed, 2012; Ortiz, Batanero y Contreras, 2012; Vasquez y Alsina,
2015b). A continuacion, nosotros describimos las investigaciones mas relevantes que detallan
el nivel de conocimiento que poseen profesores de matemdticas para la ensefianza de la
probabilidad.

Mohamed (2012) sefala, por medio de una evaluacion de conocimientos, que el nivel
del conocimiento matematico de profesores es muy limitado. Mohamed considera que esto
sucede debido a las dificultades que presentan los profesores para resolver problemas
elementales de probabilidad. Resultados semejantes han encontrado Gémez (2014), Vasquez y
Alsina (2015a) y Contreras (2011), quienes identifican que el desempefio de profesores en la
resolucion de situaciones problema que involucran conceptos probabilisticos, como por
ejemplo problema de cartas, es muy deficiente.

Vésquez y Alsina (2015a) afirman, a raiz de los resultados y conclusiones de la
aplicacion de un cuestionario, que los conocimientos de profesores sobre los temas,
definiciones, fenomenologia y representaciones que involucran la probabilidad condicional es
muy reducido. Esos autores encuentran que los participantes poseen dificultades para identificar
conceptos matematicos inmersos en la resolucion de un problema en probabilidad. Resultados
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semejantes han sido encontrados por Batanero et al. (2015); Danisman y Tanisli (2017) y
Mohamed (2012), quienes afirman que el conocimiento matematico de los profesores estd
asociado a procesos mecdnicos, sin dar lugar a la abstraccion y comprension de los
procedimientos que se practican. En ese orden de ideas, Batanero, Gomez, Contreras y Diaz
(2015) manifiestan que es necesario llevar a cabo investigaciones que tengan como enfoque
principal la mejora de competencias en matematica para la ensefianza de la probabilidad.

En complemento a lo anterior, centrando la atencion al conocimiento didéctico para la
ensefianza de la probabilidad, Gémez (2014) sefala que los conocimientos de los profesores
son muy limitados, debido a dificultades para reconocer elementos didacticos como: métodos
de ensefianza, caracteristicas de aprendizaje y estdndares curriculares. Asimismo, Batanero et
al. (2015) encuentran, a través de evaluaciones de conocimientos didacticos, que los profesores
en activo y en formacion poseen dificultades para identificar que los estudiantes manifiestan
sesgo, obstaculos, falacias y confusiones. En ese orden de ideas, Contreras et al. (2011)
menciona que es importante llevar a cabo investigaciones que permitan indagar el conocimiento
del profesor para reconocer formas de razonamiento de los estudiantes al involucrar
probabilidad condicional.

2.2 Aprendizaje de la probabilidad en Estudiantes

Las investigaciones sobre el razonamiento probabilistico en estudiantes iniciaron en los
decenios de 1950 y 1960, de la mano de Piaget e Inhelder. Si bien, su objetivo no era indagar
sobre el aprendizaje de la probabilidad en estudiantes, el método que utilizaron y sus resultados
permitieron dilucidar elementos importantes en el aprendizaje de estos contenidos (Penalba,
Posadas y Riog, 2010). A partir de entonces, el desarrollo en materia de investigacion en el
campo de la didactica de la probabilidad crecid exponencialmente. Los hallazgos han permitido
distinguir elementos clave que inciden en el aprendizaje de probabilidad, tanto en estudiantes
como en profesores.

Segun Jones, Langrall y Mooney (2007), el razonamiento probabilistico en estudiantes
es uno de los objetivos principales de la matematica educativa. Sin embargo, los estudiantes
mexicanos poseen niveles reducidos de razonamiento probabilistico (Garcia y Sanchez, 2013;
Garcia, Medina y Sanchez, 2014). Por lo tanto, Batanero, Henry y Parzysz (2005) manifiestan
que es importante indagar aspectos relacionados con el aprendizaje de la probabilidad y las
causas que provocan esos niveles de aprendizaje en estudiantes.

Para Socas (1997), los obstaculos no son producto de la ignorancia o comprension
erronea de un saber matematico, en cambio, son conocimientos que han sido ttiles para el
estudiante en la resolucion de ciertos problemas, pero que en otros resulta inadecuado y dificil
de adaptarse. Brousseau (1983) afirma que los obstidculos pueden tener tres origenes:
epistemologico, didactico u ontogénico. En ese sentido, Serradd, Cardefioso y Azcarate (2005)
afirman que el aprendizaje de la probabilidad no es ajeno a los obstaculos y mencionan que el
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tratamiento que se le da a las matematicas no debe de ser el mismo que el de la probabilidad,
debido a la naturaleza aleatoria de los eventos que lo componen. Por consiguiente, Serradd et
al. (2005) establecen los siguientes obstaculos asociados al aprendizaje de la probabilidad:

e Epistemologicos: nocion del azar, aleatoriedad y probabilidad.
e Didacticos: uso del lenguaje probabilistico, experimentacion y ejemplificacion.
e Ontogénicos: estrategias de razonamiento.

Batanero (2015) menciona que es comun que un sujeto recurra a experiencias previas
cuando se ve enfrentado a situaciones con eventos aleatorios. A pesar de esto, las experiencias
ante fenomenos aleatorios pueden provocar dificultades en el razonamiento probabilistico
(Batanero et al., 2007). Serrano, Batanero, Ortiz y Caiizares (1998) establecen, a partir de un
cuestionario de conocimientos didacticos a 277 estudiantes de secundaria en Espafia, las
siguientes heuristicas y sesgos asociados a la probabilidad:

e Heuristica de representatividad: Es un proceso informal para calcular la probabilidad
de un evento condicional.

e Insensibilidad al tamafio de la muestra: Es un tipo de sesgo y ocurre cuando el sujeto
considera una muestra sin respetar el tamafio estadisticamente aceptado de esta.

e Concepciones erroneas sobre las secuencias aleatorias: El sujeto considera que el
orden con que sucede los experimentos no altera la probabilidad de estos.

e Elsesgo de equiprobabilidad: El sujeto da igual asignacion probabilistica a todos los
eventos asociados a la situacion.

e Enfoque en el resultado aislado: En este sesgo, los sujetos realizan juicios de
probabilidad considerando unicamente un resultado aislado a la situacion aleatoria.

2.3 Enseinanza de la Probabilidad Condicional

Diaz, Contreras, Batanero y Roa (2012) mencionan que el aprendizaje de la probabilidad
condicional es fundamental en la formacion del ciudadano, debido a que permite incorporar
cambios en los grados de creencia de sucesos a medida que se afiade informacioén. En ese
sentido, Sedlmeier (2002) afirma que el razonamiento probabilistico condicional es
fundamental para la alfabetizacion estocastica, puesto que el tratamiento de nueva informacion
que asociada a eventos probabilisticos permite tomar decisiones fundamentadas en constructos
tedricos y no creencias. Por tanto, este es un concepto base en el desarrollo del razonamiento
probabilistico (Heitele, 1975).

Hasta el momento, la mayoria de investigaciones en probabilidad se centra en profesores
de educacion primaria (Batanero, Cafizares y Godino, 2005; Diaz et al., 2012). Sin embargo,
en los ultimos afios, esta tendencia ha cambiado, debido a que se han llevado a cabo diversas
investigaciones que se centran en analizar el conocimiento de profesores para la ensefianza de
la probabilidad en secundaria y bachillerato (Batanero, 2015; Estrada y Diaz, 2007). A pesar de
ello, el panorama no es alentador, porque se reportan conocimientos limitados en profesores en
activo y en formacion (Contreras, 2011). Por tal razon, lo importante es llevar a cabo
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investigaciones que aporten elementos para la enseflanza de estos contenidos en el aula de clase
(Batanero, Diaz, Contreras y Roa, 2013).

A continuacidn, nosotros describimos investigaciones mas relacionadas a la didactica,
haciendo especial detenimiento en los aspectos didacticos que intervienen en los procesos de
ensenanza y aprendizaje de probabilidad condicional.

Los profesores poseen dificultades para la definicion de la probabilidad condicional,
debido a que consideran otros conceptos como independencia y conjuncion (Contreras, 2011).
Con base en ese supuesto, Contreras, Diaz, Batanero y Cafiadas (2013) analizan las definiciones
de probabilidad simple y condicional que proporcionan 196 futuros profesores y encuentran la
existencia de tres factores por los cuales estas dificultades persisten. En consecuencia, Contreras
et al. (2013) encuentran que estas limitaciones afectan directamente su quehacer en el aula y
que pueden ser un factor para reconocer aspectos didacticos en el aprendizaje de la probabilidad
condicional.

Otros aspectos didacticos que intervienen en la comprension de la probabilidad
condicional son la presencia de sesgos, falacias, confusiones y errores presentes en el
razonamiento probabilistico. En ese sentido, Sedlmeier (1999) menciona que la comprension
de las definiciones matematicas en probabilidad no presenta dificultades en estudiantes y
profesores. En cambio, si se analiza desde un punto de vista didactico, lo posible es que se
generen dificultades de razonamiento en la resolucién de problemas que involucran la
probabilidad condicional (Diaz y de la Fuente, 2007). En este orden de ideas, Tversky y
Kahneman (1982), Kelly y Zwiers (1986), Lecoutre (1992) y Falk (1986) caracterizan la
existencia de factores didécticos asociados al aprendizaje de la probabilidad condicional, los
cuales son descritos con mayor amplitud en el Capitulo 3.

e Falacia de las tasas base.

e Confusion entre sucesos independientes y mutuamente incluyentes.
e Confundir probabilidades conjuntas y condicionales.

e Falacia de la conjuncion.

e Falacia de la condicional transpuesta.

e Falacia del eje de tiempo.

A partir de estos factores didacticos, diversas investigaciones han tomado en
consideracion estos resultados como referente para analizar los conocimientos de los profesores
para la ensefianza de la probabilidad condicional. A continuacion, nosotros describimos algunas
de las investigaciones mas relevantes que toman en consideracion dichos factores didacticos.

Estrada y Diaz (2007) realizaron un estudio exploratorio con 66 profesores en formacion
sobre probabilidad simple, conjunta y condicional. En sus hallazgos encuentran que los
profesores poseen falacias y confusiones en su razonamiento probabilistico condicional. Con
ello resaltan la necesidad de analizar los conocimientos didacticos que los profesores poseen
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para la ensefianza de este concepto, puesto que consideran que existe la posibilidad de que se
transmitan a sus estudiantes.

Resultados semejantes encontraron Diaz et al. (2012), quienes llevaron a cabo un
estudio para evaluar la presencia de sesgos, falacias y confusiones en el razonamiento en
probabilidad condicional de 196 futuros profesores en Espana. Los investigadores disefiaron y
validaron un cuestionario de conocimientos matematicos y didacticos, en el cual se tomaron en
consideracion situaciones cercanas al contexto de los participantes. Ellos encontraron que los
conocimientos matemadticos de los participantes son muy limitados; esto concuerdan con lo
reportado por Estrada y Diaz (2007) y Diaz y de la Fuente (2012). También, ellos manifiestan
la presencia reiterativa de sesgo, falacia, errores y confusiones asociados al razonamiento
probabilistico condicional de los participantes. En este orden de ideas, los participantes deben
de reforzar estos contenidos, puesto que tenderan a transmitir estas falacias y confusiones a los
estudiantes (Batanero, Contreras y Diaz., 2012, p.12).

Asimismo, Contreras (2011) evalta los conocimientos sobre recursos didacticos de 183
futuros profesores sobre probabilidad condicional. Para ello, el investigador analiza las
respuestas a un cuestionario de conocimientos matematicos y didacticos. En las respuestas se
identifica que el conocimiento del contenido de los participantes es muy limitado, debido a que
poseen problemas para reconocer los conceptos y propiedades asociados al problema y también,
conflictos para interpretar tablas de contingencia y calcular las probabilidades. Asimismo, con
respecto a los conocimientos didacticos, los participantes manifiestan dificultades para
identificar variables didacticas que dificultan los problemas propuestos. Con respecto a los
recursos para la enseflanza, lo que resalta es la importancia de aspectos relacionados con la
historia de la probabilidad, tales como paradojas y problemas clasicos. En conclusion, Contreras
(2011) menciona que es importante centrar la mirada en la forma en que los profesores utilizan
estos recursos y como inciden en el aprendizaje de los estudiantes.

Por su parte, Huerta y Arnau (2014) analizan la percepcion de los futuros maestros sobre
los usos de recursos didacticos para la resolucion de problemas verbales, especificamente
aquellos que involucran el concepto de probabilidad condicional. Esta investigacion toma como
referencia el marco teodrico de Mathematical Proficiency for Teaching para comprender la
forma en debe de ser la “proficiency” del profesor al momento de resolver problemas en
probabilidad. Los resultados de esta investigacion indican que los participantes no prevén la
introduccion escalonada de los recursos para la ensefianza de la probabilidad, en funcién de la
complejidad de las situaciones. En conclusion, esta investigacion muestra que los futuros
profesores tienen preferencias por utilizar determinados recursos, las cuales estan
fundamentadas en el modelo de ensefianza recibida y no con el topico matematico.
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3.3 Reflexion

A partir de la indagacion de bibliografia relacionada con la evaluacion de conocimientos para
la ensefianza de la probabilidad, nosotros hemos encontrado que el conocimiento matematico y
didactico que los profesores en formacion y en ejercicio poseen para su ensefianza es muy
limitado. De igual forma, investigaciones sobre el aprendizaje de la probabilidad condicional
bachillerato muestran que la mayoria de falacias y confusiones que los estudiantes presentan
son causados por las malas practicas de ensefianza. En este sentido, nosotros consideramos que
estos indicadores son resultado de una formacién profesional inadecuada, en niveles distintos,
para la ensefianza de la probabilidad.

Nos hemos dado cuenta, durante la busqueda bibliografica, que el campo de
investigacion de formacion de profesores para la ensefianza de la probabilidad es nuevo. Hasta
el momento, los estudios que se han realizado son del tipo descriptivo, en donde se indagan el
estado actual de conocimiento profesional para la ensefianza de la probabilidad en paises como
Espana, Estados Unidos de América, Portugal y Turquia, entre otros. Sin embargo, en el
contexto mexicano, pocas investigaciones de este tipo se han llevado a cabo. En ese orden de
ideas, nosotros proponemos, desde un método cualitativo, una caracterizacion de los
conocimientos didacticos que poseen siete casos representativos (profesores) de bachillerato en
Zacatecas.

Otro aspecto que resalta de la indagacion bibliografica es la identificacion de elementos
claves durante los procesos de ensefianza y aprendizaje de la probabilidad condicional, como
son las confusiones y falacias. Con ello, nosotros proponemos disefiar un cuestionario de
conocimientos y una entrevista semiestructurada que permita identificar el conocimiento que
poseen los profesores para la ensefianza de la probabilidad condicional. Con estos resultados,
lo esperable es reconocer aspectos clave en la ensefianza de contenidos probabilisticos. En este
orden de ideas, como producto final de esta investigacion, nosotros proponemos indicadores de
conocimiento para comprender las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en
probabilidad condicional.

Otro aspecto a considerar es que la mayoria de investigaciones, que tienen como fin
evaluar los conocimientos didacticos y matematicos para la ensefianza de la probabilidad, se
han llevado a cabo a partir de métodos cuantitativos. Sin embargo, hasta el momento, son pocas
las investigaciones que han realizado estudios de caso. En ese sentido, nosotros proponemos la
utilizacion de perspectivas de andlisis de la informacion de la Teoria Fundamentada,
denominada Bottom-up y Top-Down, para identificar elementos nuevos de conocimiento del
profesor sobre caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes.
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CAPITULO III: MARCO TEORICO

En este capitulo se mencionan aspectos centrales del marco teérico. Entre ellos se encuentran
fundamentos matematicos, modelos de conocimiento del profesor y fundamentos para la
ensenanza de la probabilidad condicional.

3.1 Fundamentos Matematicos

En esta seccion se mencionan aspectos basicos de contenidos matematicos que guardan relacion
con el concepto de probabilidad. Estos intervienen de manera directa o indirecta en nuestra
investigacion. Por lo tanto, nosotros consideramos importante mencionarlos, puesto que son los
conceptos matematicos sobre los cuales se lleva a cabo esta investigacion.

Es importante mencionar que no se realiza una definicion rigurosa de cada uno de estos.
El hacer una larga exposicion de elementos de la teoria de probabilidad no es cuestion en este
trabajo. Por ello, unicamente se hace una exposicion elemental que permita que el lector
entienda los conceptos matematicos que se abordan durante la investigacion.

3.1.1 Algebra de Sucesos

Para un experimento aleatorio, el espacio muestral se define como (2. En ¢l se encuentran todos
los eventos o sucesos aleatorios posibles de un experimento aleatorio.

Sea p una clase no vacia de conjuntos de {2, se denominan los sucesos aleatorios a esta
clase los cuales se denominaran suceso aleatorio A cualquier subconjunto del espacio muestral.

A partir de lo anterior, se consideran las propiedades entre sucesos aleatorios del mismo
espacio muestral (2:

e AUB={x€eU/xeAVx€EB}

e ANB={x€eU/x€eANx€EB}

o A ={x€eUAx¢&A}

e A—B={x€eUAx¢&B}

Cabe resaltar que si la operacion A N B = @, entonces ambos sucesos son mutualmente
excluyentes. Dicha particularidad se menciona puesto que en el andlisis de los resultados de los

participantes se presenta la confusion entre eventos mutuamente excluyentes y sucesos
independientes.
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3.1.2 Probabilidad Condicional

Definicion: Sean A y B dos eventos en donde B es tal que su probabilidad es estrictamente
positiva. Para un P(B) > 0, la probabilidad condicional del evento A dado el evento B,
denotada por P(A|B), se define como (Ortega, 2009):

P(A n B)

P(AIB) = —Fs

paratodo A € A.

Esta funcion P( X |B) definida es una probabilidad, en efecto se menciona que (Rincon,
2014):

1. P(A|B) = OparatodoA € A.

_P(QNB) _ P(B) _
2. P(QIB) = w® e

3. Sean A1, A2, ... A; conjuntos disjuntos en A, entonces
P(BNUZ,4:) _ P (U, 4inB)
P(B) - P(B)

2,P(BN4) <\
5 —;Pmim)

P(UiZ; 4iB)=

P( X|B) se llama probabilidad condicional dado B.
Dos propiedades elementales de la probabilidad condicional son las siguientes (Rincon, 2014):

1. Si Ay B son disjuntos, entonces P(4|B) = 0.

Enefecto,ANB =0 = P(ANB)=0yP(A|B) = P(;(g)B)

2. SiB c Aentonces P(A|B) = 1,yaqueenestecaso P(A N B) = P(B).

A continuacion, las propiedades fundamentales de la probabilidad condicional se presentan:

Proposicion 3.1 Para cualquier coleccion finita de eventos A ..., A, se tiene
P(A, NnA, Nn---NA,) =
P(A1)P(Az|Ay) - -+ P(Apldy N Ay N---N Apq)
siempre que P(A; N A, N ---NA,_1)>0.
Demostracion:
P(A))=2 PA1NA)=-2PA NA, N---NA,_1)>0

Todas las probabilidades condicionales que aparecen estan bien definidas. Si nosotros
escribimos explicitamente el segundo miembro de la igualdad, lo que se obtiene es (Rincon,
2014):
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P(AlﬂAZ)P(AlﬂAzﬂA3) P(Alﬂ"'ﬂAn)
P(A,) P(A; N 43) P(A; N ---N Ay q)

Proposicion 3.2 (Ley de la Probabilidad Total): Sea B;,B,,...B, una familia finita o
numerable de conjuntos disjuntos dos a dos, cuya union es {). Entonces, para cualquier evento
A se tiene que (Rincon, 2014):

P(4) = D P(BIP (AIB)

Donde la suma se toma sobre todos los indices i, para los cuales P(B;) > 0.

Demostracion:

P(A) = P(An Q)= P(A n (UB)))
- P(U(BinA)) - ZP(BiA)
=ZP(Bi)P (4; N B)

3.1.2 Teorema de Bayes

Otro resultado fundamental sobre probabilidad condicional se conoce como Teorema de Bayes.
Este es ttil en situaciones en las cuales se conocen probabilidades de la forma P(A|B;) y P(B;)
y se desea determinar P(B; |A).

Proposicion 3.3 (Teorema de Bayes): Sean A, ..., 4,, sucesos incompatibles dos a dos, los
unicos posibles y con probabilidades positivas y sea B un suceso con probabilidad positiva,
entonces (Mordecki, 2007):

P (Ak|Bi)P4r) (
=, P (A B)P(ap

P(Ax|By) = =1,...,n).

Demostracion:
Por la definicion de probabilidad condicional, tenemos

P(A4, NB) = P(Ay) P(B|Ay) = P(B)P(Ax | B)para(k = 1,...,n)

3.1.3 Eventos Independientes

La relacion del concepto de probabilidad condicional con los eventos independientes se ha
identificado, visto que, en ciertos casos, cuando la ocurrencia del evento A no aporta
informacion respecto a la ocurrencia o no del evento B (Ortega, 2009):
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P(B|A) = P(B)
En este caso, B es independiente de A. Ahora bien, como

P(Bn A)

P(BIA) = =5

La relacion anterior se puede expresar en la forma siguiente (cuando es simétrica en ambos
sucesos):
P(A n B) = P(A)P(B)

Ademas, la relacion es valida aun cuando A o B sean sucesos de probabilidad nula. Esta relacion
es usada como definicion.

Definicion 3.2: Dos eventos A y B son independientes.
La verificacion de que Q y @ son independientes en cualquier evento es facil.
Proposicion 3.4: Si A y B son independientes, también lo son:
a)AyB ,b) A%y B¢ .
Demostracion: Veamos b), la demostracion de a) es similar.
P(A° n B¢) = P((AUB)) =1 - P(A U B)
=1- P(A) — P(B) + P(A N B)
=1 - P(A) — P(B) + P(A)P(B)
= [1 = P(A][1 - P(B)]
= P(A°)P(B®)

Definicion 3.3: Sea € = {B;,i € I} una familia de eventos. Entonces, los eventos A4; son
independientes si para cualquier coleccion finita de eventos A; , 4;, ...4; de C se cumple

(Ortega, 2009):
r((ap =] [Paay
j=1 j=1

En este caso, también C es una familia de eventos independientes.

3.2 Modelos de Conocimiento del Profesor de Matematicas

Desde hace aproximadamente cuatro decenios, profesores e investigadores se han interesado en
problematicas relacionadas con la formacién matematica y didactica de profesores. Este interés
emerge a partir de los llamados de atencion de la comunidad internacional de investigadores de
matematica educativa porque manifiestan que existe un déficit de conocimientos para la
ensefianza de las matemadticas en todos los niveles (Pino-Fan, Font y Godino, 2014). En
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particular, en el campo de la ensefianza de la probabilidad, investigadores se han interesado en
el papel que estos conocimientos de profesores tienen sobre el desarrollo del razonamiento
probabilistico de los estudiantes (Batanero et al., 2015).

La comunidad en Educaciéon Matematica ha centrado ha priorizado, entre otros aspectos,
la formacion de los profesores de matematicas (Batanero, 2015). Como fruto de ello, The
International Commission on Mathematical Instruction (ICMI) ha publicado diversos
“handbooks” que permiten evidenciar el estado actual en materia de investigacion en el campo
de la formacion de profesores de matematicas (Even y Ball, 2009; Pino-Fan Font y Godino,
2014; Batanero, Chernoff, Engel y Sanchez, 2016; Zvi, Makar y Garfield, 2018). Como
resultado, el ICMI ha llegado ha considerar que es necesario llevar a cabo investigaciones que
permitan esclarecer, comprender y profundizar aspectos del conocimiento matematico y
didactico de profesores de matematicas (Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2016).

Desde esa perspectiva, con el fin de atender las recomendaciones mencionadas
anteriormente, investigadores han usado modelos de conocimiento profesional, tales como el
Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT) desarrollado por Ball, Thames y Phelps
(2008), el Cuarteto de Conocimiento (KQ) propuesto por Rowland, Huckstep y Thwaites
(2005), el Conocimiento Didéctico-Matematico propuesto por Godino y Pino-Fan (2013) y el
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK) propuesto por Carillo et al.
(2018). En comun, estos modelos tienen como objetivo principal reconocer, de primera mano,
los conocimientos que debe tener un profesor de matemadticas para desarrollar su labor
correctamente.

A continuacion, nosotros describimos de manera breve y sucinta cada uno de los
modelos de conocimiento mencionados. Por ultimo, nosotros proporcionamos una reflexion
para el lector explicando las razones por las cuales se seleccioné uno de estos modelos.

3.2.1 Conocimiento Matematico para la Ensefianza (K)

El grupo de investigacion de la Universidad de Michigan, liderado por Deborah Ball, analiza la
naturaleza de los conocimientos matematicos de los profesores para la ensefanza de las
matematicas. A partir de ello, el grupo propone un modelo de conocimiento profesional
denominado Conocimiento Matematico para la Ensefianza (Mathematical Knowledge
Teaching, MKT). Este modelo se basa en la observacion practica del profesor en su ambito
matematico, identificando asi los conocimientos que requiere para su labor de ensefianza
(Rojas, 2015). En este orden de ideas, el MKT propone una nueva organizacién que comprende
como dominios centrales a los Conocimientos Matematicos y Conocimientos Didacticos del
Contenido (Ver Figura 1).
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(Sosa, 2011).

El modelo MKT esta conformado por dos categorias de conocimiento que, a su vez, poseen
otras subcategorias. A continuacidn, cada una de ellas se describe brevemente:

i.  Conocimiento del Contenido: Este dominio incluye el conocimiento y habilidades
matematicas que utiliza el profesor para realizar su labor, elementos no necesariamente
son exclusivos para la enseflanza. Este dominio considera tres subdominios:

e Conocimiento Comun del Contenido (CCK): Se define como el conocimiento y
la habilidad matematica empleada por el profesor para elaborar distintas
configuraciones de las matematicas, es decir, aspectos como la resolucion de
problemas y emplear correctamente los conceptos matematicos (Ball et al.,
2008).

e Conocimiento Especializado del Contenido (SCK): Se define como los
conocimientos y habilidades matematicas utilizadas para la ensefianza, por
ejemplo: el uso de distintas formas de representacion y emplear métodos de
resolucion comunes y poco convencionales (Rojas, 2015).

e Conocimiento en el Horizonte Matematico (HCK): Dicho dominio considera los
conocimientos que tiene el profesor sobre las relaciones entre los distintos
topicos matemadticos y la manera en que evoluciona el aprendizaje en los
distintos niveles educativos (Rojas, Flores y Carrillo, 2015).

ii.  Conocimiento Pedagdgico del Contenido: Este dominio incluye los conocimientos y
habilidades didacticas y pedagdgicas para la ensefianza de los contenidos. Este esta
conformado por tres subcategorias de conocimiento:

e Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS): Este subdominio mezcla
el conocimiento del profesor sobre los saberes de los estudiantes con el
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conocimiento del profesor acerca de las matematicas. Se espera que el profesor
anticipe los diversos tipos de razonamiento de los estudiantes y sus posibles
errores (Rojas, 2015).

Conocimiento del Contenido y la Ensefianza (KCT): Es el conocimiento que
utiliza el profesor para elegir o disefiar tareas de instruccidon matematica,
considerando diferentes formas y procedimientos para su solucion. Este
subdominio integra los conocimientos matematicos y los conocimientos
didacticos (Rojas, Flores y Carrillo, 2015).

Conocimiento del Contenido y Curriculum (KCC): Es el conocimiento del
profesor sobre los documentos oficiales, reformas curriculares y demas
elementos que proporcionan las directrices para la ensefianza de las matematicas
en un pais (Rojas, 2015).

3.2.2 Cuarteto de Conocimiento (KQ):

El Cuarteto de Conocimiento (The Knowledge Quartet — KQ), ha sido propuesto por Rowland,
Huckstep y Thwaites (2005). Este es un modelo teérico y una herramienta de método que
permite observar y analizar el conocimiento matematico que pone en evidencia a los profesores

para la ensefianza de las matematicas (Pino-Fan, 2014). El principal enfoque del KQ es la forma
en que los profesores transforman los conocimientos y creencias que poseen para lograr mejoras
en sus practicas (Sosa, 2013). Dicho asi, el KQ propone cuatro dimensiones de conocimiento
(Ver Figura 2):

Figura 2
Fuente: Elaboracion Propia

A continuacion, cada una de las dimensiones consideradas se describe de manera breve y

sucinta:

i.  Fundamentos: Considera los fundamentos, conocimientos, antecedentes, creencias y
demas elementos de los profesores, los cuales han sido adquiridos antes o durante su

formacion académica (Pino-Fan, 2014).
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ii.

iii.

1v.

Transformacioén: Son los conocimientos y capacidades que tiene el profesor para
transformar el contenido matemdtico y hacerlo accesible a los estudiantes. Esta
dimension se ve reflejada en la planificacion de clases y en la seleccion de ejemplos,
actividades o modos de representacion (Rojas, 2015).

Conexiones: Se refiere al conocimiento que evidencian los profesores cuando establecen
conexiones o relaciones entre las distintas partes del contenido, distintos
procedimientos, lecciones o en la coherencia durante la planificacion de clases (Pino-
Fan, 2014).

Contingencias: En este dominio se consideran aquellas respuestas de los profesores a
situaciones inesperadas que surgen a durante el proceso de ensefianza y que requieren
necesariamente de la habilidad del profesor para responder de manera apropiada (Sosa,
2013)

En general, el KQ es un modelo que permite observar, describir y discutir la pertinencia

y el papel que juega el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico durante el
proceso de ensefianza, asi como la manera en que el profesor lo implementa durante su practica
(Rojas, Carrillo y Flores, 2015).

1.2.3 Conocimiento Didactico-Matematico

El modelo de Conocimiento Didéactico-Matematico (CDM) es una herramienta teérica y de
método que busca interpretar y caracterizar los conocimientos del profesor. EIl CDM surge a
partir de la integracion de las nociones teoricas del EOS (Godino y Pino-Fan, 2013), la nocion
de proficiencia en la ensefianza de las matematicas (Shoenfeld y Kilpatrick, 2008) y el modelo
del conocimiento matematico para la ensenanza (MKT) (Ball, Thames y Phelps, 2008). Asi,
este modelo propone dividir los conocimientos del profesor tres dimensiones: dimension
matematica, dimension didactica y dimension didéctico-matematica (Ver Figura 3).

A continuacion, describimos brevemente las facetas de analisis propuestas por el CDM:

28



Conocimiento Didactico-Matemaitico (CDM)

= N Dimension Meta Didactico-Matemitica 7 A
<:> [ Normas y Metanormas } { Idoneidad diddcti ] : : Niveles
Fases de
.d‘-‘l Anilisis
Diseiio (matematicos,
Didictico 5 didacticos o didactico-
matematicos)
studio

<_> Pricticas

Dimension Didactica
(Facetas del conocimiento del
profesor involucradas en los

1

procesos de ensefianza-
aprendizaje)

P

Conocimiento Comiin del] r C imi A

=D [ Contenido J "L e Contetty ] =D

Dimension Matemitica

_IH

Figura 3
(Pino-Fan y Godino, 2015, p.103)

e Faceta Epistémica: Esta incluye los conocimientos y las concepciones escolares en su
profundidad, las cuales permiten al profesor resolver problemas cuando moviliza el
conocimiento comun y ampliado del contenido (representaciones, significados,
procedimientos, etc.). De igual modo, en esta faceta se consideran los conocimientos
para establecer conexiones de contenidos en diferentes asignaturas y niveles de
escolaridad.

e Faceta Cognitiva: Esta permite que los profesores reflexionen y evaliien sobre los
significados personales (conocimientos de los estudiantes) e institucionales
(conocimiento desde el punto de vista de la institucion educativa) que se desarrollan en
el aula. Asimismo, esta faceta contribuye a que el profesor organice y aplique, en su
planeacion de clases, las formas en que el estudiante va a llevar a cabo sus producciones.
Esta faceta considera elementos como: errores o dificultades esperadas, conflictos,
vinculos entre objetos matematicos, respuestas esperadas, etc.

e Faceta Afectiva: Esta proporciona a los profesores de matematicas un mejor
entendimiento sobre la motivacion y estados de &nimo de los estudiantes. En esta faceta
se encuentran los conocimientos para describir aquellas experiencias, dentro y fuera del
aula, de estudiantes con respecto a los contenidos matematicos.

e Faceta Interaccional: Esta involucra los conocimientos necesarios para elaborar y
aplicar secuencias de interacciones, es decir, aquellos conocimientos que el profesor
tiene para prever, implementar y evaluar momentos en la clase cuando es necesaria la
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interaccion para desarrollar significados. Cabe resaltar que las interacciones que se
proponen en esta faceta no son solamente entre estudiantes, sino también entre
estudiantes y profesores.

Faceta Mediacional: Esta considera los conocimientos del profesor para usar y evaluar
la pertinencia y potencialidad de los materiales didacticos y recursos tecnoldgicos. Estos
son utilizados durante la clase para el aprendizaje de un contenido matematico
especifico. También, la planeacion de como, cuando y de qué manera estos se utilizan
es considerada.

Faceta Ecoldgica: Esta se refiere a los conocimientos que el profesor tiene sobre el
curriculo de la institucion y las orientaciones curriculares propuestas por organismos de
control. En ese sentido, Esta faceta menciona que, para desarrollar una vision vertical y
horizontal del contenido, lo necesario es tomar en consideracion la ubicacion de los
contenidos en el curriculo, los contextos educativos y propdsitos de la educacion

A partir de la delimitacion de las facetas de andlisis, Pino-Fan y Godino (2015)

consideran seis tipos de conocimiento didactico-matematico para la ensefianza:

AN e

Conocimiento especializado de la dimension matematica (faceta epistémica).
Conocimiento sobre los aspectos cognitivos de los estudiantes (faceta cognitiva).
Conocimiento sobre los aspectos afectivos, emocionales y actitudinales (faceta afectiva)
Conocimiento sobre las interacciones que se suscitan en el aula (faceta interaccional).
Conocimiento sobre los recursos y medios que pueden potenciar los aprendizajes de los
estudiantes (faceta mediacional)

Conocimiento sobre los aspectos curriculares, contextuales, sociales, politicos,
econdémicos que influyen en la gestion de los aprendizajes (faceta ecologica).

Con respecto a los conocimientos sobre los aspectos cognitivos de los estudiantes. Este

modelo propone este dominio con base en el dominio del Contenido y Estudiantes, propuesto
por Ball et al. (2008). Godino (2009) establece que la reflexion sistematica del aprendizaje esta
dada por conexiones entre la faceta cognitiva y afectiva. El propone cuatro consignas que son
relevantes para analizar el conocimiento del profesor con respecto al aprendizaje de los
estudiantes:

Configuraciones cognitivas: Esta describe los tipos de configuraciones cognitivas que
los alumnos desarrollaron durante el proceso de resolucion de una actividad. En esta se
consideran todas aquellas estrategias, representaciones, enunciados y demas que
desarrollan cognitivamente los estudiantes.

Errores, dificultades, conflictos de aprendizaje y concepciones: En esta consigna se
describen los conflictos mas frecuentes que evidencian los estudiantes durante la
resolucion de actividades.

Evaluacion de aprendizajes: Esta se encarga de formular preguntas que permitan
explicitar los significados personales de los alumnos al resolver un determinado tipo de
tareas.
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e Actitudes, emociones, creencias y valores: Esta describe ampliamente las estrategias
que implementa el profesor para promover que los alumnos se interesen e involucren
por si mismos, en la solucion de tareas o estudio del tema.

Con respecto a aspectos de método, Godino (2009) afirma que para llevar a cabo evaluaciones
de conocimiento para profesores es necesario realizar dos pasos fundamentales:

e La seleccion de una tarea matematica cuya solucién ponga en juego aspectos del
contenidos o competencias mas importantes a estudiar o desarrollar.

e Formular consignas para la prueba. Estas consignas cubran las facetas y niveles de
analisis didactico del modelo de conocimiento didactico-matematico del profesor de
matematicas. Con estas se espera solucionar el problema, identificar los objetos y
procesos matematicos puestos en juego en la solucion, describir razonamientos de los
alumnos al resolver una tarea y analizar categorias de idoneidad didéctica.

3.2.4 Conocimiento de Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK)

El Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (en inglés, MTSK) propone
analizar y caracterizar, desde la especificidad, la ensefianza de contenidos por parte del profesor
a través de dominios y subdominios de conocimiento. El MTSK es una propuesta dual, es decir,
modelo tedrico y una herramienta analitica (Carrillo et al., 2018. Este modelo se centra en
comprender el conocimiento especifico que un profesor de matematicas posee para realizar su
labor desde un punto de vista de la ensefianza y el aprendizaje (Carrillo et al., 2018). En ese
sentido, el MTSK propone analizar y caracterizar, desde la especificidad, la ensehanza de

contenidos por parte del profesor a través de dominios y subdominios de conocimiento
(Escudero, 2015).

Esta propuesta es generada a partir de las dificultades de caracter especifico y de la
delimitacion de subdominios de conocimientos detectadas en modelos de conocimiento de
profesores, tales como el MKT (Ball et al., 2008) y el PCK (Shulman, 1987). De igual forma,
el MTSK toma en consideracion las potencialidades de los modelos de conocimiento
profesional de profesores de matematica y los direcciona en un contexto especifico de
ensenanza; ademds considera importante no tomar en cuenta referencias externas a
conocimientos relacionados con otras profesiones (bidlogos, matematicos puros, ingenieros,
etc.). A partir de ello, el MTSK presenta una nueva propuesta de organizacion, la cual considera
dos categorias Conocimiento Matematico (MK) y Conocimiento Didactico del Contenido
(PCK). Asimismo, propone para cada uno de los dominios, tres subdominios de conocimiento
de distinta naturaleza (Ver Figura 4).

A continuacion, cada uno los dominios y subdominios de conocimiento se explicita con
mayor precision.
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3.2.4.1 Conocimiento Matematico (MK)

Lo importante es que el profesor de matematicas conozca y entienda la disciplina que ensefia.
En ese sentido, el conocimiento de las matematicas es un factor esencial en la ensefianza de las
matematicas, debido a que permite relacionar el saber qué ensefia y por qué lo ensena
(Escudero, 2015). En particular, en este dominio se consideran los componentes importantes de
la disciplina que ensefa, tales como: objetos, conceptos y sus relaciones, fenomenologia,
campos de problemas, procedimientos, estructuras matematicas, etc. Por tanto, el MTSK
propone que el MK esté subdividido en tres dominios de conocimiento: Conocimiento de los
Temas (KoT), Conocimiento de la Practica Matematica (KPM) y Conocimiento de la Estructura
Matematica (KSM).

A continuacion, cada uno de estos se describe con mayor detalle.

3.2.4.1.1 Conocimiento de los Temas (KoT)

Este subdominio de conocimiento se centra en comprender como el profesor conoce, trabaja y
maneja los contenidos desde una perspectiva matematica amplia y profunda (Escudero, 2015).
En ese sentido, el KoT comprende los conocimientos de los contenidos y procedimientos
relacionados con la matematica como disciplina cientifica (Flores-Medrano, Escudero-Avila,
Montes, Aguilar y Carrillo, 2014). Asi, para este subdominio se consideran las siguientes
categorias de conocimiento:

e Fenomenologia: Esta categoria posee un caracter dual. Por un lado, el conocimiento que
posee el profesor acerca de los fendmenos matematicos en los que emergen los
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conceptos y las matematicas en general. Por otro lado, el conocimiento acerca de la
aplicacién y uso que tienen los temas o conceptos que se trabajan en clase (Flores-
Medrano et al., 2014).

e Propiedades y Fundamentos: Esta considera el conocimiento que el profesor tiene sobre
las propiedades y fundamentos que permiten definir un concepto matematico, asi como
las diversas formas que el profesor da su significado (Escudero, 2015).

e Registros de Representacion: Esta categoria considera el conocimiento sobre las
distintas formas de representacion semidtica que tiene un objeto matematico (Duval,
2004). Asimismo, esta retoma aspectos importantes del discurso del profesor como el
vocabulario y sintaxis asociada a las representaciones (Flores-Medrano et al., 2014).

e Definiciones: Esta categoria considera el conocimiento del profesor sobre las
definiciones de conceptos, asi como las propiedades de estos mismos que utiliza el
profesor para definirlos (Flores-Medrano et al., 2014).

e Procedimientos: En esta categoria se considera el conocimiento acerca de los aspectos
practicos de los temas, es decir, los momentos de la clase en los cuales un profesor sabe
como, cudndo y por qué emplear uno u otro procedimiento para resolver una situacion
0 ejercicio.

3.2.4.1.2 Conocimiento de la Practica Matematica (KPM)

Este subdominio se define como el conocimiento que posee el profesor sobre las formas de
proceder en matematica en el aula y su sintaxis (Flores-Medrano et al., 2014). En este sentido,
el KPM considera la manera en que se genera y explora el conocimiento matematico, las
relaciones y correspondencias entre conceptos y los distintos tipos de argumentacion,
razonamiento y generalizacion (Escudero, 2015). Dicho asi, este subdominio estd conformado
por dos categorias de analisis:

e Practicas ligadas a la Matematica en General: Esta categoria considera como se
desarrollan las matematicas de manera aislada a los conceptos abordados.
Particularmente, este tipo de conocimiento es utilizado para trabajar las matematicas de
manera genérica, a partir de las estructuras logicas de pensamiento que permiten
comprender la perspectiva funcional de las matematicas (Flores-Medrano et al., 2014)

e Pricticas ligadas a una Temadtica en Matematicas: Esta categoria considera el como se
desarrolla la matemadtica, pero con la diferencia que toma en consideracion inicamente
un concepto o tematica especifica (Escudero, 2015).

3.2.4.1.3 Conocimiento de la Estructura Matematica (KSM)

Este subdominio considera el conocimiento que tiene el profesor acerca de las relaciones
matematicas que se pueden realizar entre distintos contenidos. En este sentido, lo importante es
que el profesor reconozca los temas como elementos que pertenecen a una misma red teorica.
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Esto con el objetivo de relacionar, por medio de conexiones, un mismo objeto matematico y asi
permitir la comprension de contenidos matematicos anteriores o posteriores (Sosa et al., 2016).
Este subdominio posee cuatro categorias de analisis, las cuales estan asociadas a los tipos de
conexiones que se pueden establecer en la estructura matematica de un contenido:

e Conexiones de Complejizacion: Esta categoria relaciona los contenidos ensefiados en
un grado escolar con contenidos de cursos de niveles posteriores. Se reconoce que el
profesor realiza una proyeccion de los contenidos ensenados para poder potenciar
contenidos en un futuro (Flores-Medrano et al., 2014)

e Conexiones de Simplificacion: En esta se consideran aquellas conexiones entre
contenidos que se imparten en ese momento con contenidos de cursos anteriores (Flores-
Medrano, 2014).

e Conexiones de Contenidos Transversales: Son aquellas que se establecen entre los
contenidos de diversas disciplinas. En esta categoria se reconocen las propiedades y
caracteristicas matemadticas en tienen en comun y los distintos tipos de pensamiento
asociados a los contenidos (Escudero, 2015).

e (Conexiones Auxiliares: Esta categoria toman en consideracion las conexiones entre los
conceptos y sus relaciones. Por ejemplo, la funcion lineal y la ecuacion lineal. Cabe
aclarar que este tipo de conexiones no se clasifican como intraconceptuales, debido a
que sus relaciones no se atribuyen a propiedades matematicas.

3.2.4.2 Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Este dominio considera aspectos del conocimiento profesional del profesor y de la didactica
especifica del contenido. El PCK permite vision didactica amplia del contenido al profesor,
dado que toma en consideracion aspectos como: la ensefianza, el aprendizaje y el curriculo de
matematicas (Escudero, 2015). A pesar de que el PCK depende esencialmente del MK, este
dominio de conocimiento es naturaleza diferente, debido a que posee una estructura y naturaleza
informal, cual esté dirigida inicamente a la a la ensefianza de las matematicas, tomando como
principal fundamento la Didactica de las Matematicas (Rojas et al., 2015).

Segun Azcéarate (1998), este dominio de conocimiento facilita o dificulta el
entendimiento de un tema por parte de los estudiantes, debido a que se espera que el profesor
relacione las concepciones, preconcepciones y conocimientos previos que tienen los estudiantes
de distintas edades. También, el reconocimiento de las relaciones permitira al profesor elegir
técnicas adecuadas de secuenciacion y presentacion de los contenidos. En este orden de ideas,
el PCK es quien le permite al profesor convertir el conocimiento tedrico en ensenado (Shulman,
1987).

El enfoque principal del PCK es la didactica especifica, es decir, los aspectos didacticos
que estan directamente ligados con los contenidos matematicos y no a la disciplina en general
(Flores-Medrano et al., 2014). Segtin Carrillo et al. (2018), este dominio de conocimiento no
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considera aspectos estructuradores de los procesos de ensenanza y aprendizaje. Asimismo, en
el PCK intervienen los contextos educativos, tales como aspectos socioculturales, psicosociales
y humanos, debido a que estos estdn asociados a la pedagogia general y no a la didactica
especifica. En conclusion, el MTSK propone que el PCK esté subdividido en tres dominios de
conocimiento: Conocimiento de la Ensefianza de la Matematica (MKT), Conocimiento de los
Estandares de Aprendizaje (KFLM) y Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de
las Matematicas (KFLM).

A continuacion, cada uno de estos se describe con mayor detalle.

3.2.4.2.1 Conocimiento de la Ensefianza de la Matematica (KMT)

Este subdominio considera el conocimiento del profesor sobre las caracteristicas propias del
contenido matematico y sus recursos (materiales o tecnologicos) para la ensefianza en el aula
(Escudero, 2015). Asimismo, este comprende el conocimiento del profesor para la seleccion de
representaciones instruccionales, actividades, ejemplos, ejercicios, tareas, teorias que
contribuyen a la ensefianza de un contenido (Sosa et al., 2016). Dicho asi, el KMT considera
tres categorias de analisis, las cuales describimos a continuacion:

e (Conocimiento de las teorias de ensefianza asociadas a un contenido matematico: En esta
categoria se consideran aquellas teorias de ensefianza que contribuyen a la ensenanza
de los contenidos, dado que condicionan la forma de proceder del profesor. Dichas
teorias pueden ser fruto de la investigacion o de la reflexion y observacion de un
profesor durante su practica en el aula de clases (Flores-Medrano et al., 2014).

e Conocimiento de los recursos materiales o virtuales de ensefianza asociados a un
contenido matematico: En esta se consideran los conocimientos de los profesores sobre
los recursos materiales (fisicos o virtuales), los cuales permiten mediar el aprendizaje
de los estudiantes (Escudero, 2015).

e Conocimiento de las estrategias, técnicas y tareas para la ensefianza de un contenido:
En esta categoria se consideran los conocimientos sobre todas aquellas potencialidades
y limitaciones que se pueden presentar al implementar secuencias didacticas, propuestas
de aula, tareas, etc. Asimismo, esta considera el conocimiento sobre la gestion de la
ayuda que el profesor brinda al estudiante durante la clase (Escudero, 2015).

3.2.4.2.2 Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje (KMLS)

Este subdominio se define como el conocimiento que tiene el profesor acerca del nivel de
conocimiento matematico que debe o puede alcanzar el estudiante en un curso escolar (Flores-
Medrano et al., 2014). Este subdominio considera al profesor como un individuo critico y
reflexivo, que reconoce los estdndares de aprendizaje propuestos por el curriculo de
matematicas para un estudiante en un determinado nivel educativo (Sosa et al., 2016). Dicho
asi, el KMLS comprende el conocimiento del profesor acerca de las capacidades conceptuales,
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procedimentales y de razonamiento matematico que se desarrollan en determinados niveles o
momentos educativos (Flores-Medrano et al., 2014).

Esta subcategoria de conocimiento esta conformada por tres categorias de analisis:

e Conocimiento de las expectativas de aprendizaje de un contenido matematico en un
nivel especifico: Esta considera el conocimiento del profesor sobre la expectativa de
aprendizaje que el estudiante puede alcanzar en un nivel escolar determinado.

e (Conocimiento del nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado para un
contenido en un momento escolar determinado: Esta categoria considera el
conocimiento del profesor sobre el nivel de profundidad con que se aborda un contenido
en el aula de clases, en relacion con el ciclo escolar de los estudiantes.

e (Conocimiento de la secuenciacion de los temas anteriores y posteriores a un momento
escolar determinado: Esta categoria considera el conocimiento del profesor sobre las
capacidades previas que tiene un estudiante para el aprendizaje de un nuevo contenido
especifico, en términos de las indicaciones curriculares. Asimismo, esta toma en cuenta
la aportacion de este conocimiento sobre las capacidades previas del estudiante en el
abordaje de temas posteriores (Escudero, 2015).

3.2.4.2.3 Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje (KFLM)

Este subdominio considera los conocimientos del profesor para interpretar las respuestas de los
estudiantes, anticipar distintos tipos de razonamientos al resolver una actividad o tarea y asociar
distintos contextos que influyen en el aprendizaje de los estudiantes. En ese sentido, el KFLM
comprende el conocimiento del profesor sobre los procesos de aprendizaje que esta llevando a
cabo el estudiante (Escudero, 2015). E1 KFLM se centra en saber cuales son los conocimientos
didacticos que ponen en juego el profesor para enfrentar dichas situaciones y en como las utiliza
para desarrollar habilidades especificas en los estudiantes (Escudero, 2015). En este orden de
ideas, este subdominio engloba los conocimientos derivados de la interaccioén del estudiante
con el contenido matematico y las caracteristicas del contenido matematico en si mismo como
objeto de aprendizaje (Sosa et al., 2016).

Este subdominio de conocimiento esta conformado por cuatro categorias de analisis, las cuales
se describen a continuacion:

e Conocimiento de teorias de aprendizaje asociadas a un contenido matematico: Esta
categoria considera al conocimiento del profesor sobre las distintas maneras en que los
estudiantes aprenden un contenido matematico. Esta categoria abarca el conocimiento
sobre las teorias de desarrollo cognitivo institucionales o personales (provenientes de la
reflexion de su propia practica) que influyen en el aprendizaje de un contenido en
particular o de las matematicas en general (Flores-Medrano et al., 2014).
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e Conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido
matematico: En esta se engloba el conocimiento del profesor sobre los errores,
obstaculos, dificultades frecuentes o no, asociados al aprendizaje temas especificos en
matematicas (Sosa, 2011). Este tipo de conocimiento estd asociado a un contexto
especifico en el cual los estudiantes aprenden, de manera tal que pueda reconocer
diversas particularidades de las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes (Flores-
Medrano et al., 2014).

e Conocimiento de las formas de interaccion de los estudiantes con un contenido
matematico: Esta categoria comprende el conocimiento del profesor sobre las maneras
en que los estudiantes interactiian con el contenido matematico. En ese sentido, esta
abarca los procesos, estrategias, gestos y lenguaje de los estudiantes para abordar un
contenido matematico determinado (Sosa, Aguayo y Huitrado, 2013).

e Conocimiento de los principales intereses y expectativas de los estudiantes al abordar
un contenido matematico: Esta categoria considera los conocimientos del profesor sobre
las expectativas e intereses de los estudiantes con un contenido matematico. De igual
forma, considera las concepciones y preconcepciones que tienen los estudiantes sobre
la facilidad o dificultad que tiene el aprendizaje de un contenido matematico (Flores-
Medrano et al., 2014).

Asimismo, algunos investigadores identifican indicadores de andlisis asociados a dos
categorias de analisis del KFLM (Sosa, Flores-Medrano y Carrillo, 2015) (Ver Tabla 1).

Tabla 1
Indicadores de Conocimiento KFLM

Categoria de Analisis Indicador

I1. Conocer las necesidades y dificultades de los estudiantes sobre el
contenido matematico.

I2. Conocer las confusiones matematicas que pudiera tener el estudiante,
provocadas por la relacion equivocada de un contenido actual con un

Conocimiento de las contenido relativamente anterior (por ejemplo, con un tema pasado de la
fortalezas y dificultades misma unidad o bloque tematico).

asociadas al aprendizaje | 13. Conocer las confusiones y los errores matematicos de los estudiantes,
de un contenido producidos por no proceder ordenadamente o no respetar las
matematico convenciones matematicas.

I4. Conocer las iméagenes o ideas matematicas inadecuadas que los
estudiantes pueden poseer o adquirir de un contenido.

I5. Conocer los errores que los estudiantes pueden cometer al hacer
determinados calculos aritméticos provocados por un despiste al hacer
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operaciones o transformaciones, o por no dominar el nuevo contenido
que se esta abordando.

I6. Conocer que los estudiantes tienen dificultades en reconocer y aplicar
analogias y equivalencias en la resolucion de problemas.

I7. Saber interpretar el conocimiento o pensamiento matematico que
expresan los estudiantes en su lenguaje (comin o en proceso de
Conocimiento de las adquisicion del nuevo contenido matematico mezcla del lenguaje comiin

formas de interaccion con el matematico).

de los estudiantes con I8. Conocer los detalles de la resolucion de un problema susceptibles de

un contenido desviar la atencion de los estudiantes para llegar a su solucion.

matematico I9. Conocer los calculos matematicos que podrian realizar de forma
mecanica los estudiantes sin saber en realidad lo que estan haciendo
matematicamente.

3.2.5 Reflexion modelos de conocimiento del profesor

A partir de lo mencionado en los apartados anteriores, nosotros consideramos pertinente
mencionar las razones por las cuales se toma en cuenta para esta investigacion el modelo MTSK
y no otros modelos de conocimiento del profesor como el MKT, KQ o CDM.

El objetivo de esta investigacion estd orientado a comprender los conocimientos que
pone en juego el profesor de matematicas sobre los procesos de aprendizaje de los estudiantes
con respecto a la probabilidad condicional. Para ello, este trabajo busca caracterizar el
conocimiento de siete profesores al momento de realizar un cuestionario y una entrevista sobre
fortalezas, dificultades y formas de interaccidon que tienen los estudiantes con el contenido de
probabilidad condicional. Por ende, consideramos que el modelo MTSK es el idoneo para
realizar esta investigacion.

Ademas de lo expuesto anteriormente, otras razones mas puntuales existen; a
continuacion se exponen:

e El caricter especializado que se le asigna al conocimiento del profesor permite
analizar de manera mas precisa y profunda el conocimiento que posee un profesor.
Para esta investigacion, este caracter permite caracterizar el conocimiento que pone
en evidencia el profesor de matemadticas para la resolucion de un cuestionario de
conocimientos didacticos y la entrevista semiestructurada.

e La delimitacion que se propone al subdominio Conocimiento de las Caracteristicas
de Aprendizaje (KFLM) es semejante a los objetivos de la investigacion, dado que
engloba los conocimientos derivados de la interaccion del estudiante con el
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contenido matematico y las caracteristicas especificas del contenido matematico
como objeto de aprendizaje.

e No se limita inicamente a comprender las situaciones que enfrenta un profesor en
el aula de clases. Va mas alla, en el sentido de que busca establecer los
conocimientos didacticos que pone en manifiesto el profesor de matematicas para
desarrollar habilidades especificas en sus estudiantes.

En complemento con lo anterior, consideramos importante mencionar las razones por
las cuales no se tomaran en consideracion los otros modelos de conocimiento del profesor:

e El modelo MKT considera superficialmente los conocimientos sobre fortalezas,
dificultades e interaccion que tienen los estudiantes con el contenido matematico.
Especificamente, la delimitacion que hacen Ball et al. (2008) del subdominio
Conocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS) considera Unicamente el
conocimiento del profesor en la anticipacion de los diversos tipos de razonamiento
de los estudiantes y sus posibles errores.

e El modelo KQ considera en dos de sus fases (fundamentos y transformacion)
aspectos relacionados con los conocimientos sobre dificultades, fortalezas e
interaccion de los estudiantes con el contenido matematico. Sin embargo, este
modelo analiza a los estudiantes unicamente desde la perspectiva practica del
profesor de matematicas y como utiliza estos conocimientos para la ensefianza. En
cambio, nuestra investigacion busca analizar estos conocimientos del profesor sobre
las caracteristicas aprendizaje de los estudiantes con respecto a los contenidos
matematicos, desde el conocimiento que posee.

¢ Elmodelo CDM menciona en su faceta cognitiva y afectiva, elementos relacionados
con el conocimiento de las fortalezas, dificultades y formas de interaccion de los
estudiantes con el contenido matematico. Sin embargo, consideramos que este
modelo deja abiertas incognitas sobre la manera en que se analiza, desde un punto
de vista cualitativo, el conocimiento que pone en evidencia el profesor de
matematicas.

A pesar de lo dicho anteriormente, se debe de resaltar que no se tomaran unica y
exclusivamente elementos tedricos del MTSK para la comprension de los conocimientos del
profesor. También, se consideraran elementos tedricos y metodoldgicos de los otros modelos
de conocimiento del profesor (MKT, KQ y CDM) que contribuyan al cumplimiento de los
objetivos de la investigacion. Por ejemplo, se retomaran algunos aspectos metodoldgicos que
propone el CDM para el disefio del cuestionario de conocimientos didacticos.
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3.3 Fundamentos para la Ensefianza de la Probabilidad Condicional

En este apartado se mencionan aspectos teoricos relacionados con la ensefianza de la
probabilidad condicional. Entre los cuales se encuentran: las ideas estocasticas fundamentales
para la ensefnanza; falacias y confusiones; tipos de problemas; y representaciones y argumentos
asociados a la probabilidad condicional.

3.3.1 Ideas estocasticas fundamentales para la ensefianza

Heitele (1975) fue el primero en proponer las ideas fundamentales para la ensefianza de la
estadistica y probabilidad. Este autor se baso en el enfoque epistemologico-pragmatico para
establecer diez pensamientos que los estudiantes desarrollan desde niveles educativos basicos
hasta niveles formales. Para Heitele, una idea fundamental proporciona al individuo modelos
explicativos para cada etapa del aprendizaje de un concepto estocéstico. Por tanto, estas ideas
fundamentales permiten caracterizar el conocimiento matematico del profesor para la
ensenanza de la probabilidad condicional.

1. Normando las expresiones de nuestras creencias

Comunmente, los sujetos utilizan expresiones como ‘“‘creo que si”’, “es mas seguro", "es
imposible”, etc., debido a que el hombre no asigna niamero a la realidad que esta a su alrededor
(Rivera, 2012). A partir de ello, norma estas ideas y afirma que los eventos imposibles tienen
una probabilidad de cero y a los eventos seguros uno (Heitele, 1975). Y asi, entre estos dos
nameros (0 y 1), se asignan las probabilidades a eventos inciertos, a lo cual Heitele le llama
probabilidades intermedias.

1I. El campo de probabilidad

Otra de las ideas fundamentales es la asignacion del espacio muestral a experimentos casuales.
Esta consiste en asignar un campo de conjuntos a un campo de eventos observables (Heitele,
1975). Este autor menciona que tal idea es elemental en la resolucion de problemas, debido a
que en algunos problemas no es necesario encontrar la probabilidad cuantitativa de cada uno de
los eventos y basta con realizar un campo comparativo de probabilidades (ej. diagramas de
arbol en juegos de apuestas).

1II.  Combinacion de Probabilidades: Regla de adicion

La construccion de modelos es una de las principales caracteristicas de las matematicas. Este
tipo de modelos pueden ser simples o complejos, dependiendo exclusivamente de las
situaciones (Heitele, 1975). Desde el punto de vista estocastico, los procesos también se pueden
modelar de acuerdo a los fenémenos aleatorios y las evaluaciones subjetivas que realiza el
individuo. En términos operativos, la regla de adicion es uno de las ideas fundamentales que
permiten la modelacién de fendémenos aleatorios, puesto que permite ver nuevas probabilidades,
ademas de las iniciales (Steinbring, 2005).
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1V. Combinacion de Probabilidades: Independencia

Con los modelos estocésticos permanece abierta la idea de composicion y descomposicion de
estos mismos. En ese sentido, la idea de independencia de eventos estd intrinsecamente
relacionada con el concepto de probabilidad condicional. Se considera fundamental para el
individuo estar en la capacidad de considerar experimentos casuales sin vinculo causal fisico,
como eventos estocasticamente independientes (Heitele, 1975).

V. Equidistribucion y simetria

Una idea heuristica es descubrir y utilizar simetrias en la resolucion de situaciones
problema. Estas ideas estan relacionadas con la geometria y la fisica basica, en las cuales un
cuerpo posee morfoldgicamente una simetria, haciendo que su resultado no esté afectado por
otros factores fisicos (Steinbring, 2005). En probabilidad pasa el mismo fenomeno, ordenado
por el principio de la razon, el individuo realiza una suposicion (no fisica) de que cada uno de
los eventos aleatorios del espacio muestral poseen igual asignacion probabilistica, por tal razon
son equiprobables entre si (Heitele, 1975).

VI. Combinatoria

Los diagramas de arbol son una de las principales representaciones iconicas utilizadas
en probabilidad, dado que permite estructurar todos los resultados posibles de un experimento
y permite visualizar el comportamiento del fendmeno aleatorio (Heitele, 1975). En situaciones
en donde no hay una vision directa o iconica del espacio muestral es necesario utilizar procesos
para calcular el nimero de arreglos o combinaciones que hay entre los eventos aleatorios. En
este orden de ideas, la combinatoria es necesaria para la visualizacion y tratamiento del
fendomeno aleatorio (Steinbring, 2005).

VIl. Modelo de urna y simulacion

Una de las tnicas formas de describir fendmenos que poseen elecciones aleatorias es el
modelo de urna. Esta es una idea heuristica muy util para simular un fenémeno desde un
experimento casual y comprender lo que sucede con cada uno de los eventos aleatorios (Heitele,
1975). Por lo tanto, esta idea contribuye a la asignacion probabilistica de cada uno de los
eventos, si la situacion lo requiere.

VIII. La idea de variable aleatoria

La concepcion de variable aleatoria dio el estatus formal a la teoria estocastica. Esta
permitié realizar una aplicacion convincente de todos los procesos que involucraban esta
variable. En la antigliedad, este tipo de procesos fueron criticados por la existencia de la
paradoja de San Petersburgo (Heitele, 1975). Sin embargo, las variables estocdsticas son
fundamentales en la modelizacion de fendmenos aleatorios, puesto que permitieron comprender
aspectos de la vida cotidiana, juegos de azar, seguros, entre otros. De igual manera, este tipo de
variable juega un papel importante en tres aspectos: la distribucion de una variable estocastica,
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su expectativa y la composicion de variables estocésticas para obtener otras nuevas (Rivera,
2012).

IX. La ley de los numeros grandes

En situaciones en donde el numero de ensayos es un niimero muy grande se utiliza la
ley empirica de los grandes numeros o principio de numeros grandes. Esta ley esta asociada a
la estabilidad de la frecuencia relativa de un suceso aleatorio dentro de un fenémeno. Lo
fundamental es su comprension para reconocer y estimar el comportamiento de un fenémeno
aleatorio que posee un numero de ensayos muy grande, en donde la libertad individual esta bajo
una restriccion colectiva.

X Laidea de muestra

Esta idea es fundamental para los procesos de argumentacion criticos con base a una muestra.
Esta idea permite encontrar buenos resultados en estadistica, en el sentido de que la seleccion
de una muestra debe de cumplir ciertos parametros de representatividad. Lo cual hace que las
conclusiones estadisticas que sean obtenidas puedan ser generalizadas para todo el conjunto de
datos (Heitele, 1975). Asi, Heitele centra sus ideas y las asocia con el desarrollo psicologico de
los estudiantes y menciona que deben de ser la base para el desarrollo del curriculo de
estadistica y probabilidad, en la cual se considera la vision de un curriculo en espiral. Esto
conducira a que el proceso de ensefianza tenga la capacidad de cambiar las definiciones y temas
de estudio de manera constante y pueda obtener el desarrollo del razonamiento estocéstico de
forma gradual y continua (Rivera, 2012).

3.3.2 Falacias y confusiones asociados a la probabilidad condicional

Antes de mencionar aquellos sesgos, falacias y confusiones asociados a la probabilidad
condicional, nosotros consideramos pertinente definir el término ‘razonamiento probabilistico’,
el cual ha sido utilizado a lo largo de esta investigacion. Dicho asi, éste es la forma en que los
sujetos toman decisiones en ambientes de incertidumbre, las cuales pueden estar amparadas en
conceptos de la teoria de probabilidad o heuristicas (Serrano, Batanero, Ortiz y Caiizares, 2005)

Con relacién con lo anterior, investigadores han documentado la relacion intrinseca que
posee el concepto de probabilidad condicional con el razonamiento probabilistico, dado que se
considera como un concepto base en el desarrollo de este tipo de razonamiento (Contreras,
2011). El aprendizaje de este concepto permite que el sujeto incorpore cambios sustanciales a
los grados de creencia en sucesos aleatorios (Heitele, 1975). Por tal razén, este concepto es uno
de los més importantes en la formacion del ciudadano, debido a que contribuye a la toma de
decisiones ante situaciones de incertidumbre (Batanero, Contreras y Diaz, 2012)

A pesar de la importancia de la probabilidad en el desarrollo del pensamiento
probabilistico, diversas investigaciones dan cuenta sobre las dificultades que se presentan en la
ensenanza y el aprendizaje del concepto de probabilidad condicional (Guerrero, 2015; Batanero
et al., 2015). Fruto de dichas investigaciones, lo importante es centrar la mirada en aspectos
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especificos de la ensefianza de la probabilidad condicional, dado que es uno de los conceptos
que mas genera dificultades en estudiantes (Contreras, 2011). En este orden de ideas, Diaz et
al. (2012) mencionan que estudiantes y profesores dan cuenta sobre la presencia de sesgos,
falacias, confusiones asociados a la probabilidad condicional.

Para esta investigacion, nosotros adoptamos la definicion de Pérez-Echeverria (1990)
quien describe la heuristica como “mecanismos por los que reducimos la incertidumbre que
produce nuestra limitacion para enfrentarnos a la complejidad de estimulos ambientales" (p.51).
Asimismo, Salcedo y Mosquera (2008) consideran que los sesgos, asociados a heuristicas,
surgen a partir de un razonamiento practico y funcional de la vida cotidiana. Por otro lado, los
errores, falacias o confusiones tienen otro origen, como por ejemplo la percepcion logica o de
una interpretacion idiosincratica incorrectas (Sanchez, 2010).

Estos factores didacticos son como un punto importante en el desarrollo del
razonamiento probabilistico condicional. Esto se debe a que estan presentes en el pensamiento
matematico de estudiantes y profesores, de manera indistinta (Contreras, 2011). De igual forma,
de acuerdo con los objetivos de este trabajo de investigacion, la determinacion de la incidencia
de estos factores en la ensefianza de la probabilidad se considera como un aspecto clave para
comprender el conocimiento del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje de los
estudiantes en la probabilidad condicional. En ese orden de ideas, investigadores encuentran los
principales sesgos, falacias y confusiones presentes en el aprendizaje de la probabilidad
condicional, los cuales han sido descritos por Tversky y Kahneman (1982), Kelly y Zwiers
(1986), Lecoutre (1992) y Falk (1986).

e Falacia de las tasas base: Ha sido identificada por Tversky y Kahneman (1982) y esta
sucede cuando el sujeto se deja llevar de ideas preconcebidas e ignora la probabilidad
de un suceso, en situaciones que involucran el célculo de la probabilidad a posteriori
(Diaz y de la Fuente, 2007). Asimismo, se considera que la aparicion de este sesgo se
debe a que el sujeto posee una incorrecta percepcion de la dependencia de los sucesos
implicados (Diaz et al., 2012)

e Sesgo de equiprobabilidad: este ha sido descrito por Lecoutre (1992) y se define como
la creencia de que todos los sucesos asociados a cualquier experimento aleatorio son
igualmente probables. Es importante mencionar que consideramos el sesgo como una
variacion de la falacia de la condicional transpuesta, en el sentido que se le asigna igual
probabilidad a cada una de los eventos aleatorios que lo componen.

e Confusion de la probabilidad conjunta y condicional: esta ha sido reportada por Tversky
y Kahneman (1982) y en esta el sujeto manifiesta una confusion en la interpretacion de
los enunciados que utilizan la conjuncion se tiende a representar incorrectamente la
probabilidad conjunta o condicional.

e Confusion de sucesos independientes y mutualmente excluyentes: esta ha sido
identificada por Kelly y Zwiers (1986) y la asocian con la confusion del significado del
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término “independiente”, dado que, en el lenguaje cotidiano, este término puede hacer
referencia, en algunas ocasiones, al término “separado”.

e Falacia de la conjuncion: esta ha sido reportada por Tversky y Kahneman (1982b) y la
definen como la percepcion incorrecta de la probabilidad en la interseccion de dos
eventos, puesto que el sujeto concibe la interseccidon mas probable que considerar la
probabilidad de cada uno de los eventos por separado.

e Falacia de la condicional transpuesta: esta ha sido identificada por Falk (1986) y la
define como la incorrecta discriminacion que hace el sujeto al momento de simbolizar
la probabilidad condicional en un problema de palabras, puesto que no discrimina las
direcciones o condiciones de los eventos de manera correcta, es decir, afirmar que la
probabilidad de el evento A dado el evento B es igual a la probabilidad del evento B
dado el evento A.

P(AIB) = P(B|A).

e Falacia de eje de tiempo: esta ha sido descrita por Falk (1986) y la define como la
creencia de que un evento aleatorio no puede condicionar a otro que ocurra
anteriormente. Segun Diaz et al. (2012), los sujetos asocian el condicionamiento entre
sucesos aleatorios con su orden temporal y no consideran que naturalmente un suceso
puede estar condicionado con otro, si este ocurre con anterioridad.

3.3.3 Resolucion de problemas en probabilidad condicional

Desde hace tres decenios, investigadores han reportado que los estudiantes poseen dificultades
para calcular, razonar e interpretar las probabilidades (Diaz et al., 2012). En ese sentido, Huerta
y Arnau (2014) mencionan que los estudiantes poseen dificultades para la resolucion de
problemas asociados a la probabilidad condicional, debido a que éstos consideran variables
como el contexto, representaciones, frecuencias, estructuras gramaticales y relaciones entre
cantidades, la cuales hacen que su resolucion sea compleja. También, Cafiadas, Diaz, Batanero,
y Estepa (2013) mencionan que en la ensefianza de la probabilidad condicional predominan la
utilizacion de problemas con poca demanda cognitiva, en los cuales su resolucion esta enfocada
a la utilizacion de técnicas basadas en la memorizacion y aplicacion de las formulas. Por lo
tanto, investigadores mencionan la importancia de utilizar contextos cercanos a los estudiantes
para que estos tengan una perspectiva aplicada de estos contenidos (Huerta, 2018)

A continuacién, nosotros mencionamos algunas investigaciones que dan cuenta de los
factores que propician las dificultades de los estudiantes, especificamente para la resolucion de
problemas en probabilidad condicional.

Contreras (2011) menciona que una de las principales razones por las cuales el
aprendizaje de este concepto es complejo en los estudiantes es debido a que involucra en su
definicién otros conceptos probabilisticos como lo son: probabilidad simple, probabilidad
conjunta e independencia de eventos, entre otros. Por otra parte, Huerta y Arnau (2017) afirman
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que los enunciados que se relacionan con la probabilidad condicional y la probabilidad,
respectivamente, poseen una notoria similitud semantica, la cual propicia la confusion entre
conceptos probabilisticos; por ejemplo, las expresiones: “la probabilidad de que una mujer que
sufre cancer obtenga un resultado positivo en un examen diagnéstico” y “la probabilidad de que
una persona que haya obtenido un resultado positivo en un examen diagndstico”. A pesar de
que se estd abordando el mismo fendmeno, el significado de ambas expresiones es casi el
mismo, pero su simbolizacion es totalmente diferente.

Otro aspecto importante a considerar en la ensefanza de la probabilidad condicional es
la relacion que tiene este concepto con otros en probabilidad. Especificamente, Huerta y Arnau
(2017) mencionan que los estudiantes no reconocen la relacion y necesidad de la probabilidad
conjunta y simple para calcular e interpretar la probabilidad condicional. Asimismo, Huerta y
Arnau (2014) afirman que profesores y estudiantes, por lo general, confian mas en unos
registros de representacion que en otros. Este predominio estd relacionado con intereses
personales y puede ocasionar dificultades en la comprension del concepto e interpretacion de
los resultados. Sin embargo, la eleccion del registro de representacion debe estar asociada a las
ventajas y propiedades de los registros y no a factores personales (Duval, 2004). Asi, Duval
afirma que las operaciones de formacion, tratamiento y conversion, entre los distintos registros
de representacion de un concepto, propicia su comprension y significacion en distintos
contextos.

Segun Diaz (2005), la probabilidad condicional es un concepto que esté relacionado con
la resolucion de problemas, puesto que es ahi donde cobra significado y sentido para el
estudiante. En ese sentido, Contreras (2011) considera importante utilizar diversos tipos de
problemas en el abordaje de este concepto, pues esto permite la significacion en el aula de clase.
Diaz y De la Fuente (2007) analizan los tipos de problemas, en libros de texto de secundaria y
bachillerato, que estan relacionados con el concepto de probabilidad condicional. A partir de
ello, ellos identifican las siguientes categorias:

e Dentro de un experimento con eventos o sucesos simples, calcular una probabilidad
condicional.

e En un experimento compuesto, calcular la probabilidad condicional a un evento
aleatorio dado que sucede otro. Cabe resaltar que este tipo de problemas suelen tener
muestreos con o sin reposicion.

e Dado dos sucesos, determinar si son dependientes o independientes.

e Empleando la regla del producto, calcular la probabilidad condicional. Cabe resaltar
que este tipo de ejercicios pueden contener eventos dependientes o independientes.

e A partir de probabilidades conjuntas y simples, calcular la probabilidad condicional.

e Determinar la diferencia entre sucesos mutualmente excluyentes e independientes.

e Dado un experimento aleatorio, calcular la probabilidad total asociada a este. Cabe
resaltar que este tipo de problemas esta relacionado con el teorema de Bayes.
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Resolucion de problemas del tipo Bayesiano, es decir, problemas que se pueden
abordar por medio del teorema de Bayes.

Dados experimentos compuestos de diversos experimentos simples, calcular la
probabilidad conjunta y condicional.

Por medio de la simulacion, calcular la probabilidad conjunta y condicional.

3.3.4 Representaciones y Argumentos asociados a la Probabilidad

Condicional

Una gran variedad de representaciones y argumentos asociados a las matematicas existen. Estas

son fundamentales en el abordaje de problemas matemadticos, representar los conceptos y

brindar justificaciones o argumentos para la solucién de un problema. Con respecto a la
probabilidad condicional, Contreras (2011) ha clasificado las siguientes:

Las expresiones algebraicas hacen parte del conjunto de representaciones que estan
asociadas a la probabilidad condicional. Estas sirven para proporcionar argumentos
del tipo deductivo, por ejemplo, P(A N B) = P(A) P(B). De igual modo, este tipo
de expresiones también son utilizadas para argumentar algunos teoremas o
proposiciones; por ejemplo, para el desarrollo de la formula del teorema de Bayes:
P (Ax|B)P(Ax)

221 P (4;|B)P(4)
Otras representaciones que se consideran importantes en la probabilidad condicional

P (Ak|By) = (k =1,...,n).

son los graficos. Estos son medios elocuentes y explicitos que permiten comunicar
ideas, representar relaciones, cuestionar los datos y precisar la informacion.
Especificamente, en el aprendizaje de la probabilidad condicional es comin
encontrar diagramas de arbol (Ver Figura 5), dado facilitan la resolucion de
problemas de probabilidad. De igual modo, los diagramas de Ven (Ver Figura 6)
permiten una vision espacial del experimento aleatorio, el comportamiento de
uniones, intersecciones y condicionamiento entre conjuntos.

P(BfA) ~ B

A
P(4 = =
4) P(B/A)y — B
P(B/A) — B

P(AY™ Z
KB/AY ™ B

Figura 5
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Figura 6

La simulacion, segun Contreras (2011), se considera como un elemento aparte que
genera representaciones visuales de un fenomeno aleatorio, dado que permite
reemplazarlo por otro isomorfo. La simulacién juega un papel fundamental en la
ensefianza de la probabilidad, al propiciar la exploraciéon y descubrimiento de
principios y conceptos.
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CAPITULO IV: MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se describen los métodos de la investigacion. Este estd dividido en cinco
apartados: investigacion cualitativa, estudio de caso, seleccion de los casos, técnicas de
recoleccion y técnica de andlisis.

4.1 Investigacion Cualitativa

De acuerdo con Hernandez, Fernandez y Baptista (2006), la metodologia de investigacion debe
ser considerada como un elemento importante y sustancial que guiard la investigacion para el
abordaje del problema y cumplimiento de los objetivos planteados. En ese sentido, Kaplan
(1973, citado por Cohen, Manion y Morrison, 2007), afirma que el planteamiento de un método
correcto permite al investigador y al lector comprender, en términos extensos, los procesos de
la investigacion cientifica, dado que se describe el enfoque y paradigmas de investigacion que
se van a tomar en consideracion para su realizacion. En este capitulo se presentan: los
fundamentos de método (corte y tipo de investigacion); pardmetros ;o variables? jNota: los
pardmetros son valores que no cambian! para la seleccion de los casos y la técnica (instrumentos
de recoleccion y andlisis de la informacién)

Segun Rodriguez, Gil y Garcia (1999), la investigacion cualitativa “estudia la realidad
en su contexto natural, tal y como sucede, intentando sacar sentido de, o interpretar los
fenémenos de acuerdo con los significados que tienen para las personas implicadas™ (p.1).
Desde esa perspectiva, este tipo de investigacion permite un acercamiento explicativo y
naturalista de los sujetos observados (Denzin y Lincoln, 2005). Dicho asi, la investigacion
cualitativa permite estudiar desde una perspectiva cualitativa agentes educativos que
intervienen en los procesos de ensefianza y aprendizaje (Bisquerra, 2004)

Por otro lado, la investigacion cualitativa en educacion se define como “una actividad
sistematica orientada a la comprension en profundidad de fendmenos educativos y sociales, a
la transformacion de précticas y escenarios socioeducativos, a la toma de decisiones y también
hacia el descubrimiento y desarrollo de un cuerpo organizado de conocimiento." (Sandin, 2003,
p.123, citado por Bisquerra, 2004). En ese sentido, la utilizacion de este tipo de métodos en el
ambito de la investigacion en educacion considera la existencia de los siguientes rasgos
comunes (Eisner, 1998):

La investigacion cualitativa en educacion se define como una actividad sistematica que
estd orientada a la comprension y transformacion en profundidad de los fendémenos educativos.

e Son estudios centrados en contextos especificos.
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e [os investigadores participan de la investigacion y son el principal instrumento de
medida.

e Tienen una naturaleza interpretativa por un doble motivo.
e El uso del lenguaje es importante.
e [aatencion a lo concreto.

A partir de lo mencionado anteriormente, el uso de este tipo de investigacion permitira
comprender de manera inherente la realidad educativa y los fendmenos que se presentan en ella.
Por esta razén, de acuerdo a las caracteristicas del problema de investigacion y los objetivos
planteados, el método que se acomoda a este estudio es cualitativo. Lo importante es resaltar
que nuestro interés no esta en utilizar un método cuantitativo, debido a que no se busca aplicar
modelos estadisticos que nos lleven a explicar, controlar y predecir fenomenos a partir de una
muestra grande de participantes.

En esta investigacion se plantea como objetivo general comprender el conocimiento del
profesor asociado a las caracteristicas de aprendizaje del estudiante con relaciéon a la
probabilidad condicional. Por ende, para su cumplimiento, nosotros buscamos aproximar a la
comprension del conocimiento del profesor por medio de la interpretacion de los datos
obtenidos del instrumento de recoleccion de informacion, lo cual nos lleva a elegir el paradigma
interpretativo como el mas apropiado para esta investigacion. Es importante mencionar que nos
referimos a comprension como a la construccidon del propio investigador para interpretar el
fendmeno, que surge a partir de la observacion y analisis de las caracteristicas del conocimiento
que los profesores ponen en evidencia al responder un cuestionario de conocimientos
(Bisquerra, 2004). En conclusion, el método que empleado en este estudio es de tipo cualitativo
y se emplea el paradigma interpretativo (Bassey, 2003), permitiendo abordar la pregunta de
investigacion, la cual es:

¢ Qué conocimientos sobre las caracteristicas de aprendizaje involucra el profesor de
matemdaticas durante el proceso de ensenianza de la probabilidad condicional?

El enfoque es el conocimiento del profesor de matematicas para la ensefanza de la
probabilidad. Por ello, sin intencion de generalizar, la opcion es elegir un estudio de caso como
disefio de investigacion (Stake, 2010). Asimismo, nosotros proponemos como técnica de
recoleccion de la informacion un cuestionario de conocimientos didacticos y una entrevista
semiestructurada, los cuales estdn enfocados en comprender los conocimientos del profesor con
respecto a las caracteristicas de aprendizaje de la probabilidad condicional que poseen
profesores de bachillerato. Nosotros esperamos identificar elementos que favorezcan su
ensenanza y la construccion de indicadores de evaluacion para el conocimiento didactico del
contenido.
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4.2 Estudio de Caso

Segun Walker (1985), el estudio de caso es un ejemplo de la accidon, dado que se analizan los
sucesos y hechos especificos que suceden alrededor de un caso. Esto desde una perspectiva
organizada que permite reconocer los elementos de interés que dan significado y relevancia a
una situacion. En ese sentido, este tipo de investigacion aborda lo singular y lo complejo de un
caso especifico. Por lo tanto, este tipo de estudio se encamina a la comprension de la actividad
del caso a partir de coincidencias encontradas (Stake, 2007).

Desde esa perspectiva, Stake (2010) afirma que la investigacion a través de estudios de
casos es de gran importancia para el desarrollo de una disciplina, puesto que los participantes
que toma en consideracion son, en cierta forma Unicos. En ese sentido, los casos pueden
representar colectivamente una poblacion o evidenciar un caso especial. De acuerdo a esto,
concordamos con la definicion que presenta Smith (2007), quien afirma que es un “sistema
acotado, siendo un caso de un objeto mas que un proceso” (citado por Stake, 2007). Dicho asi,
Stake (2010) menciona la existencia de la clasificacion de casos, en los cuales menciona tres
tipos:

e Intrinseco: Este se desarrolla con fines de mejorar la comprension y entendimiento
de un determinado caso. En esta propuesta no se retoma un participante especifico,
debido a su representatividad. Por el contrario, este tipo de caso resulta de interés
para el investigador, ya sea por una caracteristica en particular u otro aspecto.

e Instrumental: Toma en consideracion un caso particular para formular una
generalizacion u obtener mas informacion relacionada de un tema en especifico.
Este caso permitira aportar nuevos elementos al marco teérico o disciplina.

e Colectivo: En esta clasificacion se considera un conjunto de casos representativos
de la poblacion, esto para estudiar de forma conjunta un determinado fenémeno.
Cabe resaltar que se trata de un estudio extendido a una variedad de casos.

Con respecto a esta investigacion, los casos significativos para abordar los objetivos y
problema de investigacion son del tipo instrumental. Estos pueden proporcionar informacion
del conocimiento del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes sobre
probabilidad condicional desde una perspectiva particular y permitirdn reconocer nuevos
elementos al modelo MTSK. Lo importante es resaltar que, en estudios del tipo cualitativo, el
objetivo de la seleccion del caso no es la comprension de otros casos, sino, comprender de
manera profunda un fendmeno determinado (Stake, 2010). En la investigacion educativa, en
especifico en la formacion de profesores, la seleccion de un profesor como un caso no
necesariamente va a determinar las caracteristicas de su poblacion, en cambio, ello permitira
identificar, comprender y analizar a profundidad como se llevan a cabo sus practicas de
ensefanza.
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4.3 Seleccion de los Casos

En la educacion, los casos que son de interés los conforman en su gran mayoria personas o
grupos de personas las cuales se asemejan, en cierto modo, a otras personas o poseen
caracteristicas particulares que los hacen unicos ante una poblacion determinada. En este
estudio en particular, los casos que son de interés son los profesores de matematicas, debido a
que se supone que poseen una comprension profunda del conocimiento de los contenidos y
relacionan éstos con ideas principales de la materia y entre los temas para su ensefianza (Sosa,
2011). Desde esa optica y de acuerdo con los objetivos de esta investigacion, los casos que
toman relevancia son profesores en ejercicio que hayan impartido la materia de probabilidad y
estadistica. A continuacion, las caracteristicas que posee el caso que se estudiara se mencionan
con mayor precision.

Un caso representativo en la investigacion es un profesor de matematicas que tenga
como minimo tres afios de experiencia frente a grupo en el nivel Bachillerato, en los cuales haya
impartido el contenido de probabilidad condicional. Con respecto a los contenidos matematicos,
el caso debe de tener un dominio de los conocimientos matematicos sobre la teoria de
probabilidad. Especificamente en topicos como: definicion de probabilidad simple, conjunta y
condicional; definiciéon de independencia, dependencia de eventos y eventos mutualmente
excluyente y, por ultimo, definicion del teorema de Bayes.

Los casos que se consideraron en esta investigacion son Alberto, Edgar, Fabiola,
Gabriel, Mario, Ricardo y Sara (pseudonimos). Estos son profesores en tres instituciones de
educacion publicas del nivel bachillerato ubicadas en Zacatecas (México). Para esta seleccion
se consideraron dos variables importantes:

e Experiencia. Todos los casos seleccionados tienen entre 3 y 14 afios consecutivos
ensenando, como profesores titulares, la asignatura de Estadistica II en el nivel
Bachillerato. Esta asignatura considera en su programa de estudios el tema de
probabilidad condicional.

e Académico. Todos los participantes de este estudio poseen el grado de maestros (el
42% en Educacion Matematica y el otro 68% en economia, administraciéon o
ingenieria) y con frecuencia manifiestan tener un amplio dominio de contenidos de
probabilidad en bachillerato.

Con base en lo mencionado anteriormente, enseguida nosotros mostramos de manera
particular las caracteristicas de los casos. Cabe resaltar que por ética se manejan seudonimos.

Tabla 2
Caracteristicas de los casos
Seudonimo Formacion profesional Afos de experiencia
docente
Alberto e Licenciado en Economia 7 afios
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Maestria en Ciencias
Sociales

Mario

Licenciado en Contaduria
Maestria en Ensefianza de
la Lengua Materna
Maestria en Matematica
Educativa

Doctorado en Tecnologia
Educativa (En proceso)

7 anos

Ricardo

Ingeniero Industrial
Maestria en Disefios
Productivos

3 anos

Sara

Licenciada en
Administracion
Maestria en
Mercadotecnia
Maestria en Educacion
Continua

7 anos

Fabiola

Licenciada en Contaduria
Maestria en
Administracion de
Negocios

8 afos

Edgar

Ingeniero industrial
Maestria en Matematica
Educativa (En proceso)

4 afos

Gabriel

Licenciado en Economia
Maestria Politica Publica
y en Social

Doctorado en Politica
Publica y Social

13 anos

4.4 Técnicas

Durante los ultimos 30 afios se han llevado a cabo reformas curriculares en matematicas en
diversos paises, incluyendo México. Las reformas proponen la inclusiéon de contenidos de
probabilidad en secundaria (Sanchez, 2009). A partir de ello, investigadores manifiestan la
necesidad de desarrollar competencia profesional para la ensefanza de la probabilidad en
distintos niveles, puesto que, hasta ese momento, la ensefianza de estos contenidos se veia
reducida a la instruccion de férmulas y la resolucion de problemas con poca demanda cognitiva.
Esta metodologia mecanizada y algoritmica ha generado un limitado desarrollo en el
razonamiento probabilistico en los estudiantes (Batanero, Ortiz y Serrano, 2007; Vazquez y

Alsina, 2015a).
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A raiz de esta necesidad, el Grupo de Investigacion sobre Educacion Estadistica de la
Universidad de Granada (GEEUG), liderado por la Dra. Batanero, ha llevado a cabo
investigaciones que buscan identificar el estado actual de conocimiento que poseen los
profesores de matematicas en activo y en formacidn para la ensefianza de la probabilidad
(Batanero et al., 2015). La mayoria de investigaciones que se encuentran adscritas al GEEUG
toman en consideracion como marco tedrico el Modelo del Conocimiento Matematico del
Profesor (MKT) o el Enfoque Ontosemiotico (EOS) y utilizan instrumentos de recogida de la
informacion como evaluaciones de conocimiento y entrevistas semiestructuradas. A partir de
ello, la conclusion es que el conocimiento matematico y didactico de los profesores para la
ensefianza de la probabilidad es muy reducido (Mohamed, 2012; Ortiz, Batanero y Contreras,
2012; Vazquez, 2018)

A partir de lo expuesto y de acuerdo con el objetivo general de investigacion, los
considerado fue realizar un cuestionario de conocimientos didacticos como el instrumento de
recogida de la informacion mas idoneo para esta investigacion. Los cuestionarios se consideran
como las técnicas mas utilizadas para la recoleccion de datos y consiste en un conjunto de
preguntas respecto a una o varias variables a medir (Hernandez et al., 2006). Segtin Meneses y
Rodriguez (2011):

“el cuestionario es una herramienta que permite al cientifico social plantear un conjunto
de preguntas para recoger informacion estructurada sobre una muestra de personas,
utilizando el tratamiento... para describir la poblacion a la que pertenecen o contrastar
estadisticamente algunas relaciones entre variables de su interés”. (p.9)

Para esta técnica en particular, existen dos tipos de preguntas, las cuales van a estar
relacionadas con el tipo de informacion que se quiera obtener:

e Abiertas: Este tipo de preguntas no delimitan con anterioridad las alternativas de
respuestas, por ello, el nimero de respuestas consideradas es grande. Este tipo de
preguntas se consideran de gran utilidad cuando no se posee informacion alguna
sobre las posibles respuestas de los casos o cuando esta informaciéon no es la
suficiente.

e Cerradas: Este tipo de preguntas contienen en si una delimitacion de las categorias
o alternativas de respuesta. Para formular estas preguntas, es fundamental que se
anticipen todos los tipos de alternativas de respuesta a la situacion.

La seleccion de preguntas depende estrictamente de los objetivos y problema de
investigacion el cual se quiere abordar (Hernandez et al., 2006). El tipo de pregunta idoneo es
son las abiertas. En ese sentido, este tipo de interrogantes poseen algunas caracteristicas
particulares, las cuales Rojas (1981) describe:

e Deben ser claras y comprensibles para los participantes; por lo cual se debe de evitar
utilizar términos ambiguos o confusos.

e Laredaccion de las preguntas debe procurar no incomodar a los participantes.
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Las preguntas deben procurar referirse tnicamente a un solo aspecto o relacién
l6gica.

En la redaccion de las preguntas no se deben incluir las respuestas.

En la redacciéon de las preguntas no deben estar implicitas ideas respaldadas
socialmente, institucionalizadas o evidencia comprobada.

El orden en que se organicen las preguntas puede afectar las respuestas de los
participantes; por lo tanto, las preguntas en donde haya alternativas o categorias de
respuestas deben estar organizadas de manera aleatoria.

El lenguaje que se utilice en la redaccion de las preguntas debe ser acorde al contexto
y nivel formativo de los participantes.

En complemento a lo anterior, un cuestionario es el instrumento de recogida de la

informacion mas apropiado para esta investigacion. A continuacion, algunas de las razones por
la cual tomar en consideracion esta técnica se exponen de manera detallada.

Realizar un cuestionario permite estudiar el conocimiento del profesor que posee a
través de su formacion y experiencia profesional. En ese sentido, se reconocen por
medio de esta técnica aspectos como: concepcion de la naturaleza de las variables
puestas en juego, los tipos de procedimientos asociados a la situacion, las
definiciones personales que posee cada profesor estudiado y las representaciones
que utiliza para comunicar.

En términos del conocimiento didactico del contenido, esta técnica permite
identificar y analizar el conocimiento que tiene del profesor sobre los estudiantes,
debido a que permite indagar el conocimiento que posee el profesor sobre los
errores, dificultades, falacias y sesgos presentes en las respuestas de los estudiantes,
entre otros aspectos didacticos. Es importante mencionar que esta técnica utiliza
preguntas que estan elaboradas de tal manera que el profesor realice un “analisis
didactico ” de cada una de las respuestas de los estudiantes hipotéticos.

Asimismo, esta investigacion considera a la entrevista como segunda técnica de

recoleccion de datos. Bisquiera (2004) afirma que esta técnica posee una identidad propia 'y a
la vez es complementaria a otras técnicas. En ese sentido, Meneses y Rodriguez (2011) hacen

mencion sobre las principales caracteristicas que se le atribuyen a las entrevistas:

La entrevista es un tipo de procedimiento que ha sido disefiado para adquirir
informacion oral.

La entrevista posee una dindmica interactiva, en donde el entrevistador cuestiona y
el entrevistado responde. Cabe mencionar que existe la posibilidad de cierto grado
de reajuste en las preguntas y respuestas (esto estd condicionado al tipo de
entrevista).

Las entrevistas siguen un estilo “relativamente” no formal, con el objetivo que pueda
definirse como una conversacion con un proposito explicativo.
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e Las preguntas deben estar elaboradas de modo que el participante pueda expresar su
propia respuesta.

e El entrevistador debe procurar hacer uso de técnicas de persuasion, con el fin de
motivar al participante proporcione una respuesta adecuada y completa.

e El entrevistador debe procurar generar el contexto adecuado para la entrevista, de
manera tal que las respuestas del entrevistado sean situadas en el contexto.

e El objetivo principal de la entrevista no es propiciar un contraste de ideas entre el
entrevistador y el entrevistado, sino aproximarse y comprender las ideas, creencias
y supuestos de este.

e La entrevista debe quedar registrada por medio de diversos recursos.

Segun Bizquerra (2004), distintos tipos de entrevistas para una investigacion existen.
Dos categorias se distinguen: entrevistas que se efectian segin el momento (iniciales,
seguimiento y finales) y entrevistas de acuerdo con su disefio y estructura (no estructuradas,
semiestructuradas y estructuradas). A continuacién, una descripcién de cada una de estas
entrevistas.

Tabla 3
Tipo de entrevista segun el momento.

Entrevista Inicial Entrevista de Desarrollo Entrevista Final
Examinar y sustentar los | Describe el desarrollo de | Contrastar la
aspectos mas | una situacion dentro de un | informacion

caracteristicos de una | contexto determinado. Asi | recolectada, esto con el
situacion. Esto con el | mismo, permite conocer de | fin de informar aspectos

Objetivo proposito de tener un | manera  detallada, las | mas relevantes de la
primer acercamiento Yy | variablesrelacionadosconel | investigacion y  asi
visualizacion de  la | sujeto (vida, | contribuir al su
misma. acontecimientos, desarrollo.

percepciones y relaciones)

Depende de las | Posee una estructura acorde | Su estructura esta en

intenciones del | al participante, dado que estd | funcion de los objetivos
Estructura | lnvestigador, pueden ser | centrada en conocer sus | de la investigacion.

del tipo estructurada, | formas de vida, sucesos y

semiestructurado o no | relaciones.

estructurada.

Permite que el | Permite reconocer, con | Los resultados que se
Ventajas investigador se sitlie en | mayor prevision, la forma de | obtienen son fruto de la

contexto y elabore un | vida de los sujetos, debido a | elaboracion paralela a
que se centra en aspectos
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marco de actuaciones
posteriores.

relacionados con su
quehacer.

partir las respuestas al
entrevistado.

Tabla 4

Tipo de entrevista de acuerdo con su diserio y estructura.

Estructurada

Semiestructurada

No Estructurada

Estructura

Las preguntas que se
realizan estan planteadas
con anterioridad, estas
sueles ser cerradas vy
permiten que el
participante haga
afirmaciones o  bien
responda

especificamente lo que se
cuestiona.

Se parte de un guion
determinado, el cual
delimita la informacién
necesaria a obtener. Sin
embargo, el guion esta
abierto a modificaciones
durante la marcha, de modo
tal que permita obtener
informaciéon mas rica en
matices.

Se realizan sin un guion
previamente elaborado,
el tinico referente para el
entrevistador son los
temas. En este tipo, la

entrevista se va
construyendo
simultaneamente a las
respuestas del
entrevistado.

Ventajas

El entrevistador tiene un
control de la entrevista,
dado que deja un margen

limitado para
comentarios 0
apreciaciones.

Permite enlazar los temas
para construir conocimiento
holistico y comprender la
realidad. Por medio de
preguntas, se establece
conexiones entre los
distintos temas que se
abarcan.

Permite  estudiar de
manera detallada y
profunda sobre un tema

determinado, esto
determinado por las
respuestas del
entrevistado.

Objetivo

Cuestionar de manera
controlada, secuenciada
y dirigida sobre un tema
especifico.

Cuestionar de un tema o
situacion determinada. Si
bien los objetivos estan
inicialmente planteados, la
flexibilidad en las preguntas
permite obtener informacion
no considerada.

Cuestionar de manera
libre sobre un tema o

temas, con la
profundidad que lo
permitan los
conocimientos 0
disposicion del
entrevistado.

El tipo de entrevista que se considera para esta investigacion es semiestructurada. Dado
que, lo que se pretende es indagar de manera profunda los conocimientos que tienen los
profesores sobre las caracteristicas de aprendizaje de la probabilidad condicional. Para ello,
nosotros realizamos un guion, en el cual se busca cuestionar sobre algunas de las respuestas
proporcionadas en el cuestionario de conocimientos didacticos; pero que esta dispuesto a

modificaciones durante la entrevista.
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Esta técnica se realiza con la intencioén de solicitar informaciéon que no se encuentra
consignada en las respuestas que proporciona el caso. De igual manera, esta permitird conocer
de manera detallada el conocimiento didactico que tiene el profesor sobre las formas en que los
estudiantes interactian con el contenido. La informacion que se obtenga en la entrevista busca
estar relacionada con los acontecimientos vividos en el aula de clases y aspectos subjetivos de
los estudiantes (Bisquerra, 2004). En este orden de ideas, con las preguntas se pretende dar
cuenta de los conocimientos del profesor en dos aspectos: (a) la manera los estudiantes
interactuan con los contenidos; (b) las fortalezas o dificultades de los estudiantes con respecto
a la probabilidad condicional.

4.4.1 Instrumentos de recogida de la informacion

El instrumento de recogida de la informacién que se propone es un cuestionario de
conocimientos didacticos para evaluar el conocimiento del profesor con respecto a las
caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en probabilidad condicional. Cabe resaltar que
los contextos de las situaciones son retomados de cuestionarios validados de razonamiento
probabilistico condicional validados (Batanero y Diaz, 2007; Diaz y De la Fuente, 2007). Por
tanto, con este instrumento esperamos analizar el conocimiento de los profesores sobre
fortalezas, dificultades y formas de interaccion asociadas al aprendizaje de la probabilidad
condicional

Para este instrumento, una nueva estructura con respecto a los anteriormente
mencionados se considera, es decir, dos momentos se consideran (Ver Figura 7). El primero
proporciona la situacion y la pregunta asociada; y en un segundo, el caso recibe una instruccion,
la cual es: describa el razonamiento empleado por cada estudiante, enfatizando en las posibles
estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la forma en que lo hizo 'y
posteriormente se brinda las respuestas de estudiantes hipotéticos asociados a la situacion.

Parte 1
Situaciéon
Pregunta
Parte 2
Instruccion
Respuestas de estudiantes hipotéticos

Figura 7. Estructura del Cuestionario de conocimientos Didacticos
Fuente. Elaboracion propia
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Con respecto a la estructura del cuestionario, nosotros incluimos respuestas de
estudiantes hipotéticos a cada una de estas situaciones. Lo esperado es que el profesor utilice
su conocimiento didéctico para describir las respuestas. Con los resultados que se obtengan,
nosotros esperamos reconocer explicitamente aspectos del conocimiento del profesor con
respecto a sesgo, falacias y confusiones de los estudiantes en probabilidad condicional.

Como se menciona anteriormente, en el cuestionario se proponen respuestas de
estudiantes hipotéticos. Estas respuestas estan asociadas a sesgo, falacias y confusiones de
estudiantes en probabilidad condicional propuestas por Tversky y Kahneman (1982), Kelly y
Zwiers (1986), Lecoutre (1992) y Falk (1986), los cuales describimos en el apartado 3.3.2. En
la Tabla 4 se presenta de manera resumida cudles de las respuestas estan asociadas a cada uno
de estos factores didacticos en probabilidad condicional.

Tabla 5
Factores Didacticos en las respuestas de estudiantes hipotéticos

Situacion Es.tudlla{lte Sesgos, Falacias o Confusiones
Hipotético
S1 El Respuesta Correcta
E2 Falacia de la Conjuncion
E3 Sesgo de Equiprobabilidad
S2 El Respuesta Correcta
E2 Falacia de la condicional transpuesta
E3 Sesgo de Equiprobabilidad
E4 Falacia del eje de tiempo
S3 E1 Confusidn entre sucesos independientes y mutuamente
excluyentes
E2 Falacia eje de tiempo
E3 Respuesta Correcta
S4 El Falacia de las tasas base
E2 Falacia de las tasas base
E3 Confusidn probabilidades conjuntas y condicionales
E4 Respuesta Correcta

Lo importante es reconocer también la incidencia que han tenido los modelos de
conocimiento del profesor MKT, KQ y CDM en el disefio y anélisis del cuestionario de
conocimientos didacticos. Estos modelos fueron importantes en el complemento y
fortalecimiento de una mirada especializada al conocimiento del profesor sobre las
caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en probabilidad condicional. En este orden de
ideas, los principales aportes que realizan estos modelos a la construccién y andlisis del
cuestionario son:

Uno de los grandes aportes del MKT es la intrinseca relacion e incidencia bidireccional
del Conocimiento Matemético y el Conocimiento Didéctico del Contenido. En ese sentido, este
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modelo nos permite dar cuenta sobre la importancia del conocimiento matematico del profesor
para comprender y caracterizar el conocimiento didactico del contenido. Dicho asi, el MKT nos
permitié ver la necesidad de evaluar inicialmente el conocimiento matematico de los casos.

Por otro lado, El modelo KQ contribuyd notablemente en el disefio y analisis del
cuestionario. Especificamente, este modelo propone una mirada practica del conocimiento del
profesor y como este es empleado en el aula de clase. En ese sentido, el disefio del cuestionario
buscéd plasmar esas experiencias practicas del profesor con respecto a las caracteristicas de
aprendizaje de los estudiantes en probabilidad condicional. Por tal razon, nosotros decidimos
implementar las respuestas de los estudiantes hipotéticos, buscando lograr mirada especializada
como lo propone el MTSK.

Por ultimo, el modelo CDM aportd elementos metodolégicos en el disefio del
cuestionario. Especificamente, numerosas investigaciones enmarcadas en este modelo han
implementado el disefio de este instrumento (Dias, 2005; Contreras; 2011; Guerrero, 2015;
entre otros.). A pesar de ello, en el modelo MTSK no se reportan investigaciones que consideren
instrumentos de recogida de la informacion de este tipo. Por tal razon, el CDM nos permite
organizar y estructurar el disefio del cuestionario de conocimientos, eso si, adoptando una
perspectiva especializada del conocimiento del profesor

44.1.1 Cuestionario de Conocimientos Didacticos sobre Probabilidad
Condicional

En esta seccion, se presentan el cuestionario de conocimientos didacticos sobre probabilidad
condicional. Dicho asi, presentamos las situaciones que se van a aplicar, los factores didacticos
que considera (sesgos, falacias y confusiones); los conceptos matematicos primarios y
secundarios; los tipos de problemas y los andlisis a priori de las respuestas de estudiantes
hipotéticos.
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4.4.1.1.1 Situacion 1: La Seleccion Mexicana en la Copa de Oro

Enunciado: Supon que la Seleccion Mexicana de futbol alcanza la final de la Copa de Oro en
2019. Para ganar la copa, hay que ganar cinco partidos. ;Cudl de los siguientes sucesos
consideras mas probable?

o Meéxico pierde el primer partido.
o Meéxico gana la Copa de Oro, pero pierde el primer partido.

Parte 2:

De acuerdo con las respuestas a la Situacion 1, realizadas por los estudiantes hipotéticos que
se muestran a continuacidon, describa el razonamiento empleado por cada estudiante,
enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la
forma en que lo hizo.

E1. Es mas probable que la Seleccion de México pierda el primer partido, dado que es un
suceso que puede ocurrir con mayor probabilidad.

E2. Es méas probable que México gane la Copa de Oro, aun perdiendo el primer partido,
dado que México es el maximo ganador histdrico de la Copa de Oro. Por ello, es més

probable que vuelva a ser campedn.
E3. Ambos sucesos son igual de probables.

El proposito con el que se plantea esta situacion es evaluar el conocimiento didactico
que tienen los profesores para reconocer la falacia de la conjuncion y sesgo de
equiprobabilidad. Asimismo, para esta situacion, Contreras (2011) menciona que los
contenidos matematicos primario (P) y secundario (T) que abarca son:

P1. Comparacion entre la probabilidad de la intersecciéon de dos eventos con la
probabilidad de cada evento por separado.
T1. Distincion entre probabilidad conjunta, condicional y simple.

En lo referente a la clasificacion de situaciones, la cual ha sido elaborada por Contreras
(2011), consideramos que esta cumple parcialmente con el tipo “Dados experimentos
compuestos de diversos experimentos simples, calcular la probabilidad conjunta y
condicional”. Esta afirmacion se realiza debido a que la situacion hace referencia a la
percepcion de la probabilidad y no requiere realizar calculos para hallar su solucion.

A continuacion, lo que se presenta de manera detallada son las respuestas y los
razonamientos de los estudiantes hipotéticos (E1, E2 y E3) asociados a la situacion:

La respuesta de E1 es la correcta. Esto se debe a que la probabilidad conjunta asociada
a la situacion puede descomponerse como el producto de dos probabilidades simples. Ambos
eventos son de naturaleza simples, dado que éstos son mutualmente independientes. Por lo cual,
a partir de la idea fundamental IV (combinacién de probabilidades: independencia) de Heitele,
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se afirma que la probabilidad de considerar cada evento por separado es mayor que considerar
ambos eventos conjuntamente.

En la respuesta de E2 es incorrecta. En esta respuesta se considera mayor la probabilidad
conjunta de eventos que estan en la situacion (ganar el campeonato y perder un partido) y no a
la probabilidad de considerar cada uno de los eventos por separado. Por lo cual, esta respuesta
evidencia la falacia de la conjuncion.

Por ultimo, en la respuesta de E3 también es incorrecta. En esta se considera como
equiprobables todos los eventos asociados a la situacion. Este razonamiento erroneo, descrito
por Lecoutre (1992), lleva a que el estudiante considere que todos los eventos aleatorios que
estan en la situacion poseen igual estimacion de probabilidad. Por lo cual, este estudiante
presenta en su razonamiento el sesgo de equiprobabilidad.

4.4.1.1.2 Situacion 2: Una prueba diagndstica y un paciente enfermo...

Enunciado: Una prueba de diagnostico de cancer fue administrado a todos los residentes de
una gran ciudad. Un resultado positivo en el test es indicativo de cdncer y un resultado negativo
es indicativo de ausencia de céncer. (En cudl de las siguientes predicciones tienes mas
confianza?

o Una persona que tiene cancer ha dado positivo en la prueba de diagnostico.
o Una persona que ha dado positivo en la prueba de diagnostico realmente tiene cancer.

Parte 2:

De acuerdo con las respuestas a la Situacion 2, realizadas por los estudiantes hipotéticos que
se muestran a continuacidon, describa el razonamiento empleado por cada estudiante,
enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la
forma en que lo hizo.

E1. Es mas probable la primera prediccion, puesto que al realizar los estudios es mas
probable encontrar resultados positivos en una persona con cancer.

E2. Es mas probable la segunda prediccion, puesto que es mas probable diagnosticar el
cancer en una persona que haya dado positivo en la prueba.

E3. Tengo la misma confianza en ambas predicciones.

Esta situacion se propone con el objetivo de evaluar el conocimiento didactico del

profesor sobre la falacia de la condicional transpuesta y la falacia de eje de tiempo. Para esta
situacion, Contreras (2011) menciona que el contenido matematico primario (P) y secundario
(T) que abarca son:

P1. Falacia de la probabilidad condicional transpuesta.
S1. Distincion entre la probabilidad condicional y su inversa.

En lo referente a la clasificacion de situaciones, la cual ha sido elaborada por Contreras
(2011), consideramos que esta situacion se relaciona de manera parcial con la categoria “Dentro
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de un experimento con eventos o sucesos simples, calcular una probabilidad condicional”. Esta
afirmacion se realiza debido a que la situacion hace referencia a la percepcion de la probabilidad
y no requiere realizar calculos numéricos para hallar su solucion.

A continuacion, nosotros presentamos de manera detallada las respuestas y los
razonamientos de los estudiantes hipotéticos (E1, E2 y E3) asociados a la situacion:

La respuesta de E1 es la correcta, debido a que el test para detectar una cierta
enfermedad (céncer) esta disefiado para ese fin inicamente. Por ello, la probabilidad de que una
persona sana obtenga un resultado positivo en la prueba es muy poco probable, pero no
imposible (en el campo de la medicina este tipo de resultados se denominan como falso
positivo). De igual forma, la gran cantidad de personas sanas en una poblacion hace que la
probabilidad de estar enfermos, si el resultado dio positivo, no sea muy alta.

Por otro lado, en la respuesta de E2 se presenta la falacia de la condicional transpuesta
(Eddy, 1982), debido a que el estudiante en su respuesta manifiesta una confusion entre los
eventos que forman la condicion, es decir, confunde la condicién con el condicionado (estar
enfermo con dar positivo en la prueba)

Por ultimo, en la respuesta de E3, este presenta el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre,
1992), debido a que considera como equiprobables todos los eventos asociados a la situacion,
es decir, afirmar que la probabilidad que tenga cancer, dado que el test dio un resultado positivo
es igual a la probabilidad de resultar positivo en el test, dado que tiene cancer: P(A|B) =
P(B|A). De igual modo, también se identifica en su respuesta la falacia de la condicional
transpuesta (Eddy, 1982). Es importante mencionar que, si la afirmacion que realiza el
estudiante hipotético resultara cierta, el test tendria una fiabilidad del 100% y no ocurririan
“falsos positivos” (Contreras, 2011).
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4.4.1.1.3 Situacion 3: Jugando a las cartas... ;Qué sucedera después?

Enunciado: Una carta al azar se extrae de una baraja de 52 cartas, en las cuales hay 4 tipos
(diamantes, corazones, picas y tréboles), cada tipo tiene 13 cartas (nimeros del 1 al 10,
principe, reina y rey). Sea A el suceso “se extrae una carta de corazones” y B el suceso “se
extrae un rey”. ;Los sucesos A y B son independientes?

Parte 2:

De acuerdo con las respuestas a la Situacion 3, realizadas por los estudiantes hipotéticos que
se muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por cada estudiante,
enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de
la forma en que lo hizo.

E1. No son independientes porque en la baraja hay un rey de corazones, es decir, tiene
ambas caracteristicas y eso relaciona los sucesos, por ello son dependientes.

E2. Solo seran independientes si después de sacar la carta de la baraja y ver si es rey, se
devuelve a la baraja y posteriormente se procede a sacar una segunda carta, para ver
si es de corazones.

E3. Si son independientes. Esto se debe a que la probabilidad de obtener un rey dado que

. . 1 _ o
se ha extraido una carta de corazén es 5 yes igual a la probabilidad de obtener un

rey “a secas” es 2 _1
Y 52 13

probabilidad de obtener un rey.

Por ello, ser una carta de corazones "no afecta” la

El propdsito con el que se plantea esta situacion es evaluar el conocimiento que tienen
los profesores para reconocer la confusion entre sucesos independientes y mutualmente
excluyentes y la confusion de la probabilidad conjunta y condicional. Asimismo, para esta
situacion, Contreras (2011) menciona que el contenido matematico primario (P) y secundario
(T) que abarca son:

P1. Distincion entre eventos mutualmente excluyentes e independientes
T1.Resolucion de problemas que involucran la probabilidad compuesta haciendo uso de la
regla del producto en eventos independientes.

Con respecto a la clasificacion de situaciones, la cual ha sido elaborada por Contreras
(2011), consideramos que esta situacion es del tipo “Determinar la diferencia entre sucesos
mutualmente excluyentes e independientes”, debido a que en la situacidon requiere que se
establezca si un suceso es o no independiente.

A continuacion, se presenta de manera detallada son las respuestas y los razonamientos
de los estudiantes hipotéticos (E1, E2 y E3) asociados a la situacion:

La respuesta de E3 es la correcta. En esta respuesta, el estudiante hipotético considera
que el resultado de cada carta extraida de la baraja no condiciona la siguiente carta, por ello se
considera a estos eventos independientes entre si. El estudiante menciona explicitamente en su
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o . , 1
respuesta “la probabilidad de obtener un rey dado que se ha extraido una carta de corazén es 5

. o w41, .,
y es igual a la probabilidad de obtener un rey “a secas” es %=1 Por tanto, la extraccion de

un rey no esta condicionada por la extraccion de una carta de corazones y viceversa.

La respuesta de E1 es incorrecta. El estudiante hipotético no emplea correctamente la
definicion de independencia de eventos. Esta afirmacion se realiza a partir de que el estudiante
infiere en su respuesta que ambos eventos estan condicionados entre si. Por tanto, E1 presenta
en su razonamiento probabilistico la confusion entre sucesos independientes y mutualmente
excluyentes.

La respuesta de E2 es incorrecta. En su razonamiento evidencia dificultades para
reconocer la independencia de sucesos en un mismo espacio de tiempo, es decir, sucesos
sincronicos. Por tanto, el estudiante hipotético presenta en su razonamiento la falacia de eje de
tiempo.

4.4.1.1.4 Situacion 4: jAlerta! Un taxi se ha accidentado

Enunciado: Un taxi se ve implicado en un accidente nocturno. Hay dos compafiias de taxis
en Zacatecas, el Rojo y el Azul. El 85% de los taxis de la ciudad son Rojos y el 15% Azules.
Un testigo identificd al taxi como Azul. El tribunal comprobd la fiabilidad del testigo en las
mismas circunstancias de la noche del accidente y concluy6 que el testigo identificaba
correctamente cada uno de los colores en el 80% de las ocasiones y fallaba en el 20%. ;Cual
es la probabilidad de que el taxi implicado en el accidente fuera en efecto Azul?

Parte 2: De acuerdo con las respuestas a la Situacion 4, realizadas por los estudiantes
hipotéticos que se muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por cada
estudiante, enfatizando en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo
llevaron a responder de la forma en que lo hizo.

E1. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 80%, puesto que, si se da por
hecho que el testigo lo vio, esa es la probabilidad con que identifica correctamente
los colores del auto.

E2. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 15%, dado que ese es el
porcentaje de taxis de ese color en la ciudad.

E3. La probabilidad que el taxi implicado sea azul es del 12%, por el principio de la
multiplicacion, se hace el producto de la probabilidad que sea azul con la
probabilidad que el testigo haya visto correctamente el color del auto.

15 80 1200 120
100 * 100 ~ 10000 _ ‘2%

E4. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 41%, porque aplicando el
teorema de Bayes, dividimos la probabilidad de que el carro sea azul y el testigo lo
vio
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El proposito de esta situacion es indagar el conocimiento sobre la falacia de las tasas
base” y la confusion de la probabilidad conjunta y condicional. Asimismo, para esta situacion,
Contreras (2011) menciona que el contenido matematico primario (P) y secundarios (T) que
abarca son:

P1. Falacia de las tasas base.

S1. Teorema de Bayes.

S2. Célculo de la probabilidad condicional a partir de probabilidades simples y
conjuntas.

S3. Célculo de la probabilidad condicional cuando se invierte el eje de tiempos.

S4. Distincion de la probabilidad condicional e inversa.

S5. Resolucion de problemas en situaciones sincronicas.

Con respecto a la clasificacion de los tipos de situaciones asociadas a la probabilidad
condicional, mencionada por Contreras (2011), consideramos que esta situacion es del tipo
“bayesiano”. Por lo cual, para resolver esta situacion se debe de utilizar el teorema de Bayes.
De igual modo, consideramos que la situacion es del tipo “Dado un experimento aleatorio,
calcular la probabilidad total asociada a éste”, puesto que requiere para su solucion reconocer
la probabilidad total (siniestros con taxis verdes y azules).

A continuacion, se presenta de manera detallada son las respuestas y los razonamientos
de los estudiantes hipotéticos (E1, E2, E3 y E4) asociados a la situacion:

E3 proporciona la respuesta correcta a la situacion. En su respuesta correctamente el
teorema de Bayes, lo cual le permite calcular la probabilidad condicionada de un evento A dado
que sucede un evento B, con P(B) distinto de cero. Por definicidon de probabilidad condicional
se entiende que:

P(A n B) _P(BIA)P(A)
P(B) ~  P(B)

P(A|B) =

En este caso P(B) es la probabilidad total de la situacion y se calcula mediante la formula:
P(B) = P(B|A) P(A) + P(—B|—A) P(—4A)

E3 interpreta que para calcular la probabilidad de que el taxi que esté relacionado con
el accidente fuera, en efecto, azul, se debe de calcular la probabilidad de que el taxi sea azul
condicionada a la fiabilidad del testigo. Para ello se tiene:

Sea A el evento de que el taxi sea azul e I el evento en donde el testigo identifica
correctamente el color. Por tanto, la probabilidad condicionada estd dada por la siguiente
expresion:

o P(114) P(4)
PUID = 50T Pea) + P(=11-4) P(=2)
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~ (0,8)(0,15)
PAID = (0,8)(0,15) + (0,2)(0,85)

P(A|D = 041

Las respuestas de E1 y E2 son incorrectas. En estas respuestas, ambos estudiantes
ignoran la probabilidad a priori al suceso aleatorio. Por tanto, los estudiantes poseen en su
razonamiento probabilistico la falacia de las tasas base.

La respuesta de E4 es incorrecta, debido a que presenta la confusion entre la
probabilidad conjunta y la probabilidad condicional. Especificamente, el estudiante confunde
la probabilidad de que el taxi sea azul dado que el testigo identifico el color correctamente
P(A|I) con la probabilidad de que el taxi sea azul y que el testigo identifique el carro
correctamente P(A N I). Por tanto, le da igual asignacion probabilistica a ambos eventos
probabilisticos.

4.4.1.2 Entrevista Semiestructurada

Para esta investigacion se propone una entrevista estructurada. Especificamente, esta técnica se
utiliza para complementar la informacion recolectada con el cuestionario. A continuacion, se
mencionan los propositos, las intenciones y las preguntas propuestas para el guion base de la
entrevista semiestructurada (Ver Tabla 5).

Tabla 6
Guion Entrevista Semiestructurada

Guion Entrevista Semiestructurada

Propésito Pregunta Intencién
P1. Teniendo en cuenta la naturaleza | Il1. Indagar el conocimiento del
aleatoria de  conceptos en profesor sobre el papel que
T1. Indagar el probabilidad ;Considera usted que tienen la naturaleza aleatoria de

conocimiento del
profesor sobre la

este factor incide en el aprendizaje
de estos conceptos? ;Por qué?

los conceptos en el aprendizaje
de la probabilidad.

inclusion de [p2. Describa en sus palabras como es el | 12. Examinar el conocimiento del
sucesos de acercamiento, en un primer profesor con respecto al primer
naturaleza momento, del estudiante ante acercamiento que tienen los
aleatoria en el sucesos aleatorios. (Es igual al estudiantes con situaciones que
pensamiento acercamiento que tiene con sucesos involucran eventos aleatorios.
matematico de los deterministas? ;Por qué?

estudiantes. P3. Tomando en cuenta el |13. Analizar el conocimiento que

razonamiento empleado por los

estudiantes ante situaciones-

tiene el profesor sobre las
formas de razonamiento que
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problemas que involucra sucesos
deterministas o sucesos aleatorios.
(Considera usted que existe alguna
diferencia en el razonamiento
empleado en cada uno de los tipos
de sucesos? ;Por qué?

tienen los estudiantes al

resolver una situaciébn con
eventos aleatorias, en
comparacion con situaciones
que poseen

deterministas.

eventos

P4, ;Considera  usted que las |I4. Indagar el conocimiento que
experiencias previas ante tiene el profesor sobre el papel
fenémenos aleatorios inciden en el que tienen las experiencias

T2. Analizar ol aprendizaje de la probabilidad? previas. én el aprendizaje de la
o (Por qué? probabilidad
conocimiento que
manifiesta el |PS. ;Qué ventajas o desventajas trae | IS. Examinar el conocimiento que
profesor sobre la para el aprendizaje de la tiene el profesor sobre las
incidencia  que probabilidad haber tenido ventajas o desventajas que trae
tiene las experiencias previas ante las experiencias previas de los
experiencias fenémenos aleatorios? estudiantes ante fenémenos de
previas de los incertidumbre.
estudla'nte.s en el P6. ;Las experiencias previas ante |16. Indagar el conocimiento del
aprendizaje de la . . .
probabilidad, fenomenos al‘eatorlos .pueden profesc?r sobre las falacias,
ocasionar falacias, confusiones y confusiones y sesgos que se
sesgos en el aprendizaje de la generan durante el aprendizaje
probabilidad condicional? ;Por de la probabilidad.
que?

P7. (Existe una diferencia en los usos |I7. Indagar el conocimiento que
del lenguaje en probabilidad con tiene el profesor sobre la
respecto a otros contenidos diferencia en el lenguaje que se
matematicos? ;Por qué? utiliza en probabilidad con

respecto a otros contenidos en
matematicas.
T3. Indagar el
conocimiento que |P8- (Considera usted que el lenguaje en | I8. Estudiar el conocimiento del
tiene el profesor probabilidad es un factor que incide profesor sobre como incide el
sobre el papel del en el aprendizaje de estos lenguaje utilizado en
lenguaje en el conceptos? ;De qué forma? probabilidad para el
aprendizaje de la aprendizaje de estos conceptos.
probabilidad. P9. ;Considera  usted que los |I9. Indagar el conocimiento del

estudiantes poseen dificultades en
la interpretacion de las respuestas
en situaciones en probabilidad?
(Qué factores propician dicha
dificultad?

profesor sobre las dificultades
que tienen los estudiantes sobre
la interpretacion de resultados
en situaciones problema en
probabilidad
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P10. ;Considera usted que el hecho | I10. Analizar el conocimiento

T4. Indagar el de anadir nuevas condiciones a una que tienen los profesores sobre

conocimiento del situacion en probabilidad cambia la las dificultades y conflictos que

profgsor sobre los percepcion que tiene éste sobre los genera en el estudiante anadir

conflictos eventos aleatorios? ¢ Por qué? nueva informacion a un suceso

cognitivos en los aleatorio

estudiantes  que

puede ocasionar P11. El afiadir nuevas condiciones a | I11. Indagar el conocimiento

afiadir situaciones en  probabilidad del profesor sobre como influye

condiciones a disminuye o aumenta el espacio en la percepcion de eventos

situaciones  que muestral asociado a cada uno de los probabilisticos en estudiantes

involucran eventos. Describa cdémo esto afnadir nueva informacion a un

conceptos de influye en el aprendizaje de la suceso aleatorio.

probabilidad. probabilidad condicional en los

estudiantes?

4.4.1.3 Validacion de instrumentos recogida de informacion

Para esta investigacion se consideraron el cuestionario y la entrevista semiestructurada. Estos
instrumentos, descritos anteriormente, han sufrido dos procesos de validacion: una prueba
piloto y revision por expertos. Para este apartado, mencionaremos de manera breve los cambios
mas significativos que se llevaron a cabo en cada uno de estos procesos.

La validacion por medio de la prueba piloto se realizé dos veces. Primero, la prueba se
aplico a 9 estudiantes de la Maestria en Matematica Educativa de la Universidad Auténoma de
Zacatecas, entre los cuales se encontraban 5 profesores en activo. Segundo, la prueba se aplico
a 3 profesores de bachillerato que han impartido la asignatura de Estadistica II en Zacatecas.
Con respecto a la validacion por expertos, se consultaron 4 docentes investigadores que
desempefian cargos en la Universidad Autonoma de Zacatecas, en el Centro de Investigacion
en Estudios Avanzados del IPN o en la Universidad de los Lagos (Chile).

Estos procesos de validacion arrojaron interesantes resultados que permitieron refinar
ambos instrumentos. El instrumento que mas sufrio cambios a partir de los procesos de
validacion fue el cuestionario de conocimientos didacticos. A continuacion, algunos de los
cambios o modificaciones més profundos se mencionan:

e (Cada situacion se dividio en dos partes. Esta modificacion se realizo debido a que los
participantes de la prueba piloto seleccionaban primero la respuesta del estudiante que
consideraban correcta y con base en ella solucionaban el problema planteado.

e El contexto de la Situaciéon 1 se cambid porque era muy lejano a los participantes, esta
modificacion se realizé dado que este deporte es poco conocido en México. Por ello,
nosotros optamos por un contexto futbolistico, el cual es muy popular en México.
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e Hubo cambios en la redaccion de algunas de las respuestas de los estudiantes hipotéticos
a la Situacion 4, por sugerencia de los revisores expertos. Especificamente, aquellas
respuestas en las que se hacia alusion a la definicion de eventos independientes, puesto
que el disefio inicial no proporcionaba una respuesta totalmente correcta y poseia ciertas
ambigiiedades.

e Enun principio, siete situaciones se consideraron. Sin embargo, en las pruebas piloto se
encontrd que el tiempo promedio que utilizaban para responder cada una de estas eran
dos horas y media. Por lo tanto, la opcion fue reducir a 4 situaciones, eso si, incluyendo
en su totalidad los sesgos, falacias y confusiones asociadas a la probabilidad
condicional.

En el ANEXO 1, el cuestionario rediseiiado y validado se puede apreciar.
4.4.2 Instrumentos de Analisis de la Informacion

La Teoria Fundamentada (TF) o Grounded Theory es un método de investigacion ampliamente
utilizado en el que la “teoria” emerge a partir del analisis de los datos (Glaser y Strauss, 1967).
Esta teoria fue desarrollada como respuesta a las corrientes positivistas extremas desarrolladas
para la investigacion de corte social. Glaser y Strauss se consideran como los precursores de la
TF. Ellos criticaron ampliamente los principios dominantes de la “gran teoria”, la cual se
fundamentaba en el pragmatismo y el interaccionismo simbdlico para afirmar que la verdad
cientifica refleja una realidad externa e independiente (Lora, Cavadias y Miranda, 2017).

A partir de esta nueva postura, Glaser y Strauss afirman que la verdad cientifica surge a
partir de la observacion y de los consensos que se creaban en una comunidad de observadores
con respecto a los principios que se habian establecido inicialmente para la observacion
(Paramo, 2015). Glaser y Strauss definen a la TF como: una “aproximacion inductiva en la
cual la inmersion en los datos sirve de punto de partida del desarrollo de una teoria sobre un
fenomeno” (Paramo, 2015, p.1). En ese sentido, la TF recurre a la sensibilidad tedrica del
investigador para analizar los datos recolectados. Dicho analisis se efectia mediante un método
constante de contraste y comparacion de los datos, el cual le permite al investigador identificar
elementos tedricos fundamentales. En ese orden de ideas, la TF requiere necesariamente que el
investigador realice una observacion eficaz de los datos, la cual permita identificar diferencias
y similitudes de estos y asi poder establecer las categorias tedricas que contribuyan a la
comprension el fenomeno estudiado (Paramo, 2015).

La TF ha sido ampliamente utilizada en diversas disciplinas como la ingenieria,
medicina, biologia, innovacién curricular y sociologia, entre otras (Cuiiat, 2008). La aplicacion
de este método se debe, en gran parte, a la adopcion de una “teorizacion anclada” en la
recoleccion de los datos y su posterior analisis (Morales, 2015). En ese orden de ideas, la
recoleccion de datos y la indagacion de la literatura permite que las categorias emergentes estén
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reflejadas de manera natural en los datos recolectados y no se establezcan de manera forzada o
sesgada.

Con respecto a la pregunta de investigacion y a los objetivos propuestos inicialmente.
Nosotros consideramos la utilizacion de la TF en el analisis de la informacion recolectada. Cabe
mencionar que se propone utilizar inicamente de este marco de método a las estrategias o
perspectivas de procesamiento y analisis de la informacion denominadas Bottom-Up y Top-
Down. A continuacion, cada una de estas perspectivas se describe con mayor precision.

El Bottom-Up (de abajo hacia arriba) se centra en la organizaciéon de un conjunto de
observaciones asociadas a un fendmeno de investigacion. En esta perspectiva se categorizan los
datos a través de la observacion y deteccion de relaciones y patrones (analisis concreto).
Posteriormente, categorias tedricas propias del fenomeno estudiado emergen. Estas surgen a
partir de los datos y no desde la teoria (Niss, 2006). Por tanto, el Bottom-up busca establecer y
realizar “adiciones conceptuales” a los datos para que estos sean aceptados de manera amplia
(Merriam, 1988). A continuacion, el esquema asociado a esta perspectiva que se propone para
la investigacion se presenta (Ver Figura 9).

z o v
Teoria Eg | Creacién de Indicadores
2, :5 (Construccion de la Teoria)
-
g |
g7 |
g 2 ; Organizacién definitiva de Organizacion y relacién
- i Q. las respuestas - entre las respuestas
'S S8 (Codificacién Selectiva) (Codificacién Axial)
o - QO !
=~ eV ) f
= o
= | Descripcién de las
o | . .
g=) : Clasificacion respuestas a respuestas a los
= los instrumentos -> instrumentos
2 | (Exploracién) (Creacién y asignacién de
Datos S

Figura 8

Elaboracién propia
El Top-Down (de arriba hacia abajo) surge cuando el marco tedrico se da antes y fuera
de la investigacion que se estd llevando a cabo. Para esta perspectiva los conceptos son visibles
desde el marco tedrico (Niss, 2006). Sin embargo, el Top-Down permanece abierta la idea de
que los conceptos teoricos pueden desdoblarse o sufrir cambios al momento de la observacion
de los datos (Merriam, 1988). Por tanto, esta perspectiva se basa en los conceptos fundamentales
de la teoria de referencia para identificar situaciones, procesos, objetos, fenomenos en los datos.
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A continuacién, el esquema asociado a esta perspectiva que se propone la investigacion se

presenta (Ver Figura 9).
Teorfa |
E Categorias KFLM
= 5 (Referente Tedrico)
§ i
S
| Indicadores
(Ejemplo Teérico)
ERN I B
o= = ' Organizacién de los
[5) —
=) ' Resultados
5 (Codificacion)
s
8| ‘3 : Nuevos Indicadores
% g i (Nueva Teoria)
8 |
Datos ==

Figura 9
Elaboracién propia

Con respecto a esta investigacion, lo propuesto es utilizar como perspectiva tedrica para
el andlisis de los datos, indicadores propuestos por Sosa et al. (2016). Estos han sido
mencionados en el apartado 3.2.4.2.3. Asimismo, se considera que la utilizacion de las
perspectivas de analisis de los datos Bottom-Up y Top-Down permitirdn la construccion de
nuevos indicadores de conocimiento del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje de los

estudiantes (KFLM).
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CAPITULO V: ANALISIS Y RESULTADOS

En este capitulo se presentan los analisis y los resultados de la investigacion. Con respecto a
los andlisis, las evidencias de la entrevista y del cuestionario para cada una de las situaciones
planteadas se presentan. Con respecto a los resultados, aquellos encontrados por medio de la
perspectiva Bottom-up y Top-Down se presentan. Por ultimo, los resultados de la investigacion
se discuten.

5.1 Analisis de la informacion

Para presentar el andlisis de la informacion se muestran dos tipos de evidencias: aquellas que
guardan relacion con el conocimiento matematico de los profesores y aquellas que se relacionan
con los conocimientos didécticos de los profesores.

5.1.1 Evidencias del Conocimiento Matematico

Aunque el objetivo de esta investigacion no es analizar el Conocimiento Matematico del
profesor, nosotros consideramos pertinente mencionar el desempefio de los participantes al
responder las primeras partes de las situaciones. Esto con el fin de identificar, con base en las
ideas estocasticas fundamentales propuestas por Heitele (1975), el conocimiento matematico
de los profesores y algunas particularidades que solo desde el punto de vista matematico se
pueden reconocer.

Nosotros concordamos con lo mencionado por Carrillo et al. (2018), quienes afirma que
los conocimientos de los profesores no estan totalmente aislados entre si, estan intrinsecamente
relacionados en forma de amalgama. Por ello, no consideramos posible realizar un estudio
cualitativo de los conocimientos didacticos de los profesores sin incluir aspectos generales de
su conocimiento matematico. Nosotros proponemos en un primer momento, la descripcion del
conocimiento matematico de profesores para la resoluciéon de problemas en probabilidad
condicional.

En términos generales, el desempefio de los participantes durante la Parte 1 del
cuestionario de conocimientos didacticos fue insuficiente. Esto se debe a que la mayoria de los
participantes respondieron incorrectamente las situaciones problema (Ver Tabla 6).
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Tabla 7
Desemperios de los participantes en la Parte 1 del Cuestionario.

Cuestionario de Conocimientos— Parte 1

Caso Situacion 1 Situacion 2 Situacion 3 Situacion 4
Gabriel I | I I
Ricardo I I C I
Alberto C I PC I

Mario C C C I

Edgar I C PC I

Sara I C PC |
Fabiola I C PC |

C- Correcta, PC- Parcialmente Correcta, I — Incorrecta.

Las respuestas de los participantes concuerdan con los resultados de Diaz y De la Fuente
(2007) y Batanero (2015), quienes mencionan que profesores en activo y en formacion poseen
confusiones, sesgos y falacias al momento de resolver situaciones que involucran el concepto
de probabilidad condicional. Precisamente, el andlisis de las primeras y segundas partes del
cuestionario de conocimiento, los profesores presentan limitaciones en su conocimiento
matematico relacionados con el concepto de probabilidad condicional. En la Tabla 8 se
muestran los c6digos que se destacan con mayor frecuencia.

Tabla 8
Codigos y Factores matematicos de los participantes

Codigo Factor
Dl Dificultades en la definicion de probabilidad simple
D2 Dificultades en la definicion de probabilidad compuesta
D3 Dificultades en la definicion de probabilidad condicional
D4 Dificultades en la definicion de la independencia de eventos
D5 Dificultades en la definicion e interpretacion de los eventos a la situacion.
El Errores en la aplicacion del teorema de Bayes
F1 Falacia de las tasas base
F2 Falacia condicional transpuesta
F3 Falacia de la conjuncion
S1 Sesgo de equiprobabilidad
Cl Confusion probabilidad conjunta y condicional
C2 Confusion entre eventos independientes y mutualmente excluyentes
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5.1.2 Evidencias del Conocimiento Didactico

Para realizar el analisis del KFLM que evidencian profesores al responder el cuestionario de
conocimientos didacticos, nosotros consideramos pertinente hacer un balance general y un
analisis descriptivo del tipo de respuesta que proporciono6 cada uno de los casos. Lo importante
es destacar que las descripciones de las repuestas son con base en las justificaciones “ideales”,
planteadas en el disefio del cuestionario. Con respecto a la entrevista semiestructurada, el
analisis de los resultados se realiza con base en los objetivos planteados para cada una de las

preguntas y las ideas fundamentales de Heitele (1975).

5.1.2.1 Analisis Didactico del Cuestionario: Situacion 1 — Parte 2

En la Situacion 1-Parte 2 del cuestionario, algunos de los participantes mostraron fortalezas y
dificultades en su conocimiento didactico para reconocer el sesgo y falacia presentes en el
razonamiento de los estudiantes hipotéticos. En la Tabla 9 se presentan los resultados.

Tabla 9

Desemperio de los participantes en la Situacion I — Parte 2.

Situacion 1 — Parte 2

El E2 E3
(Respuesta (Falacia de la (Sesgo de
Correcta) conjuncion) Equiprobabilidad)
e Edgar
Correcta - - e Fabiola
e Mario
e Gabriel
e Alberto
Parcialmente Gabriel * Mar.lo )
Correcta Fabiola * Fa}blola * Gabricl
e Ricardo
e Edgar
e Ricardo
Mario
Edgar, e Alberto
Incorrecta Alberto e Sara e Sara
Ricardo e Ricardo
Sara.
No justifica - - -
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En la Tabla 9 se identifican los desempefios de los participantes para la Parte 2 de la
Situacion 1. Con respecto a la respuesta de El, , ninguno de los participantes justifico los
factores didacticos. Para la respuesta de E2, en la cual se presentaba la falacia de la conjuncion,
ninguno de los participantes identifico este factor didactico explicitamente. Por Gltimo, para la
respuesta de E3, la cual contenia el sesgo de equiprobabilidad, los casos Edgar, Fabiola y Mario
identificaron correctamente este sesgo.

A continuacion, se describen algunas de las evidencias mas significativas que resultaron
de la aplicacion del cuestionario.

S1E3: : i

Figura 10

En la evidencia anterior se identifica un ejemplo correcto para identificar el sesgo de
equiprobabilidad (Figura 10). En la respuesta se infiere que el caso Edgar interpreta la
asignacion probabilistica que le da el estudiante a cada uno de los eventos aleatorios, es decir,
P(B|A) = P(A|B). Por lo cual, el caso Edgar emplea su conocimiento didactico para reconocer
el sesgo de equiprobabilidad presente en la respuesta de E3 a la Situacion 1.
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Figura 11

En la evidencia anterior (Figura 11) se identifica que Gabriel manifiesta elementos de
su conocimiento didactico para interpretar y brindar un contrargumento la respuesta de E2 a la
Situacion 1. Especificamente, el caso reconoce que la probabilidad del evento simple es mayor
a que la probabilidad del evento compuesto, dado que la segunda esta sujeta a la ocurrencia de
otros eventos aleatorios previos al experimento. Dicho asi, la inferencia es que el caso reconoce
indirectamente el sesgo de equiprobabilidad presente en la respuesta del estudiante hipotético.
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Figura 12

En esta evidencia (Figura 12), los errores se identifican por parte del caso para
interpretar la respuesta del E3 a la Situacion 1. Por lo cual, nosotros inferimos que el caso
expresa en sus propias palabras lo que ha dicho el estudiante, lo cual no significa una
interpretacion del razonamiento empleado este mismo. En los resultados analizados, nosotros
identificamos limitaciones en su conocimiento didéctico, al no tener la capacidad de describir
el razonamiento del estudiante.
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Figura 13

En la evidencia anterior (Figura, 13), Mario cometio errores para interpretar la respuesta
de E1 ala Situacion 1. Lo inferible es que el caso interpreta la respuesta del estudiante hipotético
tomando en consideracion variables externas a la situacion (percepcion cultural y espacio de
tiempo en el experimento). De igual forma, se cree que el caso deja de lado las probabilidades
simples y compuestas asociadas a los eventos aleatorios de la situacion. En ese orden de ideas,
el caso posee limitaciones de conocimiento matematico y didactico.

5.1.2.2 Analisis Didactico del Cuestionario: Situacion 2 — Parte 2

En la Situacién 2 - Parte 2 del cuestionario, algunos de los participantes mostraron fortalezas y
dificultades en su conocimiento didactico para reconocer el sesgo y falacia presentes en el
razonamiento de los estudiantes hipotéticos. En la Tabla 10 se presentan los resultados.

Tabla 10
Desemperio de los participantes de los participantes en la Situacion 2 — Parte 2.

Situacion 2 — Parte 2
El E3
(Respuesta E2 (Sesgo
correcta) Equiprobabilidad)
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(Falacia de la
condicional
transpuesta)
e Fabiola e Edgar e Fabiola
Justificacion Correcta e FEdgar e Mario
e Mario
. ., e Fabiola e Edgar
Justificacion
Parcialmente Correcta i ’ A.lberto
e Ricardo
e Sara e Mario e Gabriel
e Ricardo e Alberto e Sara
Justificacion Incorrecta e (Gabriel e Sara
e Alberto e Ricardo
e Gabriel
No justifica - - -

En la tabla anterior se identifican los desempefios de los participantes para la Parte 2 de
la Situacion 2. Con respecto a la respuesta de El, Fabiola, Edgar y Mario justificaron
correctamente los factores didacticos. Para la respuesta de E2, en la cual se presentaba la falacia
de la condicional transpuesta, las evidencias muestran que unicamente Edgar la identifico
explicitamente, este factor didéctico en la respuesta del estudiante hipotético. Por ultimo, para
la respuesta de E3, la cual contenia el sesgo de equiprobabilidad, los casos Fabiola y Mario
identificaron correctamente este sesgo.

A continuacion, algunas de las evidencias mas significativas que resultaron de la
aplicacion del cuestionario se describen.

S2E1: .

Figura 14

En esta evidencia (Figura 14) se identifica que Fabiola emplea su conocimiento
didactico para interpretar correctamente los factores didacticos presentes en la respuesta de E1
a la Situacion 2. El caso reconoce elementos del razonamiento del estudiante, como la seleccion
de los eventos condicionante y condicionado y la asignacion de probabilidades asociada a los
eventos de la situacion. Por ultimo, finalmente el caso menciona correctamente que El
selecciona el evento mas probable, es decir, la respuesta correcta.
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S2E2:

Figura 15

En la evidencia anterior (Figura 15) se identifica que Egdar utiliza su conocimiento
didactico para reconocer la falacia de la condicional transpuesta presente en la respuesta de E2
a la Situacion 2. Lo inferible en la respuesta del caso es que el estudiante confunde el evento
condicional con el evento condicionante, es decir, que el resultado positivo de la prueba influye
directamente en la aparicion del céncer. Por esta razon, el caso infiere que E2 selecciona
incorrectamente el evento mas probable.

S2E3:

Figura 16

En esta evidencia (Figura 16) se describe la respuesta de E3 a la Situacion 2. Lo inferible
es que la interpretacion que le da el caso al razonamiento empleado por el estudiante hipotético
es la correcta, debido a que reconoce el grado de confianza que le asigna a cada uno de los
eventos asociados a la situacion. El caso muestra evidencias de su conocimiento didactico para
reconocer el sesgo de equiprobabilidad.

S2E2:

Figura 17

En la evidencia anterior (Figura 17), lo identificable es una interpretacion parcialmente
correcta de Fabiola a la respuesta de E2 a la Situacion 2. Lo inferible es que el caso reconoce
que el razonamiento empleado por el estudiante considera el resultado positivo de la prueba
diagnostica como una certeza, lo cual es correcto. En este orden de ideas, el caso posee
limitaciones en su conocimiento al no considerar que la respuesta del estudiante toma en
consideracion los eventos aleatorios como simples y no como condicionales.
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Figura 18

En esta evidencia (Figura 18) se identifican limitaciones en el conocimiento didactico
de Ricardo para interpretar la respuesta de E1 a la Situacion 1. Lo inferible es que el caso
menciona, erroneamente, que el estudiante hipotético toma en consideracion los eventos
asociados a la situaciéon como simples y no como condicionales. Lo importante es mencionar
que, la presencia de la falacia de la condicional transpuesta en el razonamiento probabilistico
de Ricardo en su respuesta a la Situacion 2 se identifico, por ello se afirma que las limitaciones
en el conocimiento matematico influyen directamente en el conocimiento didactico, en este
caso especifico, generando errores en la interpretacion de las respuestas de estudiantes
hipotéticos.

S2E1:

Figura 19

En esta evidencia (Figura 19) se identifica una limitacion en el conocimiento didactico
de Sara para interpretar la respuesta de E1 a la Situacion 2. La inferencia es que la participante
confunde la probabilidad conjunta y condicional al intentar interpretar la respuesta del
estudiante hipotético, dado que ella menciona en su interpretacion a la respuesta que «se
cumplen las dos condiciones». Sin embargo, esta afirmacion es incorrecta, debido a que la
respuesta de E1 reconoce ambos eventos aleatorios como condicionales.

Figura 20
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En la evidencia anterior (Figura 20) se identifica limitaciones en el conocimiento
matematico del profesor para reconocer la falacia de la condicional transpuesta presente en la
respuesta de E2 a la Situacion 2. Lo entendible es que a partir de la afirmacion del caso «el
analisis del segundo estudiante parece el mas acertado», el participante presenta en su
razonamiento probabilistico la falacia de la condicional transpuesta. Por lo tanto, la afirmacion
es que las limitaciones de conocimiento matematico repercuten directamente en la
identificacion de dificultades presentes en las respuestas de estudiantes hipotéticos.

S2E2:

Figura 21

En esta evidencia (Figura 21) se identifica limitaciones en el conocimiento didactico de
Susana para interpretar el razonamiento empleado por E2 a la Situacion 2. El caso afirma que
«tendria que comprobar la causay, esto permite inferir que el caso trae variables externas a la
situacion para interpretar de la respuesta del estudiante hipotético. De igual modo, la
descripcion que brinda el caso a la respuesta de E3, es con base en su propia respuesta a la
Situacion 2. Por esta razén, nosotros consideramos que las limitaciones en el conocimiento
matematico estan relacionadas con las limitaciones en el conocimiento didactico.

5.1.2.3 Analisis Didactico Cuestionario: Situacion 3 — Parte 2

En la Situacién 3 - Parte 2 del cuestionario, algunos de los participantes mostraron fortalezas y
dificultades en su conocimiento didactico para reconocer confusiones presentes en el
razonamiento de los estudiantes hipotéticos. En la Tabla 11 se presentan los resultados.

Tabla 11
Desemperio de los participantes de los participantes en la Situacion 3 — Parte 2.

Situacion 3 — Parte 2
El
(Confusioén sucesos E2 E3
independientes y (Falacia de Eje de (Respuesta

mutualmente tiempo) Correcta)

excluyentes)
Justificacion Correcta - - -
Justificacion e Edgar o Alberto
Parcialmente Correcta | e Ricardo i
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e Fabiola
e Alberto
Justificacion e Gabriel e Gabriel e Gabriel
Incorrecta e Sara o Edgar o Edgar
e Mario e Ricardo e Mario
e Sara e Fabiola
e Fabiola e Sara
e Mario e Ricardo
e Alberto
No justifica - - -

En la tabla anterior se puede identificar los desempefios de los profesores para la Parte
2 de la Situaciéon 3. En ella se reconoce que ninguno de los casos estudiados interpretd
correctamente las respuestas de los estudiantes hipotéticos E1 (confusion entre sucesos
independientes y mutualmente excluyentes), E2 (Falacia de eje de tiempo) y E3 (respuesta
correcta de la situacion). A continuacidn, algunas de las evidencias mas significativas que
resultaron de la aplicacion del cuestionario se describen.

S3E1L: , \ \ l
, \ 1 \ eNCN e
lw‘\ [AS O N\Q ‘ \ k’u \ S ‘;'A._“ b= ‘_x_f_;' ______‘_,\l‘_ 4&’-7 = e
\ 1 ;/\.‘L 2 ALA‘_LQ_\\‘#& \ L—L.——L = \‘*“—L\—_;‘ _‘
Figura 22

En esta evidencia (Figura 22) se encuentran elementos del conocimiento didéctico de
Edgar para reconocer dificultades en el razonamiento de E1 a la Situacion 3. Especificamente,
el caso interpreta que el estudiante hipotético no comprende el concepto de independencia de
eventos. Por tanto, el caso no identifica implicita o explicitamente la confusion entre eventos
independientes y mutualmente excluyentes que presenta E1.
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Figura 23
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En esta evidencia (Figura 23) se encuentran limitaciones en su conocimiento didactico
para interpretar la respuesta de E2 a la Situacion 3. La inferencia es que el caso posee
limitaciones en su conocimiento para reconocer el razonamiento empleado por el estudiante
hipotético, debido a que unicamente describe elementos centrales (reposicion) que aborda el
estudiante hipotético en su respuesta. Por tal razon, el caso no reconoce la falacia de eje de
tiempo que presenta E2 en su respuesta.

S3E2:

Figura 24

En la evidencia anterior (Figura 24) se reconocen limitaciones en el conocimiento
matematico de Fabiola para interpretar la respuesta de E2 a la Situacion 3. La inferencia es que
el caso posee limitaciones en su conocimiento al afirmar «el razonamiento también es validoy.
Dicho asi, Fabiola posee en su razonamiento probabilistico la presencia de la falacia de eje de
tiempo.

S3E3:

Figura 25

En esta evidencia (Figura 25) se encuentra limitaciones de conocimiento didactico de
Fabiola para identificar los factores didacticos de la respuesta de E3 a la Situacion 3. La
inferencia es que el caso posee dificultades para interpretar el lenguaje probabilistico utilizado
por el estudiante hipotético, al mencionar -errbneamente- que «por definiciébn se puede
considerar que los eventos son independientes». Lo importante es mencionar que el
razonamiento empleado por E3 estd basado en el teorema de Bayes y no por el factor reposicion,
por esta razdn se considera como incorrecta la interpretacion de Fabiola.
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Figura 26

En esta evidencia (Figura 26) se identifica errores y falencias de Edgar para interpretar
la respuesta de E3 a la Situacion 3. La inferencia es que el caso hace una incorrecta
interpretacion del lenguaje probabilistico utilizado por el estudiante hipotético, -errobneamente-
ya que menciona explicitamente que E3 «confunde la condicién afectacion de un evento
respecto a la ocurrencia de otro». De igual modo, lo identificable es la presencia de la falacia
de eje de tiempo en el razonamiento probabilistico del caso, al no considerar la independencia
de eventos en situaciones asincronicas. Por tanto, el caso tiene limitaciones amplias en su
conocimiento didactico y matematico para la ensefianza de la probabilidad condicional.

5.1.2.4 Analisis Didactico Cuestionario: Situacion 4 — Parte 2

En la Situacién 4 - Parte 2 del cuestionario, algunos de los participantes mostraron fortalezas y
dificultades en su conocimiento didéctico para reconocer confusiones y falacias presentes en el
razonamiento de los estudiantes hipotéticos. En la Tabla 12 se presentan los resultados.

Tabla 12
Desemperio de los participantes de los participantes en la Situacion 4 — Parte 2.

Situacion 4 — Parte 2
E fusio E4
) E2 (Falacia 3 (Con. 9510n
El (Falacia de probabilidad (Respuesta
de las tasas .
las tasas base) conjunta y Correcta)
base) ..
condicional)
Justificacion Correcta | o Edgar e Edgar e Ricardo
e Gabriel e Gabriel e Alberto
e Mario e Sara e Gabriel -
e Ricardo
e Mario
Justificacion e Mario
Parcialmente Correcta
Justificacion e Sara e Fabiola e Sara e Todos
Incorrecta e Alberto e Alberto e Edgar

85



e Ricardo
e Fabiola.
No justifica - - e Fabiola -

En la tabla anterior se puede muestran los desempefios de los participantes para la Parte
2 de la Situacién 4. En ella se reconoce que la mayoria de los participantes interpretaron
correctamente las respuestas de los estudiantes hipotéticos E1 y E2 (falacia de las tasas base) y
la respuesta de E3 (confusion probabilidad conjunta y condicional). Sin embargo, ninguno de
los participantes describid correctamente el razonamiento empleado por E4, el cual era la
respuesta correcta. En general, la mayoria de los participantes mostraron buenos desempefios
en esta actividad para reconocer la falacia de las tasas base.

A continuacion, algunas de las evidencias mas significativas que resultaron de la
aplicacion del cuestionario se describen.
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Figura 27

En la Figura 27, la identificacion de la justificacion correcta por parte del Mario a los
factores didacticos que manifiesta E1 es factible. El caso reconoce que el estudiante hipotético
no considera la informacioén a priori a un suceso probabilistico. Por lo cual, el caso infiere
correctamente que el estudiante posee la falacia de las tasas base.
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Figura 28

En la Figura 28 se identifica una justificacion incorrecta por parte de Alberto. El caso
menciona que el estudiante no toma en consideracion el evento condicionado (probabilidad de
fallo). Sin embargo, en la respuesta de E1, esta si se considera, lo que no toma en cuenta es el
evento condicionante (color de taxi). Por tanto, el caso menciona limitaciones de razonamiento
didactico al no reconocer falacia de la condicional transpuesta que posee E3 en su
razonamiento.
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Figura 29

En la Figura 29 se identifica una incorrecta justificacion por parte de Mario de los
factores didacticos que evidencia E2. El participante toma en consideracion la probabilidad de
fallo y el color de los carros como un tnico evento. Por lo cual, el caso manifiesta limitaciones
en su conocimiento matematico para definir un evento aleatorio.
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Figura 30

En la Figura 29 se puede identificar una correcta justificacion a los factores didacticos
que evidencia E3. El participante menciona que el razonamiento del estudiante es incorrecto,
debido a que visualiza la probabilidad de la situaciéon como conjunta y no condicional. Dicho
asi, el caso reconoce correctamente que el estudiante hipotético incurre en la confusion de
probabilidades conjuntas y condicionales.
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Figura 31

En la Figura 31 se puede reconocer que el participante Edgar identifica superficialmente
la respuesta de E3 a la Situacion. Debido a que el participante menciona que el estudiante toma
en consideracion la probabilidad condicional, sin explicitar con mayor detalle. Por tal razon, la
descripcion que proporciona el caso es parcialmente correcta.
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Figura 32

En la Figura 32, una respuesta incorrecta por parte del participante Gabriel se identifica.
Su descripcidn es con base en su propia respuesta, mencionando que su resultado no coincide
con el empleado por el estudiante. Dicho asi, Gabriel no justifica los factores didacticos que
hace esta respuesta de E4 incorrecta. Cabe resaltar que la respuesta de E4 es la correcta a la
situacion.

S4E4:

Figura 33

En la Figura 33, la participante Sara describe incorrectamente la respuesta de E4. Su
argumento esta basado en que el estudiante hipotético no toma en consideracion en su respuesta
las probabilidades de fallo. Sin embargo, en el disefio del cuestionario de conocimientos
didacticos, la respuesta de E4 si considera dicho factor. Por ende, lo afirmable es que el
participante incurre en la incorrecta aplicacion del teorema de Bayes.

5.1.2.5 Analisis Didactico de la Entrevista

La entrevista semiestructurada es el instrumento secundario para esta investigacion. Con ella se
busca reconocer aspectos especificos del conocimiento didactico del profesor para la
interaccion que tienen los estudiantes con el contenido de probabilidad condicional. En ese
sentido, describimos algunas de las evidencias mas significativas que resultaron de la aplicacion
de este instrumento.

La organizacién de esta seccion se propone en dos partes. En una primera parte, algunas de los
fragmentos mas representativos de la entrevista semiestructurada se describen. En la segunda
parte, una tabla que compara los propdsitos generales y especificos de la entrevista con los
resultados presentados por cada uno de los casos se presenta.
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Entrevistador: Teniendo en cuenta la naturaleza aleatoria conceptos en probabilidad
(considera usted que este factor incide en el aprendizaje de estos conceptos? ;por
que?

Mario: Cuando te hablan de matematicas, normalmente el estudiante espera que todo
tiene un resultado preciso. La percepcion de la aleatoriedad genera un conflicto
en estudiantes y profesores

En este episodio, nosotros identificamos que Mario evidencia su conocimiento didactico
matematico para reconocer la influencia que tiene la naturaleza aleatoria de los eventos en el
aprendizaje de la probabilidad. El participante afirma que «hay un choque, la percepcion de la
aleatoriedad genera un conflicto en estudiantes y profesores». Con base en esta afirmacion,
nosotros inferimos que el participante reconoce las dificultades que tienen los estudiantes al
abordar, por primera vez, el concepto de probabilidad. La mayoria de casos presentan
limitaciones en su KFLM para identificar diferencias epistemoldgicas de los eventos aleatorios
y deterministas y su influencia en el aprendizaje.

Entrevistador: ;Como es el primer acercamiento que tienen los estudiantes con el concepto
de probabilidad en el aula de clases? ¢,

Ricardo: Considero que es una materia distinta a lo que son las matematicas. En ocasiones,
los estudiantes poseen dificultades para reconocer los eventos aleatorios y
poseen problemas para reconocer que un experimento puede suceder cualquiera
de estos eventos. Tienen una creencia de que las matematicas son exactas.

En este episodio, Ricardo posee elementos de conocimiento didactico matematico para
reconocer dificultades que tienen los estudiantes con el aprendizaje de la probabilidad
condicional. Especificamente, el caso menciona que la interaccién que tienen los estudiantes
con los eventos aleatorios genera dificultades en la interpretacion de situaciones. Ademas,
Ricardo menciona que los estudiantes poseen dificultades para reconocer la naturaleza
epistemologica que tienen los eventos aleatorios, debido a que manifiesta que los estudiantes
consideran a las matematicas como una disciplina exacta.

Entrevistador: ;Coémo inciden las experiencias previas en el aprendizaje de conceptos
probabilisticos?

Ricardo: Yo creo que es positivo. En ocasiones, cuando se habla con estudiantes acerca
de fenomenos aleatorios, los estudiantes empiezan a visualizar y analizar los
conceptos aleatorios y relacionarlos con experiencias previas. Esto les ayuda a
tener de una perspectiva distinta lo que pueda o no suceder y asi tomar
decisiones.

En este episodio, Ricardo posee elementos de conocimiento para identificar el papel que
tienen las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos aleatorios y su influencia en
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el aprendizaje de la probabilidad. Explicitamente, Ricardo menciona que «los estudiantes
empiezan a visualizar y analizar los conceptos aleatorios y relacionarlos con experiencias
previas». Con esta evidencia, nosotros inferimos que el caso reconoce la influencia positiva que
tienen las experiencias previas en el aprendizaje de la probabilidad, dado que permite reconocer,
desde una perspectiva aplicada, los conceptos probabilisticos. Nosotros encontramos que la
mayoria de los participantes estudiados evidenciaron elementos en su conocimiento para
identificar la influencia positiva de las experiencias aleatorias en la interaccion de los
estudiantes con contenidos probabilisticos.

Entrevistador: ;Coémo inciden las experiencias previas en el aprendizaje de conceptos
probabilisticos?

Fabiola: Influyen positivamente, porque ellos [estudiantes] traen un conocimiento
empirico, pero no se ponen a analizar como es el funcionamiento de los juegos
de azar. Este conocimiento que han adquirido [los estudiantes], influye en como
desarrollan su aprendizaje, porque aquellos que no traen este conocimiento
presentan confusiones y dificultades posteriormente.

En este episodio, lo identificable son elementos del conocimiento de Fabiola para
reconocer la influencia positiva que tienen las experiencias ante fendémenos aleatorios en el
aprendizaje de la probabilidad. Sin embargo, nosotros quisiéramos profundizar en otro aspecto
importante. En el fragmento donde Fabiola menciona que «aquellos [estudiantes] que no traen
este conocimiento [experiencias previas ante fendmenos aleatorios] presentan confusiones y
dificultades». Con base en esta afirmacion, lo reconocible es que el caso afirma que poseer este
tipo de experiencias es razon suficiente para no presentar dificultades durante el aprendizaje de
la probabilidad. Esto permite inferir que el conocimiento didactico matemadtico del caso no
reconoce que el sesgo, las falacias y las confusiones pueden estar relacionadas con las
experiencias previas. Lo destacable es que ninguno de los casos estudiados evidencid elementos
en su conocimiento para identificar las posibles dificultades en el aprendizaje relacionadas con
las experiencias previas ante fendmenos aleatorios.

Entrevistador: ;Considera usted que el hecho de afiadir nuevas condiciones a un evento
aleatorio dificulta la percepcion que tienen los estudiantes sobre este mismo?

Alberto: No sabria como responderte. Pero si podria decir que los estudiantes tienen un
problema con la naturaleza epistemoldgica de este tipo de eventos. Esta
naturaleza detona una serie de problematicas en el aprendizaje de la probabilidad
condicional.

En este fragmento, Alberto muestra un limitado conocimiento didactico para reconocer
las formas de interaccion que tienen los estudiantes con los eventos aleatorios.
Especificamente, el caso menciona que la naturaleza epistemoldgica genera diversas
dificultades. Sin embargo, ¢l no menciona de manera implicita o explicita a qué tipo de
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“problematicas en el aprendizaje” se refiere. En este sentido, lo afirmable es que el
conocimiento del caso sobre las caracteristicas de aprendizaje en probabilidad condicional
es muy limitado.

Entrevistador: ;Existe alguna diferencia entre el razonamiento empleado por los estudiantes
cuando se abordan conceptos probabilisticos y cuando se abordan conceptos de
algebra o geometria?

Fabiola: Los estudiantes me han dicho que es una materia confusa para ellos, debido a que
estan acostumbrados a emplear formulas y hallar el resultado exacto. Entonces
cuando ellos ven probabilidad su razonamiento tiene que abrirse un poquito mas
y eso se les dificulta porque son muy cuadrados.

En este fragmento, nosotros encontramos que Fabiola manifiesta limitaciones en su
conocimiento didéctico. Especificamente, el caso menciona superficialmente que hay una
diferencia en entre el razonamiento matematico y el razonamiento probabilistico. Sin embargo,
el caso no reconoce explicitamente las diferencias entre estos tipos de razonamiento. En este
orden de ideas, Fabiola no reconoce aspectos caracteristicos del razonamiento probabilistico de
estudiantes en probabilidad condicional.

Entrevistador: ;Cémo es la introduccion de la probabilidad condicional en estudiantes de
bachillerato?

Sara: Cuando ensefio la probabilidad condicional me tardo un poco méas que la probabilidad
simple. Esto se debe a que este concepto les “mueve algo” en su aprendizaje que
hace que sea mas dificil de comprender.

En este fragmento, Sara da evidencias de su limitado conocimiento didactico del
contenido. Especificamente, el caso infiere que la introduccion del concepto de probabilidad
condicional genera dificultades en los estudiantes. Sin embargo, el caso no menciona aquellos
aspectos elementos didacticos que ocasiona dichas dificultades en su comprension. Por tal
razoén, nosotros consideramos que el limitado conocimiento didactico del caso influye
notablemente en las respuestas a la entrevista.

Entrevistador: ;Como es el primer acercamiento que tienen los estudiantes a la
probabilidad? ;Es igual a las matemadticas en general?

Adrian: Uno de los primeros temas que se abordan en la asignatura de Matematicas Il es la
Teoria de Conjuntos. Luego, al llegar a la asignatura de Matematicas V, los
estudiantes no recuerdan los contenidos relacionados con teoria de conjuntos.
Y eso significa un problema para los estudiantes al comprender la probabilidad.

En este fragmento, Adridn manifiesta elementos de su conocimiento didéctico para
reconocer posibles factores que inciden en el aprendizaje de la probabilidad. Puntualmente, el
caso menciona la distancia de tiempo que hay entre el tema de Teoria de Conjuntos y la
probabilidad, lo cual puede generar dificultades en la introduccion de estos contenidos. Dicho
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asi, manifiesta evidencias de su conocimiento para prever las posibles dificultades de los
estudiantes.

A continuacidn, presentamos una tabla con el resumen de los principales resultados de
las entrevistas, en relacion con los propositos grupales y especificos de la entrevista

semiestructurada.

Tabla 13

Resultados de los participantes en la entrevista semiestructurada

Proposito
Grupal

Propésito Especifico

Resultado

1. Indagar el

1.1 Indagar el conocimiento

del profesor sobre el
papel que tienen la
naturaleza aleatoria de
los conceptos en el
aprendizaje de la
probabilidad.

¢ Alberto menciona que la naturaleza

aleatoria de la probabilidad hace
que los estudiantes no lleguen a
establecer relaciones entre los
conceptos.

Mario reconoce que el caracter
aleatorio de los eventos ocasiona
conflictos en el aprendizaje de los
estudiantes.

Alberto afirma que el primer

conocimiento
del profesor acercamiento a los conceptos
sobre la probabilisticos es muy dificil,

inclusién de

1.2 Examinar el

conocimiento del

debido a que no poseen

conocimientos previos que se
sucesos de profesor con respecto al . P d ¢
. . requieren como operaciones entre

naturaleza primer acercamiento que av ¢ P

: : . conjuntos.
aleatoria en el tienen los estudiantes Ri ) q , i

; . icardo menciona que la
pensamiento con variables y sucesos o q
matemético de aleatorios representacion grafica de los
los eventos probabilisticos es una de
estudiantes. las principales dificultades de los

1.3 Analizar el conocimiento

que tiene el profesor
sobre las formas de
razonamiento que tienen
los estudiantes al
resolver una situacion
con variables aleatorias,
en comparacion con
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estudiantes.

Mario afirma que existe una
notoria dificultad en la resolucion
de situaciones en probabilidad. Y
menciona que los estudiantes
unicamente resuelven aquellas que
estan relacionadas con cartas,



2. Analizar el
conocimiento
que manifiesta
el profesor
sobre la
incidencia que
tiene las
experiencias
previas de los
estudiantes en
el aprendizaje
de la
probabilidad.

situaciones que poseen
variables deterministas.

2.1 Indagar el conocimiento

que tiene el profesor
sobre el papel que tienen
las experiencias previas
en el aprendizaje de la
probabilidad

2.2 Examinar el

conocimiento que tiene
el profesor sobre las
ventajas o desventajas
que trae las experiencias
previas de los
estudiantes ante
fenémenos de
incertidumbre.

2.3 Indagar el conocimiento

del profesor sobre las
falacias, errores,
dificultades y sesgos que
se generan durante el
aprendizaje de la
probabilidad.
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dados y monedas porque son las
que estan en los libros de texto.
Fabiola afirma que los estudiantes
tienen mecanizar los procesos para
la resolucion de situaciones en
probabilidad y afirma que en
algunos casos estos se parecen a las
matematicas.

Mario y Ricardo dicen que las
experiencias no influyen de
ninguna manera en el aprendizaje
de conceptos probabilisticos.
Fabiola afirma que las experiencias
facilitan el primer acercamiento de
los estudiantes a la probabilidad.
Alberto menciona que los
estudiantes pueden adquirir un
conocimiento empirico de la
probabilidad a partir de los juegos
de azar.

Mario dice que las experiencias
influyen negativamente en el
aprendizaje la probabilidad.
Fabiola, Ricardo y Alberto afirman
que la experiencia ante fenomenos
aleatorios influye positivamente en
el aprendizaje de la probabilidad.

Mario menciona que los
estudiantes poseen dificultades
para identificar la condicion y el
condicionante.



3. Indagar el

conocimiento
que tiene el
profesor sobre
el papel del
lenguaje en el
aprendizaje de
la
probabilidad.

4. Indagar el

conocimiento
del profesor
sobre los
conflictos
cognitivos en
los estudiantes
que puede
ocasionar
afladir
condiciones a
situaciones
que involucran
conceptos de
probabilidad.

3.1 Indagar el conocimiento

que tiene el profesor
sobre la diferencia en el
lenguaje que se utiliza en
probabilidad con
respecto a otros
contenidos en
matematicas.

3.2 Estudiar el conocimiento

del profesor sobre como
incide el lenguaje
utilizado en probabilidad
para el aprendizaje de
estos conceptos.

3.3 Indagar el conocimiento

del profesor sobre las
dificultades que tienen
los estudiantes sobre la
interpretacion de
resultados en situaciones
problema en
probabilidad

4.1 Analizar el conocimiento

que tienen los profesores
sobre las dificultades y
conflictos que genera en
el estudiante afiadir
nueva informacién a un
suceso aleatorio

Indagar el conocimiento
del profesor sobre como
influye en la percepcion
de eventos
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e Mario afirma que el lenguaje en

probabilidad genera dificultades en
el estudiante debido a su Iéxico.

e Mario, Alberto, Fabiola y Ricardo

mencionan que los estudiantes
poseen dificultades para realizar
interpretaciones de los enunciados
y resultados en probabilidad.

Mario menciona unicamente que el
afiadir condiciones a un suceso
probabilistico hace que el
estudiante tenga mayor dificultad al
simbolizarlo.

Alberto afirma que la probabilidad
condicional es mucho mas sencilla
de trabajar con los estudiantes que
la probabilidad simple y
compuesta.

Fabiola y Ricardo mencionan que
la probabilidad condicional genera
dificultades en los estudiantes.

Mario menciona que algunos
contextos son mas dificiles de
comprender que otros porque los



probabilisticos en estudiantes no estan familiarizados
estudiantes afadir nueva con ellos.

informacién a un suceso

aleatorio.

En conclusion, la aplicacion de esta entrevista mostré fortalezas y limitaciones en el
conocimiento didéctico de los profesores para reconocer las formas de interaccion de
estudiantes en probabilidad condicional. A continuaciéon, mencionamos de manera puntal
aquellos conocimientos que se evidenciaron y aquellos que no:

Encontrados:

e Lamayoria de los participantes reconocen la influencia que tiene la naturaleza aleatoria
en el aprendizaje de la probabilidad.

e La mayoria de los participantes reconocen el papel de las experiencias previas en el
aprendizaje de la probabilidad y como estos influyen positivamente en la comprension
y significacion de este concepto.

e Algunos de los participantes reconocen la incidencia de elementos lingiiisticos en el
aprendizaje de la probabilidad. Especificamente, los participantes identifican aspectos
como la interpretacion de enunciados y respuestas a situaciones aleatorias.

No encontrados:

e Los participantes no dan evidencias de su conocimiento didactico para reconocer que
las experiencias previas puede ocasionar sesgos, confusiones y falacias en el
razonamiento probabilistico condicional de los estudiantes.

e Los participantes no dan evidencias especificas del conocimiento didactico para
reconocer las formas de interaccion que tienen los estudiantes con la probabilidad
condicional.

5.2 Resultados de la investigacion

La observacion a través de las perspectivas de andlisis permitié identificar dificultades en el
conocimiento de los profesores para la ensefianza de la probabilidad condicional. A
continuacion, se presentan los resultados de la investigacion, los cuales estan divididos en tres
partes: (1) Resultados a partir de la perspectiva Bottom-Up, (2) Resultados a partir de la
perspectiva Top-Down y (3) Presentacion y discusion de las categorias tedricas emergentes (en
términos de indicadores de conocimientos) resultantes de la aplicacion de ambas perspectivas
de analisis.
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5.2.1 Resultados a partir de la perspectiva Bottom-Up

Los resultados encontrados a partir de esta perspectiva surgen de brindar una sensibilidad
teorica a la informacion recogida por el cuestionario y la entrevista semiestructurada. Dicho asi,
los andlisis se efectuaron a partir de cinco pasos:

1.

Exploracion de las respuestas de los participantes para el cuestionario y entrevista. Este
proceso permitid clasificar entre respuestas correctas e incorrectas.

Descripcion de las respuestas de los participantes a los instrumentos de recogida de la
informacion, esto con el fin de crear y asignar codigos a cada una de estas.
Organizacion de y relacion entre los codigos anteriores, esto con el fin de agrupar, en
un primer momento, las respuestas de los participantes.

Codificacion selectiva de las respuestas de los participantes, esto con el fin de establecer
u ordenar definitivamente todos los codigos.

Construccion de una teoria a partir de las respuestas de los participantes, en la cual se
destacan aspectos positivos y negativos del conocimiento de los profesores para
responder los instrumentos de recogida. Este paso se presentara en el apartado 5.2.3.

5.2.1.1 Cuestionario: Parte 1

Con respecto al analisis de los resultados de la Parte 1 del cuestionario, mediante el cual se
solicitd a los casos resolver el problema planteado, nosotros identificamos que los profesores

poseen un limitado conocimiento matematico para la ensefianza de la probabilidad condicional.
Como fruto del andlisis cualitativo de las respuestas a la Parte 1 del cuestionario, lo identificado
son aspectos generales del conocimiento matematico de los participantes para la ensefianza de
la probabilidad condicional. En ese orden de ideas, las siguientes limitaciones se identificaron:

Dificultades en la definicion de probabilidad simple, compuesta y condicional: el
andlisis de las respuestas permitid identificar que los participantes manifiestan
dificultades para definir el concepto de probabilidad simple, compuesta y condicional.
Asimismo, dificultades para la aplicacion de estos conceptos en diversos contextos.
Estos concuerdan con los encontrados por Contreras, Diaz, Batanero y Cafiadas (2013)
para profesores en formacion.

Dificultades en la definicion de eventos independientes: en la mayoria de los casos se
aprecian dificultades para definir eventos independientes y mutualmente excluyentes.
Durante la resolucion del cuestionario se encontraron argumentos del tipo: “ambos
eventos sin independientes entre si porque uno tiene mayor probabilidad que otro”,
“estos eventos son independientes entre si porque en la situacion hay dos experimentos”.
Nuestros resultados son similares a los de Diaz y de la Fuente (2005).

Error en la aplicacion del teorema de Bayes: durante los analisis, todos los
participantes presentan errores para la aplicacion del teorema de Bayes, especificamente
inconvenientes para calcular la probabilidad total asociada a un fenémeno aleatorio.
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Estos resultados concuerdan con los de Ledon-Goémez (2008), quien manifiesta que
profesores en formacion poseen dificultades en la aplicacion de este teorema.

o Dificultades en la interpretacion de enunciados en probabilidad: dificultades en la
interpretacion de enunciados en probabilidad fueron identificadas. Este resultado se
destaca con base en las reiteradas menciones que hacen los participantes a factores
externos a las situaciones planteadas en el cuestionario (ej. causa del cancer, reposicion
en la extraccion de las cartas). Estos resultados guardan relacion con los de Rodriguez-
Alveal, Diaz-Levicoy y Vasquez (2018).

De manera analoga, falacias y confusiones en el razonamiento probabilistico
condicional de los profesores fueron encontradas. Estos resultados coinciden con los de
Contreras (2011), Vasquez y Alsina (2015), Diaz (2005) y Diaz y de la Fuente (2007).

o Falacia de las tasas base: ¢l anélisis permite identificar la presencia de esta falacia en
su razonamiento probabilistico condicional. En las respuestas a las situaciones y
justificaciones a respuestas de estudiantes hipotéticos, los participantes no consideran
la informacién que estd consignada en el enunciado de la situacion.

e Falacia de la condicional transpuesta: el andlisis de las respuestas al cuestionario
permiti6 identificar que los casos presentan limitaciones asociadas a esta falacia. Esta
asercion se realiza con base en las respuestas a las situaciones y justificaciones de los
factores didacticos, en donde se evidencia una notoria confusion para identificar
correctamente la condicion y el condicionante en eventos aleatorios.

e Falacia de la conjuncion: el andlisis de las respuestas al cuestionario permitid
identificar que la mayoria de los casos presentan esta falacia. Con base en sus respuestas
a la Parte 1, los participantes poseen dificultades para identificar cuando la situacion se
refiere eventos simples, compuestos o condicionales. Ello hace que los casos consideren
la probabilidad conjunta como la mas probable.

e Falacia de eje de tiempo: En el razonamiento de los participantes, la presencia de esta
falacia en el razonamiento probabilistico condicional de los participantes fue
encontrada. Esto se debe a que en sus respuestas a la Parte 1 y 2 del cuestionario, los
profesores manifiestan que un evento aleatorio no puede condicionar otro que ocurrid
anteriormente.

o Confusion entre sucesos independientes y mutualmente excluyentes: a partir de las
respuestas encontramos esta confusion en el razonamiento probabilistico de los
participantes. Los resultados muestran que el significado que le dan los participantes a
la independencia de eventos aleatorios es igual a la de los eventos mutualmente
excluyentes.

o Confusion entre la probabilidad conjunta y condicional: los resultados del
cuestionario arrojaron que los participantes confunden la probabilidad conjunta y
condicional reiterativamente; esto se debe a que ellos no reconocen la informacion a
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priori de un suceso aleatorio y su orden cronolédgico, haciendo que simbolicen la
probabilidad condicional como conjunta.

5.2.1.2 Cuestionario: Parte 2

El anélisis de los resultados a la Parte 2 del cuestionario permitid encontrar limitaciones sobre
el conocimiento didactico de los profesores con respecto a las caracteristicas de aprendizaje de

los estudiantes en probabilidad condicional. Estos resultados coinciden con Diaz, Contreras,
Batanero y Roa (2012); Vésquez y Alsina (2015); Huerta (2018); Contreras (2011); y Ortiz,
Batanero y Contreras (2012). Como fruto del analisis cualitativo se identifican categorias
teoricas asociadas al KFLM de los profesores para la ensefianza de la probabilidad condicional,
las cuales, para esta seccidn, se presentaran en términos de dificultades.

Dificultades para interpretar el razonamiento empleado por los estudiantes en sus
respuestas: El andlisis de las respuestas de los participantes permitié encontrar que estos
poseen un limitado conocimiento didéactico para identificar elementos centrales
presentes en razonamiento probabilistico de estudiantes hipotéticos. Especificamente,
lo destacable es la poca presencia de los conocimientos didéacticos relacionados con la
interpretacion del enunciado que realizan los estudiantes y las variables o elementos
(conceptos y objetos probabilisticos) que toma en consideracion.

Dificultades para identificar los factores diddcticos presentes en las respuestas de los
estudiantes (justifica a partir de su propia respuesta): Otro de los resultados que se
quieren mostrar es la limitaciéon de conocimiento para interpretar el razonamiento
empleado por los estudiantes. Esta dificultad radica en que los profesores toman como
referencia principal y Unica su respuesta a la situacion y no consideran otros factores.
Por tanto, nosotros consideramos este tipo de justificacion de factores didacticos como
inadecuada, en el sentido de que, si la respuesta del participante fuese incorrecta, las
descripciones a los razonamientos de los estudiantes no serian del todo validas.
Errores en la justificacion de factores diddacticos (limitacion conocimiento
matemdtico): En el andlisis se encontrd que las limitaciones de conocimientos
matematicos afectan directamente los conocimientos didéacticos. Especificamente, en
las descripciones que realizaban los participantes se encontrd la presencia de sesgos,
confusiones y falacias en probabilidad condicional. Esto concuerda con lo mencionado
por Batanero (2015), quien menciona que estas dificultades se veian replicadas durante
el proceso de ensefianza.

Errores en la justificacion de factores diddcticos (limitacion conocimiento diddctico):
El analisis de las respuestas arrojo limitaciones en el conocimiento didactico para
describir el razonamiento empleado por los estudiantes hipotéticos, debido a que no
reconocen las configuraciones cognitivas q estudiantes. Especificamente, los resultados
muestran dificultades para reconocer la definicién y uso que dan los estudiantes a los
conceptos en probabilidad.

98



e Dificultad para identificar los conceptos y objetos probabilisticos que emplean los
estudiantes en sus respuestas: Otros resultados mas explicitos que surgieron durante
los analisis fueron las dificultades de los casos para identificar los conceptos y objetos
probabilisticos utilizados por los estudiantes hipotéticos en las respuestas a las
situaciones.

o Dificultades para describir las respuestas correctas de los estudiantes: El analisis de
las respuestas permitié encontrar que los participantes poseen dificultades para describir
el razonamiento empleado por los estudiantes hipotéticos que respondieron
correctamente, o las respuestas que consideraban los participantes como correctas. En
esta dificultad, lo m&s comun era que los casos hicieran una parafrasis de las respuestas.

5.2.2 Resultados a partir de la perspectiva Top-Down

Para el Top-Down tomamos como referente teorico los indicadores del KFLM propuestos por
Sosa et al. (2016) en las categorias: (1) conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas
con el contenido y (2) conocimiento de las formas de interaccion del estudiante con el
contenido matemdtico. Dicho asi, en esta perspectiva permanece abierta la idea de que los
conceptos o elementos teéricos pueden sufrir desdoblamientos durante el proceso de anélisis,
esto con el fin de identificar nuevas categorias teoricas propias de los datos que surjan de
manera natural y no forzada.

El anélisis por medio de esta perspectiva siguid los siguientes pasos:

1. El andlisis consider6 inicialmente todos los indicadores propuestos para el KFLM

2. Utilizando cada uno de estos indicadores, la investigacion analizo las evidencias del
cuestionario y entrevista.

3. Para cada uno de los indicadores se seleccionaron las evidencias que guardaran relacion
directa y no forzada.

4. Para aquellas evidencias que no se pudieron codificar con base al referente tedrico, se
proceden a analizar por medio de la perspectiva Bottom-Up.

5. Por ultimo, las nuevas categorias teoricas se establecen.

5.2.2.1 Categoria: fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un
contenido

Indicador 1: Conocer las necesidades y dificultades de los estudiantes sobre el contenido
matematico.

El analisis de las respuestas permitid reconocer que los participantes identifican la
incidencia que tiene la naturaleza aleatoria en el aprendizaje de conceptos probabilisticos. A
partir de ello, mencionan que los estudiantes presentan dificultades para simbolizar las
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probabilidades de los eventos aleatorios. Otra evidencia de este indicador fue que los casos
poseen elementos de su conocimiento didactico relacionado con las dificultades de los
estudiantes para representar graficamente los eventos aleatorios. Especificamente, ellos
mencionan que la ubicacién de los contenidos de operaciones entre conjuntos estd en la
asignatura de Matematicas Il y los de probabilidad estan en Matematicas VI, por esta razon, los
participantes consideran que se genera esta dificultad. En términos generales, los participantes
afirman que la probabilidad condicional es un concepto que propicia muchas dificultades en los
estudiantes. Sin embargo, ellos no mencionan explicitamente a los factores matematicos y
didacticos que propician dichas necesidades y dificultades para el aprendizaje de este concepto.

Indicador 2: Conocer las confusiones matematicas que pudiera tener el estudiante,
provocadas por la relacion equivocada de un contenido actual con un contenido
relativamente anterior (por ejemplo, con un tema pasado de la misma unidad o bloque
tematico).

Con respecto a las confusiones matematicas, son relativamente pocas las evidencias de
conocimiento didactico que reconocen los participantes. A pesar de ello, se rescatan dos
aspectos: primero, algunos de los participantes mencionan que existen una confusion en la
simbolizacion de eventos, debido a que el tema de operaciones entre conjuntos no se considera
para este nivel. Dicho asi, los casos destacan que los estudiantes en la simbolizacion y
asignacion de eventos probabilisticos confunden con mucha facilidad el evento condicional y
el evento condicionante

Indicador 3: Conocer las confusiones y los errores matematicos de los estudiantes,
producidos por no proceder ordenadamente o no respetar las convenciones matematicas.

El andlisis encontr6 muy pocas evidencias del conocimiento didactico de los
participantes con respecto a este indicador. Los casos brindan descripciones superficiales del
razonamiento empleado por los estudiantes hipotéticos y los errores o dificultades que pudieran
cometer por no proceder ordenadamente o no respetar las convenciones matematicas. Dicho
asi, los casos estudiados no poseen conocimientos sobre las confusiones que tienen los
estudiantes en probabilidad condicional.

Indicador 4: Conocer las imagenes o ideas matematicas inadecuadas que los estudiantes
pueden poseer o adquirir de un contenido.

En el analisis de las respuestas a la Parte 2 del cuestionario, Fabiola y Gabriel dan
evidencia de este indicador en su conocimiento didactico al mencionar que los estudiantes
hipotéticos tienden a generar imagenes inadecuadas de los eventos probabilisticos.
Especificamente, ellos mencionan que es comun encontrar que los estudiantes le dan igual
asignacion de probabilidad a todos los eventos de una situacion (sesgo de equiprobabilidad o
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falacia de la condicional transpuesta) o que consideren que todos los eventos aleatorios son de
naturaleza simple.

Por otro lado, en la entrevista se ha identificado que los participantes Sara y Gabriel
tienen dificultades para definir conceptos probabilisticos. Especificamente, estos casos poseen
una idea inadecuada del concepto de probabilidad condicional, dado que afirman que la
probabilidad condicional siempre es menor que la probabilidad simple y compuesta. Asimismo,
Gabriel, Fabiola y Edgar presentan ideas erroneas sobre lo referente al concepto de
independencia de eventos probabilisticos, al afirmar que, si una situacion en probabilidad posee
repeticion, todos los eventos que contiene son independientes entre si. En este orden de ideas,
los casos poseen limitaciones en su conocimiento matematico

Indicador 5: Conocer los errores que los estudiantes pueden cometer al hacer determinados
calculos aritméticos provocados por un despiste al hacer operaciones o transformaciones, o
por no dominar el nuevo contenido que se estd abordando.

Las respuestas de Mario a la entrevista semiestructurada permiten identificar que conoce
de manera superficial los errores que algunos estudiantes pueden cometer en probabilidad
condicional. El caso menciona que es comun que los estudiantes perciban el aprendizaje de la
probabilidad como la utilizacién mecanica de las férmulas. Asimismo, Sara y Ricardo poseen
en sus conocimientos estos mismos errores, debido a que aplican incorrectamente el teorema
de Bayes. Especificamente, lo identificable son errores para calcular la probabilidad total
asociada a las situaciones problema porque que no consideran la probabilidad de fallo. Dicho
asi, la investigacion establece que no existe un dominio del contenido matematico de
probabilidad condicional por parte de la mayoria de los participantes.

Indicador 6: Conocer que los estudiantes tienen dificultades en reconocer y aplicar analogias
y equivalencias en la resolucion de problemas.

El resultado de la entrevista arroja que los casos identifican dificultades en los
estudiantes para reconocer contextos relacionados con la probabilidad condicional.
Particularmente, Mario y Ricardo mencionan la necesidad de utilizar contextos cercanos a los
estudiantes, debido a que consideran que los libros de texto hacen un uso excesivo de contextos
relacionados con juegos de azar y dejan de lado otros contextos significativos para los
estudiantes. Dicho asi, los profesores reconocen la importancia del uso de contextos y analogias
en el aprendizaje de la probabilidad condicional, pero su conocimiento es limitado en este
aspecto.

De igual modo, Gabriel, Fabiola y Edgar presentan dificultades para reconocer y aplicar
equivalencias en la resolucion de problemas. Esto se debe a que los casos afirman que las
situaciones aleatorias, como el juego de cartas, deben de mencionar explicitamente si hay
reposicion o no, atin en casos en donde la situacion menciona explicitamente que hay una sola
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extraccion. En este orden de ideas, los participantes poseen dificultades para reconocer como
los estudiantes interpretan y aplican analogias en probabilidad.

5.2.2.2 Categoria: formas de interaccion de los estudiantes con un contenido

Indicador 7: Saber interpretar el conocimiento o pensamiento matematico que expresan los
estudiantes en su lenguaje (comun o en proceso de adquisicion del nuevo contenido
matematico mezcla del lenguaje comtn con el matematico).

Mario dio evidencias de este indicador en sus respuestas a la entrevista, al mencionar
que el lenguaje utilizado por los estudiantes en clase de probabilidad da cuenta sobre el proceso
de adquisicion del contenido matematico. Asimismo, ¢l reconoce que el profesor debe tomar
en consideracion este factor para interpretar e el papel de la intuicion en el aprendizaje de los
estudiantes, pues muchas veces este influye en el aprendizaje de la probabilidad condicional.
Por tanto, el caso sabe interpretar el conocimiento o pensamiento matematico de sus estudiantes
por medio del lenguaje que emplean

Pese a la evidencia anterior, el resto de participantes evidenciaron limitaciones con
respecto a este indicador. Los profesores involucrados, en su gran mayoria, interpretaron las
respuestas de los estudiantes hipotéticos a partir de su propia respuesta a la situacion problema.
Este resultado es una evidencia negativa en su conocimiento, puesto que el considerar
unicamente su propia respuesta a la situacion, hace que su descripcion al razonamiento esté
sesgada y no permita identificar errores, sesgos, falacias o dificultades presentes en las
respuestas de los estudiantes. Asimismo, este hallazgo permiti6 identificar con detalle aspectos
relacionados con el conocimiento matematico, debido a que los participantes evidenciaron
dificultades, falacias y sesgos con respecto a contenidos en probabilidad condicional.

Un caso especifico son las evidencias que proporciona Ricardo en sus respuestas al
cuestionario. Este participante posee dificultades para interpretar el razonamiento matematico
usado por el estudiante, puesto que toma de manera literal las respuestas de los estudiantes
hipotéticos y no profundiza en los conocimientos o contenidos matematicos que estos pudieran
utilizar. Dicho asi, este caso evidencia limitaciones en su conocimiento didactico para
interpretar las producciones de los estudiantes.

Indicador 8: Conocer los detalles de la resolucion de un problema susceptibles de desviar la
atencion de los estudiantes para llegar a su solucion.

El analisis de las respuestas arrojé que Mario menciona como la escritura del problema
puede dificultar su resolucion. El caso afirma que las situaciones problemas que involucran
problemas de probabilidad condicional tienden a confundir a los estudiantes. Dicho asi, el caso
establece que los conectores que utilizan algunos condicionantes no son del todo explicitos,
generando asi dificultades para su simbolizacion y posterior resolucion.
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Por otro lado, lo evidenciado es que todos los participantes tuvieron errores relacionados
con este indicador. Esto se debe a que los detalles de la resolucion de las situaciones problema
generaron una incorrecta interpretacion de las situaciones por parte de los participantes. Este
tipo de limitaciones hace que los participantes afiadan nuevos eventos que no estaban
considerados inicialmente en el fendmeno aleatorio, por ejemplo, el factor “reposicion” en la
extraccion de cartas.

Indicador 9: Conocer los calculos matematicos que podrian realizar de forma mecanica los
estudiantes sin saber en realidad lo que estan haciendo matematicamente.

El analisis de las respuestas a través de esta perspectiva no identifico la presencia de
este indicador en el KFLM de los participantes. Sin embargo, el andlisis identifico errores que
cometieron los participantes que se relacionan con el déficit de conocimientos matematicos
relacionados con este indicador. Sara, Gabriel y Edgar usan de manera mecénica el principio
de la multiplicacion, debido a que no considera si los eventos de la situacion son dependientes
o independientes entre si. Asimismo, Ricardo hace un uso incorrecto del teorema de Bayes,
puesto que no considera inicialmente la probabilidad de fallo asociada a la situacion, lo cual
permite considerar que el participante no comprende realmente este teorema y sus partes. Por
tal razon, los participantes evidenciaron limitaciones en su conocimiento matematico, lo cual
propicio que no se encontraran indicios de este indicador en su conocimiento.

5.2.3 Propuesta y discusion de nuevos indicadores de conocimiento

Los resultados permitieron identificar nuevas categorias teoricas relacionadas con el
conocimiento didactico del profesor para las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en
probabilidad condicional. Dicho asi, nosotros describimos a continuacion las categorias tedricas
en términos de indicadores de conocimiento que emergieron de esta investigacion y su
discusion con el estado actual del arte.

KFILM10: Conocer que el razonamiento probabilistico de estudiantes, en situaciones que
involucren el concepto de probabilidad condicional, puede contener sesgos, falacias y
confusiones.

Los resultados de este estudio dan cuenta de valores reducidos de los indices de
conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje para identificar fortalezas y dificultades de
estudiantes asociadas a la probabilidad condicional. Especificamente, nosotros identificamos
dificultades para reconocer falacias y confusiones presentes en las respuestas de estudiantes a
problemas de probabilidad condicional. Los casos han utilizado estrategias errdéneas para
interpretar y describir el razonamiento de los estudiantes, entre las cuales se destacan: uso de
variables externas a la situacion; parafrasis de las respuestas de los estudiantes; descripcion de
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la respuesta del estudiante hipotético con base en la solucion del participante a la situacion. A
partir ello, nuestra propuesta es el indicador KFLM10.

Con relacion a estos hallazgos, Vazquez (2014) encuentra que profesores en formacion
poseen limitaciones de conocimiento didéctico para interpretar y describir las configuraciones
cognitivas presentes en las respuestas de estudiantes hipotéticos a situaciones en probabilidad.
De igual modo, Ortiz, Batanero y Contreras (2012) identificaron dificultades para establecer el
origen de dichos factores en las respuestas de estudiantes. Los resultados de nuestra
investigacion permiten detallar y matizar el conocimiento del profesor con respecto a la
identificacion falacias y confusiones presentes en el razonamiento probabilistico condicional
de estudiantes de bachillerato.

KFILM11: Conocer que los estudiantes emplean expresiones lingiiisticas inadecuadas para
referirse a conceptos probabilisticos (probabilidad simple, compuesta y condicional;
teorema de Bayes, independencia de eventos).

Otro de los resultados que destacamos son las limitaciones de conocimiento didactico
de los profesores para reconocer las expresiones lingliisticas que utilizan los estudiantes
hipotéticos cuando se refieren a conceptos en probabilidad. Especificamente, numerosas
dificultades de los profesores para interpretar las expresiones lingiiisticas de los estudiantes a
conceptos como probabilidad simple, compuesta, condicional, teorema de Bayes e
independencia de eventos son notablemente evidentes. En consecuencia, los participantes
interpretan incorrectamente las respuestas de los estudiantes, debido a que confunden las
asignaciones que éstos realizan a cada uno de los eventos aleatorios simples, compuestos y
condicionales. Con base ello, proponemos el indicador KFLM11.

Con relacion a estos resultados, Huerta (2018) afirma que, desde la lingiiistica, el
concepto de probabilidad condicional es dificil de identificar en situaciones en contexto, debido
a que posee similitudes semanticas para cada uno de los eventos que contiene. Por su parte,
Viézquez y Alsina (2015a) destacan la importancia de reconocer elementos lingiiisticos en el
aprendizaje de la probabilidad, dado que las expresiones verbales “comunes” que utilizan la
mayoria de los estudiantes provienen de significados intuitivos en probabilidad. Nuestros
resultados permiten esclarecer, desde un punto de vista especifico de la probabilidad
condicional, el valor de considerar elementos lingiiisticos en el conocimiento del profesor para
comprender las caracteristicas de aprendizaje, especificamente en la interpretacion de las
producciones de estudiantes.

KFLM12: Saber que la naturaleza aleatoria de los eventos en probabilidad podria generar
dificultades en la interpretacion de los enunciados por parte de los estudiantes.

Por otra parte, la mayoria de los casos poseen los conocimientos para identificar la
influencia epistemologica que tienen los eventos aleatorios en el desarrollo del razonamiento
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probabilistico, debido a que mencionan que la naturaleza de los eventos aleatorios genera
dificultades para la interpretacion de enunciados en problemas de probabilidad. A partir de lo
anterior, nosotros proponemos el indicador KFLM12.

Con relacion a estos resultados, Contreras (2011) afirma que los profesores de
matematicas poseen limitaciones en su conocimiento para identificar contenidos y variables
didacticas que dificultan la resolucion de problemas en probabilidad. Asimismo, Huerta (2018)
menciona que el conocimiento de profesores sobre la resolucion de problemas es muy limitado,
debido que éstos no reconocen la influencia que tiene la naturaleza aleatoria de la probabilidad
en la construccion de conocimiento en los estudiantes. Nuestros resultados concuerdan con
estos hallazgos y permiten esclarecer y particularizar, en relacion con el conocimiento del
profesor para la ensefianza de la probabilidad condicional, que la naturaleza aleatoria de los
eventos en probabilidad influye negativamente en la resolucién de problemas.

KFILM13: Conocer que las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos
aleatorios contribuyen a la introduccion de conceptos probabilisticos.

KFILM14: Conocer que las experiencias previas de los estudiantes ante fenomenos
aleatorios pueden propiciar confusiones, falacias y sesgos en su razonamiento
probabilistico.

Finalmente, nuestros resultados dan cuenta de limitaciones del conocimiento de los
profesores para identificar fortalezas y dificultades de los estudiantes en el concepto de
probabilidad condicional. Encontramos que los casos reconocen las fortalezas posibles que trae,
para el aprendizaje de la probabilidad, la consideracion de las experiencias previas de los
estudiantes ante fenomenos aleatorios porque contribuyen a los procesos significacion en el
aula. Sin embargo, nosotros encontramos limitaciones en el conocimiento para reconocer las
posibles dificultades que podrian causar estas experiencias durante el aprendizaje de la
probabilidad condicional. Asi, nosotros proponemos los indicadores KFLM13 y KFLM14.

Con relacion a estos resultados, Diaz, Contreras, Batanero y Roa (2012) mencionan que
los profesores presentan en su razonamiento probabilistico la presencia de falacias, sesgos y
confusiones asociadas a la probabilidad condicional. Por su parte, Vasquez y Alsina (2015b)
mencionan que los profesores poseen limitaciones en su conocimiento para interpretar y
describir las configuraciones cognitivas presentes en las respuestas de estudiantes en problemas
de probabilidad. Los resultados de esta investigacion concuerdan con estos hallazgos; de igual
modo, los resultados permiten avanzar en la distincion, desde un punto de vista especifico, de
las limitaciones de conocimiento del profesor para identificar confusiones, falacias y sesgo
presentes en las respuestas de estudiantes hipotéticos a problemas de probabilidad condicional.

De esta manera, en la Tabla 12 se presentan los indicadores que se hallaron para las
categorias de andlisis del KFLM: Conocimiento de fortalezas y dificultades de los estudiantes
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con un contenido matematico y Conocimiento de formas de interaccion de los estudiantes con
el contenido matematico.

Tabla 12
Indicadores de conocimiento propuestos para el KFLM

Indicadores de Conocimiento del KFLM

KFLMI0. que el
probabilistico de estudiantes, en situaciones que
involucren el concepto de probabilidad condicional,
puede contener sesgos, falacias y confusiones.

Conocer razonamiento

KFLMI1. Conocer que los estudiantes emplean
expresiones lingiiisticas inadecuadas para referirse a
conceptos probabilisticos (probabilidad simple,
compuesta y condicional; teorema de Bayes;
independencia de eventos).

KFLM]I2. Saber que la naturaleza aleatoria de los
eventos en probabilidad podria generar dificultades
en la interpretacion de los enunciados por parte de
los estudiantes.

KFLM13. Conocer que las experiencias previas de
los estudiantes ante fendmenos aleatorios
contribuyen a la introduccién de

probabilisticos.

conceptos

KFLM1I4. Conocer que las experiencias previas de
los estudiantes ante fenémenos aleatorios pueden
propiciar confusiones, falacias y sesgos en su
razonamiento probabilistico.

Tabla 14
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Categoria

de
fortalezas y dificultades
de los estudiantes con un

Conocimiento

contenido matematico

Conocimiento de formas

de interaccion de los

estudiantes con el
contenido matematico
Conocimiento de

fortalezas y dificultades
de los estudiantes con un
contenido matematico

Conocimiento de formas

de interaccion de los

estudiantes con el
contenido matematico
Conocimiento de

fortalezas y dificultades
de los estudiantes con un
contenido matematico
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CAPITULO VI: CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion, las cuales pretenden dar
respuesta a la pregunta de investigacion y objetivos planteados en el Capitulo 1. Cabe destacar
que la forma en que se organizaran las conclusiones va a ser a través de seis apartados, los
cuales son: Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes con el
contenido matematico, Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas, formacion
de profesores, aportes teoricos y de método al MTSK, limitaciones y protecciones de la
investigacion y, por ultimo, la reflexion de la investigacion.

6.1 Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes en
probabilidad condicional

El subdominio de conocimientos que es eje rector de esta investigacion es el Conocimiento de
las Caracteristicas de Aprendizaje de los Estudiantes. Este considera el conocimiento que pone
en juego el profesor para comprender las acciones que realiza el estudiante para resolver un
determinado ejercicio o problema. Al respecto, Sosa (2011) menciona que el profesor utiliza
este conocimiento para desarrollar habilidades especificas en los estudiantes. En especifico,
para esta investigacion, se tomaron como referencia dos categorias de analisis:

e Fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de contenido matematico

e Interaccion de los estudiantes con el contenido matematico

Con base en los resultados, lo afirmable es que el Conocimiento de las Caracteristicas
de Aprendizaje (KFLM) que ponen en juego los participantes para responder el cuestionario y
una entrevista semiestructurada es muy limitado. Esta afirmacion guarda relaciéon con la
hipotesis de investigacion y lo mencionado por Garcia, Azcarate y Moreno (2006), quienes
mencionan que el conocimiento del profesor esté relacionado con la formacioén que tuvo como
estudiante, se basa en lo empirico, los libros de texto y la propia experiencia. Enseguida, las
razones que hacen llegar a esa afirmacion se mencionan explicitamente:

En primera medida, los resultados del estudio de caso permiten inferir que los profesores
de bachillerato poseen dificultades para identificar las falacias y confusiones relacionadas con
el aprendizaje de la probabilidad condicional. Lo importante es mencionar que estos resultados
guardan relacion con los encontrados por Contreras (2011), Batanero, Diaz, Contreras y Roa
(2013) y Diaz, Contreras, Batanero y Roa (2012). En este orden de ideas, para esta
investigacion, dificultades de los profesores en su conocimiento para detectar las siguientes
falacias y confusiones se identificaron:

e Falacia de eje de tiempo (Falk, 1989)
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e Falacia de la conjuncion (Tversky y Kahneman, 1982)

e Confusion de sucesos independientes y mutualmente excluyentes (Kelly y Zwiers,
1986)

e Confusion de la probabilidad conjunta y condicional (Tversky y Kahneman, 1982)

En Vasquez (2018) se destaca el papel que tiene las experiencias previas de situaciones
permeadas por el azar y su importancia en el desarrollo de una alfabetizacion probabilistica en
estudiantes. Asimismo, Vasquez y Alsina (2015a) sefialan que este factor puede contribuir
positivamente en la ensefianza de contenidos en probabilidad. A pesar de lo anterior, y con base
en los resultados de la investigacion, nosotros afirmamos que el conocimiento comun de los
profesores posee dificultades para identificar las posibles potencialidades y limitaciones que
tienen las experiencias ante fendmenos aleatorios para el aprendizaje de los estudiantes.

Con respecto con la naturaleza aleatoria de los eventos en probabilidad, Serrado,
Cardefioso & Azcarate (2005) mencionan que el tratamiento que se le debe brindar a la
naturaleza de los conceptos probabilisticos debe de ser diferencial al de las matematicas. Debido
a que la naturaleza aleatoria incide fuertemente en el aprendizaje y puede propiciar dificultades
en el desarrollo del razonamiento probabilistico (Batanero, 2005). En ese sentido, con base en
los hallazgos de esta investigacion, nosotros inferimos que los profesores poseen limitaciones

para reconocer las dificultades que podria generar la naturaleza aleatoria de los eventos en
probabilidad.

Con relacion a los campos de problemas asociados a la probabilidad, Gomez, Ortiz y
Gea (2014) mencionan la importancia que tiene proponer contextos cotidianos en durante la
ensefianza de la probabilidad. En ese sentido, Batanero (2006) menciona que una de las
fortalezas de la probabilidad condicional es su aplicabilidad en diversos contextos cercanos a
los estudiantes. A pesar de lo anterior y con base en los resultados de la investigacion, nosotros
consideramos que la mayoria de profesores que ensefian este tipo de contenidos poseen
limitaciones para realizar una asociacion entre los contextos cercanos a los estudiantes,
experiencias previas y el concepto probabilidad condicional, lo cual se considera un punto clave
en el aprendizaje de este concepto, por ejemplo, contextos de seguros.

En lo referente a la traduccion del lenguaje natural a registros simbdlicos, utilizada en
la ensefnanza de la probabilidad condicional. Batanero, Contreras y Diaz (2012) mencionan que
¢stos poseen similitudes semdanticas que pueden propiciar en estudiantes errores en la
interpretacion y simbolizacion. En ese sentido, los hallazgos de la investigacion permiten inferir
que la mayoria de los casos no posee la experiencia y conocimientos didacticos para identificar
en las producciones del estudiante cuando éste posee dificultades en el aprendizaje de la
probabilidad condicional.
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6.2 Conocimiento especializado del profesor de matematicas

Aun cuando el objetivo de esta investigacion no es indagar, en términos generales, el
conocimiento especializado del profesor de matemadticas para ensefiar probabilidad.
Concordamos con la visiéon de Carrillo et al. (2018), quien afirma que la delimitacion que
propone el modelo MTSK considera relaciones entre los subdominios, puesto que el
conocimiento del profesor analogicamente esta en forma de amalgama. En esta investigacion
fue pertinente mencionar subdominios del conocimiento del profesor que han sido identificados
en los resultados.

Con respecto al conocimiento matemadtico para la ensefanza de la probabilidad,
Rodriguez-Alveal, Diaz-Levicoy y Vésquez (2018) mencionan que este dominio de
conocimiento es fundamental para el quehacer del profesor y el desarrollo de una alfabetizacion
probabilistica en los estudiantes. Sin embargo, los resultados de esta la investigacion han
mostrado diversas limitaciones en el conocimiento de los casos estudiados. A continuacion,
aquellos resultados que nos hacen llegar a tal afirmacion de manera puntual.

En primer lugar, a partir de los resultados de la investigacion se infiere que los
profesores en activo poseen limitados conocimientos matematicos para la definicion de
conceptos como independencia de eventos y probabilidad simple, compuesta y condicional.
Estos mismos resultados han sido reportados por Contreras, Diaz, Batanero y Cafiadas (2013),
con la diferencia que 196 profesores en formacion en Espafia fueron involucrados.

Penalba, Posadas y Roig (2010) destacan la importancia que tienen los contextos para
la ensefianza y aprendizaje de la probabilidad condicional y el teorema de Bayes. Paralelo a lo
anterior, los resultados de la investigacion muestran que los profesores en activo inicamente
identifican la probabilidad condicional en el contexto de los juegos de azar. Nosotros
concluimos que los profesores poseen limitados conocimientos para reconocer aspectos
relacionados con la fenomenologia asociados al concepto de probabilidad condicional.

Escudero (2015) menciona que es fundamental que el conocimiento del profesor esté en
la capacidad de reconocer las distintas conexiones que posee un contenido matematico con otros
contenidos ubicados en distintos niveles educativos. Ello permite que el profesor comprenda
los contenidos avanzados desde una perspectiva elemental y a su vez contribuya al desarrollo
de herramientas avanzadas para la ensefanza de conceptos elementales. En ese sentido, con
base en los resultados de la aplicacion de los instrumentos de investigacion, lo afirmable es que
los profesores poseen limitados conocimientos para reconocer las conexiones matematicas que
posee el concepto de probabilidad condicional.

Con respecto al conocimiento didactico, en el apartado anterior se han mencionado de
manera explicita algunas conclusiones con respecto al Conocimiento de las Caracteristicas de
Aprendizaje de los estudiantes con la probabilidad condicional. Sin embargo, los hallazgos de
la investigacion han permitido identificar otros elementos didacticos del conocimiento del
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profesor para la ensefianza de la probabilidad condicional que consideramos importante
mencionar. A continuacion, cada uno de ellos se senala.

Ortiz, Mohamed, Serrano & Albanese (2017) mencionan que los libros de texto de
matematicas poseen limitaciones y genera problematicas para el aprendizaje de la probabilidad
en estudiantes. Analogamente, los resultados de la investigacion dan cuenta que el
conocimiento de los profesores para la ensefianza de la probabilidad condicional toma como
referencia principal los libros de texto. Por esta razon, el conocimiento evidenciado por los
participantes de los recursos asociados a este concepto es muy limitado.

Batanero et al. (2015) mencionan la importancia de que el profesor reconozca los
conocimientos previos en el aprendizaje de la probabilidad. En ese sentido, los hallazgos de la
investigacion evidencian que los participantes reconocen conceptos previos importantes en el
aprendizaje de la probabilidad condicional (Contreras, 2011; Diaz y De la Fuente, 2007; Diaz
et al. 2012). En ese orden de ideas, el conocimiento de los profesores sobre los estdndares
curriculares asociados a la probabilidad condicional es el adecuado, debido a que identifican
conceptos previos y posteriores de los estudiantes.

6.3 Formacion de profesores

Con respecto a la disciplina de la formacion de profesores, la investigacion permite emitir
conclusiones referentes a sus procesos formativos inicial y continuo de los profesores para la
ensenanza de la probabilidad condicional.

En primera medida, los casos estudiados presentaron limitaciones de los participantes
con respecto a los conocimientos matematicos para la ensefianza de la probabilidad condicional.
Especificamente, algunas relacionadas con la fenomenologia, definiciones y conexiones entre
conceptos (probabilidad simple y compuesta) se destacan. Por esta razén, la urgencia
corresponde a la necesidad de mejorar los procesos de formacion inicial y continua, enfatizando
en el fortalecimiento de los conocimientos matematicos por parte de los profesores.

En segunda medida, los casos permiten inferir que el conocimiento didactico que poseen
los profesores esta asociado Unicamente con a los libros de texto. A pesar de ello, nosotros
consideramos que la interpretacion de las respuestas de los estudiantes con respecto a las
fortalezas, dificultades y formas de interaccion que tienen los estudiantes con la probabilidad
condicional, permite el disefio de estrategias didacticas que propician el aprendizaje de este
concepto. Dicho asi, esta investigacion manifiesta la necesidad centrar la mirada en los procesos
de formacion del conocimiento didactico, enfatizando en el conocimiento de las caracteristicas
de aprendizaje de los estudiantes.

En tercera medida, la evaluacion de conocimientos didacticos como punto de partida
para el disefio de cursos de desarrollo profesional se considera. La implementacion de este
instrumento permitié identificar aspectos por mejorar los conocimientos matematicos y
didacticos para la ensenanza de la probabilidad condicional de los participantes. En ese sentido,
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nosotros consideramos que con los resultados obtenidos se pueden estructurar cursos de
capacitacion para los profesores.

6.4 Aportes tedricos y de método al MTSK

Desde una perspectiva tedrica, los resultados de esta investigacion han permitido identificar
que existen multiples relaciones del KFLM con los otros subdominios de conocimiento
propuestos por el MTSK. Enseguida, aquellas relaciones identificadas se mencionan de manera
puntual:

e KoT. Los aspectos fenomenoldgicos del contenido permiten identificar aspectos clave
en la interaccion del estudiante con el contenido.

e KSM. Las conexiones de simplificacion guian al profesor a establecer si las dificultades
de los estudiantes con el contenido matematico estan relacionadas con un concepto
anterior, por ejemplo, la probabilidad simple o compuesta.

e KMT. La adecuada seleccion de tareas, ejercicios y actividades permite que el
estudiante interactie ante el contenido matematico desde multiples contextos cercanos
a su cotidianidad.

e KMLS. El profesor debe de identificar el nivel de desarrollo conceptual y procedimental
de los estudiantes en un determinado nivel educativo y como este debe verse reflejado
en las respuestas de los estudiantes durante su aprendizaje.

e KPM. Con respecto a este subdominio no se encontraron implicita o explicitamente
relaciones.

De igual modo, los resultados de la investigacion han permitido identificar aspectos del
conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de los estudiantes que no se toman en
consideracion en la delimitacion de las categorias de andlisis. En consecuencia, proponemos la
ampliacion o modificacion de las categorias:

Para la categoria de Conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al
aprendizaje de un contenido matematico, consideramos que es importante que reconozca el
papel que juega la naturaleza de los eventos aleatorios o deterministas en el aprendizaje del
concepto matematico y como éste puede generar dificultades o fortalezas en los estudiantes.

Asimismo, para la categoria Conocimiento de las formas de interaccion del estudiante
con el contenido matemdtico, proponemos considerar el factor de las experiencias previas de
los estudiantes ante situaciones en contexto que integran el concepto matematico y como esto
puede incidir positivamente o negativamente en la interaccion de los estudiantes con la
probabilidad condicional.

Desde una perspectiva de método, los resultados de la investigacion han permitido
concluir lo siguiente:
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En los ultimos decenios, las reformas curriculares han propuesto, entre otras cosas, la
inclusion de contenidos de estadistica y probabilidad en el curriculo de matematicas (Batanero,
2015). A raiz de estos cambios, investigadores se han cuestionario sobre los procesos
formativos inicial y continuo de los profesores de matematicas para la ensefianza de estos
contenidos. Como consecuencia de lo anterior, esta investigacion buscd centrarse en
caracterizar el conocimiento que poseen profesores en activo para la ensefianza de la
probabilidad condicional, utilizando como instrumento principal un cuestionario y como
instrumento de analisis las perspectivas Bottom-Up 'y Top-Down.

Luego de implementar los métodos de investigacion considerados en el Capitulo 4,
nosotros consideramos pertinente mencionar algunos aportes, en términos de método, que
permite realizar esta investigacion al modelo MTSK. Segtin Montes, Aguilar, Escudero-Avila,
Moriel-Junior, Contreras y Climent (2017), este modelo considera desde sus bases la utilizacion
de cuestionarios para comprender las creencias y conocimientos de los profesores ligados a
cada concepto matematico. Sin embargo, la indagacion bibliografica que hemos realizado ha
permitido identificar que son pocas las investigaciones que, hasta el momento, han utilizado
este instrumento desde un enfoque cualitativo. Dicho asi, brindamos un ejemplo del disefio y
analisis de un cuestionario para comprender el conocimiento que posee un profesor de
matematicas en la ensefianza de la probabilidad condicional. Por lo tanto, este instrumento
innovador permite reconocer indicadores nuevos del conocimiento del profesor, los cuales
serian dificiles de identificar con otros instrumentos como las videograbaciones de clases,
entrevistas o cuestionarios con preguntas cerradas.

El modelo MTSK considera en sus bases de método a la Teoria Fundamentada como
unos enfoques para el analisis de la informacion mas especializado. Especificamente, MTSK
considera las perspectivas Bottom-Up y Top-Down, debido a su capacidad para analizar desde
un enfoque dual los datos obtenidos. A raiz de esto, diversas investigaciones asociadas al grupo
de investigacion SIDM, han tomado como referencia ambas perspectivas para analizar las
videograbaciones de clase y entrevistas semiestructuradas (Contreras, Montes, Climent y
Carrillo, 2017; Rosales-Angeles, Flores-Medrano y Escudero-Avila, 2018). A pesar de lo
anterior, la indagacion bibliografica sugiere que no se han analizado los resultados de un
cuestionario de conocimientos didécticos especializados del profesor por medio de las
perspectivas de analisis Bottom-Up y Top-Down. Por esta razon, nosotros consideramos que
esta investigacion puede mostrar ejemplo de la utilizacion de estas perspectivas metodologicas
para el andlisis de las respuestas a los instrumentos y posterior reconocimiento de nuevos
indicadores de conocimiento especializado.

6.5 Limitaciones y proyecciones de la investigacion

Estudios como el nuestro contribuyen a la vinculacién investigacion-practica y permiten
conceptualizar tedricamente elementos subyacentes a la practica del profesor. Sin embargo,
nosotros consideramos que aun faltan estudios que permitan comprender el conocimiento
especializado del profesor de matematicas para la ensenanza de la probabilidad, en particular
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la condicional, y otros que indaguen el impacto que tienen estos conocimientos en su propia
practica.

En ese sentido, a continuacidon, mencionamos las proyecciones y limitaciones de esta
investigacion:

e Estanueva propuesta de indicadores puede ser el primer paso para desarrollar una nueva
corriente especializada de conocimientos de profesores para la ensenanza de la
probabilidad.

e Los resultados encontrados en la investigacién con respecto al conocimiento de las
fortalezas y dificultades de los estudiantes en la probabilidad condicional pueden verse
replicados en el disefio de planeaciones, situaciones didacticas o propuestas de aula para
la ensefianza de este concepto en el aula de clases.

e Lo posible es realizar una nueva investigacion del conocimiento del profesor utilizando
tres instrumentos de recoleccion de informacion: videograbaciones, cuestionario de
conocimientos didacticos y entrevistas semiestructuradas. La triangulacion de la
informacion de estas tres técnicas y un correcto analisis didactico permitira identificar
un panorama completo del conocimiento especializado del profesor de matematicas.

e Resultaria significativo llevar a cabo una investigacion que tome en consideracion los
conceptos de probabilidad simple, compuesta y condicional; esto permitiria tener un
panorama global del conocimiento matematico y didactico del profesor en la ensefianza
de la probabilidad condicional.

e Con base en los resultados encontrados y los instrumentos de recoleccion de la
informacion disenados, lo posible es llevar a cabo investigaciones que estén enfocadas
el disefio cursos de desarrollo profesional que permitan indagar el estado actual de
conocimiento de los profesores e identificar oportunidades de mejora.

e Otro aspecto sobre el cual se podria profundizar y que no se abordd en la investigacion
son las creencias de los profesores para la ensefianza de la probabilidad. Este es un
nuevo camino que se puede trabajar desde distintos puntos de vista y que aportaria
significativamente al quehacer del profesor para la ensefianza de la probabilidad.

6.7 Reflexion Final

Antes de realizar este trabajo de investigacion, yo tenia la creencia de que los conocimientos
didacticos necesarios para los profesores estaban orientados a los métodos de enseianza,
curriculo y recursos materiales o virtuales. También, yo creia que conocer los errores mas
frecuentes de los estudiantes conlleva a planificar correctamente clases de matematicas y lograr
el aprendizaje en los estudiantes del tema de la clase. Dicho asi, la experiencias y conocimientos
que habia adquirido eran mds que suficientes para desempefiar mi labor como profesor.

Después de realizar esta investigacion, muchas son las ensefianzas y conocimientos que
me han quedado. Con respecto al subdominio KFLM, ya cambié¢ mi perspectiva del
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conocimiento didactico, puesto que el conocimiento de los profesores sobre la manera en que
los estudiantes resuelven una determinada tarea o actividad en matematicas, no era algo que
considerara con la debida importancia. Ya me di cuenta de la importancia de reconocer, para el
conocimiento del profesor, las fortalezas y dificultades de los estudiantes durante el proceso de
ensenanza de la probabilidad condicional y la forma en que estos interactiian con los contenidos
probabilisticos.

Una de las ensefanzas que quisiera resaltar fue que me di cuenta de la gran incidencia
que tiene la naturaleza aleatoria de los eventos en probabilidad en la ensefianza y aprendizaje
de estos contenidos. Yo considero de suma importancia hacer un especial tratamiento a esta
caracteristica epistemologica en los conocimientos de los profesores porque es causante de
numerosos errores, sesgos, dificultades, falacias y confusiones en los estudiantes. Por esta
razon, la ensefianza de estos contenidos de probabilidad debe recibir un tratamiento diferencial
al de las matematicas, dado que los estudiantes no estan acostumbrados a trabajar con eventos
aleatorios.

Otra de las ensenanzas que deja esta investigacion es la fuerte incidencia que tienen las
experiencias previas en la ensefianza de la probabilidad condicional. Esto cambi6 mi percepcion
sobre la ensefianza de los contenidos, porque de una u otra manera, los estudiantes ya cuentan
con este tipo de experiencias y es nuestro deber desarrollar y corregir estos razonamientos
probabilisticos que han surgido de manera empirica e independiente al aula de clases. Desde mi
experiencia investigativa considero que este es uno de los aspectos que se ha dejado un poco de
lado en la formacion de los profesores y debe de retomarse en la formacion inicial y continua.

Hoy, estando a punto de terminar esta maestria profesionalizante, me doy cuenta que no
es posible que un docente sea capaz de tomar en cuenta todos los conocimientos para la
ensefianza que engloba el tema de probabilidad. Esto se debe a que el profesor debe apegarse
al curriculo de matematicas de su institucion, por lo cual debe de encargarse de la ensefianza de
otros temas en matematicas, que también son muy importantes. Sin embargo, el darme este tipo
de particularidades en la ensefanza de estos temas, me da un gran bafio de humildad, al
reconocer que son muchisimas cosas que debo mejorar para ser un buen profesional.

Para finalizar, el conocimiento del profesor para las caracteristicas de aprendizaje de la
probabilidad condicional me permitié reconocer diversos aspectos de la ensefianza de estos
contenidos en el aula de clase. Mi esperanza es haber generado, con esta investigacion, una
pequenia pero significativa contribucion a la ensefianza de este contenido, el cual ha sido un
tema poco trabajado en la disciplina. Especificamente, los indicadores que hemos propuesto,
pueden abrir nuevos caminos para el desarrollo de un nuevo modelo de conocimiento
especializado para la ensefianza de la probabilidad, cursos de desarrollo profesional de
profesores en probabilidad y métodos, secuencias y recursos para la ensefianza de la
probabilidad condicional.
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ANEXO 1: CUESTIONARIO

Universidad Autonoma de Zacatecas

Unidad Académica de Matematicas nidad Académica de
Maestria en Matematica Educativa Matematicas
Cuestionario de Conocimientos Didacticos de
Probabilidad

Situacion 1: La seleccion mexicana

Parte 1:

Problema: Supon que la Seleccion Mexicana de futbol alcanza la final de la Copa de Oro en
2019. Para ganar la copa, hay que ganar cinco partidos. ;Cual de los siguientes sucesos
consideras mas probable?

o Meéxico pierde el primer partido.

o Meéxico gana la Copa de Oro, pero pierde el primer partido.

Respuesta:
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Parte 2:

De acuerdo con las respuestas al Problema 1, realizadas por los estudiantes hipotéticos que se
muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por cada estudiante, enfatizando
en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la forma en
que lo hizo.

E1. Es mas probable que la Seleccion de México pierda el primer partido, dado que es un
suceso que puede ocurrir con mayor probabilidad.

E2. Es mas probable que México gane la Copa de Oro, ain perdiendo el primer partido,
dado que México es el maximo ganador historico de la Copa de Oro. Por ello, es mas
probable que vuelva a ser campedn.

E3. Ambos sucesos son igual de probables.

S1EL:

S1E2:

S1E3:
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Situacion 2: Una prueba diagndstica y un paciente

Parte 1

Problema: Una prueba de diagnostico de cancer fue administrado a todos los residentes de una
gran ciudad. Un resultado positivo en el test es indicativo de cancer y un resultado negativo es
indicativo de ausencia de cancer. ;{En cudl de las siguientes predicciones tienes mas confianza?

o Una persona que tiene cancer ha dado positivo en la prueba de diagnostico.

o Una persona que ha dado positivo en la prueba de diagnostico realmente tiene cancer.

Resultado:
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Parte 2:

De acuerdo con las respuestas al Problema 2, realizadas por los estudiantes hipotéticos que se
muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por cada estudiante, enfatizando
en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la forma en
que lo hizo.

E1. Es mas probable la primera prediccion, puesto que al realizar los estudios es mas
probable encontrar resultados positivos en una persona con cancer.

E2. Es mas probable la segunda prediccion, puesto es mas probable diagnosticar el cancer
en una persona que haya dado positivo en la prueba.

E3. Tengo la misma confianza en ambas predicciones.

S2ElL:

S2E2:

S2E3:
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Situacion 3: Y ahora ;qué pasara?
Parte 1:

Problema: Se extrae una carta al azar de una baraja de 52 cartas, en las cuales hay 4 tipos
(diamantes, corazones, picas y tréboles), cada tipo tiene 13 cartas (nimeros del 1 al 10, principe,
reina y rey). Sea A el suceso “se extrae una carta de corazones” y B el suceso “se extrae un
rey”. ;Los sucesos A y B son independientes?

Respuesta:
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Parte 2:

De acuerdo con las respuestas al Problema 3, realizadas por los estudiantes hipotéticos que se
muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por cada estudiante, enfatizando
en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la forma en
que lo hizo.

E1. No son independientes porque en la baraja hay un rey de corazones, es decir, tiene ambas
caracteristicas y eso relaciona los sucesos, por ello son dependientes.

E2. Solo seran independientes si después de sacar la carta de la baraja y ver si es rey, se
devuelve a la baraja y posteriormente se procede a sacar una segunda carta, para ver si
es de corazones.

E3. Si son independientes. Esto se debe a que la probabilidad de obtener un rey dado que se

, . 1 . 1 “
ha extraido una carta de corazon es 3 Yes igual a la probabilidad de obtener un rey “a

52
obtener un rey.

4 1 o
secas” es — = o Por ello, ser una carta de corazones "no afecta” la probabilidad de

S3E1:

S3E2:

S3E3:
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Situacion 4: ;Alerta! Se estrello un taxi
Parte 1:

Problema: Un taxi se ve implicado en un accidente nocturno. Hay dos compafiias de taxis en
Zacatecas, el Rojo y el Azul. El 85% de los taxis de la ciudad son Rojos y el 15% Azules. Un
testigo identificé al taxi como Azul. El tribunal comprobd la fiabilidad del testigo en las mismas
circunstancias de la noche del accidente y concluy6 que el testigo identificaba correctamente
cada uno de los colores en el 80% de las ocasiones y fallaba en el 20%. ;Cudl es la probabilidad
de que el taxi implicado en el accidente fuera en efecto Azul?

Respuesta:
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Parte 2:

De acuerdo con las respuestas a la Situacion 4, realizadas por los estudiantes hipotéticos que se
muestran a continuacion, describa el razonamiento empleado por cada estudiante, enfatizando
en las posibles estrategias, percepciones y causas que lo llevaron a responder de la forma en
que lo hizo.

E1. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 80%, puesto que, si se da por
hecho que el testigo lo vio, esa es la probabilidad con que identifica correctamente los
colores del auto.

E2. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 15%, dado que ese es el
porcentaje de taxis de ese color en la ciudad.

E3. La probabilidad que el taxi implicado sea azul es del 12%, por el principio de la
multiplicacion, se hace el producto de la probabilidad que sea azul con la probabilidad
que el testigo haya visto correctamente el color del auto.

15% * 80% = 12%

E4. La probabilidad de que el taxi implicado sea azul es del 41%, porque aplicando el
teorema de Bayes, dividimos la probabilidad de que el carro sea azul y el testigo lo vio

S4E1:

S4E2:

S4E3:

S4E4:
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