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Resumen

Dada una gréfica G de orden n > 3, se define a F5(G) como la grafica cuyo
conjunto de vértices consiste de todos los 2—subconjuntos de V(G), y dos
vértices X, Y de F3(G) seran adyacentes si y solo si la diferencia simétrica de
X y Y consta de dos vértices que son adyacentes en G. Hasta donde sabemos,
la grafica F5(G) fue introducida por Johns en 1988 [43]. Posteriormente, en
1991 Alavi et al. [2], la definieron con el nombre de grdfica de doble vértice.

En 2002, T. Rudolph [62] redefini6 la misma gréfica bajo el nombre de el
cuadrado simétrico de GG. Similarmente, si en lugar de los 2-subconjuntos de
V(G), se consideran los k-subconjuntos de V(G), donde k € {2,...,n — 1},
entonces obtenemos la gréafica Fi,(G) que se llama la k-potencia simétrica de
G [9]. En [27] Fabila-Monroy et. al., a Fy(G) la llamaron grdfica de k— fichas
de G. Como se puede verificar en [3, 4, 6, 8, 9, 17, 18, 27, 39, 48, 52, 37,
53, 62, 66, 67] y las referencias contenidas en esos articulos, el interés en las
graficas Fy(G) ha generado una gran cantidad de investigaciones en muchas
ramas de las matemdticas discretas. Una de las lineas de investigacién con
mayor actividad consiste en estimar o determinar el valor exacto de diversos
pardmetros combinatorios de F(G).

En este trabajo se presentan algunos resultados originales sobre la esti-
macién de dos de estos parametros: el nimero de dominacién y el nimero
de empaquetamiento de Fy(P,) y F3(P,), en donde P, denota a la grafica
camino de orden n. El resultado principal de esta tesis consiste en la deter-
minacién del valor exacto del nimero de empaquetamiento de Fy(P,). Este
resultado tiene como consecuencia la confirmaciéon de una conjetura de Rob
Pratt sobre el tamano méaximo que puede tener un coédigo binario de longitud
n y peso constante 2 que es 1-corrector para una transposicion adyacente, y
ha sido publicado en [30]. En particular, esta conjetura proponia la funcién
generatriz ordinaria correspondiente a la secuencia A085680 en la OEIS (The
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) [59].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos de los conceptos basicos que se usan
en este trabajo, y al final damos una breve descripcién sobre el contenido del
resto de los capitulos.

1.1. Notacién y terminologia

Iniciamos estableciendo la notacion y la terminologia béasica que usaremos.
Sea X un conjunto finito no vacio de cardinalidad n. Si S es un subconjunto
de X con cardinalidad k& € {1,...,n — 1}, entonces diremos que S es un
k-conjunto de X. Denotaremos por | X| a la cardinalidad de X.

Una grdfica G es un par ordenado (V(G), E(G)) de conjuntos disjuntos
tales que V(G) # 0, y los elementos de E(G) son 2-conjuntos de V(G). Los
elementos de V(G) son los vértices de G, y los elementos de E(G) son las
aristas de G. Si u y v son vértices distintos de G, y {u,v} es una arista de
G, entonces abreviaremos este hecho con uv € E(G).

Una gréafica G es finita si V(G) es finito. El nimero |V (G)| es el orden
de G, y el nimero |E(G)| es el tamano de G. De aqui en adelante, todas
las graficas que se mencionen seran finitas y, a menos que se establezca otra

cosa, G = (V(G), E(G)) denotara a una gréfica de orden n > 3.

Sean u y v vértices de G. Diremos que u y v son adyacentes si uv € E(G).
Si u y v son adyacentes, entonces u y v son los extremos de la arista uv, y la
arista uv es incidente con u y con v. Si u1v; y ugvy son dos aristas distintas
de G, entonces diremos que son adyacentes si y solo si tienen exactamente
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un extremo en comun.

Sea v un vértice de G. La vecindad de v es el conjunto de vértices de G
que son adyacentes a v. Este conjunto serd denotado por Ng(v). Decimos
que u es vecino de v si u € Ng(v). Se generaliza el concepto de vecindad para
subconjuntos de V(G) de la siguiente manera. Dado W C V(&) no vacio,
definimos la vecindad de W en G como el conjunto

{v e V(G)| wv € E(G), para algin v € W}

y lo denotamos por Ng(W).

El grado dg(v) de un vértice v en G es el numero de aristas incidentes
en él. El grado minimo de G se define como min{dg(v) : v € V(G)}, y
se denota por 6(G). Similarmente, el grado mdzimo de G se define como
mix{dg(v) : v € V(G)}, y se denota por A(G).

Cuando soélo existe una grafica bajo consideracion, la referencia a G en
las dos tltimas definiciones se omitira.

Dos gréaficas H y G son isomorfas si existe una funcién f: V(G) — V(H)
tal que es biyectiva y wv € E(G) si y solo si f(u)f(v) € E(H). Usaremos
G = H para decir que H y G son isomorfas. De ahora en adelante no hare-
mos distincién entre graficas isomorfas.

Una grafica H serd una subgrdficade GsiV(H) CV(G)y E(H) C E(G).
Si H es una subgrafica de (G, entonces escribiremos H C (. Alternativamen-
te, diremos que G es una supergrdfica de H, siempre y cuando H C G. Si
H C Gy V(H) = V(G), entonces H es una subgrdfica abarcadora de G.
Similarmente, si H C Gy H # G, entonces H es una subgrdfica propia de
G, y escribiremos H C G.

Sea G una gréfica y sea U un subconjunto no vacio de V(G). La subgréfica
de G inducida por U es la subgrafica H de G tal que V(H) = U y uwv € E(H)
si uv € E(G). La subgréfica de G inducida por U se denota por G[U].

Sea (G una grafica de orden n. Una trayectoria de G es una sucesion
(v1,...,0m) de m vértices de G, tal que (i) 1 < m < n, (ii) v;vi;1 € E(G)
paracadai € {1,...,m—1},y (iil) v; # v; siempre que ¢ # j. Un vyv,,-camino
en (G es una trayectoria (vy, ..., v,,) tal que todos los vértices vy, ..., v, son
distintos. Una grdfica camino de n vértices es una grafica P cuyo conjunto
de vértices es {vy,...,v,} v E(P) = {v1va, 0903, ..., v, 10, }. La longitud de
P es el nimero de aristas que tiene P y la denotaremos por ¢(P). En algunas
ocasiones a una grafica camino la llamaremos simplemente camino si no da
lugar a confusion.
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No es dificil ver que dos caminos con igual longitud son isomorfos. En
vista de esto, usaremos P,, para denotar a cualquier camino de orden m (y
longitud m — 1).

Una gréfica G' es coneza si para cada par de vértices distintos u y v de
(G, existe un uv-camino. En el otro caso, diremos que G es disconezxa.

Sea GG una grafica conexa y sean u y v vértices distintos de G. La distancia
entre u y v en G se define como sigue.

dg(u,v) ;= min{l(P)|P es un uv-camino en G}.

Igual que antes, cuando exista una sola grafica bajo consideracion, la
referencia a G en dg(u,v) se omitira.

Un ciclo C' de orden m en una grafica G' es una trayectoria (vy, ..., v;)
tal que todos los vértices vy, ...,v,,_1 son distintos y v; = v,,. Si C' es un
ciclo en G tal que V(C) = V(G), entonces C' es un ciclo Hamiltoniano.

La grdfica ciclo o simplemente ciclo de orden m es la grafica cuyo conjunto
de vértices es {vy,...,vn} v E = {v1v2, 0203, . . ., Uy 1Um, V01 }. No es dificil
ver que dos ciclos con igual orden son isomorfos. En vista de esto, usaremos
C,, para denotar a cualquier ciclo de orden m.

El producto cartesiano de dos graficas G; y Go, denotado por G100G, es
una grafica tal que V(G10G2) = {(g,h) : g € G1,h € Gy} y dos vértices
(g1,h1) v (g2, he) son adyacentes en G1L0G5 siy solo si g1 = g2 y {h1,ho} €
E(Gs),0 hy = hy y {g1,92} € E(G;). Ver ejemplo en figura 1.1.

P PP,

o—O—"~0——7>0
Py

Figura 1.1: Gréficas P3 y Py y su grafica producto P3(1Py.

Un conjunto de empaquetamiento (o packing) de una grafica G es un
subconjunto de vértices S de V(G) tal que para cada par u,v € S se tiene
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que dg(u,v) > 3. La definicién anterior es de acuerdo a [32] (pédgina 1093,
definicién D28). El nimero de empaquetamiento p(G) de G se define como

p(G) = max{|A| : A es conjunto de empaque de G}

Un conjunto dominante de una grafica GG es un subconjunto S de vértices
de V(G) tal que cada vértice v en V(G) \ S es vecino de algin vértice de S.
El niamero de dominacion «(G) de G se define como

7(G) = min{|B| : B es conjunto dominante de G}

Un conjunto S de V(G) es llamado conjunto independiente de G si para
cualesquiera {u, v} C S, uy v no son adyacentes. Un conjunto independiente
S es mdzximo, si para todo conjunto independiente S’ de G se cumple que
151 < 1S

Sea A el grado maximo de una grafica G de orden n, un conjunto de
S C V(@) es un conjunto k-independiente si la subgréfica inducida por S
tiene grado maximo menor o igual a £ — 1.

Un conjunto de aristas E de G es independiente si cualesquiera dos ele-
mentos de E no son adyacentes.

Si G es una gréfica con 7(G) = k y V(G) admite una particién en k sub-
conjuntos Vi, ..., Vi tales que cada subgréfica inducida G[V;] es una subgrafi-
ca completa de GG, entonces se dice que G es descomponible.

Si G es una grafica, entonces G? denotard a la supergrafica de G que
resulta de agregar una arista a (G entre cada par de vértices que estan a
distancia 2.

1.2. Numeros de dominacion y empaqueta-
miento

Tanto el nimero de dominacién como el niimero de empaquetamiento de
una grafica son parametros bien conocidos en la teoria de graficas. Nuestro
proposito en esta seccién es presentar un breve recuento de algunos de los
aspectos que més se han estudiado sobre estos dos parametros.

1.2.1. Dominacién en graficas

La nocién de conjunto dominante de una grafica se remonta a por lo me-
nos el siglo XVII, cuando en la India se planteaban diversos problemas en el
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juego de ajedrez relacionados con determinar del niimero minimo de piezas
del mismo tipo (reinas, alfiles, torres, etc.), que eran necesarias para prote-
ger al resto de los cuadros del tablero. Un ejemplo concreto de este tipo de
cuestionamientos es la siguiente: jcual es el minimo nimero de reinas que se
deben colocar en un tablero de ajedrez de n x n casillas, de tal manera que
cada cuadrado no ocupado por ninguna reina esté dominado (es decir, pueda
ser atacado) por al menos una de las reinas? Tiempo después, a principios
del siglo XX, algunos problemas de este tipo fueron publicados, adquiriendo
con el tiempo cierta fama [1, 47]. Este es el caso, por ejemplo, del bien co-
nocido problema de las Ocho Reinas [1] y sus generalizaciones. A pesar de
estas referencias historicas sobre la nocién de dominacién en graficas, no fue
sino hasta 1962, cuando Berge [14] y Ore [51] introdujeron formalmente, de
manera independiente, el concepto de nimero de dominacién de una gréfica.
Durante los subsecuentes diez anos se publicaron muy pocos trabajos sobre
el tema, pero en 1975 y 1977, Cockayne y Hedetniemi presentaron una re-
copilacién sobre los pocos resultados conocidos hasta esas fechas [21, 22]. El
trabajo de Cockayne y Hedetniemi desencadend un notable interés sobre el
tema, el cual tuvo como consecuencia que durante los siguientes trece anos
se publicaran mas de 300 articulos sobre dominacién. Como veremos ense-
guida, el estudio del nimero de dominacion de diversas familias de gréaficas y
de algunos aspectos relacionados, sigue vigente. Como ocurre con la mayoria
de los pardmetros de las graficas, el problema de determinar el niimero de
dominacién de una grafica es un problema NP-duro. Esto fue demostrado
por Garey y Johnson en 1979 [50].

Producto cartesiano de graficas y nimero de dominacion

En 1962 Vizing [64] propuso el problema de determinar el nimero de
dominacién del producto cartesiano de dos gréaficas en términos del nimero
de dominacion de sus factores. Cinco anos después, en 1968, él mismo publicd
la siguiente conjetura.

Conjetura 1.1. (Vizing [65]) Para cualesquier dos grdficas G y H,
7(GOH) = y(G)v(H).

Hasta donde se sabe, esta conjetura sigue abierta y ha sido clasificada por
Cockayne [20] como uno de los principales problemas a resolver en domina-
cién. Algunos intentos por demostrarla han derivado en resultados parciales.
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Por ejemplo, en 1979 Barcalkin y German demostraron que la conjetura de
Vizing es verdadera para las graficas descomponibles.

Teorema 1.2. (Barcalkin [13]) Si K es una subgrifica abarcadora de una
grafica descomponible G tal que v(K) = v(G), entonces para cualquier grdfica
H

V(GOH) > v(K)y(H).

Dos familias de graficas que cumplen con el Teorema 1.2 son los arboles
y los ciclos. Por ejemplo, Jacobson y Kinch [42] demostraron que v(GOT') >
v(G)v(T) cuando T es un arbol. El-Zahar y Pareek [25] en 1991 demostraron
que la conjetura de Vizing se cumple cuando Gy H son ciclos. En [25]
también demostraron el siguiente teorema.

Teorema 1.3. (El-Zahar y Pareek [25])
v(GOH) > min{[V(G)], |V (H)|}.
Empleando este teorema, en 1988 Rall publicé el siguiente resultado:

Teorema 1.4. (Rall [23]) Sea H una grdfica arbitraria. Eziste un entero
positivo r tal que si G es cualquier grdfica con v(G) <r y |V(G)| > |V (H)|
entonces v(GOH) > v(G)vy(H).

Numero de dominacién de P,[1P,,

En virtud de que la conjetura de Vizing sobre producto cartesiano de
graficas ha resultado ser un problema dificil, parte de la comunidad com-
binatoria ha optado por intentar variantes de la conjetura mas accecibles.
Uno de estos problemas es la determinacion del nimero de dominacion del
producto cartesiano de graficas relativamente simples. Por ejemplo, P,[1P,,,
la cual es mejor conocida como la grdfica malla de orden n x m. Sin embargo,
el problema de determinar el nimero de dominacion del producto cartesiano
de graficas en general es también un problema NP-completo, incluso cuan-
do se restringe a subgraficas arbitrarias de la grafica producto [12, 44]. Por
otra parte, Hare y Hedetniemi [35] desarrollaron un algoritmo que determina
~v(P,0P,,) en tiempo lineal siempre y cuando m sea fijo.

En 1984 Jacobson y Kinch [41] publicaron los primeros valores exactos
para v(P,00P,,) cuando n = 2,3,4 y cualquier entero positivo m. Después,
Hare [34] desarrollé un algoritmo que es empleado para conjeturar férmulas
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simples para v(P,0F,,), donde 1 < n < 10. En 1992 Chang y Clark [19]
confirmaron de manera formal las formulas de Hare, y adicionalmente, para
enteros 8 < n < m, dieron una construccién de un conjunto dominante, que
genera la siguiente cota superior:

A(POP,) < V”* o ¢ 2>J L

Maés aun, Chang y Clark afirmaron que esta cota superior es precisamente
el numero requerido v(FP,0F,,). Dicho de manera formal, ellos propusieron
la siguiente conjetura.

Conjetura 1.5. (Chang y Clark [19]) Para cualquier par de enteros n y m,
con 16 < n < m, se tiene que,

%Rﬂ30:{m+2§n+mJ_4

Fisher [15] desarrolld un algoritmo que utiliza programacién dindmica
para buscar periodicidad en conjuntos dominantes, y le sirvié para encon-
trar valores exactos de v(P,0P,,) para m fijo y n < 21, confirmando asf la
conjetura de Chang y Clark para n < 21.

En 2004, Guichard [33] publicé la siguiente cota inferior para v(P,0F,,),
la cual difiere de la cota superior anterior sélo por 5.

Teorema 1.6. (Guichard [33]) Para cada 16 <n < m,

wgﬂﬂwz{@ﬁ2§n+mJ_g

Finalmente, en 2011 Daniel Gongalves y otros [31], empleando los métodos
de Fisher, calculos por computadora y técnicas de optimizacion combinatoria,
pudieron demostrar la conjetura de Chang y Clark.

Dominacién, empaquetamiento e independencia en graficas y algu-
nas de sus relaciones

Nuestro objetivo en esta seccion es presentar algunas relaciones que ocu-
rren entre los parametros de dominacién, empaquetamiento e independencia
de las graficas. En particular, nos enfocamos en P,[JP,, debido a que F5(P,)
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es una subgéfica inducida de P,[1P,,, y parte de la informacién que se conoce
de P,[1P,, sobre estos parametros sera utilizada en los subsecuentes capitu-
los. Recordemos que el nimero de empaquetamiento de una grafica G es el
mayor tamano de un conjunto de empaque de S C V(@) y se denota como
p(G). Una relacién bien conocida entre el nimero de dominacion y el nimero
de empaquetamiento es la siguiente.

Observaciéon 1.7. Para cualquier grifica G se tiene que, p(G) < v(QG).

Ademas, se sabe que p(T) = v(T') siempre que T sea un &rbol. Por otro
lado, Jacobson y Kinch en 1986 demostraron que la conjetura de Vizing [41]
se cumple para cualquier grafica cuyo nimero de empaquetamiento es igual
a su numero de dominacién, y ademéas demostraron el siguiente resultado.

Teorema 1.8. (Jacobson y Kinch [41]) Para cualquier par de grificas G y
H, se cumple la siguiente desigualdad

HGOH) > més{p(G)y(H). p(H)¥(G)}.

En 1993 Fisher [16] publicé los valores exactos para p(FP,00P,,) cuando
n,m € Z*. En particular, demostré el siguiente resultado.

Teorema 1.9. (Fisher [16]) Sin y m son enteros mayores que 8, entonces
nm
ek = 2

Como ya veremos en el ultimo capitulo de esta tesis, este resultado de
Fisher jugara un papel importante en la determinacién de p(F5(P,)), nuestro
resultado principal.

Otro parametro clasico en teoria de graficas relacionado con el niimero de
empaquetamiento es el nimero de independencia. En seguida presentaremos
algunos resultados conocidos sobre el niimero de independencia del producto
cartesiano de graficas en términos de los parametros de las gréaficas factores.

Observacion 1.10. Para cualesquiera par de grdficas G y H, se cumple la

siguiente desigualdad
a(GOH) > a(G)a(H).

En 1963 Vizing publico la siguiente cota inferior no trivial para el niimero
de independencia del producto cartesiano de graficas.
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Teorema 1.11. (Vizing [64]). Para cualesquiera par de grdaficas G y H, se
cumple la siguiente desigqualdad

a(GOH) > a(G)a(H) + min{|G| — a(G), |H| — a(H)}.

Klavzar en 2005 propuso un procedimiento para determinar una cota
inferior de a(GOH ), cuando G'y H son bipartitas.

Teorema 1.12. (KlavZar [46]) Sean G y H grdficas bipartitas con bipar-
ticiones Vi, Vo y Wi, Wy, respectivamente. Si o(G) = |Vi| y a(H) = W,
entonces

a(GOH) = |V1||[W1] + [Va||[Wa.

El resultado anterior también se puede encontrar en el libro [38] (teorema
7.2).

Hasta donde sabemos, no existen otras cotas inferiores generales para
a(GOH). Por el otro lado, Hagauer and KlavZar demostraron el siguien-
te resultado, el cual requiere que una de las graficas factores sea bipartita.
Ademas, note que dicho resultado esta expresado en términos del niimero de
2—independencia de la otra grafica factor.

Teorema 1.13. (Hagauer, Klavzar [36]) Sea G cualquier grdfica y sea H
una grdfica bipartita. Entonces

y la igualdad se cumple si H tiene un apareamiento perfecto.

La siguiente observacion es facil de verificar y establece una relacion bas-
tante general entre el nimero de empaquetamiento de G y el ntimero de
independencia de G2. Donde G? es la grafica definida al final de la seccién
1.1.

Observacién 1.14. Si G es una grdfica, entonces p(G) = a(G?).

1.3. Graficas de fichas

En 1988 Johns obtiene su Ph. D. con el trabajo titulado Generalized
distance in graphs [43], aunque su trabajo se centra en estudiar distan-
cias generalizadas en gréaficas, Johns define un cierto tipo de gréfica cuyas
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adyacencias estan en términos de la distancia. Tal grafica se define como
sigue. Sea G una grafica conexa de orden n y sea k un entero tal que
1 <k <n—1 La k—subgrifica Gy de G es la grafica cuyo conjunto de
vértices son todos los k—conjuntos de V(G) y dos k—conjuntos X y Y son
adyacentes en Gy si dg(G[X],G[Y]) = 1. Donde, dg(G[X],G[Y]) = 1 si
y solo si existen vértices adyacentes en G con u € X y v € Y tales que
X —u =Y —v. Se puede demostrar que la grafica Gy, es la misma que Fy(G).
La grafica F(G) ha sido redefinida de diferentes maneras y por varios au-
tores, ademas se han estudiado varios de sus parametros, ver por ejemplo
2, 3,4, 6,8, 17, 9, 52, 18, 37, 62, 53, 39, 66, 67, 27, 48]. Como veremos
méas adelante, en 2012 Fabila et. al. [27] redefinieron esta grafica llamandola
“grafica de fichas” y estudiaron algunos de sus parametros. A continuacion
presentamos una resena historica sobre las graficas de fichas.

Como se mencioné anteriormente, Johns define las graficas de 2-fichas en
1988. En 1991 Alavi et al. [2], redefine a las graficas de 2 fichas y les da el
nombre de gréficas de doble vértice de G. En el survey de Alavi et al. [3] se
pueden encontrar propiedades sobre planaridad y conexidad de estas gréficas,
tales propiedades se obtuvieron en los 90’s. Algunos anos después, en 2002,
T. Rudolph [62] re-introdujo la misma gréfica bajo el nombre de cuadrado
simétrico de G, y la empled para el estudio del problema del isomorfismo en
graficas y en conexién con problemas en mecanica cuantica.

En 2004, Saad S. y Al-Tobali determinaron el nimero vinculante (binding
number) b(G) de la grafica de doble vértice de la grafica completa de n vértices
K,.

Teorema 1.15. (Saad S. y Al-Tobali [61]) Sea un entero n > 5. Entonces

MR =

Posteriormente, en 2007, la nocién de graficas de doble vértice fue ex-
tendida por Audenaert et al. [9] para cualquier £ € {1,...,n — 1}, y la
correspondiente Fy(G) fue llamada la k—potencia simétrica de G. En [9] se
estudiaron principalmente los pardmetros fuertemente requlary el espectro de
tales graficas, también se presentan algunas relaciones de F(G) con mecédnica
cuantica. En ese mismo ano, J. Jacob, W. Goddard y R. Laskar, presentaron
algunos resultados de Fy(G) respecto al nimero cromdtico y planaridad. A
continuacién presentamos algunos de ellos.
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Teorema 1.16. (J. Jacob, W. Goddard, R. Laskar [29]) Para cualquier grdfi-
ca G, se cumple que x(F3(G)) < x(G).

En particular se puede notar que x(F2(Cy)) = x(Cy) =2y x(Fa(Ky)) =
3 < x(Ky).

Teorema 1.17. (J. Jacob, W. Goddard, R. Laskar [29]) Si G es de orden
n > 2 y contiene k triangulos, entonces F5(G) contiene k(n — 2) tridngulos.

Otros resultados también se publicaron en 2007 por A. Kirlangic e I.
Buyukkuscu [11], estos estdn relacionados con drboles binomiales.

Continuando con la linea de investigacion iniciada en [62], anos més tarde,
en 2009, Barghi y Ponomarenko demostraron el siguiente resultado sobre
graficas co-espectrales (graficas cuyas matrices de adyacencia tienen el mismo
conjunto de valores propios) no isomorfas.

Teorema 1.18. (Barghi, Ponomarenko [52]) Para cada entero positivo n
existe una infinidad de parejas de grdaficas no isomorfas G y H tales que
G™ oy H™ son co-espectrales.

Independientemente, empleando diferentes métodos, en 2010 A. Alzaga
et al. [8] también demostraron el teorema 1.18. Un ano después, en 2011 P.
Dundar y Z. Yorgancioglu publicaron algunos otros resultados sobre el nime-
ro cromdtico total de algunas graficas de fichas. Algunos de esos resultados
se muestran a continuacion.

Teorema 1.19. (P. Dundar y Z. Yorgancioglu [24]) El nimero cromdtico
total de la grdfica de doble vértice es,

xr(F2(G)) > A(F(G)) + 1.

Teorema 1.20. (P. Dundar y Z. Yorgancioglu [24]) Para cada grifica G y
H subgrdfica de G se cumple que,

xr(F2(G)) > xr(Fa2(H)).

En 2012 Fabila-Monroy et al. [27] re-introdujeron, por tercera vez, Fj(G).
Sea G una gréafica de orden n > 3 y sea k un entero tal que 1 < k <n — 1.
La grdfica de k—fichas de G, denotada por Fi(G), es la grafica cuyo conjunto
de vértices son todos los k—conjuntos de V(G), donde dos vértices X y Y
son adyacentes en F(G) si su diferencia simétrica consta de exactamente
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dos vértices que son adyacentes en G. En [27] estudian, entre otras, las si-
guientes propiedades de graficas de k—fichas: conectividad, didmetro, niimero
cromatico y caminos Hamiltonianos.

La gréfica de fichas Fy(G), se puede ver como “un modelo de k—fichas
indistinguibles asignadas a los vértices de una grdfica G, las cuales se mueven
de un vértice a otro por de las aristas de la grdfica” [27]. A este tipo de
problema de reconfigurar fichas se le puede relacionar con el problema de
movimiento de guijarros PM (pebble motion). A continuacién definimos dicho
problema. Consideremos un arreglo A de k guijarros distintos numerados,
1,...,k y asignados a k vértices distintos de G jes posible transformar A en
otro arreglo B moviendo los guijarros sobre las aristas de GG de tal manera que
cada vértice contenga a lo mas un guijarro? Este problema ha sido estudiado
por Auletta et al. [10] y por Kornhauser et al. [45] desde el punto de vista
algoritmico.

En este trabajo, usaremos la notacion y el enfoque propuesto por Fabila-
Monroy et al. [27] para las graficas de k—fichas. Siguiendo este enfoque,
enseguida presentaremos una breve discusién sobre algunos resultados que
han sido reportados desde entonces [6, 17, 53, 48].

El siguiente teorema es uno de los resultados principales en [17].

Teorema 1.21. (Carballosa et al. [17]) Sea G una grdfica de orden n > 3
yseak €{2,...,n—1}. Fx(G) es reqular si y solo si uno de los siguientes
casos se cumple.

1. G es isomorfa a la grdfica completa K, sobre n vértices,

2. G es isomorfa a K,,

3. G es isomorfa a la grdfica bipartita completa K ,—1 yk=n — 2,
4. G es isomorfa am yk=n-—2.

El siguiente resultado es una generalizacién de uno presentado por Alavi
et al. [2] acerca de la planaridad de las gréficas de doble vértice.

Teorema 1.22. (Carballosa et al. [17]) Sea G una grdfica conexa de orden
mayor que 10. Fi(G) es plana si y solo sik=20k=n—2y G~ P,.

Recientemente en 2016 J. Leanos y A. L. Trujillo presentaron el siguiente
resultado sobre conexidad, el cual fue conjeturado por R. Fabila et al. [48]
en 2012.
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Teorema 1.23. (Learnios y Trugillo-Negrete [48]) Si G es una grdfica t—coneza
con t >k, entonces Fy(G) es k(t — k + 1)—coneza.

Otros resultados sobre conexidad de Fj(G) también pueden encontrarse
en [17].

Si G = K, se sabe que la grafica de k fichas de GG es isomorfa a la grafica
de Johnson J(n, k) la cual es Hamiltoniana, mas atin es Hamiltoniana conexa
[7]. Por otra parte, se sabe que existen graficas Hamiltonianas cuya grafica
de doble vértice es no Hamiltoniana. Por ejemplo para los ciclos con n = 4
on > 6, la gréfica de fichas Fy(P,) del ciclo C,, es no Hamiltoniana [5]. Sea
k un numero entero mayor que 2, en [27] demostraron que Fy(K,,,,) es no
Hamiltoniana y si G es la gréfica rueda, Mirajkar y Priyanca [49] demostraron
que F5(G) es Hamiltoniana. El siguiente resultado generaliza el resultado de
Mirajkar y Priyanca.

Teorema 1.24. (Rivera y Trujillo-Negrete [53]) Sean n y k enteros positivos
conn>3yl<k<n-—1.5 G esla grifica abanico de orden n, entonces
Fi.(G) es Hamiltoniana.

Algunos otros resultados sobre Hamiltonicidad se pueden encontrar en
3].
Sobre el nimero de independencia de las gréficas de fichas a(Fy(G)) se
conocen pocos resultados. Enseguida presentamos tres de ellos.

Teorema 1.25. (Samodivkin et al. [54]) Si G es una grifica con conjunto
de vértices {vy,...,v,}, entonces

i
L

a(F (@) <Y alGogsr, -, Un)).

1

e
Il

En 2016 de Alba et al. [6] estudiaron el nimero de independencia de algu-
nas graficas de fichas. Los principales resultados al respecto son los siguientes.

Teorema 1.26. (de Alba et al. [6]) Para n y m enteros no negativos.

» a(Fy(Kym)) = max{mn, ("}?) — mn}.

= a(F(Ch)) = [nln/2]/2].
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Teorema 1.27. (de Alba et al. [6]) Sean n y m enteros no negativos.

» 51G = K, la estrella de orden n+ 1, n > 1, entonces

(1) si k< (n+1)/2
a(Fp(Kin)) =
(,",) si k>(n+1)/2.

w Si G € {Pay,,Con, K} yk es impar con 1 <k <n—1, entonces
2n
ey = ()2

1.4. Cobdigos correctores y empaquetamiento

En esta seccién presentaremos la relacién que existe entre cierta clase de
c6digos correctores y el nimero de empaquetamiento de la grafica Fy(P,).
Iniciamos introduciendo un poco de notacién, y recordando algunos conceptos
bésicos de teoria de codigos.

Sea n € Z*. Usaremos {0, 1}" para denotar al conjunto de todos los vec-
tores de longitud n, con entradas en {0, 1}. Similarmente, si k£ € {0,...,n},
usaremos {0, 1} para denotar al subconjunto de vectores de {0, 1}" que tie-
nen exactamente k unos (y n — k ceros).

Sea n € Z* y sea k € {0,...,n}. Un cddigo binario de longitud n y
peso constante k es un subconjunto S C {0,1}7. Los elementos en S son las
palabras codigo.

Sea n > 2 un nimero entero y sea k € {0,...,n}. Siu € {0,1}}, entonces
usaremos B, (u) para denotar al conjunto de todos los vectores en {0, 1}" que
pueden ser obtenidos de u bajo cierto error e. El error e puede ser por ejemplo:
(i) el intercambio de un 0 por un 1y viceversa, (ii) el borrado de un bit, (iii)
la transposicion de dos bits adyacentes, etc. El caso particular de error que
analizaremos en este trabajo es el (iii). Debido a esto, de aqui en adelante
cuando hablemos del error e, asumiremos que e intercambié a un par de bits
adyacentes.

Un cédigo C' C {0, 1}7 serd un cédigo e-corrector, si Be(u) N Be(v) = ()
para u,v € C con u # v.

De la definicion anterior y del hecho de que el error e es una transpocicion
de bits adyacentes, se sigue que C' puede corregir una tnica transposicién
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adyacente. Un problema clasico en teoria de codigos es encontrar el tamano
maximo de un cédigo e-corrector.

Se define I, como la gréafica cuyo conjunto de vértices son todos los
vectores de {0,1}7, y dos vértices en I, son adyacentes si y solo si uno
se puede obtener a partir del otro mediante la transposiciéon de dos bits
adyacentes. En la figura 1.2, se muestra la grafica I'y».

Figura 1.2: Grafica I'y 5. Cada par de vértices adyacentes se obtienen mediante
una transposicion de bits adyacentes.

Note que, de las definiciones de I';, ;, y codigo e-corrector, se sigue que cual-
quier codigo en {0, 1} que puede corregir una tnica transposicion adyacente
corresponde a un conjunto de empaquetamiento para I',, i, y reciprocamente.
En seguida establecemos este hecho formalmente.

Proposicién 1.28. Un subconjunto de vértices S C V(L' i) serd un empa-
quetamiento de I'yy, si y solo si S es un codigo e-corrector de {0,1}} que
puede corregir una transposicion adyacente.

Demostracion. (=) Sea S un conjunto de empaquetamiento de I',, x. Supon-
gamos que S no es un cddigo e-corrector. Entonces B.(u) N B.(v) # () para
algin par u,v € S con u # v. Luego {0, 1}} contiene un z tal que z € B.(u),
x € Be(v), y x ¢ {u,v}. Entonces z estd a distancia 1 de u, y a distancia 1
de v. Esto implica dr,, , (u,v) < 2, una contradiccién.

(<) Supongamos ahora que S es un c6digo e-corrector, y que S no es
conjunto de empaquetamiento en I',, ;. Entonces existen u,v € S con u #
v tales que dp,, (u,v) < 2. Esto implica que B.(u) N B(v) # 0, lo cual
contradice la hipdtesis de que S es un cédigo e-corrector. O
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Proposicién 1.29. Para cada k € {1,...,n}. Las grdaficas 'y, y Fi(P,,) son
isomorfas.

Demostracion. Sea V(P,) = {1,...,n} y supongamos que j y j + 1 son
adyacentes en P, siempre que j € {1,...,n—1}. Considere f: V(Fy(F,)) —
V(I'n ) definida como sigue: para X € V(Fi(P,)), sea f(X) := (ai,...,a,),
donde a; = 1si7 € X y a; = 0, en otro caso. Demostraremos que f es una
biyeccion.

1. Inyectividad. Sean f(X) = (a1,a9,...,a,) y f(Y) = (b1,ba,...,b,)
elementos de {0, 1}}. Supongamos que f(X) = f(Y). Entonces a; = b;
para todo i € {1,...,n}. Dado que a; = 1 siempre que i € X,y a; =0
en otro caso, entonces b; =a; = 1sit €Y,y b =0 en otro caso. Esto
implica X =Y, como se requiere.

2. Sobreyectividad. Sea A € V(I', ). Entonces A = (ay,aq,...,a,) con
a; € {0,1} para cada i = 1,...,n. Mds ain, existe I := {iy,...,ix} C
{1,2,....,n} tal que @; = 1sii € I, ya;, =0sii e {l,....,n}\ I
Por lo tanto, el k-conjunto en V' (F(P,)) definido por X = {iy,...,ix}
satisface f(X) = A, como se requiere.

Ahora demostraremos que f preserva incidencias. Sean X y Y dos k-
conjuntos distintos de V(P,) = {1,...,n}. Supongamos que X y Y son
vértices adyacentes en Fj(P,). Entonces existe 7 € {1,...,n — 1} tal que
XAY = {j,7 + 1}. De esto ultimo y de la definicién de f se sigue que los
vectores f(X) y f(Y) difieren exactamente en la j-ésima y (5 + 1)-ésima
coordenada. Esto implica que f(X) puede obtenerse de f(Y) al intercambiar
los digitos (el 0 por el 1,y el 1 por el 0) de f(Y') que ocupan la j-ésimay (j+
1)-ésima coordenada. Dado que dichos digitos ocupan posiciones contiguas,
entonces f(X) y f(Y) son adyacentes en Iy, ., vy asi f preserva incidencias.

[]

En la figura 1.3 se muestran Fp(P5) y I's 5.
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@3} {2,3) 69—@

(a) (b)

Figura 1.3: A la izquierda tenemos a F»(Ps), y a la derecha estd I's o.

Proposicién 1.30. Determinar el nimero de empaquetamiento de Fi(P,)
es equivalente a determinar el tamano mdximo de un codigo e-corrector de
longitud n y peso constante k en {0,1}7 que puede corregir una unica trans-
posicion adyacente.

Demostracion. Se deduce inmediatamente de las proposiciones 1.28 y 1.29.
O

Como ya se ha mencionado en las secciones previas, en este trabajo solo
estudiaremos la gréafica I',, o. Por brevedad, escribiremos I',, en lugar de I';, 5.

Corolario 1.31. p(I',) = p(F2(P,)).

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 1.29 y 1.30. O

1.5. Organizacion de esta tesis

La contribucién de esta tesis a la teoria de graficas consiste de algunos
resultados sobre la estimacién de los niimeros de dominacién y empaqueta-
miento de las graficas Fy(P,) y F3(P,). Dichos resultados serdn presentados
como se describe a continuacion.
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= En el capitulo 3 se establece una cota superior para v(Fy(P,)) me-
diante la construccién de cierta familia de conjuntos dominantes, y se
presentan los valores exactos para y(Fy(P,)) cuando n < 15. Puesto
que la naturaleza de los conjuntos de dominacion y empaquetamiento
para Fy(P,) es muy similar, algunas de las técnicas, conceptos, e ideas
usadas en el capitulo 3 seran retomadas en el capitulo 5.

» En el capitulo 4 se establece una cota superior para p(F3(P,)). Igual que
en el capitulo 3, tal cota se obtiene de la construccion de cierta familia
de conjuntos de empaquetamiento de F3(P,). Dichas construcciones
surgieron a partir del hecho de que F3(P,) y F»(P,) son isomorfas
para ciertos valores de m y n.

= En el capitulo 5 se encuentra el resultado principal de esta tesis, a
saber, la determinacién del valor exacto de p(F»(F,)). Como ya se ha
mencionado, la determinacién de tal parametro para Fy(P,) derivé en la
confirmacién una conjetura en teoria de cédigos planteada por R. Pratt
[60]. Cabe mencionar que parte de nuestra argumentacién en el capitulo
5 se sustenta en los resultados de R. Pratt [59] para p(Fy(P,)) cuando
n < 27,y en el trabajo de D. C. Fisher [16] sobre p(F2(P,0F,,)).



Capitulo 2

Cota superior para ~(Fy(FP,))

En este capitulo damos una cota superior para el nimero de dominacion
de la gréfica de 2-fichas del camino P,, es decir, una cota superior para
v(Fy(P,)). Las razones que sustentan este resultado son las construcciones
de ciertos conjuntos dominantes para Fy(P,).

Consideremos la sucesion {b(n)}>2 ,, definida como sigue:

L (n® +5n — 20

) sin=0 (mod5),
1—10(n2+5n—26§

sin=1 (mod 5)on=4(modb5),
sin =2 (mod 5) on =3 (mod 5).

El resultado principal que se demostraré en este capitulo es el siguiente:

b(n) :
& (n? 4 5n — 24

Teorema 2.1. Para cada numero entero n > 7 se cumple que
WF(P) < bin).

En el cuadro 2.1 se exhiben los valores exactos para v(F»(P,)) cuando
n < 15. Dichos resultados fueron obtenidos por medio de la computadora

n 213456789 |10|11 1213|1415
Yy(Fe(P,)) | 1 | 1]2]3|5|6]8|10]12| 15|18 |21 |23 |27
b(n) -110]13]4[6|8]10 (13|15 |18 |21 |24 |28

Cuadro 2.1: Primeros 14 valores de v(F2(P,)) v b(n)

Denotaremos por H a la grdfica de malla infinita que tiene como conjunto

de vértices a Z? = Z x Z y dos vértices (i,7'), (4, ') son adyacentes en H si
ysolosi|i —j|+ i —j|=1

19
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En este capitulo, H(n) sera la subgrafica de H inducida por el conjun-
to de vértices, {(i,7):0<4i,7 <nyi—j<1}. Similarmente I(n) seréd la
subgrafica de H(n) inducida por el conjunto de vértices

Wn)={(i,j):1<i,j<n—1lei—j<0}.

En la figura 2.1 se muestran las graficas H(7) e (7). Consideremos el
conjunto de vértices V(Fy(Poy1)) == {{3,j} : 1 <i < j < n+ 1}. Mediante
la funcion,

g: W(n) = V(E(Pata)),

definida como ¢((,7)) = {4,j + 1}, es facil ver que I(n) ~ Fy(P,41).
Consideremos la funcién f : Z? — Zs definida por f(z,y) = (x + 2y),
donde Zs = {0,1,2,3,4} es el conjunto de clases residuales médulo 5. Tal
funcién nos sera de utilidad para construir conjuntos de vértices dominantes
de la grafica Fy(P,). Por ejemplo, en la figura 2.1, se muestra el conjunto

V(H(7)) N f7H(2).

(0,7)0m= Q= r - @2 =0 0r =0 O (1,7)

; "0(776)

(0,0) - =<

Figura 2.1: I(7) es la grafica inducida por las aristas continuas. H(7) es la gréfica
inducida por las aristas continuas y punteadas. El conjunto de vértices negros es
V(H(T) N f7H(2).

Parat € Z* e (i,]) € Z?, sea f;: Z* — Zs como sigue: f;(i,j) = f(i—t, 7).
Llamaremos a f; la t-translacion de f. Recordemos que una 5-coloracion
propia por vértices de H es una funcién c: V(H) — Zs tal que si u y v
son vértices adyacentes en H, entonces ¢(v) # c¢(u). Nos refereriremos a los
elementos de Zs como los colores de f y para ¢ € Zs, nos referiremos a



CAPITULO 2. COTA SUPERIOR PARA ~(Fy(Py)) 21

f71(¢) como la ¢ clase cromética de H bajo f. En la siguiente proposicién
estableceremos algunos hechos que involucran a la grafica de malla H, a
f v a f;. La prueba de cada punto es directa de las definiciones o de las
observaciones anteriores.

Proposiciéon 2.2. Sean l € Zs, i,i',j,j € Z, y sean H y f como arriba.
(i) [ es una 5-coloracion propia por vértices de H .
(11) f~1(¢) es un conjunto dominante de H.
(11i) f(i,7) = f(i,j") siy solo sij—j" esun miltiplo de 5.
() f(i,j) = f(i',75) si y solo sii—1i es un mailtiplo de 5.
(v) fli+1,1)= f(j+1,7) siy solo sii—j esun miltiplo de 5.
(vi) Sit € Z*, entonces f=H(f(i,5)) = fi H(f(i —t,5)).

Para i,j,k,r € {0,...,n}, con i < jy k < r, la subgrafica sz]r(n)
H(n) es la inducida por el conjunto de vértices:

N

{(zy)ri<z<jk<y<r}

Por brevedad, si ¢ es un entero tal que n — ¢ > 0, escribiremos Hﬁ i(n)y
Hf(n) en lugar de HZJ_EH’”(n) y Hf{“l’"(n), respectivamente. Ademads, si
i =1y j=nusaremos H'(n) y H*"(n) en lugar de HY, (n) y Hf;(n), res-
pectivamente. En la figura 2.2, se muestra H(16) y algunas de tales graficas.

Observacidén 2.3. Sea l € Zs. Siv es un vértice de I(n)\(f~(¢)NV (H(n))),
entonces H(n) tiene una arista entre v y algin vértice de f~*(€) NV (H(n)).

Demostracion. Se sigue inmediatamente de las definiciones de I(n), H(n) y

F7HO). H

Recordemos que f es una coloracién propia por vértices para H. La si-
guiente proposicion afirma que si ¢ > 4, entonces cada una de las cinco clases
crométicas definidas por f sobre H~%!(n) tienen la misma cardinalidad.

Proposicién 2.4. Seai € {4,...,n}. Si m € Zs, entonces |V (H"*(n)) N
f7Hm)| =i
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H3(16) H3,,(16)

5 | 5
H>(16)— I - H13,16<16)

Figura 2.2: Gréfica H(16). La subgréfica de H(16) inducida por el con-
junto de vértices grices es H?(16), también se muestran las subgraficas
H§’(16),H85’12(16),H$’12(16) y H§,16(16)-

Demostracion. Para dar una idea de la demostracion, lo que haremos es de-
terminar para cada entero m € Z" e i > 4 la cardinalidad del conjunto
V(H=*(n)) N f~Y(m) empleando la funcién traslacién f; definida anterior-
mente, demostraremos que tal cardinalidad es invariante independientemente
del valor ¢, es decir que no depende de la traslacién que hagamos.

Primero demostraremos que

VH™ Y () N O] = [VHT Y () N fH ()]

para cualquier ¢, ¢ € [0,4]. De la proposicién 2.2 (iii) sabemos que los
colores ¢ := f(0,7),¢1 := f(1,7),...,c4 := f(4,7) son distintos. Entonces, es
suficiente demostrar que |V (H™*'(n))N f~(c,)| = [V(H"*(n)) N f~ (cras)|
para cualquier ¢ € [0, 3]. Podemos suponer que ¢ € [0,3]. Sin perdida de
generalidad, supondremos que ¢; es de color azul y que ¢; 11 es de color rojo.
Sea b el niimero de vértices de |H'~*(n)| los cuales estan coloreados por f.
Formalmente, b := |H=%!(n)N f~*(c;)|. Note que el nimero b; de vértices de
H=%(n) que son coloreados por f; son b+ p — q donde p denota el nimero
de vértices en {(—1,i—4),(—1,1—3),(=1,i—2),(=1,i—1),(—1,7)} que son
coloreados de azul por f, y ¢ denota el nimero de vértices en {(i — 3,7 —
4),(i—2,1—3),(t— 1,1 —2),(i,i — 1), (i + 1,7)} que son coloreados de azul
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por f. De la proposicién 2.2 (iv) y (vi) sabemos, respectivamente, que p = 1
y ¢ = 1. Por lo tanto b = b;. Pero por la proposicién 2.2 (vi) sabemos que el
conjunto de vértices de H:=%(n) coloreados de rojo por f es igual al conjunto
de vértices de H:*%(n) que son coloreados por f;. Esto y b = b; implican
que [V(H=(n)) 1 £~ (e0)] = [V(H™(n) 01 f (en)].

Como H™*!(n) tiene (i+2)+(i+1)+i+(i—1)+(i—2) = 5i vértices, y como
\V(H=%(n))N f710)] = |V(H%(n)) N f~1(¢')| para cualquier £, ¢ € [0,4],
entonces |V (H*!(n)) N f~1(¢)| = i para cualquier £ € [0, 4]. O

2.1. Demostracion del teorema 2.1

A continuacién el teorema 2.1.

Teorema 2.5. Para cada numero entero n > 7 se cumple que

V(F2(F)) < b(n).

Dependiendo del valor de t := n (méd 5), exhibiremos un conjunto do-
minante B,,; de I(n) tal que |B, | = b(n).

Para cada entero n con 7 < n < 9 se obtuvo por computadora que
v(F2(P,)) = b(n). Entonces supondremos que n > 10, sea C), 4 := (V(I(n))N
f71(4)) U X1 U X2 U X3 U X4, donde

Xy ={(1,i): 0<i<ny(0,i)€ Hn)n f (4},
Xo:={(i,n—1):0<i<ny (i,n) € Hn)Nf (4},
Xy = {(i—1,d):2<i<ny (i,i—1)€ Hn)nf 4},
Xy={(n—1,n—1): (n,n—1) € H(n) N f(4)}.

Observe que estos cuatro conjuntos son disjuntos a pares. De la definicién
de C,, 4, la proposicién 2.2 (ii) y la observacién 2.4 se sigue que C,, 4 es un
conjunto dominante para I(n). Ademds, note que |H(n) N f~1(4)| = |Cpa| +
| Z4], donde Z,4 = H(n) N f~1(4) N {(0,0),(0,n), (n,n),(1,0),(2,1)}. Ya
que ni (0,0) ni (1,0) pertenecen a H(n) N f~'(4), entonces Z, 4 = H(n) N
F44) n{(0,n),(2,1),(n,n)}. Por brevedad sea Z := Z,, 4.

Ahora, dependiendo del valor de ¢ := n (md6d 5) eliminaremos ciertos
vértices de (), 4 y agregaremos otros para obtener un conjunto dominante de
tamarno menor que C,, 4, a saber B, ;.
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» Para n =0 (mod 5), definimos
Bup = (Coa\{(1,n=3),(1,n—1),(4,n-1)}) | J{(1.n=2),(3.n—1)}.
» Paran =1 (mod 5), definimos
Bug = (Coa \{(1,n—4),(1,n=2)H) | {(1,n-3
» Para n =2 (mod 5), definimos
Bua = Coa| J{(n—1,n—1)}.
» Para n =3 (mod 5), definimos
Bus = (Cou\{(1n—=1),3,n =} | J{(L.n
» Paran =4 (mod 5), definimos

Bua = (Coa\{(1,n=2),(n=3,n-1),(n—Ln-1} | {(n—2,n-1)}

No es dificil ver, que B,,; es un conjunto dominante de I(n) siempre que
=n (mdd 5). De las definiciones de B, ; y la proposicién 2.4, se sigue que:

» Sin =0 (mod 5), entonces Z = {(2,1)} y

Baol = [Coal = 1= [H(n)N [ (4)] = |Z] = 1= [H(n) N [~ (4)] -2
(n—1)/5
— 24 Z ‘H(5i+1)74,5i+1(n) N f71(4)’

=1
(n—1)/5 .
= -2 5 5n — 20
+ ; i+1 O(n + 5n ).

» Sin=1 (mod 5), entonces Z = {(2,1)} y
|Bual = |Coal =1 =[H(n) N f7H4)| = |Z] = L= [H(n) N f(4)] - 2

L n2 4 50— 26).
10’/’L n



CAPITULO 2. COTA SUPERIOR PARA ~(Fy(Py))

» Sin =2 (mod 5), entonces Z = {(2,1),(0,n)} y

25

Bzl = |Coal =1 =[H(n) N f7H4)| = |Z] = 1= [H(n) N f(4)] -3

1
= 1—O(n2 + 5n — 24).

» Sin =3 (mod 5), entonces Z = {(2,1),(n,n)}y

|Busl = |Coal =1 =[H(n)N [T (4)| = |Z] = 1= [H(n) N [T (4)] -3

1
= 1—0(n2 +5n — 24).

» Sin =4 (mod5), entonces Z = {(2,1)} y

|Busl = |Coal =2=1[H(n) N fH(4)| = |Z] 2= [H(n) N f(4)] -3

1
= —(n?®+5n — 26).
10



Capitulo 3

Cota inferior para p(F3(F,))

En este capitulo damos una cota superior para p(F5(P,)). Considere la
sucesion {c(n)}2, definida como sigue:
= (n® + 3n?) sin=0 (mod 3),
c(n) =< = (n®+3n*—4) sin =1 (mod 3),
2 (n®+3n* —6n—8) sin=2 (mod 3).

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Para cada nimero entero n > 3 se cumple que p(F3(P,)) >

c(n). -

Notemos que F3(P,) es una sub-gréfica propia conexa de la grafica malla
3—dimensional. Ver figura 3.1. En particular, observe que la restriccion de
F3(P,) en el nivel z = i, donde i € {0,...,n — 1}, es isomorfa a Fy(P,_;).
Usando ideas similares a las del capitulo previo pudimos construir un con-
junto de empaquetamiento Sy para la subgrafica de F3(P,) inducida por los
vértices con coordenada z = 0. Después simplemente se hicieron ciertas tras-
laciones de Sy a niveles superiores de F5(F,), y de esta manera se construy6
el conjunto de empaquetamiento de cardinalidad ¢(n). El conjunto de empa-
quetamiento obtenido tiene un orden aproximado de (3)/9 ~ S (";))/5.

3.1. Notacion y resultados auxiliares

A lo largo de esta seccién, asumiremos que n es un entero mayor que
2, que {1,...,n} es el conjunto de vértices de P,, y que {j,j + 1} es una

26
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arista de P, siempre y cuando j € {1,...,n — 1}. Similarmente, sin pérdida
de generalidad, escribiremos a los elementos de cada vértice {iy,is,i3} €
V(F3(P,)) de manera ascendente. Es decir, siempre asumiremos que i; <
ip < i3. En lo que resta del capitulo abreviaremos a F3(P,) por E,.

Proposicion 3.2. Si {i1, 2,13} v {J1,J2, js} son vértices de E,, entonces
de, ({11,792, 43}, {J1, g2, Ja}) = [in — Ju| + [i2 — Ja| + liz — Ja|.

Demostracion. Sean P, y E, como arriba, y sean X = {ij,is,i3} vy Y =
{Jj1,J2, 73} dos 3-conjuntos de V(P,). Recordemos que i1 < iy < iz y j1 <

J2 < Ja.
Primero demostraremos que

dg, ({11, 72,13}, {71, Jo, J3}) < |iv — Ju| + ia — Jaf + |13 — js]. (3.1)

Consideremos la funcién sgn : Zt x Z+ — {—1,0, 1} definida como sigue:

1 sii>j
sgn(i,j) =< 0 sii=j
1 sii<j
Sean s1 1= sgn(i1, J1), S2 = sgn(ia, j2), s3 = sgn(is, js), d1 := |i1—j1|,ds :=

lia—Jal, y d3 := |i3—j3|. Entonces ji = i1+dys1, jo = da+das2 y jz = i3+d3ss.
Puesto que la siguiente secuencia de vértices de E,,

{i1, 49,03}, {i1+ 51,02, 03}, {i1+251,02,93} - - - {i1+(d1 — 1) s1, 42, i3}, {71, 92, is},

{J1.92 + 82,93}, {J1, 92 + 289,03} - - - {J1, 42 + (d2 — 1)s9, 43}, {41, Jo, i3},
{j17j27 i3 + S3}7 {j17j27 7;3 + 253} e {j17j27i3 + (d3 - 1)83}7 {j17j27j3}7

corresponde a un camino en E,, de longitud d; +ds+ds3 entre X y Y, entonces
la desigualdad 3.1 se cumple.

Ahora demostraremos la otra desigualdad. Procederemos por induccién
sobre ¢ = dg, (X,Y). Los casos £ = 0,1 son faciles de verificar. Supongamos
que la afirmacién se cumple para cada t < £ —1 con £ > 2. Sea P un camino
mas corta de E, entre X y Y. Entonces P debe tener longitud ¢. Supongamos
que P = XX1X2 c. Xg_l}/.

De la definicién de P tenemos que dg, (X,Y) = dg, (X, X1) +dg, (X1,Y).
Por otro lado, de la hipdtesis de induccién tenemos que las siguientes dos
igualdades se cumplen:
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» dp, (X X1) = iy — 71| + |ig — ra| + [i3 — 73];
» dp, (X1,Y) = |[r1 = j1| + |r2 — Jo| + |3 — Js|,

donde X = {ry, 79,73} con r; < 19 < 713,

Finalmente, usando la desigualdad del triangulo obtenemos el resultado
deseado:

dp,(X,Y) = dp, (X X1) + dp, (X1, Y) = [ir — 1| + [r1 = ja| + Jia — 72| +
rg — Jo| + liz — 73| + |13 — js| = |iv — jul + liz — ja| + |i3 — Ja|.

O

En el interés de dar mayor claridad a nuestras construcciones, nos apo-
yaremos en las siguientes subgréficas {G;};=3 de E,: parai € {0,...,n—3},
sea G; la subgrafica de F,, inducida por el siguiente conjunto de vértices:

{{i+1,i+2,i+3{i+1,i+2,0+4}, {i+1,i+2,i+5},....{i+1,i+2,n},
{i+1,i+3,i+4},{i+1,i+3,0+5},....{i+1,i+3,n},

‘{H—l,n—l,n}}

Observe que G; se puede deinir como G; = {{a, b, ¢} : min{a, b, c} =i+1}
y que {V(Gy),...,V(Gn,_3)} es una particiéon de V(E,). En la figura 3.1 se
muestra Fg y sus correspondientes subgréficas Go, Gy, Ga, v G3. Note que
el conjunto de vértices representados por cuadrados forman un conjunto de
empaquetamiento de 6 vértices.

Sea B(n) el subconjunto de vértices de FE,, definido como sigue:

B(n):={{1,3i+2,3j}:i€{0,...,[(n—=3)/3]} yje{i+1,...,n}}
Note que B(n) C V(Gy). Por ejemplo, en la figura 3.1 se observa que
B(6> = {{17 2, 3}7 {17 2, 6}7 {L 9, 6}}

Proposicién 3.3. El conjunto de vértices B(n) es un conjunto de empaque-
tamiento para Gy.

Demostracion. Sean {1,i1,i2} v {1, 1,72} dos vértices distintos de B(n).
Entonces al menos una de las siguientes dos desigualdades es cierta: i; # j;
0 i9 # jo. Por otro lado, de la proposicién 3.2 sabemos que

de,({1,41,42}, {1, 71, jo}) = |1 — Ja| + |i2 — Jal.
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Si iy # j1, entonces |iy — j1| > 3 ya que de la definicion de B(n), sa-
bemos que tanto i; como j; son congruentes con 2 médulo 3. Analoga-
mente, podemos concluir que si iy # jo, entonces |is — jo| > 3. Entonces
de,({1,41,42},{1,71,J2}) > 3, y como consecuencia tenemos que B(n) es un
conjunto de empaquetamiento para Gj. O]

Para cadai € {0,...,n—1}, definimos la funcién f; : B(n) — V(E,)U{0}

como sigue:
NIT L {Z1+Z,ZQ+Z,Z3+Z} sii3+i§n,
fil{in,ta,1s}) 1= { 0 en otro caso.

El siguiente resultado se sigue de la proposicién 3.3 y la definciéon de f;.

Corolario 3.4. Sii,j € {0,...,n—3}, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

» Bl conjunto fi(B(n)) — {0} es un conjunto de empaquetamiento para

G,.
» Sii#j, entonces fi(B(n))N f;(B(n)) = 0.

Lema 3.5. Sea n > 3 un entero y sea i € {0,...,n — 3}. Entonces

Bn) = [ (8) ~ 0,

es un conjunto de empaquetamiento para E,.

Demostracion. Sean i y n como en el lema. Sean X := {i,iy,i2} y Y =
{4, 71,72}, vértices distintos en B,,. Entonces,

L RaU R P T )

Claramente, basta demostrar que dg, (fi(X), f;(Y)) > 3. Del corolario 3.4 y
nuestra suposicion podemos asumir que j > i, y asi tenemos que j — i > 1.
Por otro lado, puesto que j—¢ > 3 implica la desigualdad requerida, entonces
podemos asumir que j —i € {1,2}.

Como X y Y estan en B(n), entonces i1,j; = 2 (mdd 3), y por tanto,
Jj1—11 = 3k para algin entero k. Entonces |j; —iy+j—i| = [3k+(j —1)| > 1.
De manera andloga, del hecho de que iy, jo = 0 (méd 3) implica j, — iy = 3k
para algun entero k, y asi |jo —io +j —i| = [3k+ (j — )| > 1. ]
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Figura 3.1: Esta gréfica es Eg. El conjunto de vértices cuadrados forman un
empaquetamiento de orden 6, y las subgraficas Gg,G1,G2 v G3 corresponden,
respectivamente, a las subgraficas azul, negra, verde y morada.

Dedicaremos el resto de la seccién a demostrar que el conjunto B(n)
definido en el lema 3.5 tiene ¢(n) vértices, tal y como lo afirma el Teorema
3.1. Nuestro primer paso en esta direccion es analizar la forma que tienen los
elementos de B(n).

Lema 3.6. Para cada entero n > 3 se cumple lo siguiente:

U§163)/3(UZL3;+1{{1, 3j+2,3k}})  sin=0 (mod 3),
n— n—1 . .
B(n) = U V(U135 +2,3k}))  sin=1 (mod 3),
n— n—2 . .
U§:05)/3(U,(€:j£1/3{{1, 3j+2,3k}}) sin=2 (mod 3).

Demostracion. Sélo demostraremos que B(n) = US.T:OB)/ B(Uzg L2 +
37,3k}}) sin =0 (mdd 3), ya que las demostraciones de los casos n = 1,2
(méd 3) son totalmente andlogas.

Sea n = 0 (mdd 3). Entonces existe £ € Z* tal que n = 3¢. Ahora
supongamos que {iy,is,i3} € B(n). De la definicién de B(n) se sigue que
ih=1,ip=3j+2yiz=3kparake{j+1,...,0} yje{0,...,0—1}. Esto
demuestra que B(n) estd contenido en U?;é(Ui:jH{l, 37 +2,3k}).

Por el otro lado, de la definicién de B(n) también se sigue que {1,3j +
2,3k} es un elemento de B(n) para j =0,...,—1,yk=j+1,...,¢, y por
tanto Uj;é(Ui:jH{l, 3j +2,3k}) es un subconjunto de B(n). O
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En el siguiente lemma determinaremos la cardinalidad de B(n) de acuerdo
a la forma de n.

Lema 3.7. Para cada entero n > 3 se cumple lo siguiente:

(n® + 3n) sin=0 (mod 3),
(n*+n—2) sin=1 (mod 3),
(n*>-n—2) sin=2 (mod3).

|B(n)| =

ol =50 =50 |~

Demostracion. Igual que en la demostracion del lemma 3.6, sélo analizaremos
el caso en el que n =0 (mdéd 3), debido a que los casos n = 1,2 (mdéd 3) se
pueden deducir de manera totalmente analoga.

Dado que n = 0 (mé6d 3), entonces existe ¢ € Z*1 tal que n = 3(. Sea
je{0,....0—1}yseake{j+1,...,0}. Seav;y = {1,35 + 2,3k}

Note que si ji,52 € {0,...,0 — 1} y ki, ko € {j +1,...,(}, entonces
Vjy ke 7 Vjoky S1 Yy solo si (j1,k1) # (j2,k2). Esto dltimo y el lemma 3.6
implican que

Proposicién 3.8. Para cada enteron >3 y j € {0,...,n — 1}, se cumple
la siguiente igualdad:

[/;(B(n))| = |B(n = j)I

Demostracion. Sean j y n como en el enunciado de la proposicién. Recuerde
que fo(B(n)) = B(n). Basta demostrar que existe una biyeccién g; entre los

conjuntos f;(B(n))y fo(B(n —j)).
Considere g; : f;(B(n)) — {0} — B(n — j) definida por

gi({ir,i2,45}) == {ix — j,io — j. 13 — j}.
Primero demostraremos que si {i1, 42,43} € f;(B(n)), entonces
9i({ir, i2,5}) € B(n — j).

De las definiciones de B(n) y f; tenemos que {i1, 42,73} € f;(B(n)) implica
lo siguiente: 11 = 147,15 = 314+2+7, y i3 = 3k+j, donde 7, j y k son enteros
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no negativos tales que 1+ j < 3i + 2+ 5 < 3k + 57 < n. Estas desigualdades
implican que 1 < 3i +2 <3k <n—j, yasi {1,3i + 2,3k} estd en B(n — j).
Como gj<{i1, ig, Zg}) = {1, 31+ 27 3]{7}, tenemos gj({ila ig, lg}) S fo(B(Tl — ])),
como se requiere.

De la definicion de g, es claro que g; es inyectiva. Ahora, suponga que
{i1,42,13} € fo(B(n — j)). Entonces {iy,is,i3} € B(n — j), y por tanto i; =
1,99 = 3i 4+ 2, y i3 = 3k, donde 7,7 son enteros no negativos tales que
1 < 3i+2 < 3k < n—j. Estas desigualdades implican que 1+j < 3i+2+j <
3k+j <mn,yasi {1+7,3+2+j3k+j} estd en f;(B(n — j)). Como
g;({1+7,3t+2+7,3k+j}) ={1,3i+ 2,3k} = {i1,42,43}, podemos concluir
que g; es sobreyectiva. L]

3.2. Demostracion del teorema 3.1

Sea n > 3 un entero. Por el lema 3.5 sabemos que

Bn) = | 4(B0w) - (0}

es un conjunto de empaquetamiento para F,. Luego, para demostrar el teo-
rema 3.1, es suficiente demostrar que |B,| = ¢(n). Dicho de otro modo, basta
verificar la siguiente igualdad:

= (n® + 3n?) sin =0 (mod 3),
1B(n)| = ¢ 2(n®+3n? —4) sin =1 (mod 3),
= (n®+3n% —6n —8) sin=2 (mod 3).
Del corolario 3.4, sabemos que los conjuntos fo(B(n)), ..., fn_s(B(n)) son

ajenos por pares. Este hecho y la proposicién 3.8 implican que
n—3 n
B(n)| = > [B(n—i)| =>_|B()|
i=0 j=3

Sea n; el unico elemento de {n —2,n—1,n} tal que n; =i (mdd 3), para
i € {0,1,2}. Entonces los conjuntos {ng,ni,na} y {n —2,n — 1,n} son el
mismo. En particular, para ¢ > 3 tenemos que,

no ni ng

Bm)= Y BOI+ Y BOI+ Y (B0 (32

{=np (mdd 3) ¢=n1 (méd 3) {=n2 (méd 3)
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Afirmaciéon 1. Sean ¢ y n; como arriba. Entonces

n; 1éQno(no + 9ng + 18) sii =0,
> B = s L (3 +6n2 +3n; —10) sii=1, (3.3)
(=n; (méd 3) (N3 4+ 3n —6ny —8)  sii=2.

Demostracion de la Afirmacion 1. Analizaremos los tres casos separada-
mente, dependiendo del valor de .

» Supongamos que i = 0. Entonces 3 divide a ng, y k := ng/3 € Z*. Esto
y el lema 3.7 implican lo siguiente,

no

Z :%i —1—331 Zz—l— Zz

{=ng (méd 3)
(k 2k: +1) k(k + 1))
+ 2

=—k(k* + 3k + 2)

@Ir—k er—t

:@no(no + 9710 + 18)

» Supongamos que ¢ = 1. Entonces 3 dividean; —1,y k:=(ny —1)/3 €
Z7". Esto y el lema 3.7 implican lo siguiente,

ni

Y. B

((Bi+1)*+ (3i+1) —2)

I
5| =
-

{=n1 (mdéd 3) i=1
1< g
. ) .
—5 Z 17+ 5 Z ]
1=1 i=1
1 kk+1(2k+1) k;(k;+1)>
- -
"9 2
1 2
ék(k + 3k +2).

162(n1 + 613 + 3ny — 10).



CAPITULO 3. COTA INFERIOR PARA p(F3(Py)) 34

= Supongamos que ¢ = 2. Entonces 3 divide any — 2,y k := (ny—2)/3 €
Z7". Esto y el lema 3.7 implican lo siguiente,

no k
S 1B _% S@Gi+2)? - (3i+2) —2)
f=ny (mdd 3) i=1

9=y 9 .
:E;Z +1_8;Z
1 (k(k+1)(2k+1) N k;(k;+1))
2 6 2
_%k:(k:2+3k:+2)

1
162

(n3 + 3n3 — 6ny — 8).

Ahora usaremos la forma de n y las ecuaciones 3.2 y 3.3 para concluir
con la demostracién del teorema 3.1.

CAsoO 1. Supongamos que n = 0 (mdéd 3). Entonces ng =n,ny =n—2y
ny = n — 1. De estas tres igualdades y las ecuaciones 3.2 y 3.3 tenemos que,

1B(n)| = [(n(n® 4+ 9n +18)]
+ﬁ [(n=2)* +6(n —2)* + 3(n — 2) — 10)]
+% [(n =17 +3(n— 1) = 6(n — 1) - 8))]
_ Lo 3n?
_5—4(n + 3n )

CASO 2. Supongamos que n =1 (méd 3). Entonces ng =n—1,n; =ny
ne = n — 2. De estas tres igualdades y las ecuaciones 3.2 y 3.3 tenemos que,
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‘ —

1Bn)| =15 [(n = D)((n = 1> +9(n — 1) +18)]
+1%2 [(n® + 6n® + 3n — 10)]
+16% [((n—2)> +3(n —2)*> = 6(n —2) — 8))]
_5i4(n3 +3n* —4).

CAsO 3. Supongamos que n = 2 (mdéd 3). Entonces ng = n—2,n; = n—1
y ny = n. De estas tres igualdades y las ecuaciones 3.2 y 3.3 tenemos que,

‘ =

B(n)| =35 [(n = 2)((n =2 +9(n — 2) +18)]
+§12 [(n=1)° +6(n —1)* +3(n — 1) — 10]
1 3 2
+ﬁ [n® + 3n® — 6n — §]
:i n3 3n2—6n—8)
st '



Capitulo 4

Valor exacto de p(Fy(Py))

En este capitulo estudiaremos el problema de encontrar el nimero de em-
paquetamiento de la gréfica de doble vértice Fy(P,) de la grafica camino P,.
Neil Sloane mostré que el problema de determinar el tamano maximo del
c6digo binario de longitud n y peso constante 2 que puede corregir una tinica
transposicion adyacente es equivalente a encontrar el nimero de empaqueta-
miento de la grafica de doble vértice del camino [59]. Nuestra solucién sobre
la deteminacién de p(F»(P,)) confirma una conejetura de Rob Pratt sobre la
funcién generadora ordinaria de la sucesesion A085680 en [59].

Dado que A085680 es una sucesién de enteros positivos, la denotaremos
por A085680(n), donde n € Z*. En marzo del 2017 Rob Pratt reporté en
[59] los valores exactos para A085680(n) cuando 26 < n < 50, y propuso la
siguiente conejetura sobre la funcion generadora ordinaria de tal sucesion.
Conjetura 4.1. > -, A085680(n + 2)z" = %

Nuestro objetivo en este capitulo es demostrar que p(F»(P,)) = a(n) dado
por A085680(n + 1), lo cual implica la Conjectura 4.1, en donde a(n) esta
dado por la férmula (4.1).

El contenido de este capitulo fue publicado en [30].

36
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4.1. Resultados auxiliares

Considere la siguiente sucesion:

(n?+n+20) sin=0 (mod5)orn=4(mod5),
(n?4+n+18) sin=1 (mod5)orn=3 (mod 5), (4.1
(n*>+n+14) sin=2 (mod 5).

a(n) :=

sl-5l-sl~

A menos que se afirme lo contrario, en el resto del capitulo, a(n) es como
arriba. La siguiente observacion es una consecuencia inmediata de la defini-
cién de a(n).

Observacion 4.2. Para cualquier entero n > 6
a(n) =a(n—5)+n—2,

donde los primeros cinco valores son a(1) = 2,a(2) = 2,a(3) =3,a(4) =4 y

a(b) =5.
En el Cuadro 4.1.1 mostramos los primeros dieciocho valores de
A085680(n + 1)

y a(n). Los valores para A085680(n + 1) fueron tomados de la OEIS [59].

n 1123|456 |7|8|9 10|11 |12 |13 |14 |15 |16 | 17 | 18
A085680(n+1) | 1| 1|23 |46 | 7|9 |11| 13|15 |17 [20 |23 |26 |29 | 32| 36
a(n) 2121341567911 13|15 |17 |20 |23 |26 |29 | 32| 36

Cuadro 4.1: Primeros dieciocho valores de A085680(n 4 1) y a(n).

Note que los valores en las dos columnas del Cuadro 4.1.1 son iguales para
n € {6,...,18}. En virtud de esto, a lo largo de este capitulo asumiremos
que n > 11.

El resultado principal de este trabajo es el siguiente.

Teorema 4.3. Sea n > 6 un entero. Entonces A085680(n + 1)= a(n).

En el interés de la claridad, dividiremos la demostracion del teorema 4.3
en los siguientes dos lemas.

Lema 4.4. Sea n > 10 un entero. Entonces A085680(n + 1)> a(n).
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Lema 4.5. Sea n > 10 un entero. Entonces A085680(n + 1)< a(n).

Recordemos que en el capitulo 2 definimos la grafica T'(n) := I(n), la
cual es isomorfa a Fy(P,.1). Por brevedad, en este capitulo, usaremos 7T'(n)
en lugar de Fy(P,1). Ahora introduciremos cierta notacion, relacionada con
T'(n), que usaremos en las demostraciones de los lemas 4.4 y 4.5.

Para i,j,k,r € {1,...,n}, con i < jy k < r. La subgrafica lef(n) C
T'(n) es la grafica inducida por el conjunto de vértices:

{(z,y) i<z <jk<y<r}

Por brevedad, si ¢ es un entero tal que n — ¢ > 0, escribiremos Tfj (n)
y Tf(n) en lugar de Tf{”l’"(n) y T:f“l’"(n), respectivamente. Ademés,
sii =1y j=nusaremos T'(n) y T""(n) en lugar de T}, (n) y le,f(n),
respectivamente.

Sea S un conjunto de empaquetamiento de 7;;"(n), definimos Szkf(n) =
TH (n)NS.

En figura 4.1 se muestra T'(17) y varias de las subgraficas mencionadas

anteriormente.
~—T77(17) T(17) —]

Figura 4.1: Dos copias de T'(17). (a) La subgréfica de T'(17) inducida por el
conjunto de vértices grices es T°(17). (b) El conjunto de vértices negros S es un
conjunto de empaquetamiento de T'(17), y aquellos en T19(17) es el conjunto de
empaquetamiento S19(17).
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4.2. Cota inferior para p(T(n))

Nuestro objetivo en esta seccion es demostrar el lema 4.4. Para ello da-
remos algunas construcciones de conjuntos de empaquetamiento de T'(n).
Como ya veremos mas adelante, dichas construcciones son refinamientos de
las preimagenes de la funcién f(x,y) = (x+2y)5. Decimos que dichas preima-
genes de tal funcion obedecen el “patron del caballo”, debido a que todos los
vértices de cada preimagen pueden generarse mediante los movimientos de
la pieza caballo, en el juego de ajedrez. Ver figura 4.2 (izquierda).

Figura 4.2: Dos copias de T'(7). Los dos conjuntos de vértices negros son conjuntos
de empaquetamiento de T'(7). El conjunto de empaquetamiento de la izquierda es

T(T)Nf7H3).

El primer paso para lograr nuestro objetivo consiste en determinar el ta-
mano de tales preimagenes, y luego, mediante algunas ligeras modificaciones
generamos un nuevo conjunto de empaquetamiento para 7'(n) con el tamano
requerido, a saber a(n).

Recuerde también que para t € Z1 y (i,5) € Z?, fi: Z*> — Zs definida
como fi(i,7) = f(i —t,7) es la t-translacion de f.

La mayoria de las afirmaciones en la siguiente proposicion son similares a
las de la proposicion 2.2. La diferencia principal en esta versién es que ahora
estan enfocadas a conjuntos de empaquetamiento.

Proposicién 4.6. Sean ( € Zs, i,1,5,7 € Z, y sea H y f como arriba.
Entonces

(i) [ es una 5-coloracion propia por vértices de H .
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(i1) f~X(0) es un conjunto de empaquetamiento de H.

(iii) Si G es una subgrdfica de H, entonces G N f~1({) es un conjunto de
empaquetamiento de G.

() f(i,7) = f(i,5") siy solo sij—j es un maultiplo de 5.
(v) f(i,5) = f(i',7) siy solo sii—1i" esun multiplo de 5.
(vi) f(i+1,i) = f(j+1,7) siy solo sii—j es un multiplo de 5.

(vii) Sit € Z*, entonces f~1(f(i,5)) = f7 (f(i —t,5)).

La siguiente proposicién también es una ligera variacién de la proposicion
2.4.

Proposicién 4.7. Seai € {5,...,n}. Sim € Zs, entonces
T ()N fH(m)| =i — 2.
Demostracion. Primero demostraremos que
T4 () 0 f7Hm)| = T () 0 f = ()|

para cualquier m, m’ € Zs. De la proposicién 4.6 (v) sabemos que los colores
c1 = f(1,1), cg := f(2,4),...,c5 := f(5,4) son distintos. Entonces, es suficien-
te demostrar que [T""*'(n)N f~ (¢;)| = |T**(n) N f~(ct21)| para cualquier
te{l,...,4}. Seat € {1,...,4}. Para ayudar a la comprensién, sin pérdida
de generalidad, sea ¢; el color azul y sea c;11 el color rojo. Sea b el niimero de
vértices de T"~*(n) los cuales son coloreados de azul por f. Formalmente,
b:= |T"*(n) N f~1(c;)|. Note que el nimero b; de vértices de T°"*(n) los
cuales son coloreados azules por f; es b+ p— ¢, donde p denota el nimero de
vértices en {(0,7—4), (0,7 —3), (0,7 —2),(0,7—1),(0,7)} que son coloreados
azules por f, y ¢ denota el nimero de vértices en {(i — 4,i —4), (i — 3,7 —
3),(t —2,i—2),(i —1,i—1),(4,7)} que son coloreados azules por f. De la
proposicién 4.6 (iv) y (vi) sabemos, respectivamente, que p = 1 and ¢ = 1.
Por lo tanto b = b;. Pero por la proposicién 4.6 (vii) sabemos que el conjunto
de vértices de T""*¢(n) que son coloreados rojos por f, es igual al conjunto
de vértices de T"~*(n) que son coloreados azules por fi. Por esto y del hecho
de que b = by se deduce que T4 (n) N f~c)| = [T (n) N f(ci1)],
como se deseaba.



CAPITULO 4. VALOR EXACTO DE p(Fy(Py)) 41

Como T"*!(n) tiene (i—4)+(i—3)+(i—2)+ (i—1)+i = 5(i—2) vértices,
y [T (n) N f~(m)| = [T (n) N f~1(m/)| para cualquier m,m’ € Zs,
entonces |T""*!(n) N f~'(m)| = i — 2 para cualquier m € Zs. O

Sea n > 10 un ntmero entero y t := n méd 5. Dependiendo del valor de
t, ahora construiremos conjuntos de empaquetamiento A, ; de T'(n) tales que

|Apt] = a(n).

Considere los siguientes subconjuntos de vértices de T'(n) (ver figura 4.3).

Paran =1 (mod 5), definimos

Ana = (T(n) 0 @) (1), (n, )}

Para n =2 (mod 5), definimos

Anz = (T(r) N FHONNA{(1,2),(2,4)3) UL, 1), (1,4), (3.3))

Para n = 3 (mod 5), definimos

Ang = ((T(n) N FHONN{(1,2),(2,4)}) UL, 1), (1,4), (3.3), (n, )}

Para n =4 (mod 5), definimos

An,4 - ((T(TL) N f_1<0)) \ {(172)7 (274)’ (n - 27n>’ (n - 37” - 2)}) U

{(1,1),(1,4),(3,3),(n —3,n),(n—2,n—2),(n,n)}.

Para n =0 (mod 5), definimos
Ano = (T(n) N fH ) N{(L,5),(2,2),(2,7), (3,4), (4,6)}) |

{(1,1),(1,4),(1,7),(3,3), (3,6), (5,5), (n, n) }.

Lema 4.8. El conjunto A, es un conjunto de empaquetamiento para T'(n)
siempre que t = n mod 5.
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Figura 4.3: El conjunto de empaquetamiento A, ¢, donde n = 11,12,13, 14, 10, es
exhibido en (a), (b), (¢), (d), (e), respectivamente.

Demostracion. Demostraremos unicamente que A, 4 es un conjunto de empa-
quetamiento de T'(n). El resto de los casos se pueden demostrar de manera si-
milar. Sean By := {(1,1),(1,4),(3,3)}, B, :=={(n—3,n),(n—2,n—2),(n,n)}

y
Ay = (T(n) n f_l(())) \ {(172)7 (274>’ (n - 27”)7 (n —3,n— 2)}

Entonces {By, By, A4} es una particién de A, 4. Por la proposicién 4.6,
(i1)-(741), tenemos que T'(n) N f~(0) es un conjunto de empaquetamiento
de T'(n). Claramente, By, B, y A4 son conjuntos de empaquetamiento de
T'(n). Por otro lado, note que C' := {(1,6),(2,5), (3,5), (4,4)} satisface las
siguientes condiciones:

= (' es disjunto de B, U Ay,

» (' es un vértice de corte de T'(n) el cual separa By de Ay, y
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» la distancia en T'(n) de cualquier vértice de By a cualquier vértice de
C' es al menos 2.

De estas tres condiciones, se sigue que la distancia en 7'(n) de cualquier
vértice de By a cualquier vértice de A4 es al menos 3, entonces A4 U By es un
conjunto de empaquetamiento de 7'(n).

Como D := {(n —5,n),(n —4,n —1),(n —4,n — 2),(n — 3,n — 3)}
satisface propiedades andlogas a C', pero con respecto a B, y a A4 U By. De
manera similar podemos concluir que A,, 4 = B, U A4 U B,, es un conjunto de
empaquetamiento de T'(n). O

Sea j € {5,...,n}. De las definiciones de A, ;, 79~*7(n) y la proposicién
4.6, se sigue que:

(n—1)/5 ' _ (n—=1)/5
|Ap1] =2+ Z TG4+ 0y £71(g)] = 2 4 Z (5i — 1)
i=1 i=1
! —(n®+n+18).
n
10
(n—2)/5 (n—2)/5
|An2|—2+ Z 5z+2 4,5z+2()ﬂf ()’_2+ Z 5;
i=1

1
= —(n®+n+14).

10
(n—3)/5 (n—3)/5
|An3’ =34 Z 51+3 4,5i+3(n) ﬂfﬁl(0)| — 34+ Z (5i+ 1)
=1
! —(n*+n +18).
10 n n
(n—4)/5 (n—4)/5

|[Anal =4+ Z O ) A FTHO) =4+ D (5i+2)
i=1

1( +n + 20).
10 n n
n/5 n/5
[Anol =5+ [T *%(n)n |_5+Z (5i —2) (n +n+ 20).

1=2
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4.3. Cota superior para p(T(n))

Nuestro objetivo en esta seccion es demostrar el lema 4.5. Es decir, de-
mostrar que p(T'(n)) esta acotado superiormente por a(n). De esto y del lema
4.4, se sigue que la funcién generadora de A085680(n + 1) propuesta por Rob
Pratt [59] es correcta.

En esta subseccion, recordaremos algunos resultados conocidos sobre el
niumero de empaquetamiento en graficas y demostraremos varios lemas. Tales
resultados se usaran en la demostracién del lemma 4.5.

Sean p y ¢ nimeros enteros positivos, emplearemos G, , para denotar la
grdfica de malla de tamafio p x ¢, con p < q. Los valores exactos de p(Gp,)
fueron determinados por D. C. Fisher [16] y son como sigue:

([ s pe{l,2,3},

-
~Ig
P

si. p=4yq#1l (méddT7),

[¥1+1 st p=d4yg=1 (méd7),
p(Gpg) =4 10 si (p,q) = (7.7), (4.2)
(P21 si pe{5,6,7hy (pa) # (7,7),
17 si (p,q) = (8,10),
Wk si. p>8y(pq) # (8,10).

Como veremos, el resultado p(G,,,) serd usado en muchas de las demos-
traciones en el resto de la seccion.

Una estrategia usada en muchas demostraciones de esta seccion es co-
mo sigue: particionar en dos o mas subconjuntos el conjunto de vértices de
la gréfica G' en consideracién y obtener cotas superiores para el ntimero de
empaquetamiento de G, dando limites superiores para los nimeros de em-
paquetamiento de las subgraficas inducidas por tales subconjuntos de V(G).
Usaremos tal estrategia sin mencién explicita. Nuestra siguiente observacion
se sigue directamente de la definicién de niimero de empaquetamiento de una
grafica y es una de nuestras principales herramientas en esta seccién.
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Observacion 4.9. Sea {Vi,Vu} wuna particion de V(G). Si Gy y Go son
subgrdficas de G inducidas por Vi y Vs, respectivamente, entonces

p(G) < p(G1) + p(Ga).

El siguiente corolario es una consecuencia de la obervacion 4.9 y del hecho
de que {V(T'(n—5)),V(T°(n))} y {V(T(n—10)),V(T'(n))} son particiones
de V(T'(n)) para n > 10.

Corolario 4.10. Sea n > 10 un entero. Entonces p(T'(n)) < p(T'(n —5)) +
p(T°(n) y p(T(n)) < p(T(n —10)) + p(T"%(n)).

Lema 4.11. Sean m y n enteros. Entonces,
(i) p(T?(m)) =m — 1, para m > 5;
(ii) p(T*™(n)) =2n —8, paran > 12.

Demostracion. Sean m y n como se afirma en el lema. (A) Primero demos-
traremos que p(T?(m)) > m — 1y que p(T'°(n)) > 2n — 8. Sea r € {m,n}.
Sir = m hacemos ¢ = 5, y si r = n entonces hacemos ¢ = 10. Es suficiente
exhibir un conjunto de empaquetamiento para T*(r) con el tamafio requeri-
do. Considere la funcién f: Z* — Zs definida por f(z,y) = (x + 2y) méd 5.
Sea ¢ = (3r—4) méd 5. Sean S, := T*(r)N f~*(c). De la proposicién 4.6 (iii),
sabemos que S, es un conjunto de empaquetamiento de T*(r). Ademas, como
(r,7) € T*(r)\ f~*(c) y ningtn elemento en {(r—1,7), (r—2,7), (r—1,r—1)}
pertenece a S,, entonces S, U {(r,r)} es un conjunto de empaquetamien-
to para T¢(r). Como S,, = T°(m)N f7X(c) y S, = (T°(n) N f(c)) U
(Tﬁ;ﬁ?_5(n) N f~(c)), por la proposicion 4.7 tenemos que |S,,| = m — 2
v |Sul = (n—2) + ((n — 5) — 2). Entonces S, U {(r,7)} es el conjunto de
empaquetamiento requerido.

(B) Ahora demostraremos que p(7°(m)) = m — 1. En vista de (A), es sufi-
ciente demostrar que p(7°(m)) < m — 1. Procederemos por induccién sobre
m. Los casos m = 5,6,7 son faciles de verificar. Ahora supongamos que la

afirmacién se cumple para cualquier k € {5,6,...,m—1} y mostraremos que
se cumple param > 8. Como T, (m) ~ T°(m—i+1) parai = 2,3,...,m—4,
por induccién tenemos que p(17,(m)) = m —i. Sea S un conjunto de em-
paquetamiento méximo de 7°(m) y sea S’ := S5 (m). Como S’ es un con-

junto de empaquetamiento para T3, (m) y p(T3,,(m)) = m — 2, entonces
|S'| < m — 2. Ya que los conjuntos de vértices V(TP (m)) y V(T3,,(m)) for-
man una particién del conjunto de vértices de T°(m) y TP (m) ~ Ps, entonces
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|S| < S| 4+ p(Ps) = |S'| + 2. Entonces podemos asumir que |S'| = m — 2
ya que en otro caso terminariamos. Para j € {1,2,3}, sea s; el nimero de
vértices en S7(m). Claramente, s; € {0, 1,2}.

1. Si sy = 0, entonces la hipotesis |S’| = m — 2 implica que [S3, (m)| =
m — 2, contradiciendo que p(T3,,(m)) =m — 3.

2. Si s = 1 tenemos dos casos.

2.1 Si s3 > 1, es facil ver que s; debe ser a lo més 1, y por lo tanto
|S| :Sl+|S/‘ Sm—l

2.2 Si s3 = 0, entonces |S},,(m)| = || — s — s3 = m — 3, contradi-
ciendo que p(T7,,(m)) =m — 4.

3. Si sy = 2, entonces s; < 1, y por lo tanto |S| = s1 + || <m — 1.

(C) Ahora demostraremos que p(T'(n)) = 2n — 8. Otra vez, en vista de
(A), es suficiente demostrar que p(T'°(n)) < 2n — 8. Verificamos por compu-
tadora que p(T'(n)) < 2n — 8 se cumple para n € {12,...,18}. Entonces
asumiremos que n > 19.
Sea S un conjunto de empaquetamiento maximo de 7'%(n). Como
710

n—9,n

(n) = T(10),

entonces S}y (n)] < p(T(10)) = 13 por A085680 en [59]. Similarmente,
como T _4(n) =~ Gion-10, entonces [S}9,_,o(n)] < 2(n — 10) por ecuacién
(4.2). Note que si [S}9,_1o(n)| <2(n—10)—1y [S}%,,(n)] < 13—1, entonces

la observacion 4.9 implica la desigualdad requerida, esto es
S| = 1S1m—10()] + [Sp2g ()] < 2(n = 10) +13 = 1 = 2n 8.

Ahora, si [S}9,_1o(n)| < 2(n—10) =1y |S,°

no.n(n)| = 13, entonces

[S] = 15110 + 1Sp 29 n(m)] < 2(n — 10) = 1+ 13 = 2n — 8.

Si |Sll,0n—10<n)| =2(n—10)y |510

n—9,n

(n)] <13 — 1, entonces

S| =[St -10(n)] + 18,7

n—9,n

(n)| <2(n—10)+13—-1=2n-28.

Por lo tanto, podemos asumir que [S}9, 1o(n)] > 2(n—10) y |5}, (n)| >
13, esto cs, [S19,_yo(m)| = 2(n — 10) y [S1 g (n)| = 13
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Figura 4.4: Unicos (salvo isomorfismo) conjuntos de empaquetamiento de Tjg con
13 vértices.

Por computadora verificamos que los cuatro conjuntos de empaqueta-
miento de T,,%, (n) mostrados en la figura 4.4 son los tinicos (salvo isomor-
fismo) de tamano maximo, a saber 13.

Observe que los conjuntos de empaquetamiento mostrados en las figuras
4.4 (a), (b) and (c¢) no permiten vértices de S en T1%,,(n) (i.e., en la linea de
puntos verticales). Similarmente, note que el conjunto de empaquetamiento
en la figura 4.4 (d) permite a lo mds 1 vértice de S en T)1%,,(n), a saber, el
vértice gris cuyas coordenadas son (n — 10,n — 3). Por lo tanto tenemos que
|[Snl10(n)] < 1.

Primero, supongamos que n = 19. De nuestra suposicion, sabemos que
151%(19)] = 18. Si |S3°(19)| = 0, entonces |S}%(19)| = 18 el cual contradice
que p(T13(19)) = 17 (ecuacién (4.2)). Ahora, supongamos que [S3°(19)] =
1. Entonces |S{%(19)] = 17 y S es como en la figura 4.4 (d). La tltima
afirmacién impllica que |Sg%(19)] < 2. Por otro lado, también verificamos por
computadora que |S{%(19)] = 17 implica |Sg°(19)] > 3, una contradiccion.

Ahora supongamos que n > 20. Entonces [S}9,_,,(n)| = 2(n — 10). Como
152 10(n)| < 1, entonces |S19,_11(n)| > 2(n — 10) — 1, lo cual contradice que
p(T1),_11(n)) = 2(n — 10) — 2 cuando n — 11 > 9 (ecuacién (4.2)).

[

El valor p(7"%(11)) = 15 fue determinado por computadora y no satisface
el lema 4.11 (7).

Corolario 4.12. Sea n > 5 un entero y sea S un conjunto de empaqueta-
miento de T°(n). Si |S7;(n)| <i—1 para algini € {1,...,n — 4}, entonces
S| <n—1.
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Demostracion. Note que |S| = [S7,(n)[+(S7y, . (n)| y que T, ,,(n) ~ T°(n—
i). Entonces, del lema 4.11 (i) tenemos que |S7,,(n)] < (n—i) — 1, y asi
S| <i—1+n—i)—1=n—-2<n-—1. O

Corolario 4.13. Sean n > 27 un entero y S un conjunto de empaquetamien-

to de T™(n). Seai € {0,1,2} yj+i € {12,...,n—12}. Si|S;9,.(n)| < 2i+1,
entonces |S| < 2n — 8.
Demostracion. Claramente, |S| = [S15_;(n)] +15;9,:(n)| 4+ [S}%: 1, (n)]. De

la ecuacién (4.2) sabemos que |S15_;(n)] < 2(j — 1), y por el lema 4.11
(#) tenemos que |S}{;,,,(n)] < 2(n — (j + 1)) — 8. Por lo tanto, |S| <
20— 1)+ (2i+1) +2(n— (j+i)) —8=2n—9 < 2n— 8. O

La demostracion de la siguiente proposicién es un ejercicio de rutina.

Proposicién 4.14. Sean > 27,5 €{1,...,n—12} y k€ {1,2}. Si S es un
conjunto de empaquetamiento de T (n) y dos de |S3*(n)|, |S, (n)], S35, (n)]|
son iguales a k, entonces el otro es a lo mas k.

Lema 4.15. Sean > 27 un entero. Sea S un mdzrimo conjunto de empaque-
tamieto de T'%(n). Entonces 12 < [S3%  (n)] < 13.

Demostracion. Del lema 4.11 (i) sabemos que |S| = 2n — 8. Como

T, (n) ~T(10)

n—9,n

y p(T(10)) = 13, por A085680 en [59], entonces |S,%, , (n)| < 13. Suponga-
mos ahora que [S3%, (n)| < 11. Como |S| = |S]9,_o(n)| + [S}04 . (n)], por
Ecuacién (4.2) tenemos que |S| < 2(n — 10) + 11 < 2n — 8, una contradic-
cion. [
Proposicién 4.16. Sean > 27 y j € {10,...,n—12}. Si S es un conjunto
de empaquetamiento mdzimo de T'%(n), entonces |S;%(n)| = 2, [S2(n)| = 1
n—9,n—5
y|5; (n)| = 1.
Demostracion. Sean j,n y S como afirma la proposicién. Entonces |S| =
2n — 8 por el lema 4.11 (ii). Note que [S?(n)| € {0,1,2} y que [S;%(n)| €
{0,1,2,3,4}. Procederemos, demostrando cada una de las concluciones de la
proposicion separadamente.
afirmacién A |S;°(n)| = 2.

Demostracion de afirmacion A. Dividiremos la demostracion de esta afir-
macién en dos casos, dependiendo de los valores de j.
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1) j € {12,13,...,n — 14}. En cada uno de estos subcasos llegaremos a
una contradiccién por asumir que |S;°(n)| # 2.

1.1) Sj°(n)| < 1. Entonces el corolario 4.13 (con ¢ = 0) implica |S| <
2n — 8 = p(T"°(n)), una contradiccién.

1.2) |Sj%(n)| = 3. Analizaremos tres subcasos separadamente.

1.2.1)

1.2.2)

1.2.3)

Ninguno de (j,n) o (j,n — 9) pertenece a S. En este ca-
so, es facil ver que [S}%,(n) U Sj?,(n)] < 1. Por lo tanto,
15721 ;41 (n)] < 4. Por corolario 4.13, con i = 2, tenemos que
|S| < 2n — 8, una contradiccién.

Exactamente uno de (j,n) o (j,n—9) pertenece a S. Otra vez,
no es dificil ver que las suposiciones actuales sobre S implican
que [S;%,(n) U Sj9,(n)| <2,y por lo tanto |}, ;.1 (n)] < 5.
Por el corolario 4.13, con i = 2, tenemos que |S| < 2n — 8,
una contradiccion.

Ambos vértices (j,n) y (j,n—9) estan en S. Similarmente, las
suposiciones actuales sobre S implican |S}%, (n)US;{, (n)] < 3.
Si 5%, (n) U S}, (n)| < 2, entoces [S}%, ;,1(n)] < 5y pro-
cedemos como en el subcaso 1.2.2. Entonces supongamos que
15;%,(n) U S}, (n)| = 3. De (j,n), (j,n —9) € S;°(n) se si-
gue que S3%,(n) C 5™ *(n) y que $i3,(n) € T7™"(n).
Como 7}”_}7’”72@) ~ 7}7”:17’"72(71) ~ Ps y p(Ps) = 2, enton-
ces tenemos que exactamente uno de |S;%,(n)| o [S}9,(n)| es
igual a 2. Solo analizaremos el caso |S}",(n)| = 2, ya que lo
otros casos son totalmente andlogos. Si |S%,(n)| = 2, enton-

ces [S10,(n)] =1y solo tenemos cuatro posibles configuracio-

J
nes para S;°, ;,(n), ver figura 4.5 (a). Observamos que cual-
quiera de estas cuatro configuraciones implica |S}%,(n)| < 1.
La ultima igualdad y el corolario 4.13 (con i = 0) implican

|S| < 2n — 8, una contradiccién.

1.3) |S;°(n)| = 4. Entonces S;°(n) mdebe ser como la mostrada en la
figura 4.5 (b). Esto implica que [S}% (n) U S}?,(n))] = 0, y asi

10
520

1j+1(n)] = 4. Por corolario 4.13, con i = 2, tenemos |S| <

2n — 8, una contradiccién.

2) j € {10,11,n — 13,n — 12}. Debemos demostrar que |S;°(n)| = 2.
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SOy SPm) SOm) S0 S1°(n)

T3
11l

Figura 4.5: (a) Unicas cuatro configuraciones que satisfacen ]Sjlgl(n)| =

2, |S}0(n)\ =3y \S’;ﬂl(nﬂ = 1. (b) Esta es la unica configuracién que satisfa-
ce ]S}O(n)| =4.

2.1) j = 11. Por caso 1) sabemos que |S{3(n)| = |S{2(n)| = 2. Estas
igualdades y la proposicién 4.14 implican |S{?(n)| < 2. Por otro
lado, del lema 4.11 (ii) y ecuacién (4.2) sabemos que |S}9, (n)] <
2(n —11) — 8 y |S]90(n)| < 20, respectivamente. Si [S{P(n)] < 2,
entonces tenemos

[S] = 15120(n)[+1817 () [+[S12,0(n)] < 20+2+42(n—11)—8 = 2n—8,

una contradiccién. Entonces |S{)(n)| = 2.

2.2) j = 10. Por el caso 1 y el subcaso 2.1 sabemos que |S{{(n)| =
|S19(n)| = 2. Estas desigualdades y proposicién 4.14 implican
|S10(n)| < 2. Si |S{3(n)| < 2, entoncess del lema 4.11 (ii) y ecua-
cién (4.2) se sigue que

15| = [S1%(n)|+]S10 (n)|+]S17 , (n)| < 18+2+2(n—10)—8 = 2n—8,

una contradiccién. Entonces |S19(n)| = 2.

2.3) j =mn—13. Por el caso 1 sabemos que |S!° . (n)| = |S1°,,(n)

| =2.
Estas desigualdades y la proposicién 4.14 implican |S1%,,(n)| < 2.
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Si [S10,.(n)| < 2, entonces del lema 4.11 (ii) y la ecuacién (4.2)
se sigue que

[S] = 815 -14()[HISn 15 (M) [+18, 215 0 (0)] < 2(n—14)+2+2(13)—8
=2n — 8§,
una contradiccién. Entonces |S!0 5(n)| = 2.

2.4) j = n — 12. Por caso 1 y subcaso 2.3 sabemos que |S1%,,(n)| =
|S10..(n)| = 2. Estas desigualdades y la proposicién 4.14 implcan
|S10 . (n)] < 2.Si|SY ,(n)| <2, entonces del lema 4.11 (ii) y la
ecuacién (4.2) se sigue que

S| = 18115 () [+1Sp2 1o ()| +]8,2 11 (0)] < 2(n—13)+2+2(12)—8
=2n — 8§,

una contradicciéon. Entonces |S0 ,(n)| = 2. A

afirmacién B [S?(n)| =1y [S]7""°(n)| = 1.
Demostracion de afirmacion B. Analizaremos tres casos por separado,
dependiendo del valor de j.

1) j €{12,...,n— 14}. Sea Gy la gréafica malla de 10 x 5 con conjun-
to de vértices {{1,...,10} x {1,...,5}}. La afirmacién de este caso
se verific de la siguiente manera: encontramos por computadora todos
los conjuntos de empaquetamiento de G'1p 5 que tienen exactamente dos
vértices de empaque en cada una de sus 5 columnas, y luego verificamos
que en todos estos conjuntos (a saber, 54), la coordenada y de exac-
tamente uno de los dos vértices de empaquetamiento en la columna
central de Gyo5 esta en {1,...,5} y la y-coordenada del otro estd en
{6,...,10}. Esto implica el resultado deseado para j € {12,...,n—14}
porque de afirmacion A sabemos que S tiene exactamente dos vertices
de empaque en cada columna de T}, _1,(n).

2) je{ll,n—13}. Sij=1lsear:=1,ysij=n—13sear = —1.
Del caso 1 sabemos que |S?,,.(n)| = [S7,5,(n)] =1y |S]"+T9” (n)| =
]S;‘Jr?gr" °(n)] = 1. Bstas igualdades y la proposicién 4.14 implican

1S?(n)] <1y |S;7’_9’"_5(n)| < 1, respectivamente. Las dltimas desigual-
dades y la afirmacién A implican |S?(n)| = |S;-L_9’"_5(n)| =1, como se
deseaba.
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3) j € {10,n —12}. Similarmente, si j = 10 sear := 1, y si j = n — 12 sea
r:= —1. De los casos 1 y 2 sabemos que [S?,.(n)| = [S7,,(n)] =1y
]S’;-:Tg’nf‘r’(n)\ = ]5’;7;2971”75(71)\ = 1. Esto y la proposicién 4.14 implican
que [S?(n)] < 1y |SF7"°(n)| < 1, respectivamente. Las tltimas
desigualdades y la afirmacién A implican |S?(n)| =1y |S;7_9’"_5(n)| =
1, como se deseaba. A

]

Lema 4.17. Sea n > 27 un entero y sea S un conjunto de empaquetamiento
de TY™(n) tal que |S| =2n — 8 y|S°(n)| =n — 1. Entonces

(i) 157 o(n)| = 9.
(ii) 1S?(n)| =1, para i € {10,...,n —4}.
(i) |S?;(n)| =1, para i € {9,...,n—4}.

Demostracion. Demostraremos cada una de estas tres conclusiones separa-
damente.

Primero demostraremos (i). De la ecuacién (4.2) sabemos que p(17,(n)) =
i + 1, para cualquier i € {1,2,...,n — 4}. Entonces [S74(n)] < 10. Si
|S79(n)| < 8, entonces corolario 4.12 implica [S®(n)| < n — 1, una con-
tradiccion. Por lo tanto 9 < |Sf’9(n)| < 10. Llegaremos a una contradiccién
por asummir que |S7¢(n)| = 10.

De la proposicién 4.16 sabemos que [S7,(n)| = |S7;(n)| = 1. Estas de-
sigualdades y la proposicién 4.14 implican |S3(n)| < 1. Por otro lado, como
10 = |S5y(n)| = |SE5(n)| + [S3m)] ¥ [S2(m)| < 9 por la ccuacion (42)
entonces tenemos que |S7g(n)| =9y [S§(n)| = 1.

Note que, aplicando repetidas veces el razonamiento del parrafo anterior
podemos concluir que |S7(n)| = 1 paraj =8,7,...,1,y asi 23:1 152(n)| = 9.
Como [S}¢(n)| = Z?Zl |S%(n)], entonces 10 = 9, una contradiccién.

Ahora demostraremos (ii). En vista de proposicion 4.16, solo necesitamos
demostrar que |S?(n)| = 1 para cada i € {n — 11,n — 10,...,n — 4}. De la
proposicién 4.16 sabemos que Sy, _15(n)| = Z;:llg 157(n)] = n — 21. Esta
desigualdad y el lema 4.17 (i) implican que

[ n-12(M)] = 1579 ()] + |STg 12 (n)] = 9+ (n = 21) = n — 12.
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De la proposicién 4.16 |S?_15(n)| = |S2_,,(n)| = 1, entonces |S5_;;(n)] < 1
por la proposicién 4.14. Si |S?_,,(n)| = 0, entonces el lema 4.17 (i) y el
lema 4.11 (i) implican |S°(n)| =[S}, 12(n)] + [S; 11 ()| + [S7 10 (n)] <
(n—12)+0+410 = n—2, lo cual contradice la hipdtesis de que |S*(n)| = n—1.
Por lo tanto |S2_;;(n)| = 1. Asi, tenemos que |S2_,(n)| = |S2_,;(n)] =1,
y por la proposicién 4.14 tenemos que |S>_,,(n)| < 1. Como antes, por la
aplicacion repetida del razonamiento de este parrafo podemos deducir que

1S7(n)| =1 for j =n—10,n—-9,...,n — 4, como se requerfa.
Finalmente, notamos que la afirmacién (iii) se sigue directamente de (i)
y (ii). O

4.3.1. Demostracion del lema 4.5

Procederemos por induccién sobre n. Como
a(n) = p(T(n)) = A085680(n + 1)

para cada n € {1,...,49}, podemos asumir que n > 50 y que la afirma-
cion del lema 4.5 se cumple para cada k& < n. Por la recursiéon dada en la
observacién 4.2, es suficiente demostrar que p(T'(n)) < a(n —5) +n — 2.

Por otro lado, recordemos el siguiente isomorfismo entre elementos de
{T (i) }icz+ vy las subgréficas de T'(n): T'(n — 5) ~ Tfﬁ_‘;’(n), T(n — 10) ~
Ty (n), T(10) ~ T2 (n) y T(5) ~ T?_,,(n). En algunos lugares de
esta demostracion, por brevedad de notacién, para ¢ < n usaremos 7'(i) para
denotar su correspondiente 7" gréfica isomorfa.

Sea S un conjunto de empaquetamiento maximo de T'(n). Entonces p(T'(n)) =
|S|. Recordemos que S®(n) = T%(n) NS y que S*n) = TMn)NS. Si
T(n —10) N S| < a(n —10) — 1 o |S%(n)| < (2n — 8) — 1, entonces la
observacion 4.2 implica la desigualdad requerida:

15| =T (n—10)NS|+|5"(n)| < a(n—10)+ (2n—8) —1 = a(n—5) +n —2.
Similarmente, si |T(n—5)NS| < a(n—5)—10 [S°(n)] < (n—1)—1 obtenemos
S| <an—5)4+(n—1)—1=a(n—5)+n—2.

Entonces podemos asumir que |T'(n—5)NS| > a(n—>5), |[T'(n—10)NS| > a(n—
10), [S®(n)] > n — 1y |S%n)| > 2n — 8. Ademds, como S°(n) y S*(n) son
conjuntos de empaquetamiento de T°(n) y T'°(n) respectivamente, entonces
del lema 4.11 tenemos que
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1S°(n)] =n — 1 and |S™(n)| = 2n — 8. (4.3)

En otras palabras, S°(n) y S'(n) deben ser conjuntos de empaqueta-
miento méaximos de 7°(n) and T"%(n), respectivamente. Similarmente, como
T(n—5)NSy T(n—10)N.S son conjuntos de empaquetamiento de 7'(n —5)
y T'(n — 10) respectivamente, entonces de la hipétesis de induccién tenemos
que

|T(n—5)NS|=a(n—>5) and |T(n — 10) N S| = a(n — 10). (4.4)

A partir de ahora, derivaremos varias contradicciones de las ecuaciones

(4.3) v (4.4).
De la igualdad [S'°(n)] = 2n — 8 y el lema 4.15 se sigue que 12 <

1532 g.,(n)] < 13. Enseguida demostraremos que [S3%,, (n)| # 13.
Afirmacién 1 [S}%,  (n)] # 13.

Demostracion de afirmacion 1. Buscando una contradiccion, supongamos

que |5, ,(n)] = 13. Como se mencioné en la demostracién del lema 4.11,
los conjuntos de empaquetamiento de 1,,%, . (n) mostrados en la figura 4.4

son los tnicos conjuntos con exactamente 13 vértices.

Ademds, note que si S}%,  (n) es cualquiera de (a), (b) o (c) en la figura
4.4, entonces |S>_;,(n)| = 0, lo cual contradice el lema 4.17 (ii). Por lo tanto
asumiremos que S;°4 ,(n) es el conjunto de empaquetamiento mostrado en
la figura 4.4 (d).

Ahora considere el conjunto de empaquetamiento () de T, g:fg?n_g)(n) for-
mado por los vértices negros, cafés y azules en la figura 4.6. Note que

S}zggmfs (n)

es prescisamente el subconjunto de ) formado por los vértices negros y cafés.

Etiquetaremos los puntos de @ U Tg:fé’;f’lo(n) con pi,pa,...,P20, qi,
q2, - - -, 12 de acuerdo a la figura 4.6. Note que Q = {q1,q2, - - -, q12}-

Del lema 4.17 (ii), sabemos que |S>_,,(n)| = [S2_,;(n)| = |S5_14(n)| = 1.
Estas igualdades y las ubicaciones de ¢g,gs v ¢o implican que la tnica ubi-
cacién disponible para el vértice en S2_,(n) es prescisamente la ubica-
cién g, entonces S2_,4(n) = {qo}. Similarmente, podemos deducir que
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Tn1,913(n) T05(n)
v
-------
R DEENSanN:
13,n—5 n—9,n
NGl -------

-.

qr7

Figura 4.6: Conjunto 7, ann 5(n). El conjunto de vértices negros y cafés es

5711,0—9,71—5 (n) .

S5 1(n) ={qui}y S _15(n) = {qa}. Como gs,q7,q3 ¥ q12 son elementos de
S, entonces es facil verificar que

{p1, P2, P3, P4, P5, P10, P14, P15, P20} NS = . (4.5)

Terminaremos la demostracién de la afirmacién construyendo un conjunto
de empaquetamiento R de T'(n—5) de cardinalidad |T'(n—5)NS|+1. Note que
la existencia de tal R contradice la suposicién que p(T'(n—5)) = |T'(n—5)NS].

Primero consideremos el conjunto R’ := (S \ S?(n)) U {pio} y sea N :=
{u € S\ S?(n) : d(u,pi) < 2}. Note que si N = (), entonces R’ es el conjunto
requerido R.

Demostraremos que si N # (), entonces siempre podemos modificar lige-
ramente a R’ a fin de conseguir el conjunto de empaquetamiento requerido
R. En efecto, si ninguno de pg y pg pertenece a N, entonces la ecuacion 4.5
implica que N = {gs}. En este caso simplemente intercambiamos ¢z y ¢5 y
gs por los tres vértices grices en la figura 4.6 y el conjunto resultante es el
conjunto R requerido.

Por otro lado, supongamos que al menos uno de pg o pg pertenece a N.
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Como S es un conjunto de empaquetamiento, entonces exactamente uno de
ps O pg pertenece a N. Sea p, tal vértice. Como p, € S, entonces ni p; ni pi3
pertenece a R'. De estos hechos y la equacién 4.5 se sigue que N = {p,, gs}.
Como antes, intercambiamos p,., q2, ¢5 v qs por p3 y los tres vértices grices en
figura 4.6. Claramente, el conjunto resultante es el conjunto R requerido.

En vista de la afirmacién 1y del hecho de que 12 < |S}° ,(n)] < 13,
tenemos que [S}0,  (n)] = 12.

Como 17, .(n) ~ T(5) y p(T(5)) = 4, entonces |S;_, . (n)] < 4. Si
S, _4n(n)| < 4 entonces del lema 4.17 (iii) se sigue que

52 ()] = 1875 (M) +1Sp 4 ()] <n—5+4=n—1,
lo cual contradice |S®(n)| =n — 1. Por lo tanto podemos asumir que
S —an(n)] = 4.
Del lema 4.17 (ii) sabemos que |S] g, 5(n)| =5y por lo tanto

SIS = 1S3, ()| = 1S3 4n(m)] = S5 5(m)] =124 =5 =3

n—9,n—5

Ahora demostraremos por contradiccién que |S!Y ,(n)| = 2. Tenemos los
siguientes casos:

1) S} 0(n)] < 1. Del hecho de que T} _;;(n) ~ Gion-11 y la ecua-
cién (4.2) se sigue que

1Stn—11(n)] < p(Gron-11) = 2(n —11).
Esto y [S,°,(n)] = 12 implican

5% (n)] = 181511 ()| + |Sp 10 ()] + [,

n?gm(n)\ <2n—11)4+1+12
=2n—9,
una contradiccion.
2) 5324(n)] = 3.

Hemos verificado exhaustivamente por computadora que no existe un
conjunto de empaquetamiento de Tg:ffn(n) satisfaciendo las actuales
propiedades de S. Recordemos que tales propiedades son las siguientes:
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(P2) S?(n) =1 paracadai € {n—14,n—13,...,n — 5}, (por el lema
4.17 (ii))

<P3) ‘52—4,n(n>’ = 47

(P4) |5y g5 (n)| =3,

(P5) 53735 (n)| = 2, (porque [S;%4(n)| = 3y |S;_jo| = 1 por el
lema 4.17 (ii)),

(P6) [S" " °(n)| = 1, para cada i € {n — 14,n — 13,n — 12} (por
proposicién 4.16).

Note que (P2), (P3), (P4) y (P6) son consecuencias de (P1) y se cum-
plen independientemente si |S1°, (n)| = 3 o no.

3) |50, ,(n)] = 4. Del lema 4.17 (ii) sabemos que |S?_,,(n)| = 1, y enton-

ces |S"~ %" °(n)| = 3, lo cual es imposible.

Por lo tanto, tenemos que |S!%,(n)| = 2. Esto y el lema 4.17 (ii) implican

que |S" 70" 7%(n)| = 1. Entonces 1532 10.0(n)] = 14. Ahora demostraremos que
|S7~%"% ()| = 1. Por la proposicién 4.16 sabemos que

n—9,n—> n—9,n—>
1Se1s ()] =[5 "(n)]=1.
Estas igualdades y la proposicién 4.14 implican que \SZ:fi"_5(n)| < 1.
Si |S"~ %" °(n)| = 0, entonces el lema 4.17 (i) implica que S, (n)| =
1S5, (n)| + S0 7®(n)| = 1. De esto y la ecuacién (1) tenemos que

[S(n)] = [S15-12 (M) +18,2 11 () [+193 10,0 (0)] = 2(n—12)+1+14 = 20—,

lo cual contradice que |S'(n)| = 2n — 8. Por lo tanto |S! )" °(n)| = 1.
Hemos calculado exhaustivamente por computadora que S,°,,,(n) los
cuales satisfacen (P1), (P2), (P3), (P4), (P6) y adicionalmente que

n—9,n—5 n—9,n—5
1Sp1i () =1y [S 1y (n)]=1.

Estas posibilidades restringidas a ngff;fg)(n) son exactamente 26 y son

mostradas en la figura 4.7.
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Los puntos de SZ:?f,;_‘r’g)(n) son coloreados negros en la figura 4.7. Para

cada una de estas 26 posibildades, procedemos similarmente como en la de-
mostracion de la afirmacién 1 para exhibir un conjunto de empaquetamiento
R de T'(n —5) con cardinalidad |T'(n — 5) N S| + 1. Otra véz, esto contradice
p(T(n —5)) = |T(n —5)N S|y nos permitird concluir que [Sy%,, (n)| # 12,
y por lo tanto la demostracion del lema 4.5 queda finalizada.

Ahora demostraremos que para cada una de estas 26 posibilidades, tal
conjunto de empaquetamiento R existe. En efecto, en cada uno de estos ca-
sos elegimos a R como la unién de S\ S®(n) con los vértices rojos, negros y
amarillos. En cada caso es facil verificar que tal conjunto R es el empaque-
tamiento requerido de T'(n — 5). O
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Ui (n)

Figura 4.7: En cada uno de estos 26 casos, la unién de los vértices negros y cafés es

un conjunto de empaquetamiento de 77"} 473;55 (n) el cual satisface (P1), (P2), (P3),

(P4), (P6) y [S" )" ()| = 1y |S70°(n)| = 1. Ademds, estos 26 conjuntos
de empaquetamientos son los tinicos que satisfacen estas condiciones. Finalmente,
note que en cada caso, el conjunto R que resulta de intercambiar los vértices cafés
por los vertices rojos y grices en S\ S°(n) es un conjunto de empaquetamiento de
T(n —5) con cardinalidad |S \ S°(n)| + 1.



Capitulo 5

Conclusiones y comentarios
finales

El objetivo inicial del presente trabajo era estudiar el comportamiento de
diversos pardametros combinatorios sobre Fy(P,). En el transcurso de nues-
tra investigacion nos dimos cuenta de que la determinacion de la secuencia
generada por p(Fy(P,)) correspondia precisamente a un problema abierto
en teoria de codigos correctores [60]. En virtud de esa motivacién adicional,
nos enfocamos al estudio de p(F(P,)). Enseguida presentamos una breve
descripcion de los resultados obtenidos en esta tesis y algunos de sus antece-
dentes.

= Como ya se ha mencionado, Fy(P,) es una subgrafica propia del pro-
ducto cartesiano P,[1FP,, de caminos P, y P,,. Sin embargo, debido
a la mayor complejidad estructural que presenta Fy(P,) con respecto
de P,00P,,, se tiene que la determinacion de casi cualquier parametro
combinatorio es mas complicado para Fy(F,) que para P,0P,,. Este es
precisamente el caso del nimero de dominacién: el problema de deter-
minar v(P,0P,,) fue propuesto por Jacobson y Kinch [41] en 1984, y fue
resuelto en 2011 por Daniel Gongalves y otros [31]. A pesar de nuestro
esfuerzo durante algunos meses, y de haber asimilado tanto las técni-
cas como las ideas empleadas por [19, 31, 41] en la determinacién de
v(P,0P,,), no fuimos capaces de determinar el comportamiento exac-
to de v(Fy(P,)) para todo n € Z*. Sin embargo, si obtuvimos algunos
avances no triviales.

Por una parte, pudimos determinar por computadora los primeros 14

60
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valores exactos de y(F»(P,)). Ver Tabla 2. Puesto que nuestros algo-
ritmos son bastante limitados en términos de eficiencia computacio-
nal, decidimos no incluirlos en este trabajo. Por otra parte, para cada
n € ZT logramos construir un conjunto dominante D, para Fy(F,)
con cardinalidad b(n). Dichos conjuntos dominantes D,, establecen una
cota superior asintética para y(Fy(F,)).

» Motivados por nuestra modesta aportacion para determinar de v(Fy(F,)),
y en vista de que la evidencia encontrada en la literatura respecto a
la determinacién de p(P,0P,,) fue significativamente mas facil que
la determinacién de (P,0P,,), decidimos enfocamos al estudio de
p(F»(P,)). Los principales antecedentes de este segundo problema son
los trabajos realizados por David C. Fisher [16] y Rob Pratt [60].

e En 1993 David C. Fisher [16] determiné los valores exactos de la
secuencia generada por p(P,00P,,) para todo n,m € Z™.

e En [60] demostraron que la determinacién de p(Fi(F,)) es equiva-
lente a la siguiente pregunta abierta en teoria de codigos: ;Cudl es
el tamano maximo del codigo corrector de longitud n y peso cons-
tante 2 que puede corregir una unica transposicion adyacente? En
otras palabras, demostraron que p(Fz(P,-1)) =A085680(n).

e En [60] también publicaron los primeros 50 valores de A085680(n),
los cuales fueron obtenidos por Rob Pratt en 2017 por medio de
programas de computadora.

Apoyados en estos antecedentes, la programacion computacional, y el
uso de diversas técnicas de optimizacon combinatoria, se logré la deter-
minacion exacta de A085680(n) para n € Z*. Este resultado a su vez
implica la conjetura 4.1 de Rob Pratt sobre la funcién generatriz corres-
pondiente a la secuencia p(Fi(F,)), siendo esta la aportacién principal
de este trabajo. Dicho resultado fue publicado en [30].

= Un refinamiento de las técnicas e ideas utilizadas en la determinacion de
p(Fy(P,)) nos condujeron a la construccién de conjuntos de empaque-
tamiento para F3(P,), los cuales arrojaron la férmula c¢(n) presentada
en el capitulo 3, la cual establece una cota inferior para p(F3(F,)).
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= Pese a que no lo mencionamos en el contenido de este trabajo, tam-
bién existe una relacién entre la determinacién de p(Fy(C,)) y cier-
tos codigos correctores, lo cual motiva al estudio de p(Fy(C,,)). Esto
nos muestra una vez mas que existe una cercana relacion entre la de-
terminacién del niimero de empaquetamiento de las graficas de fichas
Fi(P,), Fr(C,) y ciertas clases de cddigos correctores.

» Los primeros avances que obtuvimos sobre la determinacién de y(Fy(F,))
y p(F»(P,)) se presentaron en el XXXII Coloquio Victor Neumann-Lara
de teoria de grificas, combinatoria y sus aplicaciones llevado a cabo en
San Luis Potosi en marzo de 2017 y en el III Congreso Internacio-
nal de Matemdticas y sus Aplicaciones celebrado en Puebla durante
septiembre de 2016.
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