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Propiedades de auto-similaridad y escalamiento en estructuras

aperiodicas fractales de grafeno
Resumen

Una de las principales tareas en el campo de la ciencia es indagar nuevos materiales que
faciliten cierto trabajo diario. En este sentido, la investigacion juega un papel trascendente,
ya que gracias a ella estos materiales pueden ser implementados en el ambito cientifico
y tecnolégico. Recientemente el descubrimiento de materiales bidimensionales a generado
un gran interés en la comunidad cientifica y experimental, en particular, el grafeno. Por
otro lado, en los ultimos anos las estructuras aperiédicas o cuasi-regulares se han utilizado
para describir una amplia gama de fenémenos fisicos. En este sentido, la conjugacion de
esta clase de estructuras con el grafeno han logrado demostrar efectos exoticos tales como
el transporte auto-similar.

En este trabajo investigamos las peculiaridades de los electrones de Dirac a través de
estructuras aperiddicas de grafeno tipo Cantor (CGSs). Hemos implementado el orden
aperiodico en la distribucion de las barreras y pozos de potencial de acuerdo a la secuen-
cia del conjunto Cantor. En primer lugar, comparamos las propiedades de transmision y
transporte en dos clases de CGSs generadas por sustratos nano-estructurados y por campo
electrostatico. En general, la conductancia de ambos sistemas presenta un comportamien-
to oscilatorio que se puede describir directamente por medio de los estados acotados. En
segundo lugar, investigamos las propiedades de transmisién en los dos sistemas descritos
anteriormente, donde hemos encontramos un comportamiento auto-similar en los espectros
de transmision. Para ello, implementamos y proponemos reglas de escala para cada uno de
los parametros fundamentales: niimero de generacion, altura de las barreras y longitud del
sistema. Teniendo esto en cuenta, hemos podido reproducir el espectro de transmisién de
referencia, aplicando la regla de escala apropiada, por medio del espectro de transmision

escalado. Por lo tanto, hasta donde podemos ver, los ingredientes basicos para obtener



auto-similaridad en las propiedades de transmisién son: electrones de Dirac relativistas,
una estructura auto-similar y la no conservacion del pseudo-espin.

En tercer lugar, discutimos tedricamente las propiedades de transmisién y transpor-
te de los electrones de Dirac en CGSs bajo efectos magnetoeléctricos. Encontramos un
proceso de bifurcacion en el espectro de transmisién que es observable cuando aumenta
la generacién. Ademads, se presenta un comportamiento simétrico y asimétrico para las
barreras magnéticas y magnetoeléctricas, respectivamente. En general, se manifiesta un
comportamiento oscilatorio en la conductancia. Ademas, podemos describir la forma y ubi-
cacion de los picos que dan lugar a las oscilaciones a través de los contornos de transmision
en el espacio (E, k). Por consiguiente, la modulacién magnetoeléctrica junto con el orden
fractal se pueden usar para controlar las propiedades de transmision y transporte en CGSs.
Por 1ltimo, retomamos el sistema generado por campo magnético y electrostatico solo que
ahora investigamos patrones auto-similares en las propiedades de transmision. Ademads,
estos patrones se pueden conectar con otros a diferentes escalas a través de expresiones
de escala bien definidas. Aqui, hemos encontrado dos reglas de escala, la primera esta
relacionada con la generacion y la segunda con la longitud de la estructura tipo Cantor.
Hasta donde sabemos, es la primera vez que una estructura especial auto-similar junto con
efectos de campo magnético dan lugar a patrones de transmision auto-similares. También
es importante senalar que, segtin nuestro conocimiento, es fundamental romper la simetria
del grafeno para obtener propiedades de transmision auto-similares. De hecho, en nuestro

caso, la simetria de inversién temporal se rompe gracias a los efectos del campo magnético.
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Self-similarity and scalability properties in graphene fractal

aperiodic structures

Abstract

One of the major tasks in the field of science is to investigate new materials that
facilitate certain day-to-day work. In this sense, the research plays a transcendent role,
since thanks to it these materials can be implemented in the scientific and technological
field. Recently the discovery of two-dimensional materials has generated great interest
in the scientific and experimental community, in particular, the graphene. On the other
hand, in recent years aperiodic or quasi-regular structures have been used to describe a
wide range of physical phenomena. In this sense, the conjugation of this class of structures
with graphene have been able to show exotic effects such as self-similar transport.

In this work we investigate the peculiar tunneling characteristics of Dirac electrons
through aperiodic graphene structures like Cantor (CGSs). We have implemented the
aperiodic order to the barriers and potential wells arranged according to the Cantor se-
quence. First, we compare the transmission and transport properties of two types of CGSs
generated by nanostructured substrates and by electrostatic field. In general, the conduc-
tance of both systems presents an oscillatory behaviour that can be described directly by
means of the bound states. Second, we investigate the transmission properties in the two
systems described above, where we have found a self-similar behaviour in the transmission
spectra. To do this, we implement and propose scaling rules for each one of the fundamen-
tal parameters: generation number, height of the barriers and length of the system. With
this in mind we have been able to reproduce the reference transmission spectrum, applying
the appropriate scaling rule, by means of the scaled transmission spectrum. Therefore, as
far as we can see the basic ingredients to obtain self-similarity in the transmssion spectra
are: relativistic Dirac electrons, a self-similar structure and the non-conservation of the

pseudo-spin.
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Thirdly, we discuss theoretically the transmission and transport properties of Dirac
electrons in CGSs under magnetoelectric effects. We found a bifurcation process in the
transmission spectra which is observable when the generation increases. Also, an asymme-
trical and symmetrical behavior is presented for magnetic and magnetoelectric barriers,
respectively. In general, an oscillatory behavior is manifested in the conductance. Moreo-
ver, we can describe form and location of the peaks that give rise to the oscillations through
the contour plots of the transmittance in the (E, k,) space. In short, the magnetoelectric
modulation along with the fractal order can be used to control the transmission and trans-
port properties in CGSs. Finally, we take up again the system generated by magnetic and
electrostatic field only now we investigate the self-similar patterns in the transmission
properties. Moreover, these patterns can be connected with other ones at different scales
through well-defined scaling rules. In particular, we have found two scaling rules, the first
expression is related to the generation and the second one to the length of the Cantor-like
structure. As far as we know it is the first time that a special self-similar structure in
conjunction with magnetic field effects give rise to self-similar transmission patterns. It is
also important to remark that according to our knowledge it is fundamental to break some
symmetry of graphene in order to obtain self-similar transmission properties. In fact, in

our case the time-reversal symmetry is broken by the magnetic field effects
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CAPITULO 1

Transmision y transporte en sistemas aperiddicos

1.1. Introduccion

1.1.1. Orden aperiédico

En la naturaleza existen diversos sistemas o estructuras complejas que manifiestan
cierto tipo de orden. El mas comun es el orden periédico como consecuencia de su sim-
plicidad. La Fig. 1.1 (a) ilustra una estructura conformada por dos elementos A y B
repetidos de manera periddica. En este sentido, el orden periédico tomado en cuenta como
una herramienta de modulacion periddica desempena un papel importante en superredes
semiconductoras [1-3]. Sin embargo, también hay otro tipo de orden: el orden aperiddico.
Esto significa que existen estructuras con reglas de generacion bien definidas (orden) pero
sin ser repetitivas (periodicidad), denomidas estructuras aperiédicas, cuasi-periddicas o
cuasi-regulares [4, 5].

Las estructuras aperidédicas consisten en una sucesion de capas distribuidas de acuerdo
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a ciertas reglas de conformacién, por lo que el resultado es un sistema no periédico pero
con un algoritmo de secuencia preciso para las capas, tal y como se indica en la Fig.
1.1 (b). En otras palabras, una estructura aperiddica puede ser construida con un patrén
formado por dos elementos que se repiten con diferentes periodos, y la razén de esos
periodos es irracional. De hecho, este tipo de estructuras pueden ser consideradas como
fractales, objetos homogéneos y auto-similares, ademés de ser utilizadas para describir
toda una gama de fenémenos fisicos dentro del marco de sistemas complejos, tales como
procesos estadisticos y estructuras naturales [4,5]. Por otra parte, estas estructuras pueden
caracterizarse por poseer propiedades intrinsecas tales como: auto-similitud, criticidad y
fractalidad [6], que de alguna manera se manifiestan en propiedades fisicas tales como
la transmitancia, conductancia, propiedades electrénicas y épticas [4,5]. Por lo tanto,
el orden cuasi-periédico o aperiédico podria explotarse para modular las propiedades de
las estructuras basadas en semiconductores, asi como para disenar nuevos dispositivos

electrénicos.

(a) A B A B A B ADBADB A B

(b) A B B A B A A B AA

Figura 1.1: (a) Estructura periédica formada por los elementos A y B. (b) Estructura aperiédica
generada por medio de dos elementos A y B.
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1.1.2. Conjunto Cantor

El conjunto Cantor ilustra de una buena manera la importancia y las caracteristicas
fundamentales de los fractales, ademas de ser considerado como uno de los fractales mas
simples [7]. Este conjunto se construye de modo recursivo, esto es, se elige un segmento de
una unidad de longitud que serd denominado, en nuestro caso, como la primera generacién
N = 1. Enseguida se parte en 3 segmentos idénticos y se elimina el segmento central,
conservando siempre los extremos. Asi se obtiene la segunda generacién N = 2 con 2
segmentos de longitud de 1/3. Repitiendo el procedimiento anterior a cada uno de los
extremos restantes resulta la tercera generaciéon N = 3 con 4 segmentos, donde cada uno
de ellos tiene una longitud de 1/9. Para la cuarta generacién N = 4 se tienen 8 segmentos de
longitud 1/27, ver Fig. 1.2. Por lo tanto, la n —ésima generacién tendrd 2"~ segmentos de
longitud 1/3"~! con (2"7'-1) segmentos removidos. Otra peculiaridad del conjunto Cantor
es que se caracteriza por tener una dimension fractal. Al respecto, existe una gran variedad
de formas para encontrar la dimension fractal entre las que destaca el método o técnica por
conteo de cajas [7]. Empleando este método resulta que la dimensién fractal del conjunto

Cantor es,

= 0.6300. (1.1)

Es importante senalar que la estructura de la secuencia del conjunto Cantor de la Fig.
1.2 muestra solo las primeras cinco generaciones, las cuales se consideran como un con-
junto prefractal debido a que el nimero de generaciones es finito. Ademas, la n — ésima
generacion del conjunto prefractal Cantor se puede interpretar como una distribucién
cuasi-periédica (cuasi-regular) de segmentos que se pueden obtener removiendo algunos
segmentos dentro de una distribuciéon periddica finita, donde las dos primeras generaciones

serian equivalentes en ambas distribuciones.
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Figura 1.2: Primeras generaciones del Conjunto Cantor, donde N y w representan el nimero
de generacion y la longitud del segmento inicial, respectivamente. Ademads, w también recibe el
nombre de ancho de partida.

1.1.3. Estructuras aperiodica en grafeno

Dentro de este contexto, los materiales bidimensionales no son la excepcién para esta
clase de investigaciones. En particular, el grafeno [8-10] definido como un arreglo de dtomos
de carbono densamente empaquetados en una red cristalina bidimensional en forma de
hexagonos, de tan sélo un atomo de espesor, se ha convertido en uno de los materiales mas
estudiados en la comunidad cientifica tanto tedrica como experimental debido a la gran

variedad de propiedades inusuales que manifiesta [8-24].

En los tltimos anos, se han reportado varios trabajos sobre efectos aperiédicos en gra-
feno [25-40,42,43]. Entre las estructuras cuasi-regulares basadas a grafeno mas estudiadas
se puede encontrar la secuencia de Fibonacci [25-29] y Thue-Morse [29-36]. El mecanismo
preferido o efecto externo para crear el patrén cuasi-periédico de barreras de potencial ha
sido el efecto generado por campo electrostatico. En este sentido, las estructuras aperiodi-

cas fractales basadas en el conjunto Cantor han sido menos estudiadas [37-39].

Este primer capitulo de la tesis, esta enfocada a estudiar las propiedades de trans-

misién y transporte tales como la transmitancia, conductancia y estructura electrénica
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de un sistema aperiédico fractal basado a grafeno. La secuencia del conjunto Cantor es
implementada para generar el arreglo cuasi-regular de las barreras y pozos de potencial.
En particular, se efectiia un analisis comparativo de las propiedades fisicas mencionadas
para dos diferentes estructuras de grafeno tipo Cantor, CGSs. La primera se genera por
campo electrostatico (ECGSs) mientras que la segunda por sustratos nano-estructurados
(SCGSs). A primera instancia, nuestros resultados muestran rasgos auto-similares en los
espectros de la transmitancia y conductancia para el caso de SCGSs. Por otro lado, se
encontré que en ambas situaciones (ECGSs y SCGSs) la conductancia presenta un com-
portamiento oscilatorio, el cual puede ser descrito directamente por medio de los estados
acotados. Por lo tanto, se presta especial atencion a las caracteristicas auto-similares de
las propiedades de transmisién y transporte asi como a la naturaleza oscilatoria de la

conductancia y su relacion con el espectro de los estados acotados.

1.2. Motivacion

Recientemente la aplicacion de estructuras aperiédicas para modular propiedades de
transmision y transporte se ha convertido en una linea de investigacién importante para el
diseno y elaboracién de novedosos dispositivos electronicos, esto gracias a sus propiedades
ofertadas, entre las que destaca la auto-similaridad [4]. A pesar de esos esfuerzos, existen
pocos estudios acerca de estructuras aperiddicas, en particular, aquellas que siguen las re-
glas de generacion del conjunto Cantor. Motivo por la cual esta investigacion esta enfocada
en explorar la relacion entre la naturaleza de los portadores de carga y su comportamiento

dentro de esta clase de estructuras basadas en grafeno.
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1.3. Objetivos

El objetivo principal, asociado con este primer capitulo, es estudiar teéricamente las
propiedades de transmision y transporte de los electrones de Dirac a través de CGSs.
Para llevar a cabo dicho estudio, tomaremos en cuenta dos tipos de sistemas: el primero
formados por barreras de potencial generadas por la aplicacién de campo electrostatico
(ECGSs) y el segundo con barreras generadas por sustratos nano-estructurados (SCGSs).

En particular, se determinara:

(A Las propiedades de la transmitancia de los electrones de Dirac como funcion de la
energia para los dos sistemas ECGSs y SCGSs, al variar el ancho de partida w, el

numero de generacion de la secuencia Cantor N y el dngulo de incidencia 6.

(A Las propiedades de transporte, como lo es la conductancia de los electrones de Dirac
en cada estructura: ECGSs y SCGSs. Asimismo, se analizara como se modifican sus

propiedades al variar w, N y 6.

@ Célculo y analisis de los estados acotados de los electrones de Dirac en ECGSs
y SCGSs, con el fin de entender con mayor claridad la naturaleza oscilante de la

conductancia.

1.4. Metodologia

En esta seccion se analizan las peculiaridades que caracterizan a ciertos sistemas ba-
sados a grafeno. En particular, aquellos sistemas constituidos por barreras de potencial
generadas por medio de sustratos nanoestructurados y por campo electrostatico. Ademas,
se presenta el aparato matematico de la matriz de transferencia utilizado para el estudio

de la propagacién de los electrones de Dirac.
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1.4.1. Barreras via sustratos nano-estructurados

En este punto, es importante senalar que a bajas energias y cerca de los puntos de Dirac,
los portadores de carga en el grafeno pueden considerarse como particulas relativistas. Solo
que ahora la velocidad de la luz es remplazada por la velocidad de Fermi vg = 105m/s.
Por consiguiente, los electrones de Dirac estaran gobernados por la ecuacion de Dirac en

lugar de la ecuacién de Schrodinger.

Dentro del contexto de sustratos, se ha reportado que éstos pueden ser nano-estructurados
con materiales con diferente grado de interaccién con la sabana de grafeno, Fig.1.3 (a). En
otras palabras, dichos materiales inducen diferentes brechas prohibidas en el espectro del
grafeno modificando la relacién de dispersién lineal a parabdlica [41], tal y como se ilustra
en la Fig.1.3 (b), siendo ésta una caracteristica sobresaliente en este tipo de estructuras.
Para tal fin, se podrian usar como materiales el carburo de silicio (SiC), nitruro de boro

hexagonal (hBN), etc.

Desde el punto de vista tedrico, la dindamica de los electrones de Dirac sometidos a los
efectos inducidos por esta clase de materiales sera descrita en términos de la ecuacion tipo

Dirac,

[vp(o - p) + to-]i(x, y) = E(z,y), (1.2)

donde vp = 3ta/2h es la velocidad de Fermi, con a la distancia carbono-carbono en el
grafeno del orden de 1.42 A, ¢ el factor de medida de interaccién de los atomos (2.7 eV),
t' = E;/2 el alto de la barrera, o = (0,, 0,) las matrices de Pauli, p = (p,, p,) €l operador
de momento y o, la componente z de la matriz de Pauli. Esta ecuacién se resuelve dada

la siguiente relacién de dispersion parabdlica,

E? = £1%05 (4} + q;) + 17, (1.3)
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SCGSs

(a)

)
BT RT, T RIS
d L & A e D gn
(¢) g, ot 0By F—aw,~1—dB; dw, dBz [ —dWy—t—dB;—
lr

%;ﬁ

Ecyv

Figura 1.3: Representacién grafica de estructuras de grafeno tipo Cantor basadas en sustratos
(SCGSs). (a) Representacién de la seccién transversal de SCGSs. Esta estructura se genera por
la interaccién entre el sustrato y la capa de grafeno. La capa de grafeno se deposita encima de
sustratos alternantes, como SiOs (regiones grises) y SiC (regiones azules), obteniendo regiones
con relaciones de dispersién lineal y parabdlica, respectivamente. (b) Distribucién de los conos de
Dirac y paraboloides de Dirac a lo largo de la estructura. La brecha prohibida en los paraboloides
de Dirac es E; = 2t/, el area llena de azul indica estados ocupados y la esfera azul describe
un electrén de Dirac masivo incidiendo con una energia de Fermi (E). (c¢) Perfil de borde de
banda de SCGSs, las barreras tienen una altura Vy = t/, y los anchos de barreras y pozos son
dB2 = w/9, dW2 = w/9 y dW1 = w/3. Las lineas cfan y azul corresponden a electrones
y huecos, respectivamente. Todas las ilustraciones se presentan para la generacién N = 3 del
conjunto Cantor.

donde t' es también proporcional al ancho de la brecha prohibida de valor 2t' y ¢ es el
vector de onda bidimensional correspondiente a la region del SiC. Las funciones de onda

correspondientes se pueden escribir como,

Vi(z,y) = —= eFit=Ttiay (1.4)
f v
+

con

E—t
hop(£q, —iq,)

V4 — (15)

Por otro lado, existen sustratos incapaces de inducir una brecha prohibida en el espectro
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de energia del grafeno, como lo es el SiO,, que a su vez conserva la relacion de dispersion
lineal, ver Fig.1.3 (a) y Fig.1.3 (b). Por consiguiente, la ecuacién tipo Dirac viene dada

port,

[UF(U : p)]@b(z,y) = E¢($ay)a (16)

mientras que la energia asociada a estas regiones presenta una forma lineal,

y las funciones de onda estédn representadas por la expresion,

1 1 . .
@b:l:(l',y) _ ﬁ 6ilkm$+lkyy’ (18)
Ut
con
E

" hop(tk, — iky)’
donde k es el vector de onda bidimensional correspondiente a la region del SiO, y las
componentes k, y k, se definen de acuerdo a la ec. (1.7) asi como por el dngulo formando

entre ellas, § = arctan(k,/k,).

1.4.2. Barreras via campo electrostatico

Otro de los mecanismos capaces de generar arreglos de barreras de potencial en el
grafeno es sin duda alguna la aplicacion de campo electrostatico por medio de contactos,
Fig. 1.4 (a). Como consecuencia, los conos de Dirac sufren un desplazamiento con respecto
al eje de la energia, el cual es proporcional a la intensidad del voltaje aplicado V,, véase

Fig. 1.4 (b). Ademas, este desplazamiento depende de la polaridad del potencial, por
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ECGSs

(a)

45} BG
ELES T SFET

(€) B, ofdBy 1 dWyf—dByt—dW—F—dBy TdWy T dBy| [vo b

Figura 1.4: Representacién grafica de estructuras de grafeno tipo Cantor basadas en campo
electrostatico (ECGSs). (a) Representacion de la seccién transversal de ECGSs. Esta estructura
se genera cuando se sitda una ldmina de grafeno sobre un sustrato que no interactda con el
grafeno, tal como SiOs (regién gris) junto con una puerta (BG) y contactos alternados (TG). (b)
Distribucion de los conos de Dirac a lo largo de la estructura. En este caso, Vj es proporcional a
la intensidad del voltaje aplicado en los contactos y la puerta. La esfera azul describe un electrén
de Dirac sin masa incidiendo con una energia de Fermi (E). (¢) Perfil de borde de banda de
ECGSs con V) como la altura de las barreras. La linea cian corresponde a electrones, ya que
estamos considerando voltajes positivos. Todas las ilustraciones se presentan para el ntimero de
generacién N = 3 del conjunto Cantor.

esta razon, cuando es positivo surgen barreras para electrones (Fig. 1.4 (¢)) y cuando es
negativo barreras para huecos. Lo anterior se puede analizar por medio de la ecuacion tipo

Dirac,

donde V' (z) = Vj, es el potencial unidimensional a lo largo de la direccién espacial z. Esta

ecuacion se resuelve en forma directa utilizando la relacion de dispersién lineal,

E = f£hvpq + Vb, (1.11)

donde “4” representa a los electrones y huecos, respectivamente. La funcién de onda

adquiere la misma expresiéon matematica que en el caso de las barreras generadas por
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sustratos ec. (1.4), solo que ahora el coeficiente del bi-espinor se define como,

_ hop(£g, — igy)

1.12
o (112)

U+

1.4.3. Matriz de transferencia

Una vez definidas las expresiones matematicas de las relaciones de dispersion y las
funciones de onda que caracterizan las barreras de potencial generadas tanto por sustratos
nano-estructurados como por campo electrostatico, es facil calcular las propiedades de
transmision, transporte y estructura de niveles de nuestro sistema en cuestion mediante
el formalismo de la matriz de transferencia [44,45].

Para tener mayor claridad del problema a resolver se asumira de ahora en adelante dos
regiones especificas: la region k y la region ¢. La primera se refiere a la region ocupada
por el sustrato SiOy y a la regién donde no se aplica campo electrostatico, regidas por el
vector de onda k. La segunda comprende el caso de la region ocupada por el sustratp SiC
y la regién donde se aplica campo electrostatico, regidas por el vector de onda ¢g. En este
contexto, las regiones k y ¢ estaran caracterizadas por las funciones de onda wki y 1&;'[,
respectivamente.

El enfoque de la matriz de transferencia consiste en establecer una relacién entre las
amplitudes de la onda incidente y reflejada del medio inicial (A y By) con las amplitudes
de la onda transmitida y reflejada del medio final (Ay,1 y Byy1 = 0) por medio de las
condiciones de continuidad de las funciones de onda en cada una de las interfaces, ver
Fig. 1.5. Por lo tanto, estableciendo la condiciéon de continuidad en la primera interfaz
localizada en = = xq = 0, es decir, entre la onda incidente ¢} y reflejada v, en la region

k con la onda transmitida 1] y reflejada v en la region ¢ se obtiene la expresién,

Ui (0) =9 (0), (1.13)
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Xo Xp Xy Xzeeo XN Xn+1 X

Figura 1.5: Arreglo de barreras de potencial, donde se indican las amplitudes de las funciones de
onda en cada una de las regiones que componen el sistema.

o bien,

Aol + By, = A + Biyy, (1.14)

sustituyendo las funciones de onda correspondientes a cada regién es posible expresar la

ec. (1.14) en forma matricial como,

AO -+ BO - Al + Bl 5 (].].5)
Uy Uu— V4 v_

re-escribiendo esta ultima ecuacion en forma matricial resulta que,

Ay 11 11 A
= , (1.16)
By Uy U_ vy U_ By
Dyt Dy
A A
“| = by | |, (1.17)
By B

aqui Dy y Dy se denominan matrices dindmicas, las cuales corresponden al medio inicial
y final, y al interior de la barrera, respectivamente.

Tomando en cuenta la segunda interfaz localizada en z = x; y aplicando la condicion



CAPITULO 1. TRANSMISION Y TRANSPORTE EN SISTEMAS APERIODICOS 13

de continuidad obtenemos,

@in(l"l) = @D/:ft(l"l)» (1.18)

por lo que la ecuacién de continuidad adquiere la siguiente forma,

Ayl + Bidy = Al + Baily, (1.19)

considerando la ultima expresién en términos de las funciones de onda de la region k y la

region ¢, entonces,

1 . 1 . 1 " "
Ay e 4+ By e = A,y e"™" + By e, (1.20)
V4 V- U4 U—

en forma matricial podemos escribir los coeficientes A; y B; en términos de Ay y By como,

Al eiq:cl e—iq:cl eik:cl e—’ik‘l‘1 A2
= 1.21
Bl ,U+6iq:v1 U_e—iq:vl u+eikx1 u_e—ikml B2 ’ ( )
y utilizando la relacion,
. . -1 . -1
equﬂl e—quﬂl 6—2[]:B1 O 1 1
= 1.22
Vel gy_eTlT 0 elar vy V- ’ ( )
resulta que,
-1
Aq B et () 1 1 1 1 etk 0 Ay
By 0 elae vy V- Uy U 0 e n By ’
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Al eikxl 0 A2
— PD;'Dy : (1.23)

Bl 0 €_ikx1 Bg

donde P; es llamada matriz de propagacion, la cual representa la propagacion de los elec-
trones de Dirac a través de la barrera de ancho x1 — xg. Aqui el medio inicial es el mismo

que el final.

Considerando que al final de la barrera ya no hay onda reflejada, resulta que la amplitud
B; = 0. De acuerdo a la ec. (1.17) y la ec. (1.23) es posible expresar las amplitudes de las

funciones de onda del medio inicial Ay, By en funcién de las del medio final Ay, By como,

AO eikm1A2
- Do_lDlplDl_lDO . (124)

By 0

La Matriz de Transferencia Mp; para una barrera se define mediante la expresion,

Mg, = Dy D1 P, D! Dy. (1.25)

Por lo tanto, en este caso la transmitancia estara dada por,

A 2
Ty = A—z : (1.26)
1 2
_ ‘W (1.27)
1

Para extender el analisis de la matriz de transferencia al caso de dos barrera de potencial
utilizaremos los resultados de las dos primeras interfaces del caso de una sola barrera dados

por la ec. (1.17) y la ec. (1.23), esto es,
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Ao ) 11 et Ay
= Dy'DyP Dyt : (1.29)

B(] Uy U— 0 e‘“ml B2

Ahora, empleando la ecuacion de continuidad para la interfaz ubicada en x = x5,

Ay + Batyy = Asth) + Byiby (1.30)

y expresando esta iltima en términos de las soluciones correspondientes a cada region,

1 " 1 i 1 , 1 i
Ao "2 + By e = Ay €' 4+ Bs e ez, (1.31)
Uy u_— V4 v_
de igual manera es posible escribirla en forma matricial,
~1
A2 eikxg e—ikmz 6iq:v2 6—iqm2 A3 (1 32)
prm— y .
32 u+€zkx2 u_e—zka vy etz 4, p—iqr2 B3
~1
A, e~thr2 ) 1 1 elar2 e~iar2 As (1.33)
_ (1.33
By 0 etk Uy u_ vy elT2 e Bs

Sustituyendo la ec. (1.33) en la ec. (1.29), entonces la relacion entre Ag, By y As, Bs viene

dada como,
A() 1 1 1 1 1 6iq1’2 0 Ag
=D, DiP.D{ " DyP,Dy , (1.34)
By vy v_ 0 el B3
~—_———

D3
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con P, como la matriz de propagacion para la regién k£ de ancho x, — x1, definida por,

e—ik(xg—ml) 0
0 eik(:cg—m)

Finalmente, escribimos la ecuacion de continuidad en la interfaz ubicada en x = x3,

A7 + Bsth, = Agtyl + Buily, (1.36)

considerando las soluciones adecuadas a cada una de las regiones resulta la exp