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RESUMEN

En este articulo se presenta la reconstruccion de la imagen de la
seccion transversal de un objeto de fase usando técnicas de
tomografia dptica, partiendo de la imagen de un interferograma
sin portadora y un sistema Optico en configuracion Mach-
Zehnder. La reconstruccion se realiza usando polinomios
Chebyshev como funciones base y el objeto de fase cumple las
caracteristicas de ser suave, continuo y radialmente simétrico.

Palabras clave: Tomografia dptica, interferometria, inversion de
Abel, fase.

ABSTRACT

In this paper is presented the reconstruction of a cross section of
a phase object using techniques of optical tomography. It’s used
an interferogram without carrier and a Mach-Zehnder
interferometer. The reconstruction is realized using Chebyshev
polynomials as basis functions and the phase object is smooth,
continuous and with radial simmetry.

Keywords: Optical tomography, interferometry, Abel inversion,
phase.

1. INTRODUCCION

La tomografia Optica es una técnica de reconstruccién no
destructiva y no invasiva para obtener la distribucion de los
cambios en el indice de refraccién de una seccién transversal
de un objeto de fase [1]. La tomografia se basa en dos
principios fundamentales: la obtencién de proyecciones y la
reconstruccion a partir de éstas. Si el objeto de estudio es
radialmente simétrico, solo es necesaria una proyeccion. La
proyeccion es formada por un conjunto de rayos conocidos
como rayos suma, y la reconstruccion se puede llevar a cabo
usando métodos clésicos como la retroproyeccion filtrada o
reconstruccion algebraica [2].

Los métodos algebraicos se basan en la representacion
matricial del conjunto de proyecciones, la combinacion lineal
de la matriz de proyecciones y la matriz de la seccion
transversal del objeto. Estos métodos son muy costosos en
tiempo y es necesario un gran esfuerzo para reconstruir tan
s6lo una linea de informacion.

En este trabajo se presenta la reconstruccion tomogréfica de la
seccion transversal de un objeto de fase circularmente
simétrico usando un método basado en el uso de funciones
base [3], tomando para este propdsito al conjunto de
polinomios Chebyshev.

La proyeccidn se toma a partir de un interferograma obtenido
por medio de un sistema O&ptico interferométrico en
configuracion Mach-Zehnder y el objeto de fase cumple las
siguientes caracteristicas: es suave, continuo y radialmente
simétrico.

2. PRINCIPIOS TEORICOS

Los sistemas interferométricos tienen una gran cantidad de
aplicaciones metrologicas como las usadas para medir
cantidades fisicas a partir de los cambios de indice de
refraccion relacionados a gradientes de presion, temperatura,
deformaciones, entre otras. Para obtener esta informacion se
debe procesar un patrén de franjas las cuales estdn moduladas
en fase por la cantidad fisica a medir. La intensidad de un
interferograma se representa matematicamente:

I1(x,y) = alx,y) + b(x,y)cosufox + ¢p(x,y)) @ n (D)

Donde a(x,y) es la iluminaciéon de fondo, b(x,y) es la
modulacién de amplitud, ¢ (x, y) es la fase del frente de onda
asociada a la magnitud fisica que se desea conocer, f, es la
frecuencia de la portadora y n es el ruido donde ® indica que
puede ser aditivo o multiplicativo. La ecuacion (1) representa
la interferencia de dos frentes de onda que generan un patrén
de franjas con una frecuencia portadora f,. En el caso de que
fo = 0 la ecuacion de interferencia cambia a la forma de la
ecuacion (2).

I1(x,y) = a(x,y) + b(x,y)cos(¢p(x,y)) ®n 2

Tanto con interferograma con portadora como sin portadora es
posible obtener la fase.

Si se considera a @ como la longitud de camino 6ptico de un
campo transparente no homogéneo, se puede expresar Como
la relacion (3)
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o = f nds 3)
c

donde ésta es la integral del indice de refraccién n del objeto
transversal a lo largo del contorno C. Si el efecto de la
refraccion no es intenso, entonces es posible modelar la
longitud de camino éptico en términos de integrales de linea.
Bidimensionalmente se puede expresar como la ecuacion (4).

DX, Y) = f n(x,y)dL 4

L

Como los interferogramas generalmente se basan en la
superposicion de dos frentes de onda, la magnitud de interés
es la diferencia de camino 6ptico cuya relacion, a lo largo del
eje z, esta dada por la ecuacion (5):

ADP(XY) = f [ne — n(x,y)ldz = N(x,y)A (5)

Z

siendo ng el indice de refraccion del medio, A la longitud de
onda y N el orden de las franjas del interferograma. La
diferencia de camino 6ptico se puede obtener a partir de la
fase del interferograma usando la siguiente relacion:

d(x,y) = 27” AD(X,Y) (6)

Es posible describir A® en términos de la transformada de
Radon, ya que ¢ equivale a la proyeccion del objeto de fase,
ademéas como el objeto de estudio es radialmente o cuasi
radialmente simétrico también se puede describir en términos
de la transformada de Abel expresada en la ecuacion (7):

n(r)r

AD(X) = 2[007@ )

r2 _ XZ
donde r es la coordenada radial VX2 + Y2,

3. DESARROLLO EXPERIMENTAL

Como objetos de fase radialmente o cuasi radialmente
simétricos se puede mencionar la temperatura de una flama o
cautin, campos de flujo aerodindmicos y el flujo de gases
comprimidos en tuneles y tuberias, la densidad de gases
quimicos e inclusive la temperatura de liquidos [4][5].

El interferometro en configuracién Mach-Zehnder cumple las
condiciones para obtener la diferencia de fase. Este sistema se
basa en la superposicion de dos frentes de onda planos con la
misma longitud de camino dptico. Si en uno de los brazos del
sistema se coloca un objeto de fase suave, entonces el frente
de onda es distorsionado. El sistema experimental consiste en
una fuente de luz coherente expandida y colimada, un divisor
que separa el haz en dos caminos Opticos ortogonales, un par
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de espejos para direccionar los haces y hacerlos superponer en
un segundo divisor de haz. Esta configuracion se muestra en
lafigura 1.

Divisor 1

ﬁ-:x]mnﬁmr- |:|

Esapajo |

Pantalla

Espejo 2 - Espejo 3
Divisar 2

Fig. 1. Interferometro de Mach-Zehnder

Una vez generado el interferograma, una camara registra la
imagen para su posterior procesamiento.

4. RECONTRUCCION USANDO FUNCIONES DE
CHEBYSHEV

4.1. Algoritmo de reconstruccion

Los algoritmos de reconstruccion estan basados en la
inversion de matrices; sin embargo, bajo las condiciones de
simetria descritas anteriormente, es posible generar la
inversion de la transformada de Abel en el espacio vectorial
R lo que simplifica el problema y el tiempo de programacion.

Asumiendo el perfil del objeto como n(r), estas pueden ser
aproximadas por un conjunto de k funciones base f;(r) y unos
pesos numéricos w; por lo tanto se puede representar el perfil
como la combinacién lineal descrita por:

k
n(r) = Z w;fi(r) (8)

Si se considera N(x) como los puntos representativos de la
fase del interferograma, es viable a partir de estos puntos,
obtener la diferencia de camino éptico A® interpolando los
ordenes de las franjas. En consecuencia se puede describir a la
diferencia de camino éptico relacionando las ecuaciones (6),

My ®

k k K
AD = A {z wif; (r)} = Z w; A{fi (1)} = Z w; Fi (1) )
i=1 i=1 i=1

y en donde A es la transformada de Abel.
Haciendo la representacion matricial de la ecuacion (9), el

problema se reduce al calculo de los pesos w; que se obtiene
dando solucion al sistema lineal de la ecuacion (10)
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AD = FW (10)
siendo posible encontrar la soluciéon para el célculo de los
pesos a partir de la expresion (11):

W = F1A® (11)

y una vez obtenidos los pesos w, estos se sustituyen en la
expresion (8) para calcular el indice de refraccion.

4.2. Conjunto de funciones base Chebyshev

El método de reconstruccidn generalmente se basa en el uso
de funciones de base radial [6]; sin embargo, es posible usar
cualquier conjunto ortogonal.

Los polinomios Chebyshev son una buena opcién para la
reconstruccion debido a que la programacién es sencilla, y son
muy utilizados para el disefio de filtros, aproximacion de
funciones e inclusive para el desenvolvimiento de fase [7].

La ecuacion de recurrencia que describe a este conjunto de
funciones y con las cuales se pueden generar en cualquier
entorno de programacion, se observa en la relacién (12):

To41(x) = 2xT;, (x) — Ty (x) (12)
donde
To(x) =1 (13)
y
Ti(x) =x (14)

En la figura 2 se observa el comportamiento de los polinomios
Chebyshev tipo 1 del primero al sexto orden:

Funciones Chebyshev

P W

o5\ /
/

-0.5

L B
-1 -0.5 0 0.5 1

Fig. 2. Polinomios Chebyshev

Especificando las funciones base f;(x) como funciones de
Chebyshev T;(x) la ecuacion (9) se representa como (15),

k
Ad = A {Z Wl'TL'(T')}

(15)
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en la que con el sélo calculo de los pesos w; es posible
reconstruir el campo transversal n(r).

5. RESULTADOS Y DISCUSION
La aproximacion algebraica de la transformada de Abel se
deriva de la siguiente relacion:

I1=1 ( ) Xj+1 X
AD = ZWiZ T.(r f L _ax (16)
=1 Xj \/ X2 + Xlz

con la solucién de la integral en formato algebraico esta
ecuacion se expresa como:

I=1

AD
w; z AyTi(r) = SAX

Jj=1

a7

donde 4;; es la matriz de proyecciones que se genera a partir
de la relacion (18)

Ay =G+ 02— i1 - 7 - 73] (18)

y con la cual se puede obtener la transformada de Abel de
cada polinomio.

Para dar validez y ejemplificar el método de reconstruccion,
este algoritmo se simuld sobre una ecuacién analitica. Si se

supone el perfil de un objeto de fase dado por la expresion
(19) que se muestra en la figura 3

5 2
n() = e 4o (19)

Perfil positivo del objeto de fase

0.5}

Fig. 3. Perfil simulado

a su vez se obtiene la proyeccion del objeto mediante la
transformada de Abel N(x) como se observa en la figura 4.
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Proyeccion

o 05 1 15 2 25 3
X
Fig. 4. Proyeccidn

Posteriormente se generaron las cuatro funciones base de
polinomios Chebyshev que se muestran en la figura 5

Funciones base
1 /
05 /

-0.5

0 0.5 1 15 2 25 ¢
r
Fig. 5. Funciones base

y se aplico la transformada de Abel a cada arreglo. Este paso
se observa en la figura 6.

Funciones base en el espacio de Abel

o o5 1 15 2 25 3
X
Fig. 6. Funciones base en el espacio de Abel

Finalmente se hizo el célculo de los pesos y se generd la
reconstruccion del perfil. La reconstruccién con 4 funciones
base se observa en la figura 7.
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Reconstruccién

-0.5
0

D.IS 1‘ 1.‘5 2; 2.‘5 3
r
Fig. 7. Reconstruccion del perfil

Es posible observar que se tiene una buena aproximacion y un
error minimo con muy pocas funciones base.

En la figura 8 se muestra el interferograma sin frecuencia
portadora de una flama, donde los cambios de la temperatura
de la flama se consideran como objetos de fase suaves y
continuos. Este interferograma se generd usando una fuente
de luz coherente con una longitud de onda A = 532nm, y
asumiendo un entorno con n, = 1.00025. Esta imagen se
proceso con la finalidad de obtener la fase a partir de de las
franjas formadas.

Fig. 8. Interferograma de una flama

Para obtener los érdenes del interferograma, este se binarizé y
se adelgazo cada franja hasta quedar del ancho de un pixel [8].
Este proceso se contempla en la figura 9. Después se
selecciond el perfil positivo de la linea central de la imagen y
a cada franja se le asign6 un orden como lo propone Vest [1].

Fig. 9. Franjas procesadas
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Con el conjunto de 6rdenes N y su posicion en x mostrados en

la figura 10, fue necesario aplicar un algoritmo de
interpolacion para generar la fase descrita en el
interferograma.
Ordenes del interferograma
6 — -
5|
al
D 3
=

—?,5 -1 -05 0 0.5 1 15
X

Fig. 10. Ordenes

La interpolacién se aplicé usando el algoritmo de Burden para
trazadores clbicos numéricos [9], y de esta manera se
conservaron las caracteristicas de suavidad y continuidad del
objeto de fase. El resultado de la interpolacion es mostrado en
la figura 11.

Fase

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Fig. 11. Fase generada

Después con el uso de polinomios de Chebyshev como
funciones base y con el algoritmo descrito en la seccion
anterior se reconstruy6 el campo de gradientes de indice de
refraccion del objeto de fase. Este resultado se observa en la
figura 12.

Gradientes de IR

Fig. 12. Gradientes de indice de refraccion
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También al ser el objeto de fase la temperatura de una flama,
éste se vinculd con la temperatura en grados centigrados por
medio de la relacidn de Gladstone—Dale [1]. Los resultados se
aprecian en la figura 13.

Gradlentes de temperatura ('C

- {1000
800
600
400
200

-2 0
r

Fig. 13. Gradientes de temperatura

6. CONCLUSION

El método de reconstruccién tomografia 6ptica por medio de
polinomios Chebyshev es un algoritmo rapido y preciso. Las
ecuaciones de recurrencia son sencillas de programar y
bastante rapidas independientemente del nimero de funciones
gue se requieran. La interpolacion de la fase permitié una
mayor aproximacion de ésta, a diferencia de que si s6lo se
hubieran tomado los puntos representativos (6rdenes) del
interferograma detectado. La reconstruccién se validé con una
simulacion numérica cuyos resultados mostrados fueron
bastante aproximados a la funcién de prueba.
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