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Resumen— Este trabajo tiene como finalidad presentar 

un conjunto de nuevas herramientas utilizadas para la 

restauración y compresión de señales. El análisis mediante 

la Transformada en Ondículas (TO) o Wavelets ha crecido 

a grandes pasos gracias a su aplicabilidad en diferentes 

áreas. Uno de los casos que había preocupado bastante era 

la inconsistencia de la TO para señales bidimensionales, 

pues la TO no es capaz de mapear adecuadamente 

discontinuidades a lo largo de una línea ( )R
2L  o curva en 

un espacio ( )R2L , tal es el caso de los contornos (cerrados 

o abiertos). Con la finalidad de atacar este problema D. 

Donoho de la Universidad de Stanford y su equipo de 

trabajo se han dado a la tarea de proponer nuevas 

transformaciones que recurren al uso mismo de la teoría 

de ondículas, estas nuevas herramientas de análisis son 

conocidas como ridgelets, curvelets, beamlets, contourlets, 

bandelets, brushlets, y otros más. 

 
Palabras Clave— Compresión, Curvelets, Wavelets, 

Restauración, Ridgelets. 

 

I. INTRODUCCION 

AS transformadas Ridgelet y Curvelet son dos alternativas 
recientes utilizadas para las representaciones de sistemas 
multiescala. Se pueden emplear tanto para filtrado de 

señales como para la compresión. La transformada ridgelet fue 
introducida en el trabajo de tesis de E. Candès en 1998 
(Candès, 1998) bajo la supervisión de D. Donoho. Dicha 
transformada fue introducida como una expansión de 
funciones esparcidas en espacios continuos que son lo 
suficientemente regulares (smoothness condition), lo cual 
permite alejarse de posibles discontinuidades [3], [4], [5], [7], 
[11]. La transformada ridgelet discreta se obtiene para señales 
de tamaño finito y tiene un vínculo especial con la 
transformada de Radón finita (FRAT) [9]. 
 

 
 

En el caso del procesamiento de imágenes muchas de las 
tareas aprovechan representaciones esparcidas de los datos en 
donde se desea empaquetar un máximo de información en un 
mínimo de muestras. La elección más actual es la utilización 
de la transformada en ondículas o wavelets. El éxito en la 
utilización de bases en ondículas se debe a que es posible 
alcanzar grandes desempeños utilizando funciones regulares 
por segmentos o átomos, y sobre todo para casos de señales 
unidimensionales [15]. En el caso bidimensional, existen 
mayores restricciones debido a la existencia de singularidades 
(las regiones de regularidad están separadas por contornos) y 
hay que hacer manipulaciones para poder llevar a cabo la 
obtención de ondículas bidimensionales o n-dimensionales que 
permitan estabilidad a la transformación. 
 
Una alternativa a la debilidad de las ondículas antes 
mencionada es la utilización de una representación llamada 
ridgelets que trata de manera más efectiva las singularidades 
que se presentan en dos dimensiones (2-D). La idea principal 
es “mapear” las líneas de singularidades en singularidades 
puntuales utilizando para ello la transformada de Radón. 
Enseguida, se aplica la transformada en ondículas 
(unidimensional) la cual sí puede manipular de forma eficaz 
las singularidades puntuales que se encuentran en el dominio 
de Radón.  
 
En lo que se refiere a la transformada Curvelet [5], [6], [7], 
[8], [16] y [17], ésta es aún más reciente y también es de gran 
utilidad en el análisis multiresolución (Análisis 
multiresolución y análisis geométrico de forma simultanea). La 
ventaja de ésta sobre la transformada en ondículas, es que se 
pueden representar de mejor manera los objetos con contornos 
(discontinuidades bidimensionales). Esta transformada tiene 
muchas similitudes con la transformada en ondículas, pero 
también tiene algunas diferencias, entre ellas se encuentra un 
escalamiento anisotrópico (el de las ondículas es isotrópico). 
Su base está compuesta por diferentes etapas, y en éstas 
interviene el uso de ridgelets (monoescala y multiescala). 

Algunas alternativas a la transformada 
wavelet para la compresión y 
restauración de señales n-

dimensionales 
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II. TRANSFORMADAS RIDGELET Y CURVELET 

A. Transformada Ridgelet 

 
Transformada ridgelet continua [3]: Dada una función 
bivariable ( )xf  e integrable, su transformada ridgelet 

continua (Continuous ridgelet transform - CRT) en el espacio 

bidimensional 2
R∈x , esta definida por (ecuación de 

análisis): 
 

( ) ( ) ( )∫=
2 ,,,,CRT

R
dxxfxba baf θψθ                  (1) 

en donde θ  indica el ángulo según la posición radial de un 

punto ( )21,: xxx  en el espacio 2R  y las ridgelets ( )xba θψ ,,  en 

dos dimensiones se definen a partir de una función de tipo 
ondícula ( )xψ  de una dimensión de la siguiente forma: 

 

( ) ( ) ( )







 −+=
a

bxx

a
xba

θθψψ θ
sencos1 21

,,
        (2) 

Puede compararse con la transformada bidimensional en 
ondículas separable, la cual está dada por: 
 

( ) ( ) ( )∫=
2 2121 ,;,2121 ,;,W

R
dxxfxbbaa bbaaf ψ ,       (3) 

 
en donde las ondículas bidimensionales se forman a partir de 
un producto tensorial 
 

( ) ( ) ( )2,1,,;, 22112121
xxx bababbaa ψψψ = ,                   (4) 

 
de ondículas unidimensionales, 
 

( ) 






 −=
a

bt

a
tba ψψ 1
1, .                                        (5) 

 
Ambas transformadas son similares, pero los parámetros 
puntuales 1b  y 2b  se intercambian por los parámetros de línea 

b  y θ . Las dos transformadas multiescala se relacionan según 
los siguientes argumentos: 
 

Ondículas : puntualposición  escala,ψ  

Ridgelets : linealposición  escala,ψ  

 
Ondículas : Eficientes para modelar objetos con singularidades 

puntuales aisladas. 
 
Ridgelets : Eficientes para modelar objetos con singularidades 

a lo largo de una línea. 
 
En forma general, se puede considerar que las ridgelets 
representan una concatenación de ondículas unidimensionales 
a lo largo de las líneas o contornos de objetos. En un espacio 
bidimensional, los puntos y las líneas se relacionan mediante 
una transformación de Radón, por lo que la transformada en 

ondículas y la transformada ridgelet se relacionan mediante la 
misma transformación, la cual está dada por: 
 

( ) ( ) ( )(
( ) ) ,sen

cos,R

2

12

dxtx

xxftf

−+

= ∫
θ

θδθ
R

                  (6) 
 
y entonces, 
 

( ) ( ) ( ) .,R,,CRT ,∫=
R

dtttba fbaf θψθ                  (7) 

La Figura 1 muestra los mapeos que se llevan a cabo entre los 
diferentes dominios: dominio frecuencial, dominio espacial, 
dominio de Radón y el dominio ridgelet. 
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Figura 1. Relación entre los diferentes dominios. 
 
Finalmente, la ecuación de síntesis ridgelet continua está dada 
partiendo de la siguiente expresión: 
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entonces 
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que se puede generalizar para n-dimensiones. 
 
Transformada ridgelet discreta [4], [9], [11]: Para poder 
llevar a cabo la transformada ridgelet discreta (Discrete 
ridgelet transform - DRT), primero es necesario definir la 
transformada de Radón discreta (Discrete Radon transform - 
DRAT) que bien puede ser aproximada por la transformada de 
Radón finita (Finite Radon Transform - FRAT) como lo 
muestra Minh Do [9] pues la DRT puede ser construida en 
base a la transformada discreta de Radón. La transformada de 
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Radón finita, es una versión invertible de la Transformada de 
Radón en tiempo discreto y bajo la suposición de periodicidad 
ésta funciona sin ningún problema. La FRAT de una función f 

de dimensión 2 y finita en 2
pZ  se define como: 

 

[ ] ( ) [ ]
( )

,,
1

,FRAT

,L,
∑

∈

==
lkji

fk jif
p

lklr

               (10) 
 
en donde 

lk ,L  denota el conjunto de puntos que forman parte 

de la línea que se encuentra en 2
pZ , esto es: 

 

( ) ( ){ }
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La inversa de la transformación se denomina retro-proyección 
o proyección finita hacia atrás (finite back projection - FBP) y 
se define por la suma de los coeficientes de Radón de todas las 
líneas que convergieron a un mismo punto, esto es 
 

[ ] ( )
[ ]

( )

( ) 2

P,

,

,
1

,FBP,

,

p

lk

k

r

ji

lr
p

jijif

ji

Z∈

=

=

∑
∈

                     (11) 
 
en donde 

ji,P  indica el conjunto de índices de todas las líneas 

que van hacia el punto ( ) 2, pji Z∈ , es decir: 

 

( ) ( ){ } ( ){ }.,,mod:,

P ,

lkkpkijllk p

ji

∪∈−=

=

Z  
 
Es muy importante tratar de buscar un orden óptimo para [ ]lrk  

pues de ello dependerá el buen desempeño de la FRAT. 
Partiendo de la FRAT, se puede entonces construir la 
transformada ridgelet finita (FRIT) como se muestra en la 
Figura 2. 
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Figura 2. Relación entre los dominios espacial,  
FRAT y FRIT. 

 

Adicionalmente, si se respeta la condición para la 
conformación de marcos (frames) tanto para la transformada 
discreta de Radón, como para la transformada en ondículas, 
entonces aseguramos estabilidad para llevar a cabo la 
transformada ridgelet discreta y la inversa de esta última (se 
puede llevar a cabo la expansión en bases ortonormales: 
diádicas, symlets, etc.). 
 
Entonces los parámetros a  y b  pueden ser discretizados 

como: j
j aa 20=  y j

kj kb 22, π= . Viendo la transformada 

ridgelet en el plano frecuencial (de Fourier) tenemos: 
 

( )
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π

θ
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en donde ( )⋅f̂  es la transformada de Fourier 2-D de ( )xf  

puesto que: 
 

( ) ( ) ( )

( )( ) λθλξ

λψ
π

θ λ

df

ea
a

ba bi

f

,ˆ

1

2

1
,,CRT −∞

∞−∫=          (13) 

 
y ( ) ( ) ( )( )θλθλθλξ sen,cos, = , y se puede definir también, 

 

( ) ( ) ( )bia
a

λξψξ −= exp
1

ba,W .             (14) 

 

Si además, 
j

lj l −= 22, πθ , entonces se puede obtener una 
condición de marco completa tal que se tiene la siguiente 
familia o colección de ridgelets, 
 

{ ( ( ( ) ( )
) ) }j

ljlj
j

k

xx
j

−−

+

22

sencos22 ,2,1
2

π

θθψ         (15) 

 
para kljj ,,⋅≥  y se encuentra en un disco unitario. 

 
Al igual que la transformada en ondículas, la existencia de los 
límites A  y B  implica que se puede obtener un 
análisis/síntesis mediante ridgelets duales lkj ,,ψ , tal que 

 

,,
.,

,,,,∑=
lkj

lkjlkjff ψψ                 (16) 

 
en donde se pueden utilizar familias de ondículas diádicas, de 
Meyer, etc., adicionalmente se pueden construir diccionarios 
de ridgelets basados en las familias de ondículas antes 
mencionadas. Por otro lado y al igual que en el análisis con 
ondículas, también se puede hacer uso de paquetes de ridgelets 
(ridgelet packets) con la finalidad de mejorar los desempeños 



III ENCUENTRO REGIONAL ACADEMICO, CITEDI-IPN B,C. 11 Y 12 DE OCTUBRE 2007              57 

de los esquemas de análisis/síntesis [13]. O bien se puede 
optar por esquemas de análisis multinivel ridgelet, como el 
propuesto por Minh Do (FRIT Multilevel) [9]. 
 
B. Transformada Curvelet 

 
Transformada curvelet continua [5], [6], [17]: La 
transformada curvelet (TCvC) es una transformada muy 
reciente y es de gran utilidad en el análisis multiresolución, 
está inspirada en una evolución de las ideas que dieron base a 
la transformada ridgelet. La ventaja de  la TCvC sobre la 
transformada en ondículas, es que se pueden representar de 
mejor manera los objetos con contornos curvilíneos 
(discontinuidades bidimensionales). El error cuadrático de 

representación requiere de al menos 
N
1  ondículas, mientras 

que sólo se necesitan para un mismo error, 
N

1  curvelets. La 

transformada curvelet se basa en la construcción de marcos 
estrechos que obedecen la regla: ancho ≈  (longitud)2. Esta 
nueva transformada equivale a llevar a cabo al mismo tiempo 
dos análisis: análisis multiresolución y un análisis geométrico. 
La transformada curvelet continua (TCvC) se define a partir de 
lo siguiente: sea 'M  una colección de M  subconjuntos en 
donde se encuentran incluidos los parámetros de indexado (k1 
y k2) y que corresponden a etapas de integración. La 

transformada curvelet es un mapeo ( ) ( )'L 222 Ml→R , en 

donde se obtienen coeficientes curvelet ( )': M∈µαµ . Existen 

dos tipos de coeficientes: 
 
I)  Para escalas grandes se tienen coeficientes basados 

en una ondícula de escalamiento 
 

( ) ,',,, 210, 21
MMkkfPkk ∈== µφαµ  

   (17) 
 

en donde 
21,kkφ  es una función de escalamiento de 

Lamarié que proporciona bases de Meyer, y 0P  es un 

filtro pasa-bajas. 
II) Para escalas finas se tienen coeficientes ridgelet 

multiescala que se obtienen después de un filtrado pasa-
banda (filtrado en sub-bandas), 

 

,...2,1

,,,

=

∈=

s

Mf ss µψα µµ ∆            (18) 

 

en donde ff ss ∗= 2ψ∆  y ( )ss
s

24
2 22 ψψ = , s∆  son 

filtros sub-banda. Cada coeficiente está asociado a la 

escala s−2 , lo cual significa que se obtiene una versión 
filtrada en sub-bandas de f, es decir fs∆  y los 

coeficientes no se obtienen directamente de f. 
 
De lo anterior se deducen las siguientes propiedades: 
 
• Un marco estrecho puede obtenerse si 

 
2

'

2

2 ∑
∈

=
M

f

µ
µα .                   (19) 

• Si existen marcos apropiados, entonces existen 
coeficientes representativos 

 

µµ γα ,f=                        (20) 

 

en donde ( )22L R∈µγ  es un marco estrecho. 

• También existe la transformada inversa, tal que 
 

∑
∈

=
'

,
M

ff

µ
µµ γγ .       (21) 

• Y, por fórmula, los marcos estrechos están definidos por: 
 

ss Q∆ ∈= µψγ µµ , ,  (22) 

 
en donde sQ  es el conjunto de ( )21,, kks=Q  que tienen la 

forma diádica siguiente: 
[ ( ) ) [ ( ) )ssss kkkk 21,221,2 2211 +×+=Q  tal que 

( )λµ ,Q=  y ( )λµ ρψ ,2 wQ
sΤ= , esta última ecuación hace 

referencia a ridgelets multiescala y ortonormales. Entonces, 
las curvelets se obtienen mediante el filtrado pasa-banda de 
ridgelets multiescala en donde la banda de paso está 
relacionada estrechamente con la escala de la localización 
espacial. 

 
La ley de anisotropía en la escala está dada de la siguiente 

forma: El filtro pasa-banda 
s22≈ξ  y la escala espacial es 

s−2 , esto impone que muchas ridgelets multiescala no 
sobrevivirán durante el filtrado pasa-banda y entonces la 

longitud de las curvelets es longitud s−≈ 2  y el ancho es: 

ancho s22−≈  por lo que se tiene la relación 
ancho ≈ (longitud)2. 
 
Transformada curvelet discreta [5], [10], [16], [17]: Al 
igual que la DRT, la transformada curvelet discreta (TCvD) 
también conocida como transformada curvelet digital (Digital 
Curvelet Transform-DCvT) es complicada de obtener debido a 
ciertas condicionantes y a la falta de más trabajo que permita 
establecer algoritmos contundentes, en este sentido parece aún 
haber un camino por recorrer dentro de la investigación de 
estas nuevas herramientas. 
 
Para llevar a cabo la TCvD es necesario definir los 
procedimientos a seguir para efectos de análisis y también de 
síntesis. 
 
Análisis (puntos importantes): 

• Descomposición en sub-bandas, 
 

( ) 0,,,,, 210 ≥∆∆∆ sfffPf sKa . 
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en donde hay detalles sobre un ancho de s22− . 
• Particionamiento de regiones regulares: ventanas 

cuadradas Qw  localizadas según Q , 

( )
QsQsQs fwf

∈
∆→∆ . 

• Renormalización: cada ventana cuadrada es 
renormalizada a una escala unitaria, 

 

( ) ( )221121 2,22, kxkxfxxfT sss
Q −−=  

 
en donde QT  es el operador que transporta y renormaliza a f. 

Entonces, la renormalización se completa por, 
 

( ) ( ) ssQQQ QfwTg Q∈∆= − ,1  

 
• Análisis ridgelet: cada cuadro es analizado por un 

sistema ridgelet ortonormal con elementos base 

( )22L R∈γρ , 

 ( )λµρα λµ ,,, QgQ == . 

En la Figura 3 se ilustra un diagrama en donde se muestra 
gráficamente el proceso descrito en los puntos anteriores. 
 

f(x; y)

És

Ésf(x; y)

Particionamiento en

regiones regulares

wQÉsf

Aislamiento de cuadros

... ...

No relevante Importante

Renormalización
gQ

Análisis ridgelet (ver Figura 2)  
 

Figura 3. Pasos a seguir para el análisis curvelet (Descomposición en 
una sub-banda). 

 
Síntesis (puntos importantes): 

 
• Síntesis ridgelet: cada cuadro es reconstruido, 

∑=
λ

λλ ρα QQg ,
. 

• Renormalización: cada cuadro resultante del proceso 
anterior es renormalizado, 

sQQQ Q,gTh Q∈= . 

•  Integración en regiones regulares: se revierte el proceso 
de ventaneo, reconstruyendo 

∑
∈

⋅=∆
sQ

QQs hwf

Q

. 

• Recomposición de las sub-bandas: Reconstrucción o 
síntesis del filtrado sub-banda, según la fórmula 
 

( ) ( )ffPPf s

s

s ∆∆+= ∑
>0

00 . 

El cual es el proceso inverso al mostrado en la Figura 3. 
 
La idea principal de la transformada curvelet es, entonces, 
primero descomponer la imagen en sub-bandas con el 
propósito de separar el objeto en una serie de escalas disjuntas. 
Cada escala es analizada de forma local por la transformada 
ridgelet. Entonces, los diferentes niveles de la pirámide 
ridgelet multiescala se utilizan para representar diferentes sub-
bandas de un banco de filtros de salida. El punto clave está en 
la existencia de una relación muy especial entre la profundidad 
de la pirámide multiescala y los índices de las sub-bandas 
diádicas, manteniendo la propiedad fundamental de la 
transformada curvelet en donde los elementos de longitud de 

22 j−  sirven para el análisis y la síntesis de la j -ésima sub-

banda [ ]12,2 +jj . 

 
El algoritmo de filtrado en sub-bandas propuesto por Mallat 
[15] (the “à trous” algorithm) tiene una estructura óptima 
para ser utilizado en la transformada curvelet discreta según lo 
manifiesta Starck [16], dicho algoritmo lleva a cabo una 
descomposición descrita por la siguiente ecuación: 

( ) ( ) ( )∑
=

+=
J

j

jJ xxwxxcxxI

1
212121 ,,, ,       (23) 

 
en donde Jc  es una versión suavizada de la imagen original 

I  y jw  representa los detalles de I  a escalas j−2 . El 

algoritmo tiene como salidas 1+J  arreglos de sub-bandas de 
dimensión nn × , para el cual 1=j  corresponde a la escala 

más fina (altas frecuencias). 

III. COMBINACIÓN DE ALGORITMOS Y OTROS MÉTODOS 

En trabajos presentados por Candès [5] y Starck [16], [17], se 
recomienda sacar ventaja de los puntos fuertes tanto de la 
transformada curvelet (modelado adecuado de 
discontinuidades de longitud relativamente grande) como de la 
transformada wavelet (modelado adecuado de 
discontinuidades de longitud relativamente pequeña), de tal 
modo que se sugiere la construcción de algoritmos híbridos, 
que permitirán aumentar el PSNR y la calidad visual de las 
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imágenes reconstruidas, utilizando para ello esquemas 
iterativos y en donde se proponen criterios a ser minimizados 
basados en normas de tipo 1L  o de variación total (e.g. total 

variation norm). Otros métodos recientes de análisis 
multiresolución (análisis direccional) también están basados en  
bases beamlets, contourlets, bandelets, brushlets, y otros más. 
El uso final que se pretende de estas nuevas herramientas para 
el análisis multiresolución se dirige a responder varias 
preguntas, una de ellas es: ¿las nuevas transformadas podrían 
ser aplicadas en la codificación de hologramas?, en donde se 
pretende trabajar con aspectos iniciados en investigaciones de 
Ma. Araiza [1], [2], [14]. Una segunda pregunta es: ¿La 
restauración de imágenes podría ser aplicada a la 
instrumentación óptica?, como en el caso de los trabajos de J. 
Villa [18], [19], y más aún, ¿entre las técnicas de restauración 
mediante Campos de Markov y análisis multiresolución, cuales 
son más eficientes en términos de reconstrucción y tiempo de 
cálculo, para aplicaciones de instrumentación en óptica? 
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