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RESUMEN

El presente Informe Académico de Desarrollo Profesional lleva por titulo: Una
propuesta de Ensefianza para la Construccién y Comprension del concepto de
Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior, y como tal, busca brindar a
los docentes de la asignatura de Trigonometria una alternativa mas para la

imparticién del tema antes mencionado.

En esta propuesta no se deja de lado el tratamiento algoritmico que se tiene
tradicionalmente del tema, al contrario, busca que los estudiantes tengan a su
disposicidén tal objeto en diferentes representaciones, de forma que la visualizacion
de las mismas les ayude a construir y comprender el concepto de Identidad

Trigonométrica.

Este trabajo tiene como sustento tedrico la visualizacién matematica que no se
restringe exclusivamente a un proceso de percibir las representaciones de los
objetos matematicos sino de transformarlos mentalmente y en la accion de
producir representaciones ad hoc (en papel o computadora) que permitan al

estudiante resolver diversos problemas.

Asi, la visualizacion tiene el papel de promover la busqueda de relaciones que
permitan a los estudiantes dar sentido a lo que aprenden, en el proceso, el
estudiante representa, transforma, propone, valida y pone en practica una

propuesta alternativa.

El disefo de tal propuesta exige el uso de una metodologia que considere el error
como parte natural de un proceso cognitivo para permitir una construccion
completa de un concepto. Es asi que, en este estudio, se hace uso de la Ingenieria
Didactica y se presentan los resultados y conclusiones obtenidos después de aplicar

esta metodologia a un grupo de 51 estudiantes de nivel medio superior.

PALABRAS CLAVE

Identidades Trigonométricas, Visualizacién, Representaciones, Comprension
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Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

INTRODUCCION

Este trabajo de investigacidon surge al reflexionar acerca de la practica docente.
Haciendo retrospectiva de mi experiencia como docente, llego a la conclusién que,
de todos los temas matematicos que impartido, el de la comprobacién de
Identidades Trigonométricas ha sido uno de los temas que presenta mas problemas

de aprendizaje.

La propuesta que se presenta surge como resultado del andlisis de libros de texto
comunmente utilizados por profesores del Centro de Educacién Media de la
Universidad Auténoma de Aguascalientes (CEM-UAA) y de una revisién de

investigaciones que anteceden en este tema.

Se presentan los resultados de dichos analisis que son base para el disefio e

implementacion de nuestra propuesta.

El presente trabajo tiene como referente tedrico la visualizacion matematica con la
cual se pretende evidenciar los procesos mentales por los que los alumnos
atraviesan al momento de trabajar con Identidades Trigonométricas centrada en
la importancia de la conversion entre representaciones y los problemas que ello

representa desde un punto de vista cognitivo.

El trabajo se encuentra dividido en 6 capitulos, los cuales describo a continuacion:
El capitulo 1 estd dedicado al estado del arte, en él se encuentra una serie de
investigaciones que anteceden en el tema de Identidades Trigonométricas; el
capitulo 2 contiene una descripcion de la problematica de nuestra investigacién,
pregunta de investigacién e hipdtesis, asi como los objetivos particulares y

generales que se pretenden alcanzar; el capitulo 3 habla acerca del marco teoérico
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utilizado, en su contenido se hace una recuentro de los conceptos matematicos
gue se utilizaran durante todo el trabajo, al mismo tiempo que se describen los
principales preceptos de la Visualizacion Matematica; el capitulo 4 habla sobre la
metodologia, en él se describen cada una de las etapas que forman parte de la
Ingenieria Didactica y la manera en que estas fueron adaptadas en nuestro trabajo;
en el capitulo 5 se hace una descripcidn y analisis de los resultados que obtuvimos,
que son posteriormente contrastados con los resultados esperados realizados en la
etapa de la Ingenieria Didactica denominada andlisis a priori; finalmente, en el
capitulo 6 se podran encontrar una serie de conclusiones personales y profesionales
producto del analisis a posteriori, a las que se llegd tras la realizacion de la presente

investigacion.

Finalmente, como cierre del trabajo, se incluye una reflexién personal, en la que
se describe el impacto que el desarrollo de este trabajo nos deja, tanto personal,

como profesionalmente.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

La trigonometria es una de las ramas de las matematicas mas antiguas y aunque
“ningun historiador se atreve a fijar sus inicios” (Villuendas, 1979, citado en Massa,
Romero y Casals, 2009), no es desconocido por todos que desde siempre ha estado

ligada a muchas otras ramas como la aritmética, la geometria y el algebra.

A pesar de su trascendencia a lo largo de los siglos, en la actualidad algunos
investigadores como Markel (1982) y Weber (2005) expresan con preocupacion

gue en las escuelas se le estad restando importancia.

Es aqui donde comienza nuestro estudio dandonos a la tarea de investigar el
panorama actual que vive la trigonometria; de manera general se encontrd que su
“ensefianza y aprendizaje es un campo poco explorado por los investigadores de
la didactica de la matematica”. (Fiallo, 2010, p. 45). Fiallo menciona que, “las pocas
investigaciones encontradas sefalan la complejidad de la ensefianza y aprendizaje

de la trigonometria”. (Fiallo, 2010, p. 1).

Dentro de las investigaciones que se han dedicado al tema, se encuentra la de
Goldin (1983) donde comparten que una de las mayores dificultades que presentan
los estudiantes de primer grado de ciencias y matematicas de la Universidad de
Illinois es respecto a los temas de trigonometria; estas conclusiones son
compartidas por Markel (1982) y Weber(2005), quienes reportan que existen
estudiantes universitarios que a pesar de sus excelentes aptitudes en matematicas,
ingresan a las universidades con vacios con relacién a conceptos trigonométricos

fundamentales.

Por otro lado, se han encontrado investigaciones respecto a dificultades en temas
especificos de la trigonometria, (Fi (2003) y Brown (2006); citados en Fiallo, 2010),

por ejemplo, se plantean que la trigonometria en el plano coordenado es un tema
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dificil para los estudiantes y que ademas es muy poco lo que se ha hecho para

investigar los motivos de dichas dificultades.

Por su parte Fiallo (2010) comenta que hay muchos factores que podrian estar
involucrados en este problema como el hecho de que “la trigonometria es un tema
complicado e interconectado que lleva a que los estudiantes tengan que estar
cambiando las definiciones dadas para las razones trigonométricas de acuerdo al

enfoque y contexto planteado”. (Fiallo, 2010, p. 45).

Asi como este autor le atribuye parte de la problematica al estar cambiando de
definiciones, otros autores como Van Hiele (1957) sefalan que una de las
problematicas de la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria es el abuso de
formulas, promoviendo un acercamiento de aprendizaje de memoria que al pasar
el tiempo el estudiante olvida, en lugar de promover la construccién y deduccidn

de las mismas.

Otra dificultad identificada en las investigaciones analizadas tiene que ver con la
complejidad que muestran los estudiantes al tratar de comprender el concepto de
razon involucrado en el tema de funciones trigonométricas. (Freudenthal, 2001;
citado en Fiallo, 2010).

De manera mas especifica respecto al tema de Identidades Trigonométricas se
encontrd el trabajo de Dugdale (1989). Esta investigadora pretendia incluir
representaciones graficas a este tema. Hizo un comparativo entre dos formas
diferentes de relacionar graficos con Identidades Trigonométricas y encontrd que
si eran introducidos como fundamento de las Identidades Trigonométricas, los
estudiantes mostraban una actuacién post experimental superior y variada en lo

relacionado con representaciones graficas de funciones.
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CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

2.1. PROBLEMATICA

Después de la revision de antecedentes se logra destacar que una de las principales
problematicas actuales que vive la Trigonometria es la preponderancia de féormulas
y la ausencia de su sentido geométrico que, al no mostrar ninguna relacion,
imposibilita al estudiante en la construccién y por ende comprensién de muchos de
los conceptos de esta rama de las Matematicas, incluyendo el concepto de

Identidad Trigonométrica.

2.2. PREGUNTA DE INVESTIGACION

¢COmo un acercamiento a la visualizacidn de las Identidades Trigonométricas

permitird que los estudiantes construyan y comprendan dicho concepto?

2.3. MOTIVACION

La principal razén por la que se ha elegido el tema de Identidades Trigonométricas
es porque existe un interés personal relacionado con la labor docente. De manera
empirica se ha observado que en el Centro de Educacion Media de la Universidad
Auténoma de Aguascalientes (CEM-UAA) existe una tendencia hacia la reprobacién
de cierta unidad de aprendizaje que comprende este tdpico matematico. El reto es
encontrar nuevos materiales que permitan ensefar este tema de una manera

diferente a la tradicional, donde se muestre una verdadera comprension por parte
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de los estudiantes, entendiendo como tradicional a todas aquellas formas de

ensefianza basadas solamente en las sugerencias de ciertos libros de texto.

2.4. JUSTIFICACION

Investigaciones como la de Dugdale (1989) permiten aseverar que un
acercamiento visual de un concepto matematico, mejorard su comprension. La
autora muestra la ensefanza del tema de Identidades Trigonométricas de dos
maneras distintas; en una, introduce las graficas que conforman las Identidades
como un auxiliar después de que los jovenes ya las han manipulado y en la otra;
primeramente, introduce las graficas y posteriormente se manipulan. Se observo
que los estudiantes del segundo grupo mostraron una comprensiéon mas profunda

del tema en comparacion con los del primero grupo.

Lo anterior nos hace pensar que una serie de actividades donde las graficas de las
expresiones que forman las identidades estén incluidas aportara un nuevo enfoque

de ver las cosas.

Para lograr que los estudiantes tengan acceso a estas de una manera mas tangible,
en la que puedan visualizar los comportamientos graficos, analiticos y tabulares de
ciertas funciones, consideramos oportuno el uso de algiun tipo de software

matematico.

La tecnologia entonces jugara un papel muy importante en nuestra investigacion
ya que sera una herramienta mas para el logro de nuestros objetivos.
Compartiendo la idea de Wenzelburger (1992), quien menciona que las condiciones

dadas en un ambiente computacional favorecen la retencién de los conceptos.

Por lo anterior se propone, como proyecto de desarrollo profesional, una propuesta
de ensefanza alternativa, que involucra el uso del software GeoGebra asi como

varios instrumentos guia.

2.5. HIPOTESIS
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Con base en lo anteriormente mencionado, tenemos la hipétesis de que la

implementacion de un acercamiento visual, apoyado con software, facilitara la

construccién y comprensién del concepto de Identidad Trigonométrica por parte de

los estudiantes.

2.6. OBJETIVO GENERALY OBJETIVOS PARTICULARES

El objetivo general de este trabajo de investigacién es disefar, validar y aplicar

una serie de actividades como apoyo a la ensefianza, que faciliten al estudiante

construir y comprender el concepto de Identidad Trigonométrica. Para lograr lo

anterior se tienen como objetivos particulares los siguientes:

>

Hacer uso de la Ingenieria Didactica, vista como producciones de situaciones
de ensefanza, y de las distintas representaciones del concepto de Identidad
Trigonométrica para disefiar un conjunto de actividades tendientes a que el
estudiante construya y comprenda el concepto antes mencionado por medio

de preguntas guiadas.

Programar, por medio del software GeoGebra, instrumentos interactivos ad
hoc a las actividades disefiadas en el punto anterior, de manera que sirvan

de apoyo visual para la realizacion de las actividades en el aula.

Validar los instrumentos del punto 1 y 2 por medio de una prueba piloto.

Aplicar la propuesta a un grupo de segundo semestre del CEM-UAA en los

tiempos marcados por el plan de estudio de dicha institucién.

Analizar, por medio de redes mentales de representaciones, los resultados
obtenidos, que nos permitiran hacer una clasificacion de los aprendizajes de

los alumnos.
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CAPITULO 3. MARCO TEORICO

3.1 VISUALIZACION MATEMATICA

Historicamente, la visualizacion ha jugado un papel muy importante en la
comprension y evolucién de las matematicas, por ejemplo Torres (2004) menciona

que:

En 1945 Jacques Hadamard realizd una investigacién entre algunos
matematicos a fin de determinar sus métodos de trabajo. La conclusion a la
qgue llegd fue sorprendente: casi todos ellos, salvo contadas excepciones,
dijeron no atacar los problemas en términos verbales o algebraicos, sino con

base en una vaga imaginacion visual. (Torres, 2004, pp. 20)

En los inicios de la matematica, especificamente en la época de los Pitagdricos, la
visualizacion era sumamente importante, el descubrimiento estaba ligado a los
procesos de visualizacion. Es hasta Euclides en donde se transforma la matematica
visual a una matematica légico-deductiva, en donde la figura deja de ser un
elemento central y empieza a jugar un papel secundario. La necesidad de una
matematica ldgico-deductiva era imperativa para librar a la matematica de

contradicciones.

Retomando estas ideas, consideramos que un acercamiento didactico en el aula,
debe tomar en cuenta tanto el razonamiento l6gico-deductivo (formal) como un
acercamiento visual:
la visualizacién matematica de un problema juega un papel importante, y
tiene que ver con entender un enunciado mediante la puesta en juego de
diferentes representaciones de la situacion en cuestion y ello nos permite
realizar una accion que posiblemente puede conducir hacia la solucion del
problema. (Hitt, 2003, pp. 3)
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3.1.1 DEFINICIONES DE VISUALIZACION

Ver no es lo mismo que visualizar, y el término visualizacién en el area de
matematicas se concibe como la exteriorizacién de los procesos mentales que se
crean a través de las representaciones de un concepto, una manera de “ver lo

invisible”.

Visualizar en matematicas no es lo mismo que en otras areas, Blanco (2004),

distingue la visualizacion como:

. en las corrientes filosoficas es una técnica, entroncada en el analisis
transaccional iniciado por Eric Berne (afios 50’s), que pretende una
reestructuracion de ciertos aspectos del subconsciente y tiene mucho mas
que ver con componentes afectivos que con componentes propiamente

cognitivos.

Con la visualizacién matematica se pretende otra cosa. Las ideas, conceptos
y métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de contenidos
visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacién
resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacién y manejo de
tales conceptos y métodos, como en la manipulacion de ellos para la

resolucion de los problemas del campo. (Blanco, 2004, pp. 90)

Por su parte Hitt (1995), dice que Visualizar es crear ricas imagenes mentales que
el individuo pueda manipular en su mente, ensayando diferentes representaciones
del concepto vy, si es necesario, usar el papel o la computadora para expresar la

idea matematica en cuestion.

Por otro lado, Duval (1999) distingue la visualizacién de la vision. Para él la visidon
aporta un acceso directo al objeto, pero no proporciona una aprehension global del
concepto, “la visualizacién hace visible todo lo que no es accesible a la visién” y
explica que la visualizacion consiste en comprender directamente el conjunto de la

configuracién de las relaciones y en determinar qué es relevante en ella.
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Autores como Zimmermann y Cunningham (1991), senalan que “Visualizar un
diagrama significa simplemente formar una imagen mental del diagrama, pero
visualizar un problema significa comprender el problema en términos de un
diagrama o imagen visual. La visualizacidn matematica es el proceso de formar
imagenes (mentalmente, con lapiz y papel, o con ayuda de tecnologia), usando
tales imagenes efectivamente para un descubrimiento y comprension matematica.

La visualizacién no es el fin mismo, sino el entendimiento”.

Para Cantoral y Montiel (2003), realizar la actividad de visualizacion requiere la
utilizacidn de nociones matematicas asociadas a lo numérico, grafico, algebraico,
exigiendo también del uso de un lenguaje comun para explicar ciertos fendmenos

e incluso para describir experiencias vivenciales.

En otro de sus articulos, Hitt (1998) menciona que comprender un concepto implica
una articulacién coherente de las diferentes representaciones que intervienen
durante la resolucién de problemas, es decir, un concepto matematico visto en sus
diferentes representaciones proporcionara informacién especifica, dando solidez al

concepto mismo.

Sobre la construccién de los conceptos matematicos, Duval (1993) establece que,
dado que cada representacién es parcial con respecto al concepto que representa,
debemos considerar como absolutamente necesaria la interaccion entre diferentes
representaciones del objeto matematico para su formacién. La comprension de un
contenido conceptual reposa en la coordinacién de al menos dos registros de
representacién. En otras palabras, la aprehension de un concepto sélo se lograra
si existen actividades de conversion de una representaciéon a otra y viceversa
propiciando con esto la construccion de los conceptos matematicos. Duval (1993)
sefiala que la visualizacion requiere un “entrenamiento” especial”, especifico para
cada registro y que no puede limitarse a la construccion de imagenes visuales.
Explica que la construccidon pone atencién en enfocar sucesivamente en algunas
unidades y propiedades, mientras que /a visualizacion consiste en comprender
directamente el conjunto de la configuracion de las relaciones y en determinar qué

es relevante en ella. Y apunta que lo mas frecuente es encontrar estudiantes que
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Unicamente logran una aprehensién local de las imagenes, sin ser capaces de “ver”

la organizacién global relevante.

En otras palabras, las tareas de conversién entre representaciones y la
manipulacién coherente de tales representaciones permitirdn una sdlida
construccién del concepto en cuestidon. Asi pues, la visualizacion como mediadora
en el razonamiento de un alumno puede facilitar el proceso de resoluciéon de
problemas. De manera que, en una situacién puesta en juego en el aula, el profesor
guie a los estudiantes a formarse una imagen de la situacion y a describirlo y
representarlo con sus propias palabras, creando una imagen o representacion del

mismo, que le permita lograr la asimilacién del conocimiento.

Habremos de entender entonces a la visualizacién no como el simple acto de “ver”,
pues visualizar la funciédn no significa “verla, mirar su grafica”, ya que el
pensamiento matematico no se reduce a pensar cuando estemos ante una actividad
matematica. Entendemos por visualizacién en el sentido de Hershkowitz (citado en
Hitt, 2003), quien trata a la visualizacion como la habilidad para representar,
transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacion visual
en el pensamiento de quien aprende. Ahora bien, realizar la actividad de
visualizacion requiere de la utilizacion de nociones matematicas asociadas a lo
numeérico, grafico o algebraico, exige también del uso de un lenguaje comun para
explicar ciertos fendmenos e incluso para describir experiencias vivenciales. La
visualizacion entonces, trata con el funcionamiento de las estructuras cognitivas
que se emplean para resolver problemas, con las relaciones abstractas que
formulamos entre las diversas representaciones de un objeto matematico a fin de

operar con ellas y obtener un resultado.

3.1.2. NIVELES DE VISUALIZACION

Para poder tener un instrumento de medicion en el quehacer de la visualizacion,

tomamos como base a Hiebert y Carpenter (1992, citado en Hitt, 2003), quienes
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indican que comprender se definirda en términos de como se representa y se
estructura la informacion. Una idea matematica, procedimiento o hecho sera
entendido si forma parte de una red interna, es decir, si su representacion mental
forma parte de una red de representaciones. El grado de comprension estara
determinado por el numero y la fuerza de las conexiones. Una idea matematica,
un procedimiento o un hecho se comprenderan perfectamente si esta vinculado a
redes existentes con conexiones mas fuertes o mas numerosas, en este sentido, el
propio Hitt (1998) describe 5 niveles que tienen que ver con la comprension de los
conceptos y que estan basados en el tipo de representaciones que los estudiantes

dominan y emplean, asi como con el grado de dichas relaciones, estos niveles son:
Nivel 1: Reconocimiento de los elementos de un sistema semidtico.
Nivel 2: Transformaciones internas a un sistema semidtico.

Nivel 3: Conversiones (transformaciones externas) de una representacién de

un sistema semidtico a otro.
Nivel 4: Coordinacion de representaciones entre diferentes sistemas.

Nivel 5: Produccidon de representaciones semidticas en la resolucién de un

problema.

Para los fines de este trabajo lo que se pretende es, que mediante una serie de
actividades que involucran la manipulacidon de las identidades trigonométricas en
diferentes representaciones, que apoyados con el uso de tecnologia, permitan al
alumno crear conexiones entre las representaciones manipuladas, es decir, analizar
el nivel de comprension que los estudiantes logran desarrollar del concepto de

Identidad Trigonométrica.

Para una mejor comprensiéon de los términos manejados en el presente

trabajo, tomaremos los siguientes preceptos:

Segun Duval (2006), se debe distinguir entre dos tipos de representaciones:
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1. Representaciones mentales, conformadas por todo el conjunto de
concepciones o imagenes que un individuo tiene acerca de un objeto,
son la interiorizacion de las representaciones semiodticas

2. Representaciones semidticas, producciones constituidas por el
empleo de signos; no son mas que el medio por el cual disponen los
individuos para exteriorizar sus representaciones mentales, para

hacerlas visibles y accesibles a otros.

Duval (2004) plantea tres actividades cognitivas inherentes a toda

representacién:

1. Formacidon. Representaciones de un registro semiotico particular, la
cual constituye un conjunto de marcas perceptibles e identificables
como una representacién de alguna cosa en un sistema determinado.

2. Tratamiento, Transformaciones propias de cada registro, de acuerdo
con unas unicas reglas que le son propias al sistema, de modo que a
partir de éstas se obtengan otras representaciones que puedan
constituirse como una ganancia de conocimiento en comparaciéon con
las representaciones iniciales.

3. Conversion. Habilidad para el cambio de registro de representacion
semiotica, el poder convertir las representaciones producidas de un
sistema de representacion a otro sistema, de manera que este otro
sistema permita explicitar otras significaciones relativas a aquello que

es representado.

3.2 MARCO MATEMATICO

Este apartado se incluye con la finalidad de conceptualizar los términos de los

objetos matematicos de los que se hara uso, entre los que se destacan:
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3.2.1 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas de un tridngulo rectdngulo son las relaciones entre
sus lados. Para poder discutir estas funciones debemos expresar la variable
independiente, que puede ser un simple numero real o un nimero real que denote
la medida de un angulo en grados o en radianes, entonces denotamos, por ejemplo,
sent 0 send. A esta variable independiente la llamaremos argumento (Guzman,
2006, p. 103).

Si consideramos al angulo 0 restringidoa 0 < 8 < 90°, (como se observa en la figura
1) y tenemos un tridngulo rectangulo cualquiera, donde llamamos "¢" a la
hipotenusa, "a" al cateto opuesto y "b" al cateto adyacente, las funciones
trigonométricas, considerando el angulo 6 como argumento (véase figura 2).
(Guzman, 2006, p. 103-104).

¢ = hipotenusa
b = cateto adyacente c

a = cateto opuesto

Figura 1. Lados de un triangulo
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cateto opuesto a
sen 8 = - = —
hipotenusa c
cateto adyacente b
cos B = - = —
hipotenusa c
cateto opuesto a
tan 8 = = —
cateto adyacente b

cateto adyacente
cot 8 = = —

cateto opuesto

hipotenusa c
sec 8 = = —
cateto adyacente b
hipotenusa c
csc 8 = = —
cateto opuesto a

Figura 2. Relaciones entre los lados del triangulo

3.2.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS

Dos cantidades son reciprocas cuando su producto es igual a la unidad, por ejemplo

1 . . . . sy . e
2 - ; de manera similar, las funciones trigonomeétricas reciprocas son aquellas
y 2

cuyo producto es la unidad:

Asi, como se observa en la figura 3, el seno y la cosecante, el coseno y la secante,

y la tangente y la cotangente son funciones trigonométricas reciprocas (Guzman,
2006, p.104).

sen 8= —

b

— sl = 2
c

— tanf =
b

b

cotf = —

a

| seco =2
b

cscB:E

a

Figura 3. Funciones trigonométricas reciprocas
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3.2.3 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMPLEMENTARIAS

Dos angulos son complementarios cuando suman 90°, por ejemplo, 25° + 65° = 90°.
En un tridngulo rectangulo, sus angulos agudos son complementarios. El prefijo
“co” indica que el coseno de un angulo es el seno de su complementario y
viceversa; que la cotangente es la tangente de su complemento y que la cosecante
es igual a la secante de su complemento y viceversa, entonces para los angulos
complementarios, el coseno, cotangente y cosecante de un angulo son
respectivamente iguales al seno, tangente y secante del angulo complementario.
Por ejemplo, el senode 10° es 0.173648177 igual al coseno de 80° (Guzman, 2006,
p.105-106).

3.2.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA CUALQUIER VALOR DEL ANGULO

Todo angulo 8 tiene una representacion en el plano cartesiano y puede asociarse
con un triangulo rectangulo; asi las funciones trigonométricas de dicho angulo
guedan determinadas como se muestra en las figuras 4, 5, 6 y 7 (Guzman, 2006,
p.107-109):

y d
sen == cscd = —
d v
d
y
d
cos 8= — secl = —
0 x
X }:r X
tan = = cotf=—
X y

Figura 4. Funciones trigonométricas en un tridngulo rectdngulo - 1
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v d
sen 8= — csc = —
d ¥
d
y
—x d
1] cos 8= — sec = —
d —x
=X }i" —X
tan 8 = — cot@ =—
—x y
Figura 5. Funciones trigonométricas en un triangulo rectdangulo - 2
-y d
sen = — csc = —
d -y
0 x
( x cos 8= 2 secd = —
—y x
tan 8 = — cotd =—
d y x -y

Figura 6. Funciones trigonométricas en un triangulo rectdngulo — 3
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— o= 2
sen B = ; csc @ = _—y
7]
—x d
X ./\ cos 8 = — sec = —
d —x
y —y —x
tan # = — cot @ = —
d —x _

Figura 7. Funciones trigonométricas en un triangulo rectdngulo — 4

3.2.5 IDENTIDAD TRIGONOMETRICA

Una Identidad Trigonométrica es una ecuacién o féormula donde intervienen
funciones trigonométricas, que es valida para todos los angulos o numeros reales
para los cuales estan definidos ambos lados de la igualdad (Zill, 2012, p. 414). Por

ejemplo:

tan @ + cot 8 = sec 0 csc 6
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CAPITULO 4. METODOLOGIA

4.1. INGENIERIA DIDACTICA

La metodologia que se utiliza en la presente investigacion es la Ingenieria Didactica
la cual se caracteriza "por un esquema experimental basado en las realizaciones
didacticas en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion y analisis
de secuencias de ensefianza" (Artigue, 1995, p.36). La Ingenieria Didactica se
caracteriza ademas por las formas de validacidn que maneja, ya que ésta es interna
y se basa en la confrontacion entre el analisis a priori y a posteriori descritos mas
adelante. A continuacién se describiran cada una de las fases que conforman la

Ingenieria Didactica y la manera en como son retomadas en ésta investigacion.

4.2 FASES DE LA INGENIERIA DIDACTICA

La Ingenieria Didactica consta de cuatro fases las cuales son necesarias para el
logro de sus objetivos; dichas fases son 1) los analisis preliminares, 2) la
concepcidn y analisis a priori de la secuencia de ensefanza, 3) la experimentacion

y 4) los analisis a posteriori y validacion.

4.2.1 ANALISIS PRELIMINAR

La concepcidén de una secuencia de ensefianza se basa en un determinado nimero
de andlisis preliminares de los cuales, segun Artigue (1995), los mas frecuentes

son:

* El analisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefanza.

= El analisis de la ensefanza tradicional y sus efectos.

= El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades vy
obstaculos que determinan su evolucion.

= El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar

la realizacion didactica efectiva.
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Artigue menciona que las exigencias de un andlisis preliminar puede variar

dependiendo de los objetivos de la investigacién y que incluso existen trabajos en

donde no interviene de manera explicita todos los componentes de analisis

mencionados; inclusive se pueden encontrar trabajos en donde el andlisis de las

restricciones se efectla distinguiendo las siguientes tres dimensiones:

Una dimension epistemoldgica asociada a las caracteristicas del saber en
juego.

Una dimensidén cognitiva asociada a las caracteristicas cognitivas del publico
al cual se dirige la ensefianza.

Una dimension didactica asociada a las caracteristicas del funcionamiento

del sistema de ensefanza.

En el caso de nuestra investigacién se harad uso del andlisis de las restricciones

tomando en cuenta en cada dimensidén lo siguiente:

Dimensidon Epistemoldgica: Se estudia lo referente al surgimiento de las
identidades trigonométricas y a conceptos relacionados con ellas como lo
son las razones trigonométricas con la finalidad de analizar el orden en el
gue aparecieron en la historia y reflexionar si éste coincide con el que
actualmente se introduce en las aulas escolares lo cual se puede ver
reflejado en los libros de texto. Nos interesa ver la cronologia de las diversas
representaciones de un mismo objeto matematico y reflexionar si son las

mismas que se utilizan en la actualidad.

Dimension Cognitiva: Se analizan los errores tipicos que presentan los
estudiantes al momento de trabajar con identidades trigonométricas,
ademas se estudian los diversos estilos de aprendizaje de los jovenes
centrandonos en los procesos visuales, auditivos y kinestésicos. La finalidad

de éste analisis es reflexionar acerca del tipo de actividades que los jovenes
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podrian necesitar para facilitar su aprendizaje y contrastarlas con lo que en

las aulas se ofrecen.

Dimensidn Didactica: Se analizan 6 libros de texto con la finalidad de conocer
cémo es manejado el tema de las identidades trigonométricas en cada uno
de ellos. Se pretende contrastar lo encontrado con las otras dos dimensiones
para poder decidir en determinado momento el tipo de actividades que se

planearan para los jovenes.

En esta dimensién se toma en cuenta el Plan de Estudios que siguen los
estudiantes del Centro de Educaciéon Media de la Universidad Auténoma de
Aguascalientes con la finalidad de analizar los conocimientos con los que los
estudiantes cuentan al llegar al tema de las identidades trigonométricas y

cémo éstos fungen como cimientos para conocimientos nuevos.

4.2.2 CONCEPCION Y ANALISIS A PRIORI

Tal como comenta De Faria (2006), en esta etapa el investigador toma la decisién
de actuar sobre un determinado numero de variables del sistema que no estan
fijadas por las restricciones. Estas son variables de comando que él percibe como

pertinentes con relacion al problema estudiado.

Artigue (citado en De Faria, 2006), distingue dos tipos de variables, las
concernientes a la organizacién global de la ingenieria (macro-didacticas o
globales), y las concernientes a la organizacion local de la ingenieria, o sea, la

organizacion de una secuencia o fase (micro-didacticas o locales).

Se menciona que ambos tipos de variables pueden ser generales o dependientes

del contenido didactico en el que se enfoca la ensenanza.

Artigue argumenta que tradicionalmente este analisis a priori comprende una parte

descriptiva y una predictiva, en las cuales se debe:

e Describir las selecciones del nivel local y las caracteristicas de la secuencia de

ensefianza que de ellas se desprenden.
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e Analizar qué podria ser lo que estda en juego en esta secuencia para un
estudiante en funcién de las posibilidades de accién, de seleccion, de decision,

de control y de validacién de las que él dispone.

e Prever los campos de comportamientos posibles y tratar de demostrar coémo
el analisis realizado permite controlar su significado y asegurar, en particular,
que los comportamientos esperados, si intervienen, sean resultado de la puesta

en practica del conocimiento contemplado por el aprendizaje.

Otro punto importante es que, como en la Ingenieria Didactica la validacion es
interna y comienza desde la concepcidon por medio del analisis a priori, el objetivo
de éste debe ser “determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar pos
comportamientos de los estudiantes y su significado” (De Faria, 2006, p.4), lo que

se traducird en un conjunto de hipétesis.

4.2.3 EXPERIMENTACION

Inicia cuando se da el primer contacto del investigador con la poblacion de
estudiantes objeto de la investigacién. Segun De Faria (2006) la experimentacion

supone:

* La explicitacion de los objetivos y condiciones de realizacion de la
investigacion a los estudiantes que participaran de la experimentacién.

= El establecimiento del contrato didactico entendido como el conjunto de
reglas implicitas establecidas entre profesores y alumnos alrededor del saber
a ensefar.

* La aplicacidon de los instrumentos de investigacion.

* El registro de observaciones realizadas durante la experimentacion.

4.2.4 ANALISIS A POSTERIORI Y VALIDACION

Como lo menciona Artigue (1995), este analisis se basa en el conjunto de datos

recogidos a lo largo de la experimentacion, esto engloba las observaciones
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realizadas de las secuencias de ensefanza asi como las producciones de los
estudiantes en clase o fuera de ella. Estos datos se completan con frecuencia con
otros obtenidos de la utilizacién de metodologias externas, como cuestionarios,
entrevistas individuales o en pequefos grupos, aplicadas en distintos momentos

de la ensefanza o durante su transcurso.

Para la validacién de las hipotesis formuladas en la investigacién, se confrontan el

analisis a priori y el a posteriori.

4.3 IMPLEMENTACION DE LA METODOLOGIA

4.3.1 ANALISIS PRELIMINARES

A continuacidn se presenta un analisis del campo de restricciones en el cual nos
interesa centrarnos en la consolidacién de las identidades trigonométricas a través
de la historia (dimension epistemoldgica), en los errores mostrados por los
estudiantes en el estudio de este concepto y los diversos estilos de aprendizaje que
tienen las personas (dimensidon cognitiva) y en cdmo son presentadas las
identidades trigonométricas en los libros de texto (dimensién didactica) y en el plan

de estudios.

4.3.1.1 DIMENSION EPISTEMOLOGICA

Surgimiento de las Identidades Trigonométricas.

En este apartado se hace una recapitulacion de algunos acontecimientos relevantes
en la historia de la matematica que creemos pudieron desencadenar la
conceptualizacién de las identidades trigonométricas. Para ello se toma como base
parte del trabajo realizado por Montiel (2005) en su tesis doctoral, en donde se
puede admirar que el camino para consolidar la idea de identidad trigonométrica
como la conocemos en la actualidad fue un proceso de siglos en los cuales la

trigonometria en general fue tomando forma y con ella ideas como el seno, coseno,
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tangente, cotangente, secante, cosecante, conceptos que forman parte de los

entes matematicos con los que pretendemos trabajar.

En el recorrido histérico que se presenta a continuacion se busca comprender la
evolucion, condiciones y problematicas que determinaron el surgimiento de estos

conocimientos.

Segun Montiel (2005), la trigonometria histéricamente se divide en dos momentos,
el de sus inicios practicos y el de sus fundamentos tedricos. Los inicios practicos
provienen de necesidades no propiamente matematicas como la astronomia, la
agrimensura y navegacion. Asi, un primer indicio del concepto de cotangente segin
Boyer (1968, citado en Montiel, 2005), se puede encontrar en el Papiro de Rhind
donde, en el problema 56 de dicho documento se plantea que, en la construccion
de una piramide lo esencial era mantener la pendiente (inclinacién) uniforme en
cada cara. “Para lograr sus construcciones calculaban la separacion de una recta
oblicua del eje vertical por unidad de variacion en la altura. Dicho calculo recibia el
nombre de se-get, y con ello lograban mantener las proporciones de la piramide y
la inclinacién de sus caras” (Montiel, 2005, p.68). De manera formal el se-get se

calculaba como sigue:

Supongamos que se tiene una piramide con base en el cuadrado ABCD, el punto E
como su centro, el punto H como su vértice y el punto F como el punto medio del

lado AD, entonces el se-get se definia como se muestra en la figura 8.

Con lo cual el se-get resulta ser un concepto equivalente a la cotangente del angulo
de inclinacidén. Esta relacion muestra a esta razén trigonométrica en términos de la

proporcion.
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__EF
se —qet = —

Figura 8. Representacion grdfica del Set-get

Montiel (2005) menciona que en la matematica griega se encuentra por primera
vez un estudio sistematico de las relaciones entre los angulos centrales (o arcos
correspondientes) en una circunferencia y las longitudes de las cuerdas que los
subtienden. “Las propiedades de las cuerdas, tomadas como medidas de angulos
centrales e inscritos en una circunferencia, les eran familiares ya a los griegos en
la época de Hipdcrates (460 a.C.), y es muy probable que Eudoxo (408-355 a.C.)
haya usado razones y medidas de angulos para determinar el tamafio de la tierra
y las distancias relativas del sol y la luna” (Boyer, 1968; citado en Montiel (2005)).
En este periodo, el descubrimiento matematico estaba totalmente ligado a los

procesos de visualizacion.

Con Aristarco (310-230 a.C.) se puede ver el surgimiento de otra idea fundamental
en nuestro estudio, la razén tangente. “Aristarco sostenia que la media luna tenia
que ser el vértice de un angulo recto (90°) formado por las lineas Sol-Luna y Luna-
Tierra” (Montiel, 2005, p.71). Aristarco suponia que la o6rbita de la luna era un
circulo en cuyo centro se encontraba la Tierra y que la Luna lo recorria siempre a
la misma velocidad. “Si el Sol estuviera tan lejos que sus rayos nos llegaran
siempre paralelos - lo que equivale a poner al Sol a una distancia infinita- , los
cuartos de la Luna ocurririan cuando el angulo Sol-Tierra-Luna es recto” (Montiel,
2005, p.71). (Véase figura 9)

Pagina 25 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

Cuarto creciente
+-— Sol a distancia

,CD infinita |
/
_f 90\_ “

“+—
Luna llena ® @ Luna nueva
-t
\ / -
-y

Cuarto menguante Rayos paralelos

Figura 9. Razon tangente propuesta por Aristarco

“En cambio, si el Sol se encuentra a una distancia finita, sus rayos divergen
formando un angulo (véase figura 10). La secuencia de las fases ya no esta dividida
en partes iguales. El lapso entre la luna nueva y el cuarto creciente es menor que
el lapso entre este ultimo y la luna llena. Por la misma razon el intervalo entre luna
la luna llena y el cuarto menguante es mayor que el intervalo entre éste y la

siguiente luna nueva” (Montiel, 2005, p.72).

Cuarto creciente Sol a una distancia

@ finita
/ 2 90 ° ---H---H-"H\._
/ -

Luna
llena

Cuarto menguante

Figura 10. Sol situado a una distancia finita

“Aristarco encontré que el angulo a, que forman los rayos del Sol que abarcan la
orbita de la Luna, tiene que ser igual a la diferencia angular entre la posicidn de la

medio luna”. “Si lamamos A la distancia de la Tierra a la Luna y B a la distancia de
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la Luna al Sol, resulta que hay una sencilla razén entre A, B y a, que hoy conocemos

como tangente (véase figura 11).

Luna
A
T~ —_ B
A/ age —
-\-\-Ei""\-u.. N
Tierra e — T
Sol
) A
ana = —
B

En otras palabras, determinando a se podria calcular qué tanto mas lejos estd el
Sol de la Luna que la Luna de la Tierra. Como para Aristarco la Luna se movia con
una velocidad constante en una trayectoria circular alrededor de la Tierra, entonces
él debia medir cuanto tarda la Luna en darle una vuelta completa a la Tierra, para
lo cual basta con medir el tiempo que transcurre, por ejemplo, entre dos lunas
nuevas. Una vez determinado esto, y si el Sol estuviera a una distancia infinita,
hay que dividir este lapso de tiempo entre cuatro para obtener el tiempo que
deberia transcurrir entre cada fase lunar. Empleando nimeros concretos, si el
periodo de la Luna es de 29 dias y medio o 708 horas, entonces el cambio de fase
se estaria dando cada 177 horas. Sin embargo, Aristarco observd que el cuarto
creciente ocurria seis horas antes de lo esperado. El angulo a de la figura anterior

correspondia a seis horas de movimiento de la Luna (Montiel, 2005).

“De aqui Aristarco deduce que, puesto que la Luna recorria su érbita con velocidad
constante, el angulo a que se buscaba determinar deberia estar en la misma

proporcién a una vuelta completa (360°) y que las seis horas de discrepancia al

periodo completo de 708 horas: — = -°_ de donde a = i(360°) (Montiel, 2005, p.
360 708 708

73).
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Tierra—Luna

“Aristarco expresd la relacién entre las distancias e 9ue

hoy en dia es

tan 3° = 0.05, como /a distancia del Sol a la Luna es veinte veces la distancia de la
Luna a la Tierra. Este célculo es erréneo, pero no por el método, sino por los datos
numéricos” (Montiel, 2005, p.73). El problema es que el cuarto creciente ocurria
solamente 18 minutos antes de lo esperado y no seis horas como habia observado
Aristarco (Ruiz y de Regules, 2002; citado en Montiel, 2005), de tal manera que
en realidad el Sol esta 400 veces mas lejos de la Luna que la Luna de la Tierra.
(Montiel, 2005).

Para Montiel (2005), el elemento mas importante en la construccién de las nociones
trigonométricas en este momento de la historia es la proporcidon expresada como

razon.

Fue alrededor del siglo II a.C. que Hiparco de Nicea (190 a 120 a.C.) construye la
primera tabla trigonométrica. Por su padre Ptolomeo construye tablas de cuerdas
subtendidas por los arcos de una circunferencia dividida en 360 partes cuyo
diametro se supone dividido en 120 unidades. Los resultados a los que llegoé fueron
que la longitud de la cuerda que se subtiende bajo 90 grados sera
aproximadamente de 84.51.10 de las partes de las que el didmetro tiene 120 y la
que se subtiende bajo 120 sera de 103.55.23 de las mismas (Montiel, 2005).

Ptolomeo construye una tabla como la que se muestra en la figura 12:

Angulo Cuerda

36 37= 4! 55"
60 60°

72 7oe 32 3"
Q0 84+ 517 | 107
120 103® | 55 | 23"

Figura 12. Tabla de Ptolomeo

“Seqguido de estos primeros calculos, Ptolomeo establece el teorema que le

permitird operar con las longitudes encontradas, seguido de tres corolarios de
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donde se pueden calcular mas longitudes de cuerda: la cuerda de la diferencia de
dos arcos, la cuerda de la mitad de un arco y la cuerda de la suma de dos arcos.
Dichos corolarios son equivalentes a las identidades trigonométricas para el seno
de la diferencia de dos angulos, el seno de la mitad de un angulo y el seno de la

suma de dos angulos” (Montiel, 2005, p.78).

Afios mas tarde, con la declinacién del imperio romano, el centro de investigacién
matematica comenzd a desplazarse hacia la India y mas tarde a Mesopotamia
(véase figura 13). A diferencia de la trigonometria griega, en la hindu se determiné
la semicuerda correspondiente al angulo doble, es decir, el antecedente del seno
actual (Montiel, 2005).

s Uit

BRITANIA

Q%

ARKENIA
; —
Y

Q e
HESOPOTAMIA

IMPERIO ROMANO EN EL AHO 3.
200 d.C.
(Dinastias Antonina y Severa) *‘f’

Figura 13. Ubicacion de la Antigua Grecia en 200 d.C.

Dentro de las contribuciones hindls se encuentra el Aryhabatiya, escrito por
Aryhabata (489 - 499 d.C), que proporcionaba la tabla de los valores del seno
(ardha-jya, o mitad de la cuerda) de los dangulos comprendidos entre 3°45’ y 90°
y el Khanda Khandayaka de Brahmagupta (665 d.C) el cual dice cdmo, dada una

tabla de senos, se encuentran los intermedios (Montiel, 2005).
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Por su parte los arabes sistematizaron el uso del seno del angulo, en lugar de la
correspondiente cuerda helénica. Ademas del seno-verso (1 — cosa) e introdujeron

las restantes funciones trigonométricas (Montiel, 2005).

Habas al —Hasib fue el primer arabe que elabord una tabla de senos y Abul Wefa
calculd con 9 decimales exactos el seno de 30’ y a partir de él elabord una tabla de
senos que va de 15’ en 15’; independientemente construyé la tabla de tangentes
y secantes. En su tratado Kitab al —-Kabil definid y usé de las seis funciones

trigonométricas.

De la cuerda al seno

“En sus origenes la trigonometria no trata directa y exclusivamente con la similitud
de dos triangulos rectangulos. La medicidn, construccion y la astronomia son
algunas de las actividades donde surgen las nociones trigonométricas. Incluso el
llamado “calculo de sombras” es considerado precursor de la trigonometria formal.
El problema tedrico que se plantearon los griegos consideraba todo triangulo (plano
o esférico) inscrito en un circulo (o esfera, segun el caso), con lo que cada uno de
sus lados se convertian en una cuerda (como se muestra en la figura 14). Para
estimar las partes del tridangulo se debe encontrar la longitud de la cuerda como
funcion del angulo central (arco central medido en grados). Esta fue la tarea

principal de la trigonometria por varios siglos” (Montiel, 2005, p.81).

Figura 14. Cuerdas dentro de una circunferencia
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“Fue en el Aryhabatiya que se utiliza la palabra ardha-jya para denominar la mitad
de la cuerda y en ocasiones se intercambiaban los términos (jya-ardha) o se hacian
mas cortos (jya o jiva). En las traducciones al arabe del Aryhabatiya se mantiene
la palabra jiva. Sin embargo la pronunciacidon se modifica a jiba o jaib, y jaib en
arabe significa seno (pecho o corazén). Finalmente de la traduccién del arabe al
latin jiba se traduce como sinus, que significa seno, bahia o curva” (Montiel, 2005,
p.81).

Es un hecho que el descubrimiento de la matematica antes de Euclides tenia un
soporte visual muy fuerte. Posiblemente las contradicciones sefaladas por los
fildsofos eleaticos a través de sus paradojas (tal como la mas conocida de Aquiles
y la Tortuga, formulada por Zendn) obligd a los griegos a la construccion de una
matematica ldgico-deductiva en donde el rol de la figura disminuyo

considerablemente.

Por todo lo anterior se puede ver que las razones trigonométricas surgieron por el
afan de comprender el funcionamiento del mundo o de querer resolver alguna
problematica especifica. De cualquier manera se observa que los inicios de estos
conceptos fueron totalmente geométricos haciéndonos pensar que quiza esa forma
de proceder podria ser retomada y aplicada en las aulas de clase. Por el momento,

de este analisis se rescatan dos cosas:

1) La importancia de representar geométricamente a las razones
trigonométricas (en nuestro caso a las identidades trigonométricas);

2) La importancia de asociar a las razones trigonométricas (en nuestro caso
identidades trigonométricas) a una situacion problema de la vida real de los

estudiantes.

4.3.1.2 DIMENSION COGNITIVA

Dentro de esta dimensién primeramente hablemos de los errores que comenten
los estudiantes en el tema de Identidades Trigonométricas. Para ello se analizaron
46 examenes individuales que un profesor del Centro de Educacién Media de la

Universidad Auténoma de Aguascalientes les aplicd a sus estudiantes en un curso
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ordinario de la asignatura de Geometria y Trigonométria. Los estudiantes durante
cerca de dos semanas habian recibido indicaciones acerca del tratamiento de estos
éntes matematicos y habian realizado diversos ejercicios. Ha de notarse que el

enfoque que el profesor le dio al tema fue meramente algebraico.

En todos los ejercicios se tenia que partir de un lado de la igualdad y mediante
sustituciones de equivalencias de expresiones trigonométricas y algoritmos

algebraicos, llegar al otro lado de la igualdad.

Observando las respuestas de los estudiantes, se pudo reconocer lo siguiente:

), 5 ey cobt X cos xS

Figura 15. Error en la interpretacion de equivalencias. Estudiante 1

En la figura 15 podemos observar que los estudiantes llegan a confundir las

identidades trigonométricas, es decir, plasman como equivalencias expresiones

1
cos?x

que no lo son; en este ejemplo se observa que el estudiante sustituyo por
cos?x.

Observamos que lo anterior se repiti6 en multiples ejercicios y en diversos

estudiantes (véase figura 16).

Figura 16. Error en la interpretacion de equivalencias. Estudiante 2
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Se encontraron también estudiantes que por el contrario, si hacian las sustituciones
pertinentes pero tenian diversos tipos de errores al hacer las simplificaciones

necesarias, como se muestra en la figura 17.

g3, o Nt _ pop —sech
~  Seond \usb G
®& ok sert®
covh -danb L2 - 55 | b gt
sang Y wsB m sertb /-

1 1
~3D = sen'® )
@S sen -
s = coch —dwg

Figura 17. Error de sustitucion en respuestas de estudiantes

El estudiante de la figura 17, por ejemplo, aplica incorrectamente la jerarquia de

operaciones haciendo que su resultado no sea el adecuado.
La siguiente persona desarrolla errdneamente la respectiva suma de fracciones

(véase figura 18):

7. cosA ywosh = secA
']¥3an "[-SCY?P\

: - nﬁgﬁrmp\c&s;‘ A
osA  y tosA ;\@?/{9/? . 2}4([*
BT T R ) U e (o U gin

Figura 18. Error de estudiante en la suma de fracciones

Este estudiante aplica correctamente las equivalencias correspondientes, pero se
equivoca en la simplificacidon de la suma de fracciones ya que elimina términos del

numerador y del denominador que no deberian ser cancelados (véase figura 19).
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TS o T O, U @

——{\‘( S v 4. 3
COS COSH ¢

Figura 19. Error en cancelacion de términos

El estudiante de la figura 20 domina a la perfeccidén técnicas como la factorizacion

pero no alcanza a distinguir que sen®x + cos?x = 1.

: i e WY
¢ CC"JL‘ X %2 PR G L ' /
1 ﬂ\ (50\) Qo5 A é

et x - @sY x = (geﬂ g

- —
: ""K.VL\’\‘\"L‘(\:;\ oc /\ — N &

C\)GO'\ <:’_v'l\. >

Figura 20. Error de distincion de identidad

El siguiente estudiante (véase figura 21) muestra de nuevo lo que sucede cuando

no se conocen las equivalencias de expresiones trigonométricas.

cOS 4+ L % A1 = SCC'

Figura 21. Error en interpretacion de equivalencia

Por otra parte, el siguiente estudiante (véase figura 22) confunde una
multiplicacion de fracciones con una suma de fracciones y eso desencadena que

todo el procedimiento sea erréneo.
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Figura 22. Confusion en operacion realizada

El siguiente ejemplo, presenta un error por omisién del cuadrado del seno ademas

de eliminacién incorrecta de términos (véase figura 23).

Figura 23. Omisidn de potencia

Por otra parte, pudimos notar también un razonamiento ciclico; el estudiante cree

que avanza cuando en realidad no hace nada (véase figura 24).

Figura 24. Razonamiento ciclico — estudiante 1
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Otro ejemplo como lo anterior se puede observar en la siguiente figura (25)

By Wagn(G: . o050 Ok Yeaey
- a5 I -5en@ : %9
cren®d| o _
{_1'_. 4 :)C"ﬂoj ¥ !_i_?_C,D_Q (]4 SC(\@)
T [0%0) - Trcewy) 090
(=e) . (=2

Figura 25. Razonamiento ciclico — estudiante 2

En ocasiones, como en el estudiante de la figura 26, los estudiantes ya no saben

qué identidad utilizar o simplemente qué mas hacer:

Ces® % s Bton B . ];L.,
(CGR A o~ 3 l { ;\/‘
LSB A CSE o B = s Bt e V/';,
cos B ¥ Cos P ‘/ o 1 cosB (sef' B feosB) (s ) VEﬁE‘;e«»ZLD)
ok g s P ﬁ‘—}”’\l = — ‘y’ )
‘ e & st B
& g -y rd )\‘\ \ 4
|- sent B _ B (O

Figura 26. Desconocimiento de uso de identidades

Después del analisis anterior se puede distinguir de manera general que los
estudiantes tienen dos tipos de problemas; por un lado, no conocen las
equivalencias de expresiones trigonométricas, suponemos que podria ser debido a
que ni siquiera comprenden su significado. Por otra lado muestran problemas
algoritmicos al momento de realizar simplificaciones en las expresiones, dichos
problemas debido posiblemente a su carencia de solidez en operaciones que

involucran fracciones.
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En la presente investigacion se tratara el problema de la comprensién del concepto
de identidad trigonométrica buscando también impactar a problemas de otras

indoles, como los problemas algoritmicos.

La visualizacion matematica nos permitird hacer que nuestra propuesta apoye
fuertemente el tipo de aprendizaje visual por medio de las representaciones que
se le presentaran al alumno, al aprendizaje auditivo por medio de las discusiones
guiadas por el profesor que se generaran en el aula, y al aprendizaje kinestésico

por medio de la experimentacion que la herramienta interactiva propicia.

4.3.1.3 DIMENSION DIDACTICA

Para esta dimension se tomaron en cuenta los libros de texto que aparecen en el
programa de Geometria y Trigonometria del Centro de Educacion Media de la
Universidad Autonoma de Aguascalientes. Lo que se analizd en estos libros es la
forma como presentan el tema al publico. De manera general se observa que los
libros van presentando los ejercicios subiendo cada vez mas el grado de dificultad,
comenzando con comprobaciones sencillas en donde solo se necesita hacer
sustituciones de ciertas identidades trigonométricas y operaciones basicas como

multiplicacion o division de fracciones.

Los ejercicios que son mas complicados tienen que ver con comprobaciones que
requieren mas pasos para poder realizarse, utilizan operaciones algebraicas tales

como la adicién de fracciones, la factorizacidon y la multiplicacién.

Lo ampliamente rescatable en cada uno de los libros son las “sugerencias” que los

autores manejan con la intencidon de que este tipo de ejercicios sean realizables.

Leithold (1989) comenta que la familiaridad de los estudiantes con las identidades
fundamentales en sus diferentes formas es decisiva. Esto nos lleva a pensar que
en las actividades planteadas, antes que nada, se debe considerar que de alguna
manera los estudiantes dominen y sepan a la perfeccion identidades

trigonométricas fundamentales como las que se muestran en la siguiente figura:
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1 1
t0 = . — . — .
cot 9 tan@ ' sec d cos® ' csc senf '
sen@ | cos @, 2 2
tan 0 = ; cotd = —; sen“0 + cos“0 =1
cos O sen 6

Figura 27. Identidades planteadas en Leithold (1989)

Para comenzar a trabajar con identidades trigonométricas, se muestran dos
maneras de proceder, una de ellas es tomar cada lado de la identidad por separado
y llegar a la misma forma equivalente. Otra alternativa propuesta es tomar un lado
de la identidad, desarrollar y llegar a la expresidon contenida en el otro lado. Para
la realizacion de las actividades deberemos escoger una sola manera de proceder

para evitar futuras confusiones por parte de los estudiantes.

Para saber decidir en qué forma comenzar a manejar las identidades
trigonométricas, Nieles (2000) sugiere reducir el término mas complicado al mas
simple, considerando que una expresion fraccionaria se considera mas compleja
gque una expresion lineal y que un producto de expresiones se considera mas
complejo que una expresion lineal. Con esto podemos decidir qué tipos de ejercicios
elegir para cada una de las actividades a realizar y a la vez pensar en como ésta
informacién le pueda ser util al estudiante para que éstos tengan una manera de

discernir al momento en que se enfrenten solos con los problemas.

Aunque existen varios caminos posibles para trabajar con una identidad
trigonométrica y con ello varias sustituciones posibles, algunos autores sugieren
conveniente convertir las identidades a expresiones que queden escritas solamente
en términos de senos y cosenos. Goodman (1996) menciona que “cambiar todo
en términos de senos y cosenos es el método mas sistematico que se podria
utilizar”. Estas afirmaciones nos hacen pensar que quizd éste sea un camino
adecuado para el trabajo a realizar con las identidades trigonométricas en las

actividades.

Con los argumentos anteriores, observamos que Leithold (1989) es el Unico autor
de los analizados que sugiere que, antes de comenzar a manipular una expresion
gue se sospecha como identidad, se trace la grafica de la funcién de cada miembro

de la expresién. El hecho de que las graficas sean las mismas en todos los puntos

Pagina 38 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

para los cuales las funciones estan definidas nos convencera de que se tiene una
identidad valida procediendo después a comprobarla de manera general, asi el
trabajo no serd en vano. Si se sospecha que una expresion no es una identidad, se
recomienda igualmente primero trazar la funcidon de cada miembro de la expresién
para verificar que las graficas son diferentes, después se procederia a comprobar
algebraicamente que la expresidén no es una identidad, para ello sélo se necesita
encontrar un numero del dominio de la variable para la cual la igualdad no sea

valida.

Haciendo a un lado los libros de texto pero enfocandonos en la misma vertiente, el
trabajo de Dugdale sugiere considerar el uso de graficas como fundamento de las
identidades trigonométricas. Esto, aunado a lo anterior nos permite crear una serie
de actividades donde las graficas de las expresiones que forman las identidades
estén incluidas aportando con esto un nuevo enfoque de ver las cosas. El hecho de
involucrar graficos nos incita a incluir actividades en donde los estudiantes tengan
contacto con algun tipo de software matematico en donde lo visual sea un aliciente

mas en la construccién de las ideas matematicas que queremos introducir.

Por otro lado, por ser un proyecto de desarrollo profesional se ha considerado
aplicar las actividades resultantes en un aula ordinaria de clase, en los tiempos

marcados por el calendario escolar.

Conocer el Programa de la Materia de Geometria y Trigonometria nos ayuda a tener
una visién global de cuales son los conocimientos previos que los estudiantes

dominan y que serviran de cimientos para la formacién de nuevos conocimientos.

El Centro de Educacion Media de la Universidad Autdénoma de Aguascalientes es un
bachillerato basado en competencias que busca la interconexion y transversalidad
de todos los conocimientos que ahi se aprenden. De manera particular en el
programa de la materia de Geometria y Trigonometria se marcan las siguientes

competencias a desarrollar en los estudiantes:

1) Expresar ideas y conceptos, en distintos contextos, de manera adecuada

usando el lenguaje matematico, l6gico y/o los propios de cada disciplina.

Pagina 39 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

2) Proponer alternativas para la solucidon de problemas y desarrollar proyectos

personales y en equipo con un espiritu emprendedor.

3) Trabajar tanto colaborativamente como de forma independiente asumiendo

responsablemente las tareas que le corresponden.

Siguiendo estos propésitos, las actividades planeadas pretenderan abonar al

desarrollo de estas competencias.

Dentro de los conocimientos previos que los estudiantes en teoria manejan al
llegar al tema de Identidades Trigonométricas y que se involucra directamente

con este se encuentran los siguientes:
Unidad 1
¢ Concepto de angulo y su clasificacion.
¢ Sistemas de medicién angular y sus interrelaciones.
Unidad 2
¢ Simbologia para representar los elementos de un triangulo.
¢ Teorema de Pitagoras.
¢ Razones trigonométricas de triangulos rectangulos.
¢ Funciones reciprocas y complementarias.
¢ Funciones trigonométricas directas e inversas.
Unidad 3
¢ Circulo trigonométrico.
¢ Funciones trigonométricas para cualquier valor del angulo.

¢ Angulos positivos y negativos, cuadrangulares, coterminales vy

simétricos.
¢ Gréfica de las funciones trigonométricas basicas.

En nuestras actividades se buscara que parte de los conocimientos previos de los
estudiantes se vean reflejados y sirvan para la construccion y comprension del

concepto de Identidad Trigonométrica.
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Consideramos que también es de suma importancia saber qué conocimientos
vendran después de nuestro tema de interés para que éste pueda ser manejado
de tal manera que aporte a la construccion del conocimiento préximo. Los

conceptos que se manejan en la unidad 6 son:
¢ Concepto de ecuacién trigonométrica.
¢ Diferencia entre identidad y ecuacion trigonométrica.
¢ Algoritmos para la solucidon de ecuaciones trigonométricas.

En las actividades se trabajara para que en determinado momento exista un vinculo

tematico entre las unidades 5 (unidad de interés) y la unidad 6.

Para finalizar, la unidad en la que se pretenden plantear las actividades contiene

los siguientes temas:
¢+ Concepto de identidad.
¢ Deduccién de las identidades basicas.
¢ Identidades de angulos compuestos.
¢ Expresiones trigonométricas equivalentes.
¢ Comprobaciéon mediante procedimientos algebraicos.

Ya que nuestro principal objetivo es la construcciéon y comprension del concepto de
Identidad Trigonométrica, pretendemos que las actividades planteadas sean
introductorias para dicha unidad y que abarquen entre el primero y segundo punto

del temario.

4.3.2 CONCEPCION Y ANALISIS A PRIORI

Una vez realizados los andlisis preliminares y con base en ellos, se procedio a
proponer actividades que contemplaran lo que se destacé en cada una de las
dimensiones sefialadas y que a la vez consideraran diversas representaciones del
concepto de Identidad Trigonométrica, con la finalidad de propiciar la construccion

y comprension de este concepto.
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Como ya se ha mencionado con anterioridad, las actividades descritas a
continuacion vienen a darse como introduccidon a la comprobacion de Identidades
Trigonométricas, tema que forma parte de la quinta unidad del segundo semestre

de Bachillerato de la asignatura de Geometria y Trigonometria.

Tomando en cuenta lo observado en el andlisis de la dimensién epistemoldgica,
estas actividades estuvieron pensadas para que en todo momento los estudiantes
tuvieran en sus manos representaciones graficas de los entes matematicos con los

que se trabaja.

Como resultado se tuvo la creacion de un instrumento interactivo desarrollado
mediante el software “GeoGebra” y una secuencia de preguntas guiadas. A
continuacion se describen aquellas preguntas/actividades que abonan a la
construccién y comprension del concepto de Identidad Trigonométrica. Las

actividades completas se pueden apreciar en el anexo 1.

La propuesta se conforma por una secuencia de seis actividades en donde el uso
del software GeoGebra toma un papel fundamental ya que él es la base de los ocho
programas que complementan cada una de las actividades y en donde los
estudiantes pueden interactuar con distintas representaciones del concepto de

expresion trigonométrica.

Las actividades se llevaran en el aula de clases de los estudiantes en equipos de 4
a 5 personas donde cada equipo cuente con una computadora con los respectivos
programas instalados. La propuesta se maneja como actividades guiadas en las
que los estudiantes interactian con los programas, donde se da un espacio para la
reflexién y otro mas para la retroalimentaciéon por parte del docente. Esta actividad

es recomendada tanto para pequefios como grandes grupos.

Actividad 1

El objetivo es que los estudiantes deduzcan de manera intuitiva las identidades
trigonomeétricas basicas (ver figura 28); que comprendan el hecho de que dos

expresiones trigonométricas que producen el mismo grafico, son equivalentes.
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Pregunta 1: El bosquejo

En esta seccidn el estudiante asocia cada una de las expresiones
trigonométricas planteadas con una grafica que es Unica para cada

expresidn. El estudiante reproduce lo observado.

La realizacién de esta practica para los estudiantes no es nueva ya que en el
desarrollo de la unidad 3 del programa de la materia los jévenes conocieron que
cada expresion trigonomeétrica tiene una representacion grafica, esto cuando vieron

las gréficas de seno, coseno y tangente.

Del analisis didactico y epistemoldgico rescatamos la importancia de tener una

representaciéon grafica en todo momento.

Esta seccidon de la actividad tiene por objetivo que el estudiante identifique dos
tipos de representaciones del mismo ente matematico, la representacién algebraica
y la representacion grafica; si el estudiante logra hacerlo estaria transitando entre
estos registros, es decir, estaria visualizando la relacidn entre una expresion

trigonométrica y su grafica.

Pregunta 2: éExisten graficas que se parezcan entre si? ¢En
qué OTRA ocasion se traza la misma grafica que se produce

al hacer clic en el boton tan x?

El estudiante realiza un analisis visual de las graficas, si es capaz de identificar
similitudes entre ellas, entonces estara realizando un tratamiento interno en el
registro grafico. Si el estudiante visualiza que al menos que existe otra expresion
trigonométrica que produce la misma grafica que la expresion tan(x), entonces

estara transitando del registro grafico al registro algebraico.

Pregunta 3: ¢Qué otras graficas encuentras parecidas?
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El estudiante realiza un anélisis visual de las graficas, si es capaz de identificar
similitudes entre ellas, entonces el estudiante estara realizando un tratamiento

interno en el registro grafico.

Si el estudiante identifica que existen expresiones trigonométricas (en apariencia
distintas) que producen las mismas gréaficas, entonces estard transitando del
registro grafico al registro algebraico, es decir, el estudiante es capaz de visualizar

el comportamiento grafico de las expresiones trigonométricas.

Pregunta 4: ¢A qué crees que se deba lo anterior? (El hecho
de que se den ciertas igualdades entre graficas aunque la

expresion sea distinta).

Si la respuesta dada por el alumno estd fundamentada en lo observado en las
graficas o hace referencia a estas el estudiante estard transitando del registro
grafico al registro verbal. Si la respuesta dada esta fundamentada en lo observado
en las expresiones trigonométricas o hace referencia a estas el estudiante estara
transitando del registro algebraico al registro verbal, en cualquier caso, se deduce

que ha logrado un grado de visualizacién respecto al comportamiento grafico.

o X

Figura 28. Entorno del programa en GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 1
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Actividad 2

Esta actividad tiene por objetivo que los estudiantes recuerden el circulo
trigonométrico y la relacién que tienen ciertas rectas notables del mismo con el

valor de las razones trigonométricas para diversos angulos (ver figura 29)

Pregunta 1: éQué observas entre los valores de la primera y

segunda tabla?

Si el estudiante describe relaciones numéricas que en efecto existen, pero que no
tienen que ver con la reciprocidad entre valores numéricos, el estudiante estara
realizando un tratamiento interno en el registro tabular. Si el estudiante describe
relaciones numéricas relacionadas con la reciprocidad entre valores numéricos, el

estudiante estara transitando del registro tabular al registro algebraico.

Pregunta 2: ¢Como escribirias lo observado a manera de formulas?

Esta seccién de la actividad busca abonar al conocimiento de las equivalencias
trigonométricas basicas en los estudiantes, para que poco a poco las dominen ya
que son pieza clave para el manejo de Identidades Trigonométricas mas

elaboradas.

Con esta pregunta se pretende que el estudiante, con ayuda de la representacion
tabular, identifique la igualdad de expresiones trigonométricas equivalentes. Si el
estudiante logra lo anterior estara transitando entre el registro tabular y el registro
algebraico, es decir, estara visualizando el comportamiento de los datos contenidos

en la tabla.

Pregunta 3: Describe ampliamente lo que aprendiste el dia de hoy.
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Esta es una de las preguntas que intenta que el estudiante exprese abiertamente
sus ideas acerca de lo aprendido. Con esto pretendemos abonar a las competencias

que describe el programa de la materia.

Si el estudiante da una respuesta fundamentada en lo observado en las tablas o
hace referencia a estas, estara realizando un transito entre el registro tabular y el
registro verbal. Si el estudiante da una respuesta fundamentada en lo observado
en las expresiones trigonométricas o hace referencia a estas, estara transitando
entre el registro algebraico y el registro verbal; en cualquier caso, podemos
observar el grado de visualizacién de ha logrado tener el alumno al identificar el
mismo objeto en distintas representaciones, la actividad descrita se presenta en la

figura 29.
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Figura 29. Entorno del programa en GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 2

Actividad 3

Su objetivo es que los estudiantes deduzcan la identidad trigonométrica sen?x +
cos?x =1 y no solo eso, sino que ademas comprendan su significado, para lo cual
se utilizara como recurso nuevamente el circulo trigonométrico junto con el

Teorema de Pitagoras (ver figura 30).

Pregunta 1: iLo que se muestra en la pantalla tiene algo que

ver con “Pitagoras’?
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En esta pregunta se pone en juego parte del conocimiento previo de los
estudiantes, haciendo referencia a la unidad 2, en donde se trabajé lo referente al
Teorema de Pitdgoras. Se espera que al momento de que el estudiante manipule
el respectivo programa en GeoGebra, su conocimiento previo le sirva de puente

para el conocimiento nuevo que queremos que descubra.

En esta pregunta, si el estudiante hace una relacién de las figuras observadas en
el programa con el Teorema de Pitagoras, describiéndolo adecuadamente y
escribiendo su representacidn algebraica (puede suceder que solamente escriba la
representacién algebraica), entonces el estudiante estara realizando un transito
entre el registro figural y el registro algebraico, con el objetivo es que el alumno
logre visualizar que las figuras presentadas son otra forma en la que se presentan

las expresiones trigonomeétricas.

Pregunta 2: ¢Qué cambios observas en las figuras?

En esta actividad, si el estudiante se da cuenta de que al mover el angulo, los
catetos se mueven y con ellos sus respectivas areas, pero que la hipotenusa (y su
area) no lo hace y ademas hace una descripcion especifica de lo observado,
entonces el estudiante estara realizando un transito entre el registro figural y el
registro verbal, es decir, estara logrando una visualizacidn en términos de relacién

entre los valores presentados en la figura.

Pregunta 3: ¢éCual seria la expresion matematica que

represente los comportamientos observados?

En este punto se espera que el estudiante deduzca la identidad pitagorica sen?x +

cos’x =1, esto con lo que él observe en las tablas trabajadas. Si el estudiante
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deduce la expresidn correctamente estara realizando un transito entre el registro

tabular y el registro algebraico (véase figura 30).

Figura 30. Entorno del programa en GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 3

Actividad 4

Su objetivo es mostrar al estudiante que existen expresiones trigonométricas mas
complejas, en apariencia iguales, pero que no son identidades trigonométricas (ver
figura 31 y 32).

Pregunta 1: ¢Como podriamos saber si la expresion anterior

es verdadera?

Al estudiante se le muestra una supuesta equivalencia entre expresiones
trigonomeétricas con el objetivo de que identifique si es o no verdadera. Hemos de
notar que no se trata de una equivalencia verdadera. Se espera que el estudiante

dé una respuesta apoyandose en las actividades que se han ido realizando
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(conocimientos previos, estrategias previas). El objetivo es que el estudiante haga
referencia a que para saber si dos expresiones son iguales, se pueden graficar cada
una y ver como son las graficas entre si o que sugiera evaluar cada expresién en
ciertos valores de angulo y que si dichos valores son iguales indicarian que las
expresiones también lo serian. Si el estudiante da una respuesta haciendo énfasis
en las representaciones graficas estara realizando un transito entre el registro
algebraico y el registro grafico. Si el estudiante da una respuesta haciendo énfasis
en las representaciones tabulares (numéricas) entonces estara transitando del
registro algebraico al registro tabular, si sus respuestas son las esperadas, el
estudiante habra logrado visualizar que las representaciones graficas de dos

expresiones equivalentes son iguales.

Pregunta 2: éQué puedes decir de la expresion del punto 1?

¢Es cierta o falsa? ¢Por qué?

En este caso, si el alumno justifica su respuesta haciendo énfasis en la
representacién tabular de los ejercicios anteriores el estudiante estara realizando
un transito del registro tabular al registro verbal. Si el estudiante justifica su
respuesta haciendo énfasis en la representacion grafica de los ejercicios anteriores,
el estudiante estara realizando un transito del registro grafico al registro verbal, en

cualquier caso, habra logrado visualizar una equivalencia.

Pregunta 3: éExistira algin angulo para el cual la igualdad
anterior si se cumpla? é¢Como podrias encontrar dicho valor

en caso de existir?

Independientemente de que la respuesta a esta interrogante sea negativa o
afirmativa, estamos interesados en analizar cdmo son sus justificaciones. Si el
estudiante justifica haciendo énfasis en alguna representacion tabular entonces el

estudiante realizard un transito del registro tabular al registro verbal. Si justifica
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haciendo énfasis en alguna representacién grafica entonces el estudiante estara
realizando un transito del registro grafico al registro verbal; en cualquiera de estos
casos, sus argumentos nos permitiran determinar el grado de visualizacion que se

ha logrado con esta actividad.

Pregunta 4: Con solo observar las graficas podrias localizar
si existe algin angulo para el cual sea verdadera la expresion

del punto 1. ¢Como le harias?

Se espera que el estudiante, después de observar cuidadosamente la grafica,
mencione que hay un lugar en donde las graficas coinciden (chocan) y que ese
podria ser el posible valor buscado. Si el estudiante logra lo anterior, estaria
transitando del registro grafico al registro verbal, es decir, la trasposicidon de las
graficas le permitira visualizar que si las graficas coinciden en un punto, éste punto

es el Unico valor en el que la expresion se hace verdadera para ambas expresiones.

Pregunta 5: ¢Qué indica el punto que aparece en la pantalla?

Se espera que el estudiante identifique que el punto sefalado en la pantalla es el
valor para el cual la expresion del punto 1 es verdadera. De hacer esto posible, el
estudiante estara transitando del registro figural al registro verbal (véase figura
31).
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Figura 31. Entorno del programa en GeoGebra utilizado en el punto 5 de la Actividad 4

Pregunta 6: ¢Qué sucede con los valores en dicha vista?

Se espera que el estudiante mencione que el respectivo producto y suma

de las

expresiones trigonométricas para ese angulo son iguales. Si lo hace, estara

transitando del registro tabular al registro verbal.

Pregunta 7: ¢Qué concluirias de la expresion trigonomeétrica

en este ejercicio?

Se espera que el estudiante concluya que la expresion trabajada no es identidad

porque no es valida para todos los valores de angulos; el estudiante estara

transitando entonces del registro verbal al registro tabular y de vuelta al registro

verbal ya que primero procesa la definicidon de Identidad Trigonométrica que le

presentamos, busca una justificacidn y expresa sus conclusiones; con sus

argumentos podemos valorar el grado de visualizacidon que ha logrado respecto a

los valores de un angulo dado en una expresion trigonométrica y como deberan

comportarse éstos para que se trate de una identidad (véase figura 32).
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Figura 32. Entorno del programa en GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 4
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Actividad 5

Su objetivo es mostrar al estudiante que los valores de cualquier angulo en
expresiones trigopnométricas equivalentes hacen verdadera la identidad (ver figura
33y 34).

Pregunta 1: ¢Como podriamos saber si la expresion anterior

es verdadera?

Al estudiante se le muestra una supuesta equivalencia entre expresiones
trigonométricas y se le pregunta lo anterior. Hemos de notar que en esta ocasién
si trata de una equivalencia verdadera. Se espera que haga referencia a que para
saber si dos expresiones son iguales, se pueden graficar cada una y ver cémo son
las graficas entre si o que sugiera evaluar cada expresidon en ciertos valores de
angulo y que si dichos valores son iguales indicarian que las expresiones también
lo serian. Si el estudiante da una respuesta haciendo énfasis en las
representaciones graficas estara realizando un transito entre el registro algebraico
y el registro grafico. Si el estudiante da una respuesta haciendo énfasis en las
representaciones tabulares (numéricas) entonces estara transitando del registro
algebraico al registro tabular, es decir, estara logrando la visualizacién de una

identidad a partir de su comportamiento grafico.

Pregunta 2: éQué puedes decir de la expresion del paso 1?

¢Es cierta o falsa? éPor qué?

Si el estudiante justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacién tabular
de los ejercicios anteriores el estudiante estara realizando un transito del registro
tabular al registro verbal. Si el estudiante justifica su respuesta haciendo énfasis
en la representacion grafica de los ejercicios anteriores, el estudiante estara
realizando un transito del registro grafico al registro verbal, es decir, sera capaz de

identificar la veracidad de una identidad con su comportamiento.
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Pregunta 3: ¢Existira algan angulo para el cual la igualdad
anterior no se cumpla? é¢Como podrias encontrar dicho valor

en caso de existir?

Independientemente de que la respuesta a esta interrogante sea negativa o
afirmativa, estamos interesados en analizar cdmo son sus justificaciones. Si el
estudiante justifica haciendo énfasis en alguna representacién tabular entonces el
estudiante realizard un transito del registro tabular al registro verbal. Si justifica
haciendo énfasis en alguna representacidon grafica entonces el estudiante estara
realizando un transito del registro grafico al registro verbal; en cualquier caso, el
estudiante ha logrado visualizar cdmo deben ser los valores para que la igualdad

se cumpla.

Pregunta 4: ¢Podrias localizar si existe algin angulo para el

cual no se cumpla la expresion del paso 1?

Se espera que el estudiante, después de observar cuidadosamente la grafica,
mencione que no existe lugar alguno en donde las graficas no coincidan (siempre
chocan/ estan traslapadas). Es decir, no existe angulo para el cual la igualdad no
se cumpla. Si el estudiante logra lo anterior, estaria transitando del registro grafico
al registro verbal y con ello estard visualizando que esta es la principal

caracteristica de una identidad.

Pregunta 5: Por lo anterior, la expresion trabajada en este

ejercicio ées una Identidad Trigonométrica?

Se espera que el estudiante concluya que la expresidn trabajada si es identidad y

gue justifique su respuesta con base a lo que observa en las graficas o con base
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en lo que observa en la tabulacion de las expresiones. Si justifica con lo primero
estaria transitando del registro verbal al registro grafico. Si justifica con lo segundo
estaria transitando del registro verbal al registro tabular, sus argumentos nos

permitiran corroborar el grado de visualizacién que ha logrado con esta actividad.

Pregunta 6: éExistira alguna manera de probar que la
expresion anterior es verdadera sin usar un software

graficador como recurso? éQué opinas al respecto?

Se espera que el estudiante dé sugerencias acerca de lo interrogado. Lo deseable
seria que se saliera de lo mostrado (lo grafico y tabular) y que involucrara
sugerencias que tuvieran que ver con la parte algebraica de las expresiones. Si
tiene una respuesta basada en ideas graficas estara transitando del registro grafico
al verbal; si justifica su respuesta con ideas de tabulacién estara transitando del
registro tabular al registro verbal; si justifica su respuesta con ideas algebraicas,
estaria transitando del registro algebraico al verbal, el comportamiento del

software en esta actividad se puede observar en las figuras 33 y 34.

- o x

ulo ano resta
3| = 12082 [

[ colanganta  caseno | producto

|' csc(x) - sen(x) ' cot(x) cos(x) ‘ v .

| Reniciar

Figura 33. Entorno 1 GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 5
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Figura 34. Entorno 2 GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 5

Actividad 6

En esta actividad se pretende mostrar que cierta expresion trigonométrica se trata
de una Identidad Trigonométrica. El objetivo principal es que los estudiantes
conozcan que existe un método para comprobar las equivalencias de manera
formal, sin necesidad de graficar o de obtener valores para casos particulares. Es
decir, le permitira visualizar que las expresiones presentadas son verdaderas sin

importar el angulo.

En la primera parte de la actividad se les presenta a los estudiantes una
equivalencia de expresiones y mediante cierta manipulacién del software, dicha

expresién va teniendo transformaciones. Se les interroga acerca de esos cambios.

Pregunta 1: ¢Qué cambios notas en la pantalla si das clic en

cada opcion?

El estudiante describe los cambios que observa. Si comenta cambios relacionados
meramente con la forma de las graficas el estudiante estard realizando un
tratamiento interno en el registro grafico. Si el estudiante describe cambios
relacionados con las expresiones trigonométricas, éste estarda efectuando un

tratamiento interno en el registro algebraico. Si el estudiante describe solamente
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cambios superficiales como por ejemplo colores, éste estara realizando un

tratamiento en el registro figural.

Pregunta 2: ¢Por qué esa opcion (3) mantiene la grafica
original mientras las otras opciones cambian por completo la

grafica?

Se espera que el estudiante llegue a la conclusién de que la opcién 3 no cambia la
sen(x)
cos(x)

forma de la grafica ya que tan(x) se esta sustituyendo por , siendo estas

expresiones equivalentes. Si el estudiante expresa lo anterior estara realizando un

tratamiento interno en el registro algebraico.

Pregunta 3: Sin probar las opciones puedes decir écual de

ellas no alterara la grafica original?

Se espera que el estudiante llegue a la conclusién de que la opcién 4 no cambia la

cos(x)

forma de la grafica ya que cot(x) se estd sustituyendo por siendo estas

sen(x)’
expresiones equivalentes. Si el estudiante expresa lo anterior estara realizando un

tratamiento interno en el registro algebraico.

Pregunta 4: ¢Qué cambios notas en la pantalla si das clic en

cada opcion?

El estudiante describira los cambios que observa. Si comenta cambios relacionados
meramente con la forma de las graficas el estudiante estard realizando un
tratamiento interno en el registro grafico. Si el estudiante describe cambios
relacionados con las expresiones trigonométricas, éste estard efectuando un

tratamiento interno en el registro algebraico. Si el estudiante describe solamente
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cambios superficiales como por ejemplo clores éste estarda realizando un

tratamiento en el registro figural.

Pregunta 5: ¢Por qué esa opcion (4) mantiene la grafica
original mientras las otras opciones cambian por completo la

grafica?

Se espera que el estudiante llegue a la conclusién de que la opcién 4 no cambia la

cos(x)

, siendo estas
sen(x)

forma de la grafica ya que cot(x) se estd sustituyendo por

expresiones equivalentes. Si el estudiante expresa lo anterior estara realizando un

tratamiento interno en el registro algebraico.

La segunda seccidon de la actividad estd destinada a ir presentandoles a los
estudiantes algunos ejemplos de algoritmos que se tienen que seguir al momento

de querer ver la veracidad de las expresiones trigonométricas.

Pregunta 6: éQué sucedio con la expresion trigonométrica
anterior? éQué algoritmo se tuvo que realizar para que el

cambio anterior se produjera?

Si los estudiantes identifican que se esta usando el algoritmo de la suma de
fracciones el estudiante estara realizando un tratamiento interno en el registro
algebraico. Se espera que la mayoria de los estudiantes identifiquen este algoritmo

ya que es parte de los conocimientos previos que deberian de tener.

Pregunta 7: éQué sucedid con la expresion trigonométrica
anterior? éQué algoritmo se tuvo que realizar para que el

cambio anterior se produjera?
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Si los estudiantes identifican que se trata de la utilizacion de la identidad
trigonométrica sen?(x) + cos?(x) = 1, entonces el estudiante estara realizando un

tratamiento dentro del registro algebraico.

Pregunta 8: éQué sucedio con la expresion trigonométrica
anterior? éQué algoritmo se tuvo que realizar para que el

cambio anterior se produjera?

Si los estudiantes identifican que solamente la fraccion fue separada ya que se
trata de una multiplicacion de fracciones, el estudiante estard realizando un
tratamiento interno en el registro algebraico. Se espera que la mayoria de los
estudiantes identifiquen este algoritmo ya que es parte de los conocimientos

previos que deberian de tener.

Pregunta 9: éQué sucedio con la expresion trigonométrica
anterior? éQué algoritmo se tuvo que realizar para que el

cambio anterior se produjera?

Si los estudiantes identifican que se trata de la utilizacién de la identidad

trigonométrica —— = sec(x) y

c0s(0) =csc(x) , entonces el estudiante estara

sen(x)

realizando un tratamiento dentro del registro algebraico.

Pregunta 10: ¢Qué puedes concluir?

Si el alumno justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacion tabular
de los ejercicios anteriores el estudiante estara realizando un transito del registro

tabular al registro verbal. Si el estudiante justifica su respuesta haciendo énfasis
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en la representacidon grafica de los ejercicios anteriores, el estudiante estara
realizando un transito del registro grafico al registro verbal. Si justifica su respuesta
haciendo énfasis en la representacion algebraica, el estudiante estara realizando
un transito del registro algebraico al registro verbal, en cualquiera de los
casos, su justificacion nos permitira valorar el grado de visualizacion que ha

logrado en esta actividad.

Opcrin 4

’ tan(x)

sec(x) || cse(x) ‘

E| cot(x)‘ E]

e~ -

Figura 35. Entorno del programa en GeoGebra utilizado para el desarrollo de la Actividad 6

Como se puede apreciar, durante la creacion de las actividades estuvieron
presentes distintas representaciones del concepto de Identidad Trigonométrica ya
que estamos interesados en estudiar qué tipo de conexiones se presentan entre
las mismas para poder concluir con qué profundidad los estudiantes estan

comprendiendo el concepto de Identidad Trigonométrica.

Durante las actividades tanto los conocimientos previos como los posteriores estan
presentes con el objetivo de que ningln conocimiento se perciba como aislado. En
la actividad 4 surge en concepto de ecuacion trigonométrica como otro tipo de
expresion que solamente es valida para ciertos valores del angulo. Este concepto

se retomara en la unidad 6 del curso.
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Hemos de destacar que el trabajo colaborativo esta presente en todo momento, al
igual que la busqueda de expresion de ideas y alternativas de solucién por parte
de los estudiantes lo cual pretende abonar a las competencias genéricas que

plantea el programa de la materia.

Respecto a la dimension didactica del concepto de Identidad Trigonométrica se
consideran las sugerencias de algunos autores teniendo el propdsito de que los
estudiantes conozcan y se familiaricen con identidades trigonométricas basicas que

mas adelante se utilizardn para desarrollos mas complejos.

Al momento de manejar las equivalencias de expresiones trigonométricas, el modo
de proceder sera realizar modificaciones pertinentes solo a un lado de Ia
equivalencia para evitar confusiones por parte de los estudiantes. En todo
momento se tiene en mente la idea de Dugdale (1989), de representar de manera
grafica a las Identidades Trigonométricas trabajando por separada cada lado de las

equivalencias.

Dentro de la dimensién cognitiva siempre se pretende que los estudiantes
comprendan las equivalencias basicas y las logren identificar. También en todo
momento se piensa que las actividades deben de ir dirigidas a estudiantes tanto
visuales, auditivos y kinestésicos. Para ello nos auxiliamos primordialmente del

software GeoGebra, y se pretende emplear discusiones guiadas en todo momento.

4.3.3 EXPERIMENTACION

Antes de ser aplicadas, las actividades se realizé una prueba piloto con un grupo
de 5 estudiantes de sexto semestre del Centro de Educacién Media de la
Universidad Auténoma de Aguascalientes. En dicho pilotaje se cronometraron
tiempos de aplicacién, se verificaron la comprensién de las preguntas y se

verificaron las respuestas esperadas.
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Figura 36. Estudiantes que participaron en la prueba piloto

Una vez realizados los cambios pertinentes, la aplicacién se llevé a cabo en el CEM-
UAA con un grupo de estudiantes de segundo semestre cuyas edades oscilaban

entre los 15 y 16 afios (véase figura 37).

Figura 37. Grupo de estudiantes con el que se realizo el estudio
Es un grupo mixto de 51 estudiantes (33 mujeres y 18 hombres), al cual se le
dio seguimiento durante todo el semestre.

La aplicacion se llevé a cabo en el aula habitual de clases contando con varias

computadoras portatiles para el desarrollo de las actividades en GeoGebra.

En todo momento se contd con la guia de la profesora del curso (investigadora),
quien coordinaba los tiempos de cada una de las actividades y daba

retroalimentaciones pertinentes y oportunas.

Pagina 62 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

Figura 38. Estudiantes trabajando en la secuencia de actividades propuesta.

La aplicacion correspondié a los tiempos ordinarios que maneja el programa de
estudios. El tema forma parte de la quinta unidad de aprendizaje, comenzando a

aplicarse a partir el dia 7 de abril del 2016.

En total se aplicaron 6 actividades en un lapso de 7 dias, en sesiones de
aproximadamente 50 minutos en donde los estudiantes, guiados por la profesora-
investigadora, interactuaran con el software al mismo tiempo que completaban la
guia; en la tabla 1 se hace un desglose de los tiempos y sesiones destinados a cada
una de las actividades, los cuales concuerdan con el abordaje propuesto en el

programa de estudios.
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Tabla 1. Tiempos destinados a la aplicacion de las actividades

Tiempos de la Implementacion

Actividad Tiempos Tiempos Reales Fecha Real de
Estimados 1a Aplicacién
1sesibnde 50 2 sesiones de Jueves 07 y
Actividad 1 min. 50 minutos. Viernes 08 de
abril.
1 sesion de 50 Lunes 11 de
Actividad 2 1 sesion de 50  min exclusivos abril.
min para actividad 2.
i L 1sesion de 50  Martes 12 de
e min exclusivos abril.
actividad 3.
1 sesiéon de 50  Miércoles 13
Actividad 4 1 sesién de 50 min exclusivos de abril.
min para actividad 4.
actividades 4y § cacign de 50 Jueves 14 de
5. min exclusivos abril.
actividad 5.

Actividad 3

Actividad 5

1sesibnde 50 1sesidnde50 Viernes 15 de
Actividad 6 min. min. abril.

4.3.4 RESULTADOS

Para facilitar el reporte de resultados se realizé una codificacion para cada una de
las preguntas descritas en el andlisis a priori considerando tanto el transito entre
registros como el tratamiento interno de registros, en los cuales estan inmersas las

diferentes representaciones del concepto de Identidad Trigonométrica.

Actividad 1

El compendio de las respuestas y codificacién obtenidos para en analisis de esta
actividad, se encuentra desglosados en el anexo 2 de este documento, distribuidos
en tablas por cada una de las preguntas, que posteriormente fueron codificados
una tabla final, cuyo esquema esta formado por cada uno de los registros utilizados
en las diferentes actividades, y donde las columnas representan los transitos
realizados (que son descritos en cada actividad) y las filas representan cada uno

de los alumnos que participaron, como se muestra a continuacion:
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Pregunta 1 | Pregunta2 | Pregunta2 | Pregunta 3 | Pregunta3 | Preguntad | Pregunta 4
CA->G TG+ (G->A TG+ (G->A (G->V CA->V

E1
E2
E3
E4
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E6

E7

R e e e e
R B B B i
== == -
== == -
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.o (oo |lo|lo | o

Figura 39. Esquema del compendio contenido en el anexo 2

A continuacién explica la codificacion para cada pregunta por actividad.

Pregunta 1: El bosquejo
Transito del registro algebraico al registro grafico.

El estudiante asocia cada una de las expresiones trigonométricas planteadas con
una grafica que es Unica para cada expresidon. Enseguida, reproduce lo observado.
Esta actividad aporta a que el estudiante identifique dos tipos de representaciones
del mismo ente matematico, la representacion algebraica y la representacion

grafica.

En la tabla 1 del anexo 2, se concentraron todas las respuestas de los estudiantes,

agrupadas de la siguiente manera:

e En la columna 1, se clasifican aquellos estudiantes que contestaron
exactamente la respuesta considerada como esperada en el analisis a priori.

e En la segunda columna, se clasifican a los estudiantes que dieron una
respuesta cercana a la esperada. Como se tratan de respuestas con
contenido matematico es muy sencillo distinguir cuando un estudiante
contestd o no lo esperado.

e Para la tercer columna, se toman en cuenta a aquellos estudiantes que se
alejaron de la respuesta esperada pero que sin embargo con la manera de

responder enriquecen el trabajo.

Pagina 65 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

En la tabla de codificacidon del anexo 2, se utiliza encabezado de columna se utiliza
C4,c como el simbolo que sera utilizado para representar un transito entre el
registro algebraico y el registro grafico. De acuerdo a los bosquejos realizados por
los estudiantes (ver figura 40), sus valores son: 1 para los estudiantes que
bosquejaron adecuadamente y O para los estudiantes que no realizaron bosquejos
adecuados, el compendio completo de esta informacién se encuentra en el anexo

2 de este documento.

~\//

Figura 40. Ejemplo de Bosquejo en respuesta a las preguntas de la Actividad 1

Pregunta 2: ¢Existen graficas que se parezcan entre si? ¢En qué OTRA
ocasion se traza la misma grafica que se produce al hacer clic en el boton

tan x?
Tratamiento interno en el registro grafico.
Transito del registro grafico al registro algebraico.

La tabla 2 del anexo 2 concentra las respuestas obtenidas de los alumnos en la

realizacion de esta actividad.
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Para la codificacion, el estudiante realiza un analisis visual de las graficas y es
capaz de identificar similitudes entre ellas (Columna T;;). El estudiante identifica al
menos que existe otra expresion trigonométrica que produce la misma grafica que

la expresion tan(x) (Columna Cg;_y).

En la columna T;; se representa un tratamiento interno en el registro grafico. Los
valores que se utilizaron son: 1 para los estudiantes que respondieron si a la

primera pregunta y que al menos contestaron la segunda pregunta con una de las

1 sen(x)

equivalencias esperadas, en este caso tal como puede observarse en

cot(x) ~ cos(x)’
la figura 41. El valor 0 se otorga a los estudiantes que respondieron no a la primera
pregunta o que contestaron con cualquier otra equivalencia la segunda pregunta
(figura 42).

En caso de que los estudiantes contestaran que si a la primera pregunta, se tuvo
que voltear a ver la segunda pregunta. Como en la pregunta anterior, C,_; sera el
simbolo para representar un transito entre el registro algebraico y el registro

grafico. Si el estudiante contesto la segunda pregunta con al menos una de las

1 sen(x)

equivalencias esperadas (en este caso ) se marcara con un uno; y se

cot(x) cos(x)

marca con cero a los estudiantes que respondieron con cualquier otra equivalencia.

Observa con detenimiento las graficas anteriores. ;Existen gréficas que se
parezcan entre si? Por ejemplo, ;en qué otra ocasion se traza la misma grafica

que se produce al hacer clic en el bot6n tan x?

S, X, Sents) X\

'

Figura 41. Respuesta en la que se identifican similitudes

Hay que tener presente que un cero en Tg; implica automaticamente un cero en

Comn-
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Observa con detenimiento las graficas anteriores. ;Existen gréficas que se
parezcan entre si? Por ejemplo, jen qué otra ocasién se traza la misma grafica

que se produce al hacer clic en el bot6n tan x?

Figura 42. Ejemplo en el que se da como respuesta una expresion que no corresponde

Pregunta 3: éQué otras graficas encuentras parecidas?
Tratamiento interno en el registro grafico.
Transito del registro grafico al registro algebraico.

La tabla 3 del anexo 2, concentra todas las respuestas obtenidas por los estudiantes

en el desarrollo de esta actividad.

El estudiante realiza un analisis visual de las graficas y es capaz de identificar
similitudes entre ellas (T;). El estudiante identifica que existen expresiones

trigonomeétricas (en apariencia distintas) que producen las mismas graficas. (C;_,).

Tg+ simboliza lo mismo que en la pregunta anterior. Se marca con un uno a los
estudiantes que respondieron con al menos una equivalencia diferente (como
puede verse en la figura 43) a la de la pregunta anterior; se marca con un cero si

del total de las relaciones que contestd se equivoca en la mitad.

C;-4 Simboliza lo mismo que en las preguntas anteriores, un cero en T, implica

automaticamente un cero en C;_, .

Un uno en Tz no implica necesariamente un uno en C;_,, al menos que el

estudiante haya contestado 4 o mas equivalencias correctamente.
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;Qué otras gréafica encuentras parecidas?

I B )

Figura 43. Ejemplo de respuesta con al menos una equivalencia diferente a las solicitadas

Pregunta 4: ¢A qué crees que se deba lo anterior? (El hecho de que se den

ciertas igualdades entre graficas aunque la expresion sea distinta)
Transito del registro grafico al registro verbal

C;_y sera el simbolo para representar un transito entre el registro grafico y el
registro verbal. Se marca con un uno si el estudiante da una respuesta
fundamentada en lo observado en las graficas o hace referencia a estas; se marca

con cero si no realiza lo anterior.
Transito del registro algebraico al registro verbal

C,_y sera el simbolo para representar un transito entre el registro algebraico y el
registro verbal. Se marca con un uno si el estudiante da una respuesta
fundamentada en lo observado (figura 44) en las expresiones trigonométricas o

hace referencia a estas; se marca con un cero (figura 45) si no realiza lo anterior.
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¢A qué crees que se deba lo anterior? Explica con tus propias palabras. .

a i) | Vi ) \

w

60 ()0 = Gaa(x) ladas 651as wazonss al s q\a'x.;ayl_a_'

Oos (4 = seeta | Compichanos la idea de la iabla del

966{x) = zost) gaacio 2 obre gidticas pa1Gaidas

Gsc (X) * =era) emploando funcioncs dhfarenias poic
legamos al mismo 16suilade

Figura 44. Ejemplo de respuesta fundamentada en algtn registro

;A qué crees que se deba lo anterior? Explica con tus propias palabras.

/‘c’ br e Gue G {unccies 160 aom UL CLS

U

Figura 45. Ejemplo de respuesta sin fundamento en un registro
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Actividad 2

Al igual que en la actividad anterior, se hace una tabla que concentra las respuestas
obtenidas (Anexo 3), la distribuciéon de las columnas se describe en la preguntas
correspondientes, mientras que las filas representan a los alumnos participantes,

como se muestra en la siguiente figura:

Pregunta 1 | Pregunta 1 | Pregunta 2 | Pregunta 3 | Pregunta 3
T+ CT->A CT->A CT->V CA->V
E_1 0 0 1 1 0
E_2 1 0 2 1 0
E_3 0 0 0 1 0
E_4 0 0 0 1 0
E_5 1 0 1 1 0

Figura 46. Ejemplo del condensado de respuestas para la actividad 2

Pregunta 1: éQué observas entre los valores de la primera y segunda
tabla?

Tratamiento interno en el registro tabular.

Tr+ simboliza el tratamiento interno en el registro tabular. Se marca con uno si el
estudiante describe relaciones numéricas que en efecto existen, pero que no tienen
que ver con la reciprocidad entre valores numéricos. Se marca con un cero si el
estudiante describe cualquier otro tipo de relacidon que no sea verdadera (ver figura
47).

;Qué observas entre los valores de la primera y segunda tabla? Explica

ampliamente.
\OS d" \u Seqdnid L oblo ’c,' M oINS
Qon mcild dmpl-a < lo  ¢cval  yod5 I'nd.cd
Cuelles,  medidal &6 Ongy los Son ags o and®,
oo al rilizay 98 Ulbrmus 2 FonCione§

( ( [ ; . < TLS
@] ;,‘Frc( MSMNUY E. A 9CNGD 10005 Son giStntos ceMinds Pait
+‘.‘ CL+C‘ L dC‘ “ (C-‘G d o cn /{/’Q&(no TE\éL_ll *C}ldo Tim S =4 enirraricta?

Figura 47. Respuesta en la que se describe una relacion verdadera
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Transito del registro tabular al registro algebraico.

Cr_4 Simboliza el transito del registro tabular al registro algebraico. Se marca con
un uno si el estudiante describe relaciones numeéricas relacionadas con la
reciprocidad entre valores numéricos. Se marca con un cero para cualquier otro
tipo de relaciones descritas por los estudiantes (ver figura 48). Ademas, un uno

aqui implica un uno en T4

;Qué observas entre los valores de la primera y segunda tabla? Explica

ampliamente. 4
en g 5C don o misme al i A g Quf

] g - =2 q.p !
(0S v f—}t Tan y©% (o {—SEn que o !q

7 7 T
\VeZ  Son Stimiloves 9 4on

1 ! TR
N\ 7(_( A ((\C \} N ﬂ
T

<ol
)
o€

Figura 48. Respuesta en la que se muestra coherencia de relaciones y valores

Pregunta 2: éCoOmo escribirias lo observado a manera de formulas?
Transito del registro tabular al registro algebraico

Cr_4 Simboliza el transito del registro tabular al registro algebraico. Con ayuda de
la representacidon tabular, el estudiante identifica la igualdad de expresiones

trigonométricas equivalentes.
Creamos tres criterios (C;_,):

1) Los estudiantes que identifican de una a tres expresiones trigonométricas

equivalentes se le da el valor de 1.

2) Los estudiantes que identifican de cuatro a siete expresiones trigonométricas

equivalentes se le da el valor de 2.

3) Los estudiantes que identifican de ocho a diez expresiones trigonométricas

equivalentes se le da el valor de 3 (ver figura 49).
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a manera de férmula?
i

;Cémo  escribirfas lo observado

\

;f’—{_\ SL = GoSC rn\t(é Loy A: Sec X
i i 3 R W L
ConS6 = dCeent. S DLO—oy—X

e 02 Co3 N0

Figura 49. Estudiante que identifica una expresion trigonométrica equivalente

> = : .
(Cémo  escribirfas  lo observaleo a manera de férmula?

B —

AL — sy
sen = CL Sec oS
i . oy
Cos = cec Csc "= sen
= = N Eas 8 I B SR
lQ(\ = cod :—cjos ] T =
¥ 1 PSIIEER) [ s
Cod e ~%En d {prx = XoaA—~

D

Figura 50. Estudiante que identifica 10 expresiones equivalentes

Pregunta 3: Describe ampliamente lo que aprendiste el dia de hoy.

Transito del registro tabular al registro verbal

Cr_y Simboliza el transito del registro tabular al registro verbal. Se marca con uno
si el estudiante da una respuesta fundamentada con lo observado en las tablas o

hace referencia a estas; se marca con cero si no realiza lo anterior (ver figura 51).

Describe ampliamente lo que aprendiste el dfa de hoy. Anota tus conclusiones.

QLF con \O AN \{'“) % 4) \‘~“~ s ‘< anacicl wae o\ f%,!”‘?r“e'i. <y
St "\‘CA'Q SincS san blidad de o socmado lay
(n o ane S ade &1 L& eden X« \Q cautnas Qo

PRI S
‘0\(*; '8 D\n_\ w Lalie 1V, St e B o BTN e

Figura 51. Respuesta con fundamento en representacion tabular

Transito del registro algebraico al registro verbal
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C,.y Simboliza el transito del registro algebraico al registro verbal. Se marca con
uno si el estudiante da una respuesta fundamentada con lo observado en las
expresiones trigonométricas o hace referencia a estas; se marca con cero si no

realiza lo anterior (ver figura 52).

Describe ampliamente lo que aprendiste el dia de hoy. Anota tus conclusiones.
Lo que (‘D'fr\di\ el gl \’\c‘\{ Q‘guﬂ.a S
\ 1 L \
fuadienes C\VQ o velipvocas SOf
\IQ\O‘CS (()X‘X “‘ft\‘

Figura 52. Respuesta fundamentada en lo observado en expresiones

Actividad 3

El concentrado de respuestas obtenidas en esta actividad queda desglosado en el
Anexo 4 de este documento, la distribucién de las columnas se describe en la
preguntas correspondientes, mientras que las filas representan a los alumnos

participantes, como se muestra en la siguiente figura:

Pregunta 1 | Pregunta 2 | Pregunta 3
CF->CA CF->CV CT->CA
E_1 0 1 0
E_2 1 1 0
E_3 0 1 0
E_4 0 1 1
E_5 0 1] 0
E_6 1 1 0
E 7 1 1 1

Figura 53. Ejemplo de concentrado de respuestas de la actividad 3

Pregunta 1: {Lo que se muestra en la pantalla tiene algo que ver con

“Pitagoras”?
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Transito del registro figural al registro algebraico

Cr-, Simboliza el transito del registro figural al registro algebraico. Si el estudiante
hace una relacién de las figuras observadas con el Teorema de Pitdgoras (véase
figura 54), describiendo adecuadamente y escribiendo su representacion
algebraica, o escribiendo solamente su representacién algebraica, se marca al
estudiante con el valor de uno. Se marca con el valor de cero si describe cualquier

otra relacion observada.

Abre el Programa 3. Posici6nate en el 4ngulo de 40°. Oprime el botén “Pitdgoras”. ;Lo
iLbue se muestra en la pantalla tiene algo que ver con “Pitagoras”? Explica ampliamente.

L0 m@ Se Cevmcm o coadiadey en cad lade. ya aue
F'ald \n ‘{\(M)\O de mlrocnrrh o eley 4 \
eAdicn de lon s

(', = Qte\F

Figura 54. Trdnsito correcto entre el registro figural y algebraico

Pregunta 2: éQué cambios observas en las figuras?
Transito del registro figural al registro verbal

Cr_y Simboliza el transito del registro figural al registro verbal. Si el estudiante
hace una descripcidn especifica de lo observado dandose cuenta de que al mover
el angulo, los catetos se mueven y con ellos sus respectivas areas, pero que la
hipotenusa (y su area) no lo hace, se marca al estudiante con el valor de uno. Se

marca con el valor de cero si describe cualquier otro tipo de cambio.
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En la vista gréfica, mueve el deslizador. ;Qué cambios observas en las figuras? Describe

ampliamente.
M"rn-#yn' SC e f.&_'\('7OCL"W —l QT'V\G COAG e sdemue <0
AN Cee b tined- QO Ao e g $C e = o Awa J

Figura 55. Respuesta en la que no se logra el transito entre registros

Pregunta 3: éCual seria la expresion matematica que represente los

comportamientos observados?
Transito del registro tabular al registro algebraico.

Cr-, Simboliza el transito del registro tabular al algebraico. Se marca con cero si
el estudiante deduce una expresion incorrecta; se marca con uno si el estudiante

deduce la expresion trigonométrica adecuada:

sen’x + cos’x =1

'Cuélie {a la expregion matematica que represente los com i
portamientos observados?
(Sen xj?cm x) =1

Figura 56. Deduccion incorrecta de una expresion

Actividad 4
Pregunta 1: ¢Como podriamos saber si la expresion anterior es verdadera?
Transito del registro algebraico al registro grafico.

El condensado de respuestas de esta actividad se encuentra en el anexo 5 de este
documento, a continuacion se explica como se cred la tabla que concentra esta

informacion.
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C,c Simboliza transito del registro algebraico al registro grafico. Si el estudiante
da una respuesta haciendo énfasis en las representaciones graficas tratadas en las

actividades anteriores entonces se le asignara el valor de uno (ver figura 57).

De acuerdo con las actividades anteriores, (cémo podriamos saber si la
expresion anterior es verdadera? Explica tu respuesta.
A ‘
Combrobondsd v reollzomdo \yewio$
€T S hecrn I
@\f{‘» 0] V] Ln{"\"}""vj‘ 4

7

y 8 | \
ad gf N A

Figura 57. Respuesta con énfasis en representacion grdfica

Transito del registro algebraico al registro tabular.

C,r Simboliza transito del registro algebraico al registro tabular. Si el estudiante
da una respuesta haciendo énfasis en las representaciones tabulares tratadas en

las actividades anteriores entonces se le asignara el valor de uno (ver figura 58).

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.

De acuerdo con las actividades anteriores, ;cémo podriamos saber si la

expresion anterior es verdadera? Explica tu respuesta.

(\7‘:\ ,a§ XA % t b (%4 A

§ ¢ Yot O 103 \ \ \
tVVh ) RAY D UG & o ¥ ) ) _\{\(,-‘\(\x tc)

Figura 58. Respuesta con énfasis en representacion tabular

Pregunta 2: ¢Qué puedes decir de la expresion del punto 1? ¢Es cierta o
falsa? éPor qué?

Transito del registro tabular al registro verbal.
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Cr_y Simboliza el transito del registro tabular al registro verbal. Si el estudiante
justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacidn tabular de los ejercicios
anteriores se le asignara el valor de uno. Se le asignara el valor de cero en caso

contrario (ver figura 59).
Transito del registro grafico al registro verbal.

C;-y Simboliza el transito del registro grafico al registro verbal. Si el estudiante
justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacién grafica de los ejercicios
anteriores se le asignara el valor de uno. Se le asignara el valor de cero en caso

contrario.

5. Con los datos que te proporcionan las graficas y la tabla, ;qué puedes decir dela

expresi6n del punto 1? ;Es cierta o falsa? ;Por qué? Justifica ampliamente tu

respuesta.
P I = C W ¢
Ta\<o  porgue al onomPnig de C!lO( Lcal Sus Nale \CS
L YalVs : \ C L N =
o soa_iguley v o pismnp pdSa (0o 1o opla,
: : ' ' {
alSvnoy o seex, N P\ poducia de (Sen)(80cx ), SUS

=1 B (‘\f{(\ <! I/'\(')\ _San \Q“"Olc\:— . A o,

Figura 59. Repuesta con énfasis en el uso de 2 representacione

Pregunta 3: éExistira algan angulo para el cual la igualdad anterior si se

cumpla? éComo podrias encontrar dicho valor en caso de existir?

Independientemente de que la respuesta a esta interrogante sea negativa o

afirmativa, estamos interesados en analizar como son sus justificaciones.

Transito del registro tabular al registro verbal.

Cr_y Simboliza un transito del registro tabular al registro verbal. Si el estudiante
justifica haciendo énfasis en alguna representacién tabular le correspondera el

valor de uno.

Transito del registro grafico al registro verbal.
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C;-y Simboliza un transito del registro grafico al registro verbal. Si el estudiante
justifica su respuesta haciendo énfasis en alguna representacion grafica le

correspondera el valor de uno (ver anexo 5).

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.

;Existira algtn 4ngulo para el cual la igualdad anterior sf se cumpla? ;Cémo

podrfas encontrar dicho valor en caso de existir?

W QOrGeyC e QS "AX‘(‘A'(';(‘('[‘ NO S Unrdn  oan

AW (] U ponto
Q

Figura 60. Respuesta con énfasis en representacion grdfica

Pregunta 4: Con solo observar las graficas podrias localizar si existe algin
angulo para el cual sea verdadera la expresion del punto 1. éComo le

harias?
Transito de representacion grafica a representacion verbal.

C;_y Simboliza el transito del registro grafico al registro verbal. Se marcara con un
uno si el estudiante, después de observar cuidadosamente la grafica, mencione
que hay un lugar en donde las graficas coinciden (chocan) y que ese podria ser el
posible valor buscado. Se marcara con un cero si el estudiante no realiza lo

anterior.

Abre el Programa 5. En él encontraras las gréficas anteriores en una sola vista.
Con solo observar las graficas podrias localizar si existe algin angulo para el cual

sea verdadera la expresién del punto 1? ;Cémo le harfas? Explica ampliamente.

Figura 61. Respuesta que refleja el trdnsito del registro grdfico al verbal
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Pregunta 5: ¢Qué indica el punto que aparece en la pantalla?
Transito de representacion figural a representacion verbal.

Cr_y Simboliza transito del registro figural al registro verbal. Se marca con un uno
si el estudiante identifica que el punto sefialado es el valor para el cual la expresion

del punto 1 es verdadera. Se marca con cero en caso contrario.

Pulsa el botén “Pasito”. ;Qué indica el punto que aparece en la pantalla (punto

A)?
| £l evgolo el ol ‘\#:!-‘_" > te { V”F*"’ [ & 1 mC o
el (oo '-%2 200 620 P

Figura 62. Trdnsito del registro figural al verbal

Pregunta 6: ¢Qué sucede con los valores en dicha vista?
Transito de representacion tabular a representacion verbal.

Cr_y Simboliza un transito del registro tabular al registro verbal. En este caso si el
estudiante menciona que el respectivo producto y suma de las expresiones
trigonométricas para ese angulo son iguales, se marcard con un uno a ese

estudiante. En caso contrario se marcara con un cero.

En la vista hoja de calculo introduce el valor del dngulo en grados que te aparece

en la leyenda color rosa. ;Qué sucede con los valores en dicha vista? Justifica

ampliamente tu respuesta.
£ oAC ducto 2 [ ag soMe SV ace e

' 4

o

Dot L= ) &

Figura 63. Trdnsito del registro tabular al verbal

Pregunta 7: ¢Qué concluirias de la expresion trigonométrica en este

ejercicio?

Transito de representacion verbal a representacion tabular-verbal.
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Cy_r—y Simboliza un transito del registro verbal al tabular y un regreso del tabular
al verbal. Si el estudiante concluye que la expresién trabajada no es identidad
porque no es valida para todos los valores de angulos, entonces a ese estudiante

se le marca con el valor de uno; en caso contrario se le asigna el valor de cero.

De acuerdo a la definicién anterior. ;Qué concluirfas de la expresion trabajada
en este ejercicio? Justifica ampliamente tu respuesta.
g expiesion e fe muelnd en el punto L
No_ed wng Jddenhdad jagonometnica , pyed
no de wmopie con qodol \ch angulo § ,‘50\0
caon al%uﬂ’o&ﬂ ¥ _me pude du(\lCuemo al
_hucer \ag &}{QF\CCAX gy la tabla de
dﬂ%u\oé 4 en VAgeng ocalien pedultaron
wale§ log vatored '

/

Figura 64. Trdnsito del registro verbal al tabulary de regreso al verbal
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Actividad 5

El concentrado de respuestas correspondientes a esta actividad se encuentra en el
anexo 6 de este documento, a continuacidon de describe la forma en la que fueron

elaboradas.

Pregunta 1: ¢Como podriamos saber si la expresion anterior es verdadera?
Transito del registro algebraico al registro grafico.

C,_¢ Simboliza transito del registro algebraico al registro grafico. Se marca un uno
si el estudiante hace referencia a las representaciones graficas tratadas en las

actividades anteriores.
Transito del registro algebraico al registro tabular.

C,r Simboliza transito del registro algebraico al registro tabular. Se marca un uno
si el estudiante hace referencia a las representaciones tabulares tratadas en las

actividades anteriores.

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.

¢Como podriamos saber si la expresién anterior es verdadera?, es decir, ;como
podriamos saber si se trata de una Identidad Trigonométrica o no? Describe
posibles sugerencias para solucionar esta interrogante.
Uondd Ghas i dodes  Resobuiendes 108 AN exixe-
SONES v Oadey ver 10y Sim liudey Yy ConDavgr (O)
otye  \T

Figura 65. Respuesta en la que no se hace referencia a ninguna representacion

Pregunta 2: ¢Qué puedes decir de la expresion del paso 1? ¢Es cierta o

falsa? éPor qué?

Transito del registro tabular al registro verbal.
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Cr_y Simboliza transito del registro tabular al registro verbal. Se marca un uno si
la respuesta del estudiante hace énfasis en la representacion tabular de los

ejercicios anteriores.
Transito del registro grafico al registro verbal.

C.-y Simboliza transito del registro grafico al registro verbal. Se marca un uno si
el estudiante justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacion grafica

de los ejercicios anteriores.

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.

Con los datos que te proporcionan las gréficas y la tabla, ;qué puedes decir dela

expresién del paso 1? ;Es cierta o falsa? ;Por qué? Justifica ampliamente tu

respuesta.
Es aerd poque 105 7 _expreniones  hentn K8
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Figura 66. Respuesta con énfasis en la representacion tabular

Pregunta 3: ¢Existira algin angulo para el cual la igualdad anterior no se

cumpla? éComo podrias encontrar dicho valor en caso de existir?

Independientemente de que la respuesta a esta interrogante sea negativa o

afirmativa, estamos interesados en analizar como son sus justificaciones.

Transito del registro tabular al registro verbal.

Cr_y Simboliza el transito del registro tabular al registro verbal, luego si el
estudiante justifica su respuesta haciendo énfasis en alguna representacion tabular

entonces se marca con un uno a ese estudiante.
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Transito del registro grafico al registro verbal.

C.-y Simboliza el transito del registro grafico al registro verbal. Si el estudiante
justifica su respuesta haciendo énfasis en alguna representacion grafica entonces

se marca con un uno a ese estudiante.

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.

;Existir4 algtin dngulo para el cual la igualdad anterior no se cumpla? ;Cémo

podrias encontrar dicho valor en caso de existir? Justifica tu respuesta.

(ol ver pPodvicnne < uey Cooll
y 1
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Figura 67. Respuesta con énfasis en la representacion grdfica

Pregunta 4: ¢Podrias localizar si existe algiin angulo para el cual no se

cumpla la expresion del paso 1?
Transito del registro grafico al registro verbal.

C;-y Simboliza el transito del registro grafico al registro verbal. Se espera que el
estudiante, después de observar cuidadosamente la grafica, mencione que no
existe lugar alguno en donde las graficas no coincidan (siempre chocan/ estan
traslapadas). Es decir, no existe angulo para el cual la igualdad no se cumpla. Si el
estudiante logra lo anterior se marca con un uno, en caso contrario se marca con

un cero en la tabla de condensado.
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Abre el Programa 7. En él encontraras las graficas anteriores en una sola vista.
Con solo observar las gréficas ;podrias localizar si existe algin dngulo para el

cual no se cumpla la expresién del paso 1? Explica ampliamente.

! - [ 1oy | (o14Y)

Figura 68. Trdnsito del registro grdfico al registro verbal

Pregunta 5: Por lo anterior, la expresion trabajada en este ejercicio ées

una Identidad Trigonométrica?
Transito del registro verbal al registro grafico.

Cy_c Simboliza transito del registro verbal al registro grafico. Si el estudiante
responde que si se trata de una identidad trigonométrica y lo justifica con base a

lo que observa en las graficas entonces se marca con un uno a este estudiante.

Transito del registro verbal al registro tabular.

Cy_r Simboliza transito del registro verbal al registro tabular. Si el estudiante
responde que si se trata de una identidad trigonométrica y lo justifica con base a
lo que observa en las tablas entonces se marca con un uno a este estudiante (ver

anexo 8).

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores (

Por todo lo anterior, la expresién trabajada en este ejercicio ;es una Identidad

Trigono\meftrica? Justifica ampliamente tu respuesta.
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Figura 69. Evidencia de trdnsito entre registro tabular y verbal
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Pregunta 6: Existira alguna manera de probar que la expresion anterior es
verdadera sin usar un software graficador como recurso. éQué opinas al

respecto?
Transito de representacion grafica a representacion verbal.

Cs—y Simboliza un transito del registro grafico y el verbal. Se marca con un uno al

estudiante que basa su respuesta en ideas graficas.

Transito de representacion tabular representacion verbal.

Cr-y Simboliza un transito del registro tabular al registro verbal. Se marca con un

uno al estudiante que basa su respuesta en ideas de tabulacion.

Transito de representacion algebraica a representacion verbal.

C,y Simboliza un transito del registro algebraico al registro verbal. Se marca con

un uno al estudiante que basa su respuesta en ideas algebraicas.

Existira alguna manera de probar que la expresién anterior es verdadera sin

usar un software graficador como recurso. ;Qué opinas al respecto?

5i, séria 0ibIe " dacal 109 valores de +odos
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Figura 70. Respuesta que refleja el trdnsito del registro tabular al verbal

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.
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Actividad 6

El concentrado de las respuestas correspondientes a esta actividad se encuentra
desglosado en el anexo 7 de este documento, a continuacién se describe cada una

de las preguntas.

Pregunta 1: ¢Qué cambios notas en la pantalla si das clic en cada opcion?
Tratamiento interno en el registro grafico

T, Simboliza tratamiento interno en el registro grafico. Se marca con un uno al
estudiante que comenta cambios relacionados meramente con la forma de las

graficas.

Tratamiento interno en el registro algebraico.

T4+ Simboliza tratamiento interno en el registro algebraico. Se marca con un uno

al estudiante describe cambios relacionados con las expresiones trigonométricas.

Tratamiento interno en el registro figural.

Try Simboliza tratamiento interno en el registro figural. Se marca con un uno al
estudiante que describe solamente cambios superficiales como por ejemplo cambio

en los colores.

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a

cualquiera de las dos representaciones anteriores.
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¢Qué cambios notas en la pantalla si das clic en cada opcién? Explica

detalladamente todo lo que observas.

- \
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Figura 71. Respuesta de un tratamiento interno en el registro grdfico

Pregunta 2: ¢Por qué esa opcion (3) mantiene la grafica original mientras

las otras opciones cambian por completo la grafica?
Tratamiento interno en el registro algebraico.

T,y simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. Se marca con un
uno al estudiante que llegue a la conclusion de que la opcién 3 no cambia la forma
de la grafica ya que tan(x) se esta sustituyendo por sen(x) / cos(x) siendo estas

expresiones equivalentes. Se marca con un cero en cualquier otro caso.

;Por qué esa opcién mantiene la grafica original mientras las otras opciones

cambian por completo la gréfica? Justifica ampliamente tu respuesta.
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Figura 72. Respuesta de un tratamiento interno en el registro algebraico
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regunta 3: Sin probar las opciones puedes decir écual de ellas no alterara
la grafica original?

Tratamiento interno en el registro algebraico.

T4y Simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. La doble flecha
significa que el estudiante requiere una mayor abstraccién mental para llegar a
esta respuesta. Se marca con un uno al estudiante que llegue a la conclusion de
que la opcién 4 no cambia la forma de la grafica ya que cot(x) se esta sustituyendo
por cos(x) / sen(x) siendo estas expresiones equivalentes. Se marca con un cero

en cualquier otro caso.

Ahora, deja seleccionada la opcién que no cambia la forma de la gréfica. Da clic
en el botén “cot(x)”. En la vista grafica dos aparecerd un nuevo menu con
posibles expresiones que puedes sustituir por la expresion “cot(x)”. En la parte
de arriba a la derecha esta el respectivo ment de opciones. Sin probar las
opciones puedes decir ;cuél de ellas no alterara la gréfica original? Justifica
ampliamente tu respuesta.

cos tx) /sentx) DOY O\ LL G

el dacles

Figura 73. Respuesta de un tratamiento interno del registro algebraico

Pregunta 4: ¢Qué cambios notas en la pantalla si das clic en cada opcion?
Tratamiento interno en el registro grafico

Tsr Simboliza un tratamiento interno en el registro grafico. Se marca con un uno
al estudiante que comenta cambios relacionados meramente con la forma de las

graficas.

Tratamiento interno en el registro algebraico.
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T,+ Simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. Se marca con un
uno al estudiante que describe cambios relacionados con las expresiones

trigonométricas.

Tratamiento interno en el registro figural.

Tr+ Simboliza un tratamiento interno en el registro figural. Se marca con un uno al
estudiante que describe solamente cambios superficiales como por ejemplo cambio

en clores.

Se le asignara el valor de cero si el estudiante no da una respuesta asociada a
cualquiera de las dos representaciones anteriores.

;Qué cambios notas en la pantalla si das clic en cada opcién? Explica

detalladamente todo lo que observas.
Opcién 1: f)o‘\b\ Un {nnrn al ladc (jP(Jﬁ 6 )¢ 5@)

Opcién 2: CO( ]L(A )(A g(q /LI.((/\ n/’” Sec (x k@(f\\
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Opcidn 4: (S £ eq ‘m QA

Figura 74. Respuesta donde se realiza un tratamiento en el registro figural

Pregunta 5: é¢Por qué esa opcion (4) mantiene la grafica original mientras
las otras opciones cambian por completo la grafica?

Tratamiento interno en el registro algebraico.

T,» Simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. Se marca con un

uno al estudiante que llega a la conclusion de que la opcion 4 no cambia la forma

de la grafica ya que cot(x) se esta sustituyendo por 5@ gjendo estas expresiones

sen(x)

equivalentes. Se marca con cero en caso contrario.
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;Por qué esa opcién mantiene la grafica original mientras las otras opciones

cambian por completo la grafica? Justifica ampliamente tu respuesta.
Rdrme’ le Rimule €5 (oo G () ()
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Figura 75. Respuesta de un tratamiento en el registro algebraico

Pregunta 6: é¢Qué sucedio6 con la expresion trigonométrica anterior? éQué

algoritmo se tuvo que realizar para que el cambio anterior se produjera?

Tratamiento interno en el registro algebraico.

T,y Simboliza un tratamiento en el registro algebraico. Se marca con un uno si el

estudiante identifica que se estd usando el algoritmo de la suma de fracciones. Se

marca con cero en caso contrario.

Una vez que identificaste las opciones que no cambian la forma original de la
gréfica, da clic en el primer “pasito” que aparece en la parte de abajo. ;Qué
sucedio con la expresion trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que
realizar para que el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso

atrds da clic al bote de basura).

C = 1 1. A ”
© SYMa9n  comO $) A

Figura 76. Respuesta de tratamiento en el registro algebraico

Pregunta 7: éQué sucedio con la expresion trigonométrica anterior? éQué

algoritmo se tuvo que realizar para que el cambio anterior se produjera?

Tratamiento interno en el registro algebraico.

T4y Simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. La doble flecha
significa que el estudiante requiere una mayor abstraccién mental para llegar a

esta respuesta. Se marca con un uno al estudiante que identifica que se trata de

Pagina 91 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

la utilizacion de la identidad trigonométrica sen?(x) + cos?(x) = 1. Se marca con cero

cualquier otra respuesta.

Cuando estés preparado da clic en el segundo “pasito”. ;Qué sucedié con la
éxpresion trigonometrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para que

el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atrés da clic en

el primer “pasito”).
)
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Figura 77. Respuesta de un tratamiento en el registro algebraico

Pregunta 8: ¢Qué sucedio con la expresion trigonométrica anterior? éQué

algoritmo se tuvo que realizar para que el cambio anterior se produjera?
Tratamiento interno en el registro algebraico.

T4,y Simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. Se marca con uno
al estudiante que identifica que solamente la fraccion fue separada ya que se trata

de una multiplicacién de fracciones. Se marca con cero cualquier otra respuesta.

Cuando estés preparado da clic en el tercer “pasito”. ;Qué sucedi6 con la
expresién trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para que
el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras da clic en
el segundo “pasito”).
e Sepa@Or O pOn0 hacty - poltipecacian ¢k
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Figura 78. Respuesta de un tratamiento en el registro algebraico

Pregunta 9: {Qué sucedi6 con la expresion trigonométrica anterior? ¢Qué algoritmo se

tuvo que realizar para que el cambio anterior se produjera?
Tratamiento interno en el registro algebraico.

T4y Simboliza un tratamiento interno en el registro algebraico. La doble flecha

significa que el estudiante requiere una mayor abstraccién mental para llegar a
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esta respuesta. Se marca con un uno al estudiante que identifica que se trata de

1
sen(x)

la utilizacion de la identidad trigonométrica —— = sec(x) y

cos(x)

= csc(x) . Se marca

con cero cualquier otra respuesta.

Por tiltimo, cuando estés preparado da clic en el botén “Final Qué sucedi6 con la
expresién trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para
que el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras daclic
en el tercer “pasito”).

= X = CC X
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Figura 79. Respuesta de tratamiento en el registro algebraico

Pregunta 10: éQué puedes concluir?
Transito de representacion grafica a representacion verbal.

C;_y Simboliza el transito del registro grafico al registro verbal. Se marca con un
uno al estudiante que justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacién

grafica de los ejercicios anteriores.

Transito de representacion tabular a representacion verbal.

Cr_y Simboliza el transito del registro tabular al registro verbal. Se marca con un
uno al estudiante que justifica su respuesta haciendo énfasis en la representacion

tabular de los ejercicios anteriores.

Transito de representacion algebraica a representacion verbal.

C,_.y Simboliza el transito del registro algebraico al registro verbal. Se marca con
un uno al estudiante que justifica su respuesta haciendo énfasis en la

representaciéon algebraica.
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Lo que acabas de hacer es tu primera comprobacion de un Identidad
Trigonométrica. Es decir, haz probado que la expresién inicial de esta actividad
(tan(x) + cot(x) = sec(x) csc(x)), es verdadera. De todo lo anterior ;qué
puedes concluir? Explica ampliamente.

gl N Ouedr’n (mww_rc;\mhm( 5 Una_lceothidad "vm{mon-g\r\(q
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Figura 80. Respuesta de un trdnsito del registro algebraico al verbal
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CAPITULO 5. ANALISIS A POSTERIORI Y VALIDACION

En el siguiente apartado hablaremos primeramente del analisis de los resultados
obtenidos y después haremos un contraste de los resultados esperados con los

resultados obtenidos.

Como mencionamos anteriormente, entendemos la visualizacion matem en el
sentido de Hershkowitz (citado en Hitt, 2003), quien trata a la visualizacién como
la habilidad para representar, transformar, generar, comunicar,
documentar y reflejar informacion visual en el pensamiento de quien

aprende.

Utilizaremos el término de comprension de acuerdo a Hitt (1998), quien menciona
que comprender un concepto implica una articulacion coherente de las diferentes
representaciones que intervienen durante la resolucién de problemas. Con esta
premisa es que se planearon las actividades, ya que estamos interesados en
analizar cdmo es que el transito y tratamiento de las distintas representaciones del
concepto de Identidad Trigonométrica propician la construcciéon y comprension del

mismo y en qué medida lo hacen.

Por su parte, Duval (1993) menciona que la comprension de un contenido
conceptual reposa en la coordinacion de al menos dos registros de representacion,
es decir, que la aprehension de un concepto sélo se lograra si existen actividades
de conversién de una representacién a otra y viceversa propiciando con esto la

construccién de los conceptos matematicos.

Por otro lado, Hiebert & Carpenter (1992, citado en Hitt, 1998) definen comprender
en términos de cdmo se representa y se estructura la informacién. Mencionan que

una idea matematica, procedimiento o hecho sera entendido si forma parte de una
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red interna, es decir, si su representacion mental forma parte de una red de
representaciones. El grado de comprension estara determinado por el nimero y la

fuerza de las conexiones.

Es por ello que, con la ayuda de los niveles de comprensién de Hitt (1998), se
clasificaran a los estudiantes dependiendo de las conexiones existentes entre las
diversas representaciones del concepto. Dichas conexiones formaran redes de
representaciones cuyo nimero y fuerza nos determinaran el grado de comprensién

del concepto de Identidad Trigonométrica en los estudiantes.

De acuerdo a la simbologia plasmada en el apartado de resultados, distinguiremos
las acciones de los estudiantes utilizando la siguiente notacidn para la constitucion

de nuestros niveles de comprensién del concepto de Identidad Trigonométrica:

Reconocimiento de los elementos de un registro de representacién: manejaremos
el registro verbal (RV), el registro algebraico (RA), el registro grafico (RG), el

registro tabular (RT), y el registro figural (RF).
Tratamiento interno dentro de un mismo registro: TV1, TAt, TGt, TT1 TF1.
Transito de un registro de representacion a otro: CV—A, CA—G, etc.

Coordinacién entre registros, cuando existe transito de ida y regreso: CV<A,
CA-G, CVG, etc.

Hitt maneja 5 niveles de comprensién de los conceptos, nosotros manejaremos
solamente 4 de esos niveles ya que el quinto nivel referente del uso de los diversos
registros para la solucién de problemas no fue contemplado en las actividades. Los

niveles que manejaremos son:

Nivel 1: En este nivel clasificamos a los estudiantes que tienen ideas imprecisas
acerca de un concepto. Presentan una mezcla incoherente de diferentes

representaciones del concepto.

Nivel 2: En este nivel clasificamos a los estudiantes que realizan tratamientos

(transformaciones) dentro de un mismo registro de representacion.
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Nivel 3: En este nivel clasificamos a los estudiantes que realizan de manera
satisfactoria tareas de transito (conversidon) de un registro de representacion a

otro.

Nivel 4: En este nivel clasificamos a los estudiantes que articulan diferentes
registros de representacién, es decir, los estudiantes que manipulen el transito

entre registros de ida y vuelta.

Hemos de remarcar que los niveles 1, 3 y 4 estan intimamente conectados. Si un
estudiante esta en el nivel 4 es porque al menos manipula dos articulaciones, es
decir, transita de ida y vuelta en dos pares de registros. De esta manera realiza al
menos 4 tareas satisfactorias de transito y entonces el estudiante recae en el nivel
3. Como realiza transitos, el estudiante estaria reconociendo minimo tres registros

de representacion distintos y esto lo posicionaria en el nivel 1.

Por otro lado, en el nivel 2 caen todos los estudiantes ya que las actividades desde

los primeros ejercicios abonan al tratamiento interno del registro grafico.

Es importante sefialar aquellas preguntas que de una u otra manera abonan a cada
uno de los niveles de comprension, en la siguiente tabla se describen cdmo cada
una de las preguntas influyen en la ubicacion en determinado nivel de acuerdo a

las acciones realizadas:

Tabla 2. Ubicacion en niveles de cada pregunta, de acuerdo a acciones esperadas

Pregunta Nivel 1

P1A6; P4A6; P1A3; P2A3; P5A4 RF

P1A1; P1A4; P1AS; P5A5; P2A1; P3A1; P1A6; P4A6; P2A1;
P3A1; P4A1; P2A4: P3A4; P4A4; P2A5; P3AS: P4AS: PGAS: RG
P10A6
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P4A1: PAA1; P3A2; P3A2; P2A3; P2A4; P2A4; P3A4; P3A4;
P4A4;: P5A4; P6A4; P7A4; P2A5; P2A5: P3A5;: P4A5; PSAS: RV
P5A5: P6A5; P6AS; P6AS5; P10A6

P1A2; P1A2; P2A2; P3A2; P3A3; P1A4; P2A4,

P3A4; P3A4; P6A4; P7A4; P1AS5; P2A5; P3A5; P5A5; RT

P6A5;P10A6

P1A1; P1A4; P2A1; P3A1; P4A1; P1A2; P2A2; P3A2; P1A3;
P3A3; P1A4; P1A5:P1A5; P6A5;P1A6; P2A6; P3A6; P4A6; RA
PSA6; P6A6; P7A6; P8A6; POAG;P10,A6.

Nota: PiAj, donde P se refiere a la pregunta, i hace referencia al nimero de tal
pregunta, A simboliza la actividad y j es numero de tal actividad, con i€
{1,2,..,9,10},j € {1,2,...,5,,6}.

Por ejemplo, si un estudiante contestd satisfactoriamente la pregunta 1 de la
actividad 6 (P1A6) entonces ese estudiante abona a entrar en el nivel 1 ya que

maneja al menos una representacion figural.

Tabla 3. Ejemplo otorgado de acuerdo al tipo de tratamientos realizados

Pregunta Nivel 2
P1A3; P2A3; P5A4; P1A6; TF1
P4A6

P1A1; P2A1; P2A1; P3A1;
P3A1; P4A1; P1A4; P2A4;
P3A4; P4A4; P1AS; P2A5;
P3A5; P4A5; P5AS; P6AS;
PIA6; P4A6; P10A6

TG?
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T
P1A2
P1A6; P2A6; P3A6; P4A6;
TAt; TA1T
P5A6; P6A6; P7A6; P8A6;
POA6

Por ejemplo, si un estudiante contestd satisfactoriamente la pregunta 1 de la
actividad 3 (P1A3) entonces ese estudiante abona a entrar en el nivel 2 ya que

maneja al menos un tratamientos dentro del registro figural.

Tabla 4. Ubicacion en el nivel 3 de acuerdo a la conversion de registros

Pregunta Nivel 3

P2A3; P5A4 CF->CV

P1A3 CF->CA

P1A1; P1A4; P1A5 CA->CG

P4A1; P3A2; P6A5; P10A6 CA->CV

P1A4; P145 CA->CT

P1A2;P2A2;P3A3 CT->CA
P3A2; P2A4; P3A4; P6A4;

P7A4: P2A5; P3A5; P6AS; CT->CV

P10A6
P2A1; P3A1 CG->A
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P4A1; P2A4; P3A4; P4A4;

P2A5; P3A5; P4AS; P6AS; CG->V
P10A6

P7A4; P5A5 CV->T

PSA5 CV->G

Si un estudiante contest satisfactoriamente la pregunta 2 de la actividad 3 (P2A3)
entonces ese estudiante abona a entra en el nivel 3 ya que realizan de manera

satisfactoria la conversion del registro figural al registro verbal.

Tabla 5. Ubicacion en el nivel 4 de acuerdo a la conversion de registros

Pregunta Nivel 4 Pregunta

P4A1; P2A4; P3A4; P4A4;
P2A5: P3A5; P4A5; P6A5; | CG->CV CV->CG PSA5
P10A6

P3A2; P2A4; P3A4,
P7A4; P5A5 CV->CT CT->CV P6A4; P7A4; P2AS5;
P3A5; P6AS5; P10A6

P1A2;P2A2;P3A3 CT->CA CA->CT P1A4; P145

P2A1; P3A1 CG->A CA->G P1A1; P1A4; P1AS5
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Si un estudiante contesté satisfactoriamente la pregunta 4 de la actividad 1 (P4A1)
y la pregunta 5 de la actividad 5 (P5A5) entonces ese estudiante abona a entra en

el nivel 4 ya que articula el registro grafico y el registro verbal.

5.1 CLASIFICACION EN LOS DIFERENTES NIVELES DE VISUALIZACION.

Ahora clasifiquemos a los estudiantes de acuerdo a sus actuaciones en la solucion
de las preguntas. Comenzaremos por el nivel 3 porque, como ya mencionamos,

éste esta interconectado con los niveles 1y 4.

Primeramente, estdbamos interesados en conocer, de todas las conversiones
planteadas, cuales eran las que los estudiantes realizaban de acuerdo a nuestra

descripcion en la seccion de “Concepcidn”.

Para discernir si un estudiante realizaba o no cierto transito se tomo en cuenta que
el estudiante realizara dos conversiones del mismo tipo con la intencion de
reafirmar la accion. Por ejemplo, para el transito del registro algebraico al registro
verbal existen 4 preguntas que abonan a la conversion. Si el estudiante realizé al

menos 2, para nosotros dominara este tipo de transito.

La Unicas excepciones en este caso serian los transitos del registro figural al
registro algebraico y del registro verbal al registro grafico, ya que para estas
conversiones solo existe una pregunta relacionada, asi que si el estudiante la
contesta adecuadamente, automaticamente se le considerard que domina dicho

transito.

5.1.1 TRANSITOS REALIZADOS POR LOS ALUMNOS.

Los transitos especificos que realiza cada estudiante en el transcurso de las 6

actividades quedan desglosados en el anexo 8 de este documento.
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La descripcion del nivel 3 nos dice que los estudiantes que realizan de manera
satisfactoria tareas de transito de un registro a otro entran en este nivel, asi que
si un estudiante realizé al menos 2 de todos estos transitos entra en esta categoria

teniendo como resultado que los 51 estudiantes lo hace.

Automaticamente, puesto que, al realizar al menos 2 transitos el estudiante utiliza
al menos 3 registros de representacion, se tiene que también los 51 estudiantes

caen en el nivel 1.

Para el nivel 4 las cosas no son tan triviales, necesitas rescatar qué estudiantes
hicieron tareas de articulacién (al menos 2 transitos de ida y vuelta). Para ver el

tipo de articulacién por estudiante ver anexo 9.

Se tienen que 5 estudiantes se encuentran en el nivel 4 con las siguientes

articulaciones:

E_11: Articulacién entre el registro tabular y el registro verbal y entre el registro

grafico y el registro verbal.

E_12: Articulacion entre el registro algebraico y el registro tabular y entre el

registro grafico y el registro verbal.

E_13 y E_14: Articulacidon entre el registro algebraico y el registro grafico y entre

el registro algebraico y el registro tabular.

E_34: Articulacién entre el registro algebraico y el registro grafico y entre el

registro grafico y el registro verbal.

Observamos que entre estos 5 estudiantes las conversiones que mas se repiten
son entre el registro algebraico y el grafico, entre el registro algebraico y el tabular

y entre el registro grafico y el verbal.

Tenemos que estas interconexiones entre los diversos registros de
representaciones van a formar redes de representaciones (Hitt, 1998) cuyo nimero
y fuerza determinaran el grado de comprensién de concepto de Identidad

Trigonométrica.
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Segun lo pensado en la “Concepcidon”, la siguiente seria un ejemplo de red que se

formaria si el estudiante realizara todos los transitos y articulaciones esperadas:

Ta+ TT+ Te+ Tr+

S -
Ca->G CG->a Ca>v  Ca>T Cr>a Cr>v CvaT Cesv CvsG bF&v

~. NSNS NS

CA<->G CA<->T CT<5v CGe-->V

Figura 81.Ejemplo de red de representaciones completa o ideal de las actividades

En contraste con lo esperado, a continuacion se muestra la red de uno de los
estudiantes que se clasificé en el nivel 4 y de 2 estudiantes clasificados en el nivel
3.

Ra RT RG Rv Rr

CA>G CG>v Cv3t Cr->A Cr-sv
\ /
CAc>G CGe->v

Figura 82. Red de representaciones del estudiante 34

La red completa generada por la totalidad de los estudiantes que participaron en

el estudio, se encuentra descrita en el anexo 10 de este documento.
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Se puede apreciar que, aunque el estudiante recae en el nivel 4, su red de

representacion ya carece de ciertos elementos en comparacién con la red esperada.

Tas T+ TG+
Ra Rt G Rv
Ca->a Crsv

Figura 83. Red de representaciones del estudiante 42

Se puede apreciar que, este estudiante esta en el nivel 3 puesto que realiza dos
transitos entre registro diferentes, sin embargo su red carece de muchas

conexiones.

Ta+ Tt+ Te+ Tr+

Figura 84. Red de representaciones del estudiante 10

Este es otro ejemplo de un estudiante que estd categorizado en el nivel 10, sin
embargo, a diferencia del pasado, este estudiante tiene mas conexiones debido a

gue realiza mas transito entre registros de representacion.

Siguiendo la linea de Hiebert & Carpenter (1992, citado en Hitt, 1998), donde el
grado de comprension de un concepto estara determinado por el nimero y la fuerza
de las conexiones, comparando estos tres estudiantes, claramente se distingue al
estudiante que en teoria comprende mejor el concepto de Identidad

Trigonométrica.
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Podemos apreciar, que el nUmero de conexiones del estudiante 34 es mucho mayor
que la de los otros dos estudiantes, mostrando que este estudiante es mas
competente que los otros en el dominio de conocimiento relativo al concepto de

Identidad Trigonométrica.

Con los resultados obtenidos, se puede apreciar que se cumplieron los propdsitos
manejados en el analisis a priori ya que todos los estudiantes manejaron de una u

otra forma las interconexiones planteadas en la fase de “Concepcién”.

Volviendo a la visualizacién matematica en el sentido de Hershkowitz (citado en
Hitt, 2003), se cumple que todos los estudiantes fueron capaces de manejar
diversas representaciones del concepto de Identidad Trigonométrica. Ain mas, los
5 estudiantes que entraron en el nivel 4 de nuestra categoria fueron capaces de
transformar (transitar), generar, comunicar y reflexionar sobre toda la informacién
gue se les presentd, lo que para nosotros los hace visualizadores en potencia. Ya
que la visualizacién tiene que ver con comprender un enunciado mediante la puesta
en juego de diferentes representaciones de la situacién en cuestion, podemos decir
que todos los estudiantes cumplieron con el objetivo de visualizar

matematicamente hablando.
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CONCLUSIONES

Respecto a la pregunta de investigacion planteada: ¢CoOmo un acercamiento a la
visualizacion de las Identidades Trigonométricas permitird que los estudiantes
construyan y comprendan dicho concepto?, la presente propuesta contribuyé a que
a través de una serie de actividades donde estuvieran presentes diversas
representaciones del concepto en cuestidn, el estudiante pudiera manejar diversas
interconexiones y con ello construir, comprender y por ende visualizar el concepto

de Identidad Trigonométrica.

Considero que los objetivos de la investigacidn han sido cumplidos en su totalidad
ya que como primer resultado valioso se encuentra la realizacion de una propuesta

diferente a las existentes con una carga muy fuerte respecto a lo visual.

Los resultados que arroja la presente investigacién dan prueba de que la
visualizacion matematica, con ayuda de las diversas representaciones de los
conceptos y los medios tecnoldgicos, bajo un disefio cuidadoso de actividades, son
un medio para atacar los problemas de la ensefianza en las aulas, si bien no todos

los existente, si los orientados a las buenas practicas en el aula.

Las limitaciones de la presente propuesta recaen en que por ser una propuesta
tecnoldgica, su realizacion seria poco viable o mas complicada si se deseara aplicar

en ambientes carentes de la tecnologia basica.

El ideal de la propuesta seria aplicarla en un ambiente en donde existiera un equipo

de computo por cada uno de los estudiantes.

Ha de resaltarse que una pieza clave en la realizacidn de las actividades es la guia

oportuna del profesor y las retroalimentaciones pertinentes.
En el futuro se piensa enriquecer con mas ejemplos respecto a la actividad 6.

Para finalizar quisiera compartir una reflexion final:

Pagina 106 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

Muy pronto en mi vida supe que queria dedicarme a la docencia, pero observando
mi practica sabia que como todo ser humano tenia fallas. Entro a la maestria para
poder mejorar como docente, con la esperanza de poder profesionalizarme, y mas
gue por mi, por los estudiantes, ya que me doy cuenta que afo tras afio son cientos

los jovenes en los que dejamos huella.

Este trabajo de investigacién ha cambiado mi manera de ver las cosas, me ha
ensefiado que para ser cada dia mejor no basta con tener ideas en tu cabeza, me
ha ensefiado a concretizarlas, fundamentarlas y con ello valorarlas. En estos dos
anos de estudio ha cambiado un interruptor en mi, he aprendido que hasta las
cosas mas “dificiles” de ensefiar tienen una manera en la que pueden ser abordadas
y que la creatividad no tiene limites cuando se trata de obtener un beneficio para

los estudiantes.

Mi practica docente ha cambiado, yo considero que para bien, me he convertido en
una persona mas sensible, mas comprensiva, mas analitica, mas responsable, y
sobre todo con ganas de seguir realizando proyectos en beneficio de los

estudiantes.
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REFLEXION FINAL

Muy pronto en mi vida supe que queria dedicarme a la docencia pero, observando
mi practica, sabia que como todo ser humano tenia fallas. Entro a la maestria para
poder mejorar como docente, con la esperanza de poder profesionalizarme, mas
que por mi, por los estudiantes, ya que ano tras afio son cientos los jovenes en los

que dejamos huella.

Cursar la Maestria Profesionalizante en Matematica Educativa de la Universidad
Auténoma de Zacatecas fue una gran oportunidad en mi crecimiento tanto personal
como profesional. Estar rodeada de personas con las mismas aspiraciones e
inquietudes me ayudd a motivarme a ser ese factor de cambio que a veces tanto

hace falta.

Estando en la maestria puse en juego algunas practicas que habian estado
olvidadas, redescubri la importancia del trabajo en equipo y de debatir y defender
en todo momento nuestros ideales. Las multiples retroalimentaciones por fin las
pude ver como aprendizaje y pude reconocer que no importa quien seas o que

hagas, siempre hay nuevas cosas por aprender de los demas.

Este trabajo de investigacion ha cambiado mi manera de ver las cosas, me ha
enseflado que para ser cada dia mejor no basta con tener ideas en tu cabeza, me

ha ensefado a concretizarlas, fundamentarlas y con ello valorarlas.

En estos afios de estudios me he vuelto una persona mas sensible y comprensiva
a lo que respecta la labor decente. Ha cambiado un interruptor en mi, he aprendido
que hasta las cosas mas “dificiles” de ensefiar tienen una manera en la que pueden
ser abordadas y que la creatividad no tiene limites cuando se trata de obtener un

beneficio para los estudiantes.
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Mi practica docente ha cambiado, yo considero que para bien, me he convertido en
una persona mas analitica, mas responsable, y sobre todo con ganas de seguir

realizando proyectos en beneficio de los estudiantes.

De manera personal, el apoyo que me brindaron en la Unidad de Matematicas de
la UAZ y por parte de CONACyT ha sido invaluable, ya que me han brindado, entre
otras cosas, la oportunidad de vivir una de las experiencias mas enriquecedoras de
mi vida. La estancia de Investigacion realizada en la ciudad de Montreal, Quebec,
en Canada abrid mi mente a un mundo de posibilidades, entre ellas, revivié en mi
la idea de seguir mis estudios de Doctorado. El intercambio académico y cultural
vivido ha sido inigualable, al igual que el buen trato y el aprendizaje brindado en

esta ya mi segunda Alma Mater.

Después de estos aflos me siento parte de la gran familia de Matematicos
Educativos y espero pronto poder ser orgullosamente llamada Maestra en
Matematica Educativa y pasar a formar parte de este selecto grupo de personas
gue sin importar lo que pase en sus vidas, siempre estan buscando el bienestar de
la sociedad, comprometidos siempre con la educacién de este hermoso pais,

México.
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ANEXOS

Anexo 1. Disefio Final de las Actividades (presentado a los estudiantes).

nidad Académica de

Nombre del estudiante:

L)

Género: Mujer/Hombre Edad (afios cumplidos):

Matematicas UNIWERSIDAD auTonoma
DE AGUASCALIENTES
Universidad Auténoma de Zacatecas
“Francisco Garcia Salinas”
Unidad Académica de Matematicas
Fecha:

Semestre: Grupo: Turno:

El presente diseno forma parte del Informe Académico de Desarrollo Profesional de la
LMA Alejandra Adame Esparza, con el cual se pretende obtener el grado de Maestra en
Matematica Educativa por parte de la Universidad Auténoma de Zacatecas. Tu
participacion en el desarrollo de las actividades es muy importante por lo que se te pide
por favor sigas las instrucciones al pie de letra y registres absolutamente todo lo que se te

indique. Gracias por tu valiosa colaboracién.

Actividad 1

Abre el Programa 1 de GeoGebra. Se te presentara una pantalla como la siguiente:

1

En cada uno de los botones de colores esta escrita una expresion trigonométrica. Si le das

clica cualquiera de ellos se te presentara la representacion grafica de dicha expresion. Haz
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clic sobre el boton que se te indica y sobre estas paginas reproduce las respectivas graficas.

No tienes que ser muy preciso, pero si intenta hacer un bosquejo lo mas exacto que puedas.

Expresion Grafica Expresion Grafica
1 cos(x)
COt(‘x) 2 " am o sen (x) o 2 a 3mi2
1
_— ™2 m 3mi2 CO S (x) o ™2 ™ 32
sen (x)
sen (x) cot(x)
2 n aniz o 2 n a2
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cos(x)

2

tan(x)

™z

csc(x)

Lt

csc(x)

™2

sen(x)

cos(x)

2

tan(x)

™2
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sec (x) 1

o 2 m 3mz2 secC (x) o 2 n

Contesta detalladamente las siguientes preguntas:

1. Observa con detenimiento las graficas anteriores. ; Existen graficas que se parezcan
entre si? Por ejemplo, ;en qué otra ocasidn se traza la misma grafica que se produce

al hacer clic en el botdn tan x?

2. (Qué otras grafica encuentras parecidas?

3. (A qué crees que se deba lo anterior? Explica con tus propias palabras.

Pagina 116 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

Actividad 2:

1. Abre el Programa 2; encontraras un deslizador que te permitira posicionarte en el

angulo (@) que desees. Activa todas las opciones que aparecen en la pantalla.

%] [+ Hoja ds Calculo ]

foono [=ETER
& e A [} c o | e | ¥
1 orases
2 s
o o 3
" T p] seno Sena
. 08 ™ 5 coseno 1Cosene
2 8 Tangente 0.7002 ATangente 14281
/ 00 7
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Cada una de las rectas marcadas dentro del circulo trigonométrico representa una razén
trigonométrica. Por ejemplo la recta roja representa al seno del angulo (a), que se puede

apreciar a la derecha. (Celda B4).

2. A continuacion mueve el deslizador. ;Qué observas con las medidas que aparecen

a tu derecha? (En la hoja de calculo).Explica ampliamente.

3. Completa las siguientes tablas. Apdyate en la hoja de calculo del Programa 2.

Radianes | Grados | Seno | Coseno | Tangente | Cotangente | Secante | Cosecante

56°

120°

234°

Grados
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1 1 1 1 1 1 seno coseno

seno | coseno | tangente | cotangente| secante | cosecante | €0S€no | Seno

56°

120°

234°

4. ;Qué observas entre los valores de la primera y segunda tabla? Explica

ampliamente.

5. (Qué observas con los valores en el d4ngulo que tu sugeriste?

6. ;Como escribirias lo observado a manera de férmula?

7. Describe ampliamente lo que aprendiste el dia de hoy. Anota tus conclusiones.
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Actividad 3

1. Abre el Programa 3. Posicidnate en el angulo de 40°. Oprime el boton “Pitagoras”.
(Lo que se muestra en la pantalla tiene algo que ver con “Pitdgoras”? Explica
ampliamente.

2. En la vista grafica, mueve el deslizador. ;Qué cambios observas en las figuras?
Describe ampliamente.

3. (Qué sucede con los valores en la hoja de calculo? Describe ampliamente.

4. Completa los valores que se te piden en la siguiente tabla. Apoyate en la hoja de
calculo.

x | sen’?x| cos?x Suma
32°
114°
235°
316°

5. ;Qué observas con los valores de la columna “Suma”?

6. ¢;Sucederalo mismo para otros angulos? Escribe dos ejemplos mas.
x | sen®x| cos?s Suma

7. ¢Cudl seria la expresion matematica que represente los comportamientos
observados?
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Actividad 4
1. A continuacion se te presenta la siguiente expresion trigonométrica:
(sen x)(secx) = cscx + secx
De acuerdo con las actividades anteriores, ;como podriamos saber si la expresion

anterior es verdadera? Explica tu respuesta.

2. Con ayuda del Programa 4 graficaremos ambos lados de la expresion. Para ello en
la Vista grafica 1 haz clic en el botén “sen(x) sec(x)”. Después en la Vista grafica 2

haz clic en el boton “csc(x)+sec(x)”. Realiza a continuacién un bosquejo de lo que

observas:
Vista Grafica 1 Vista Gréfica 2
3. ¢.Como son las graficas de las expresiones entre si?
4. Con ayuda de la vista hoja de calculo, llena la siguiente tabla:
Angulo | Sen x | Sec x | Producto Cscx | Secx | Suma

32°

114°

230°

279°
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5. Con los datos que te proporcionan las graficas y la tabla, ;qué puedes decir de la
expresion del punto 1?7 ;Es cierta o falsa? ;Por qué? Justifica ampliamente tu

respuesta.

6. ¢Existira algan angulo para el cual la igualdad anterior si se cumpla? ;Como podrias

encontrar dicho valor en caso de existir?

7. Abre el Programa 5. En él encontraras las graficas anteriores en una sola vista. Con
solo observar las graficas podrias localizar si existe algin angulo para el cual sea

verdadera la expresion del punto 1?7 ;Cémo le harias? Explica ampliamente.

8. Pulsa el boton “Pasito”. ;Qué indica el punto que aparece en la pantalla (punto A)?

9. Enlavistahoja de calculo introduce el valor del angulo en grados que te aparece en
la leyenda color rosa. ;Qué sucede con los valores en dicha vista? Justifica

ampliamente tu respuesta.

Pagina 121 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

;Sabias que...

Una Identidad Trigonométrica se define como una
expresion o féormula donde interviene funciones
trigonométricas, que es valida para todos los dngulos
0 numeros reales para los cuales estan definidos
ambos lados de la igualdad?

10. De acuerdo a la definicién anterior. ;Qué concluirias de la expresion trabajada en

este ejercicio? Justifica ampliamente tu respuesta.

Pagina 122 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

Actividad 5
1. Ahora trabajaremos con la siguiente expresién trigonométrica:
cscx — sen x = (cotx)(cosx)
;.Como podriamos saber si la expresion anterior es verdadera?, es decir, ;como
podriamos saber si se trata de una Identidad Trigonométrica o no? Describe

posibles sugerencias para solucionar esta interrogante.

2. Procedamos de manera similar a la actividad anterior. Con ayuda del Programa 6
graficaremos ambos lados de la expresion. Para ello en la Vista grafica 1 haz clic en
el botdén “csc(x)- sen(x)”. Después en la Vista grafica 2 haz clic en el botén “cot(x)

cos(x)”. Realiza a continuacién un bosquejo de lo que observas:

Vista Grafica 1 Vista Gréfica 2

3. ;Coémo son las graficas de las expresiones entre si?

4. Con ayuda de la vista hoja de calculo, llena la siguiente tabla:

Angulo | Cscx | Sen x | Resta Cotx | Cos x | Producto
46°
136°
257°
310°
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5. Con los datos que te proporcionan las graficas y la tabla, ;qué puedes decir de la
expresion del paso 1?7 ;Es cierta o falsa? ;Por qué? Justifica ampliamente tu

respuesta.

6. ¢(Existira algun angulo para el cual la igualdad anterior no se cumpla? ;Cémo

podrias encontrar dicho valor en caso de existir? Justifica tu respuesta.

7. Abre el Programa 7. En él encontraras las graficas anteriores en una sola vista. Con
solo observar las graficas ;podrias localizar si existe algin angulo para el cual no

se cumpla la expresion del paso 1? Explica ampliamente.

8. Por todo lo anterior, la expresion trabajada en este ejercicio ;es una Identidad

Trigonométrica? Justifica ampliamente tu respuesta.

9. Existira alguna manera de probar que la expresion anterior es verdadera sin usar

un software graficador como recurso. ;Qué opinas al respecto?

Actividad 6
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1. Abre el Programa 8. En la parte central se presenta la siguiente expresion:

tan(x) + cot(x) = sec(x) csc(x)
Lo que se pretende es mostrar que se trata de una Identidad Trigonométrica.

En la pantalla aparece de color naranja la grafica del lado izquierdo de la expresion (es
decir, sec(x) csc(x)). Vamos a ir cambiando el lado derecho de la expresion y veamos que

sucede.

Presiona el botdn “tan (x)”. En la vista grafica dos se despliegan un menu con posibles
expresiones que puedes sustituir por la expresion “tan(x)”. En la parte de arriba a la

izquierda esta el respectivo menu de opciones.

2. ;Qué cambios notas en la pantalla si das clic en cada opci6on? Explica

detalladamente todo lo que observas.

Opcio6n 1:

Opcio6n 2:

Opcio6n 3:

Opcion 4:
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3. ¢Con cudl opciodn la grafica se mantuvo igual que la original salvo el color?

4. ;Por qué esa opcidon mantiene la grafica original mientras las otras opciones

cambian por completo la grafica? Justifica ampliamente tu respuesta.

5. Ahora, deja seleccionada la opcidn que no cambia la forma de la grafica. Da clic en
el boton “cot(x)”. En la vista grafica dos aparecera un nuevo menu con posibles
expresiones que puedes sustituir por la expresion “cot(x)”. En la parte de arriba a
la derecha esta el respectivo menud de opciones. Sin probar las opciones puedes
decir ;cual de ellas no alterara la grafica original? Justifica ampliamente tu

respuesta.

6. ;Qué cambios notas en la pantalla si das clic en cada opciéon? Explica
detalladamente todo lo que observas.

Opcio6n 1:

Opcion 2:
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10.

Opcio6n 3:

Opcion 4:

¢Con cudl opcidn la grafica se mantuvo igual que la original salvo el color?

(Por qué esa opcion mantiene la grafica original mientras las otras opciones

cambian por completo la grafica? Justifica ampliamente tu respuesta.

Una vez que identificaste las opciones que no cambian la forma original de la
grafica, da clic en el primer “pasito” que aparece en la parte de abajo. ;Qué sucedio
con la expresion trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para
que el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras da clic al

bote de basura).

Cuando estés preparado da clic en el segundo “pasito”. ;Qué sucedié con la
expresion trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para que el
cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras da clic en el

primer “pasito”).
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11. Cuando estés preparado da clic en el tercer “pasito”. ;Qué sucedié con la expresion
trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para que el cambio
anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras da clic en el segundo

“pasito”).

12. Por ultimo, cuando estés preparado da clic en el boton “Final Qué sucedi6 con la
expresion trigonométrica anterior? ;Qué algoritmo se tuvo que realizar para que
el cambio anterior se produjera? (Si necesitas regresar un paso atras da clic en el

tercer “pasito”).

13.Lo que acabas de hacer es tu primera comprobacién de un Identidad
Trigonométrica. Es decir, haz probado que la expresion inicial de esta actividad
(tan(x) + cot(x) = sec(x) csc(x)), es verdadera. De todo lo anterior ;qué puedes

concluir? Explica ampliamente.

iMuchas Gracias! Tu colaboracién ha sido muy valiosa.
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ANEXO 2. Respuestas a la Actividad 1

Tabla 1. Respuestas a la pregunta 1.

Actividad 1

Pregunta | El estudiante | El estudiante responde con solo | EI  estudiante
1 responde con la | una de las equivalencia; _1( ) 5 | responde con
cot(x
. . 1 .
equivalencia ot | sen cualquier otra
sen(x) cos(x) equivalencia.
y cos(x)
E_1 Si, la de 1/cot(x) y
sen(x)/cos(x)
E_2 -Si existen graficas
parecidas.
-Se produce la
misma grafica con
sen(x)/cos(x) y
1/cot(x)
E_3 e Si, hay
graficas que se
parecen entre
si.
e 1/cot(x) tang x
sen(x)/tan(x)
E_4 Sen(x)/cos(x)
E_5 Si,1/cot x y sen
X/CcoSs X
E_6 1/cot x, sen x/cos
X
E_7 Si sen x/cos x
1/cot x
_ Sin x/cos X
_ 1/cot x sen x/cos
X tan x
E_10 Si, sen x/cos X,
1/cot x

Pagina 129 de 193




Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

E_11 Si, tan x=1/cot(x)
= sen x/cos X

E_12 Sen x/cos X

E_13 Sen(x)/cos(x)

1/cot(x)

E_14 Si, 1/cot x,

sen(x)/cos(x)

E_15 Sen x/cos x, 1/cot

X

E_16 En sen(x)/cos(x) y

1/cot(x)

E_17 -Si existen

graficas
parecidas.
-Un ejemplo
seria en la
grafica sen(x) vy
1/csc(x)

E_18 1/cot x sen x/cos

X tan x

E_19 Si, en sen x/cos X,

1/cot x
E_20 Sin x/cos x
E_21 Si, sen x/cos X,

1/cot x
E_22 Sen x/cos x 1/cot

X

E_23 Sen x/cos X Yy

1/cot x

E_24 1/cot(x)

sen(x)/cos(x)

E_25 -Si existen graficas

parecidas.
-Se producen las

mismas  graficas
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con: sen(x)/cos(x)

y 1/cot(x)
E_26 1/cot(x)
coseno(x)/seno(x)
E_27 Si, por ejemplo:
cos(x)/sen(x) =
cot(x)
E_28 1/cos x ,
Sen x/cos X
E_29 Si, 1/cot x, sen
X/cos X
E_30 Si, en 1/cot(x)
también se
muestra la misma
que en tan(x)
E_31 Si tan x = sen
x/cos x = 1/ cot x
E_32 1/cot (x) sen
X/cos X
E_33 Si existen
parecidas,
(sen x/cos x)
E_34 Si 1/cot x, sen
x/cos X, tan x
E_35 Si, sen x/cos X
1/cot x
E_36 Si, se produce la
misma grafica
sen(x)/cos(x) y
1/cot(x), tan(x)
E_37 1/cot x, y sen
x/cos x. Si existen.
E_38 Cos(x)/sen(x)
con cot(x)
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E_39 Sen(x)/cos(x) = 1/
cot(x)
E_40 Tan x sen x/cos x
1/cot x
E_41 Si, tan(x) =
1/cot(x)
E_42 Si, 1/cot(x) y
sen(x)/cos(x)
E_43 Si, 1/cot x y sen
X/cos X
E_44 Tan(x)=1/cot(x) =
sen(x)/cos(x)
E_45 Si, en
sen(x)/cos(x),
1/cot(x)
E_46 En sen x/cos
X
E_47 Si, 1/cot(x), y
sen(x)/cos(x)
E_48 Si, la de 1/cot(x) y
sen x/cos x
E_49 Si, en sen x/cos X
y 1/cot x
E_50 1/cot(x)
sen(x)/cos(x)
E_51 Si, en 1/cot

Tabla 2. Respuestas a la pregunta 2

Actividad 1

Pregunta
2

El estudiante
responde con todas
las posibles

equivalencias.

El estudiante
responde con algunas
posibles equivalencias
(o le falté al menos

una).

El estudiante relaciona de

manera

incorrecta alguna

equivalencia.
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_ X
E_ X
cos(x)/sen(x) - cot(x) -
1/cot(x)
E_3 X
Cos x - 1/sen x
_ X
_ X
Sen x - 1/cos x
Tan x - 1/cos x - sen x/cos
X
Cot - cos/sen x (omisién de
X)
| X
_ X
o X (simbolo de
diferente entre ellas)
E_9 X (omision de una
X)
E_10
E_11 X
E_12 1/tan y tan
(omisién de las x’s)
E_13 Sen - 1/cos
(omision de x’s)
E_14
Cot x — sen(x)/cos(x) -
1/tan(x)
1 cos(x) - sec(x)
E_15 X (omite x)
E_16 X
E_17 X
E_18 X (omision x)
E_19 X (omision x)
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E_20 X

E_21 Sen x = 1/cos(x)

E_22 X

E_23 1/sen x — csc x - 1/csc x

E_24 X

E_25

E_26

E_27 X

E_28 Cos x — 1/sen x

E_29

E_30

E_31

x| X| X| X

E_32

E_33 X

E_34 X (omision de x 's)

E_35 X

E_36 X (omisién x’s)

E_37 X (omisién x)

E_38 X

E_39 X

E_40 X

E_41 X

E_42 X

E_43 X (omision de x)

E_44 X

E_45 Tan(x) - sen(x)/cos(x) -
cot(x)

E_46

E_47

E_48 Tan(x) - 1/cos/(x) -

sen(x)/cos(x)

E_49 X

E_50

E_51
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Tabla 3. Respuestas a la pregunta 3

E_1 Ya que al poner los distintos resultados las graficas pueden ser lo mismo
pero al revés. O algunas pueden ser reciprocas.
_ Debido a que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si.
. Las razones trigonométricas sen, cos y tan son similares/iguales a cot, sec
y CSC.
_ Algunas de estas graficas estan relacionadas.
L No importa cuantas maneras existan, se llega a un mismo resultado
pragmaticamente.
u La relacion entre si de las funciones.
L Si divides las funciones trigonométricas, (1/x), el resultado sera reciproco
a las funciones enteras.
E_8 Las funciones se relacionan de alguna forma.
E 9 Debido a que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si.
E_10 Porque las razones son reciprocas y estan relacionadas unas con las otras.
E_11 Yo creo que se debe a que son razones reciprocas, y por eso es que
coinciden las formas en las graficas.
E_12 Gracias a que algunas son reciprocas, pues manejan los mismos valores,
pero invertidos.
E_13 Porque las funciones son reciprocas.
E_14 Las funciones son reciprocas pues estan relacionadas, son diferentes
formulas pero se llega al mismo resultado.
E_15 Por la forma en la que se dividen y que estas son reciprocas.
E_16 A que cada una de las funciones esta relacionadas entre si y podemos llegar
a un mismo resultado siguiendo diferentes opciones.
E_17 Las razones trigonométricas tienen muchas relaciones, haciendo diferentes
procedimientos pero obteniendo el mismo resultado.
E_18 Debido a que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si.
E_19 Porque las funciones estan relacionadas o sea reciprocas por lo tanto van a
coincidir al momento de hacerlas.
E_20 La relacion que tienen las funciones entre si.
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E_21 Que todas las razones estan relacionadas entre si mismas, son equivalentes
y tienen un sentido parecido.

E_22 Las funciones son reciprocas.

E_23 Son graficas reciprocas, estan entrelazadas y pueden dar los mismos
valores, por eso son iguales.

E_24 Pues yo creo que es porgue al momento de dividir entre uno cambia sus
propiedades y se parece al otro.

E_25 Debido a que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si.

E_26 Creo que si se combinan ciertas funciones dan como resultado algo similar
a otra funcién o debido a las razones reciprocas.

E_27 A que hay graficas que son iguales debido a las expresiones que se hagan
ya que una expresion como tal jamas va a ser igual a otra, p/i sen & cot,
no se puede...

...en cambio uno de ellos entre 1 son iguales, p/j: 1/cot = tan.

E_28 Hay diferentes maneras de llegar al mismo resultado.

E_29 Porque si comparas las 2 son lo mismo pero al revés, lo que nos ensefié en
la U2.

-sen csc-
-COS sec-
-tan cot-

E_30 A que si dividimos una razén trigonométrica sobre “1” o sobre otra
obtendremos otra funcién o una grafica similar a otra.

E_31 A que las funciones son reciprocas.

E_32 A que cuando el inverso de sen, cos y tan le colocas el nUmero uno es igual
a estos, esto también aplica al revés.

E_33 Porque las funciones estan relacionadas entre si, es decir, son reciprocas.
Es lo que la maestra nos ensefié en una unidad pasada.

E_34 Debido a que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si.

E_35 Que las funciones son reciprocas.

E_36 Debido a que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si.

E_37 Que la relacién den sen, cos, tan es reciproca con csc, sec y cot, son las
mismas pero en apariencia distintas.

E_38 Razones reciprocas.

E_39 En la unidad 2 en el subtema de “Razones Reciprocas” vimos que las

funciones:
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Sen(x) = 1/csc(x)
Cos(x) = 1/sec(x)
Sec(x) = 1/cos(x)
Csc(x) = 1/sen(x)
Todas estas razones al ser graficadas comprobamos la idea de la tabla del
ejercicio 2 sobre graficas parecidas empleando funciones diferentes pero
legamos al mismo resultado.

E_40 Que estan relacionadas entre si.

E_41 Existen diferentes formas de llegar al mismo resultado, se complementan
ya que son reciprocas.

E_42 Las razones son reciprocas.

E_43 Debido a que las funciones trigonométricas se relacionan entre si.

E_44 Estan relacionadas, ya que como vimos en la unidad 2, todas las funciones
son reciprocas y hay distintas maneras de llegar al resultado.

E_45 Las funciones se comportan asi por el modo en que se estructuran las
funciones para obtener un resultado igual con distintas funciones.

E_46 Que unas graficas estan relacionadas entre si y todas tienen un resultado
en comun.

E_47 La relacion entre si que tienen las funciones, visto en la unidad 2.

E_48 Porque esa expresion (funcidon) que nos muestra se puede expresar de otra
manera (con otra funcion).

E_49 Yo pienso que es por la relacion que tienen entre si todas las funciones,
como las reciprocas.

E_50 Pues se debe a que al sacar la division y los respectivos valores dan casi los
mismos grados.

E_51 A que las razones son reciprocas.

Tabla de Condensado de respuestas de acuerdo a los tratamientos y transitos entre representaciones

realizados
Pregunta 1 | Pregunta 2 | Pregunta 2 | Pregunta 3 | Pregunta 3 | Pregunta 4 | Pregunta 4
CA->G TG+ CG->A TG+ CG->A CG->V CA->V
E_1 1 1 1 1 1 0 0
E_2 1 1 1 1 1 0 0
E_3 1 1 1 1 1 0 0
E_4 1 1 1 1 1 0 0
E_S5 1 1 1 1 1 0 0
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E_6
E_7
E_8

E_9
E_10

E_11
E_12

E_13
E_14
E_15
E_16
E_17
E_18
E_19

E_20
E_21

E_22
E_23

E_24
E_25
E_26
E_27
E_28
E_29
E_30
E_31
E_32
E_33
E_34

E_35
E_36

E_37
E_38

E_39
E_40

E_41
E_42

E_43
E_44
E_45
E_46
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E_47 1 1 1 1 1 0 1
E_48 1 1 1 1 1 0 0
E_49 1 1 1 1 1 0 1
E_50 1 1 1 1 1 0 0
E_51 1 1 1 1 1 0 1
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ANEXO 3. Respuestas a la Actividad 2

Tabla 1. Respuestas a la pregunta 4

Actividad 2

Pregunt El El estudiante identifica El El estudiante identifica
a4 estudiante relacion de igualdad estudiante | otro tipo de relaciones.
visualiza entre los valores de identifica
que sin algunas expresiones relacion de
importar | sin importar el angulo. igualdad
el valor entre los
del angulo valores de
se algunas
cumplen expresiones
todas las para
igualdade algunos
s entre los angulos.
valores.*

E_1 Si dividimos entre 1
una razén se repite el
valor pero con el 1 que
dividimos.

» X

_ En la primera tabla los
valores van
ascendentes, sin
embargo, en la tabla
dos van alternando:
uno mayor, un menor
que él, uno mayor del
tercero y uno menor
del cuarto. (Segun sus
angulos).

E_4 Algunos de sus valores

se relacionan, se

parecen mas en el
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<360°, aungque cada

uno es diferente.

Los valores de
cosecante se repiten
en ambas tablas, pero
pueden ser diferentes
en cada razéon pero
chocan los mismos
valores dependiendo el

angulo.

Los de la segunda
tabla la mayoria son
mas amplias, lo cual
nos indica cuales
medidas de angulos
son mas grandes, pero
al realizar las ultimas 2
funciones las cifras
disminuyen. Ademas
todos son distintos
caminos para tratar de
llegar al mismo

resultado.

En la segunda tabla
dado que las razones
trigonométricas se
encuentran sobre 1 los
resultados de la misma
son mas. (Ver
pregunta 2 para

comprender).

Que los valores son

iguales, pero no es la
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misma funcién la que

se aplica.

Que algunos valores
aumentan y otros
disminuyen, los
valores de seno dan
mas de uno en 1/sen.
Seno/coseno da un
nimero mayor a 1 y
cos/sen ronda entre el

cero.

Hay ciertas similitudes
en algunas funciones,
ya que tal vez son
correspondientes o]
reciprocas. En algunas
si coinciden y en otras

no.

Los resultados se
repiten en ciertas
funciones, se puede
dar cuenta que los
resultados son los
mismos en aquellas
funciones que son
reciprocas como por
ejemplo: 1/seno vy
cosecante o 1/coseno

y secante.

Los valores
que hay en
la primera
coinciden

con otros en

la segunda.

Pagina 142 de 193




Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

Seno con

1/cosecante

E_14 Son correspondientes,
es decir, sen=1/csc,
cot=1/tan, csc=1/sen,
1/tan=cos/sen, los
valores obtenidos en
algunas razones
trigonométricas son
iguales.

E_15 Estos valores se

repiten, también
seno/coseno se repite
con 1/cot.

E_16 Los valores que hay en
cada uno de los grados
en ambas tablas, son
los mismos, esto
quiere decir que
llegamos a los mismos
resultados utilizando
funciones diferentes,
(razones
trigonomeétricas).

E_17 Algunos de los datos
en las dos tablas se
relacionan de alguna
manera, la cual lleva a
tener el mismo
resultado.

E_18 En la segunda tabla

dado que las razones
trigonométricas se

encuentran sobre 1 los
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resultados de la misma

son mas altos que la

primera tabla
mayormente.

E_19 Tienen algunas
similitudes en los
datos ya que éstas se
relacionan de alguna
manera.

E_20 Son su reciproco.

E_21 Que los datos con
ndmeros  son los
mismos en un grado
determinado, tan solo
que cambia de lugar el
resultado
(especificamente en
relacién con las
razones
trigonométricas).

E_22 Aumentaron, porque
en la segunda vya
estamos dividiendo
por 1. Y otras salian
igual.

E_23 Algunos valores se
repiten ya que son
reciprocas y tienen el
mismo resultado.

E_24 Veo que con una

simple divisién entre 1
completamente el
resultado en la
mayoria, y que hay

igualdades como 1/cos
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=seno, 1/sec =cos,
1/cot =tan, 1/ tan =
cot, y las cifras fueron
variando y que 1/
tan=cos/sen y 1/cot

=seno / coseno.

E_25

N/A

E_26

En la segunda tabla
dado que las razones
trigonométricas se
encuentran sobre uno
los resultados de la
misma son mas altos
que los de la primera

tabla mayormente.

Algunos cambian a
gran escala y otros
solo van aumentando
0 disminuyen poco a

poco segun el angulo.

Que los valores se
voltean por ejemplo el
valor de seno en la
primera tabla pasa a
ser el valor de Ia
secante en la segunda
tabla y asi

sucesivamente.

Sen =1/csc
Cos =1/sec

Tan=1/cot =sen/cos

Tienen algunas
similitudes en los

datos ya que estas se
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relacionan de alguna

manera.
E_31 Seno =1/csc
Coseno=1/sec
Tangente=1/cot
Cotangente=1/tan
Secante =1/cos
Cosecante=1/sen
Son reciprocas

E_32 Que son los mismos
valores en ambas
tablas solo que con un
diferente orden
(investidos).

E_33 Que hay ciertas
similitudes, y se
pueden relacionar de
alguna manera.

E_34 1/secante=coseno

E_35 Coseno =1/secante

E_36 La segunda tabla,
dado que las razones
trigonométricas se
encuentran sobre uno
los resultados de la
misma son mas altos
que los de la primera
tabla mayormente.

E_37 Que los valores de

seno a cosecante en la
segunda tabla se
repiten igual que en la
primera pero al revés y
aunque sean

diferentes todas se
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relacionan con el

angulo.

38

X

reciprocos

39

Que al realizar la
division de 1 entre la
funcién la cifra
aumenta, sin embargo
al realizar lo mismo
con secante y
cosecante en la
division la cifra es mas
pequefia que la 1ra
tabla, ademas la
divisiéon entre sin/cos y
cos/sen la cifra es igual

a tangente y cot.

_40

En la segunda tabla
dado que las razones
trigonométricas se
encuentran sobre uno,
los resultados de la
misma son mas altos
que la primera tabla
mayormente a
comparaciéon de la

primera.

_41

1/cosecante =seno
1/secante = coseno
1/cotangente=tangent
e
Son razones

reciprocas.

Son los mismos
valores, simplemente

estan volteados.

_42

Depende de los

angulos es su valor
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junto con la razén
trigonométrica

correspondiente, son
lo mismo solo que al

contrario.

Los valores se repiten
en los mismos grados,
s6lo que no conservan
el mismo nombre, por
ejemplo 1/sec es igual
a coseno y asi con

todos los valores.

Son los mismos
valores de cada grado,
pero las férmulas solo

estan combinadas.

Los valores de Ila
segunda tabla
aumentan segun el

uso de las funciones.

Los resultados
cambian de orden y en
algunos valores no
cambian, en otros si,
esto se debe a las

relaciones reciprocas.

Como vimos en la
actl, gracias a las
razones
trigonométricas
muchos valores son
iguales por ejemplo

Coseno=1/secante
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_48

Que son los mismos
valores pero en
diferente orden

Sen=1/cosecante
Cos=1/secante

Tan=1/cotangente

_49

Que existen relaciones
entre los datos. Se
puede apreciar
facilmente las
relaciones reciprocas
comparando
resultados de ambas
tablas.

También existen estas
relaciones
seno/coseno=tangent
e

Cos/sen=cotangente.

_50

Son los mismos, nada
mas que invertidas,

(en diferente orden).

_51

Que son exactamente
los mismos solo que
van al contrario que en
la primera tabla, lo
Unico que varia es la
adiciéon de
seno/coseno y
coseno/seno en la

segunda tabla.
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Tabla 2. Respuestas a la pregunta 6.

Actividad 2
Pregunta | El estudiante deduce | EI estudiante deduce | El estudiante  no
6 todas las identidades | algunas de las identidades | deduce ninguna
trigonomeétricas trigonométricas basicas. identidad
basicas. trigonométrica basica
o lo hace de manera
erronea al menos para
una de las deducidas.
_ Csc x=1/sen x
. Cosecante=1/seno,
sec=1/coseno,
cot=1/tan,
tangente=1/cotangente,
coseno=1/secante,
seno=1/cosecante
- Cos=c.o/hip
o La verdad no se me
ocurre nada.
E_5 1/sen=sec,
1/cos=csc,
1/tan=cot,
sen/cos=tan,
cos/sen=cot
E_6 *Menor
angulo=pequenas
medidas.
Mayor
angulo=grandes
medidas.
_ X
i Sen x=1/csc X, cos
x=1/sec x, tan
x=1/cot x, cot
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x=1/tan x=cos x/sen
X, csc x= 1/sec x ,

sec x=1/cos x

1/seno=cos,
1/cos=sec,
1/tan=cot, 1/cot=tan,
1/sec=cos, 1/csc=sen
Cambian de lugar

(Ver, une con flechas)

Sen=1/csc,

cos=1/sec

cot=1/tan=cos/sen

Sen x=1/csc x, tan
x=1/cot X, cos
x=1/sen x, sec

x=1/cos

E_13

Seno/coseno=1/cot
(ver respuesta, es

importante)

_14

Seno=1/cosecante,
cos x=1/sec x, tan
X=sen x/cos X, cot
x=1/cot X, sec x=

1/sen x

_15

Sen x=1/csc, cot x=1/tan

X=CO0S X/sen X,
csc=1/sen,

1/tan=cos/sen

_16

Sen = 1/csc, cos =
1/sec, tan = 1/cot =
sen/cos, cot = 1/tan =
cos/sen, sec =1/cos,

cosecante=1/sen

1/seno x=cosecante X,

1/cosecante x=coseno
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X, 1/coseno x=secante
X, 1/cosecante x=seno
x, 1/tangente
x=cotangente x,
seno/coseno
x=tangente x,
1/cotangente
x=tangente X,
coseno/seno
x=cotangente x,

cot=1/tan=cos/sen

E_17 Cosecante = 1/seno,
secante = 1/coseno,
cotangente =
1/tangente, tangente
= 1/cotangente,
coseno = 1/secante,
seno = 1/cosecante,
tangente =
seno/coseno,
cotangente
=coseno/seno
E_18 Sen x=1/csc X Csc 314°=1/sen 314°
Cos x=1/sec x
Tan x=1/cot x
Cot x=1/tan x
E_19 Cos x=1/sec x 1/sen 56° =cosecante
Sec x=1/cos X 56°
1/cos 56°=secante
56°
1/sec 120°=cos 120°
E_20 Sen x = 1/csc X, csc =

1/sen x, Cos x = 1/sec X,
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sec = 1/cos x, tan x =

1/cot x, cot x = 1/tan x

1/seno x= x cosecante
1/coseno x = x secante
1/tangente x=x
cotangente
1/secante x=x coseno
1/cosecante x=x seno
Seno/coseno x=x
tangente
Coseno/seno x= X

cotangente

Sen x= 1/csc x
Cos x= 1/sec x

Entre otras

E_23 Csc 314°=1/sen 314°

E_24 1/sen =cos

1/cos =sec

1/sec = cos

E_25 N/A

E_26 Sen x=1/cosecante x

Tan x=1/cot x
Cos x= 1/ sec x
Cot x=1/ tan x

Sec = 1/ cos

E_27 Sen =1/csc

Cos =1/sec
Tan= sen/cos
Cot =1/tan
Sec=1/cos

Csc =1/sen

E_28 1/sen =sec

1/cos =csc

1/tan =cot

Sen/cos=tan
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Cos/sen=cot

E_29 Sen x=1/csc x Si los grados van de
Cos x=1/sec x 1-180 el 1 va a ser
Tan x= 1/ cot x= un nimero pequefo y
sen/cos cuando se va
Cot x= 1/tan x= acercando aumenta el
cos/sen numero, si va de
Sec x=1/cos x 180-360 los grados
Csc x=1/sen van de mayor a
menor numero.
E_30 1/sen56° = cosecante
56°
1/cos 56° =secante 56°
1/sec 120° = cos 120°
E_31 X
E_32 Cos=1/secante
Sen=1/cosecante
Tan=1/cotangente
Cot=1/tangente
Sec=1/coseno
Csc=1/sen
E_33 Cos x=1/sec x
1/cos x=sen x
Sen x=1/cos x
E_34 Sen =1/csc
Cos =1/sec
Tan= sen/cos
Cot =1/tan
Sec=1/cos
Csc =1/sen (flechas)
E_35 c.o/hip
c.o/c.a
E_36 Sen =1/csc
Cos =1/sec

Tan= sen/cos
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Cot =1/tan
Sec=1/cos
Csc =1/sen
E_37 Sen x =1/csc x
Cos x =1/sec x
Tan x=1/cot x = sen
x/cos X
Cot x =1/tan x
Sec x=1/cos X
Csc x =1/sen x
E_38
E_39
E_40 Sen x =1/csc x
Cos x =1/sec x
Tan x=1/cot x
Cot x =1/tan x
Csc 314°=1/sen 314°
Csc x= 1/sen x
E_41
E_42 1/sen 120° = 1/sen
3000 Xk
E_43
E_44 Csc 314° = 1/sen
314°
E_45 Sen del angulo es
diferente a 1/seno del
angulo
E_46 Sen --1/csc
Cos --1/sec
Tan -- 1/cot
Cot -- 1/tan
Sec -- 1/cos
Csc -- 1/sen
E_47 1/tan(x) =cot(x)

1/tan(x)=cos(x)/sen(x)
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1/cot(x)=sen(x)/cos(x)
Csc(x)=1/sen(x)
Sec(x)=1/cos(x)

E_48
E_49 X
E_50 Sen x =1/csc x
Cos x =1/sec x
Tan x=1/cot x
Cot x =1/tan x
Sec x=1/cos X
Csc x=1/sen x
E_51 Seno=c.o/h

Coseno=c.a/h
Tan=1/cot

Tabla 3. Respuestas a la pregunta 7

Actividad 2

Pregunta | Percepciéon del aprendizaje por parte de los estudiantes.
7

E_1 Hoy aprendi que con los diferentes angulos que nos puso, se pueden volver
a hacer algunos datos de los que ya estaban. Como en 1/tangente y
coseno/seno.

E_2 Yo aprendi que las funciones trigonométricas estan relacionadas con las
expresiones trigonométricas, ya que son los mismos valores en el momento
de expresarlos en 2 tablas comparativas.

E_3 En el dia, comprendi que algunas de las funciones pueden ser similares
dependiendo de los angulos.

E_4 Aprendi que en las razones trigonométricas algunos resultados se parecen
entre si.

E_S5 Si tenemos cierto angulo podemos tener diversos valores en cada razoén
trigonométrica y en ocasiones los valores pueden ser iguales.
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*El dia de hoy aprendi y apliqué las diferentes funciones trigonométricas en
el circulo trigonométrico, también aprendi que a mayor angulo grandes

medidas y a menor angulo pequefas medidas.

Si divides las funciones trigonométricas, (1/x), el resultado sera reciproco a

las funciones enteras.

Aprendi la forma de sacar las razones de seno, coseno, tangente,
cotangente, secante, cosecante de cualquier angulo, las similitudes entre

una funcion vy el resultado de dividir otra entre uno.

Que las funciones y los valores se relacionan dependiendo de como estén

ubicados en la férmula de la pregunta anterior.

_10

Aprendi que las razones de distintos angulos pueden ser iguales a pesar de
que la medida sea distinta, las razones pueden variar mucho al dividirse o

no, y muchas funciones pueden ser reciprocas.

_11

Lo que aprendi es que hay algunas funciones que son reciprocas y sus

valores coinciden.

_12

Que algun angulo puede compartir los mismos cocientes de una razon
trigonométrica o con algunas variaciones, o que los cocientes son los

mismos cuando una funcidn es reciproca a otra.

_13

Aprendi que las funciones trigonométricas son reciprocas y coinciden en

algunos casos, también producen las mismas graficas.

_14

Las razones trigonométricas son reciprocas, al igual que sus funciones, los

datos obtenidos son iguales en algunos casos.

_15

Que se puede obtener el valor de alguna de las razones trigonométricas si

se tiene otras razones.

_16

No importa el angulo que se utilice (con excepcion de 0°, 90°, 270°, 360°,
etc.), las funciones trigonométricas dan el mismo resultado que al realizar

una inversa.

_17

Pues se puede notar en la pagina, sin importar el angulo, en cualquiera te

daran expresiones trigonomeétricas.

_18

Aprendi las formas de sacar las razones trigonométricas de cualquier angulo,

las similitudes entre una funcién y el resultado dividirlas.

19

Aprendi las razones trigonométricas se relacionan con otras como 1/sec con
cosecante y asi hay varios casos, esto quiere decir que puedes lograr

formular un procedimiento que sirva para todos los datos que anotamos.

_20

Las funciones trigonométricas tienen muchas relaciones entre si.
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E_21 Pues todo fue sencillo de digerir ya que me percaté de que segun el
cuadrante el angulo expresara fendmenos que se veran al sacar sus razones
trigonomeétricas (los datos son iguales), realmente ya entendi como sucede
esto, asi lo comprendo mas.

E_22 Aprendi que, de un simple angulo de la medida que ya deseé puedo sacar
las diferentes funciones. Si ya la cambio, todo cambia, puede aumentar o
disminuir.

E_23 Aprendi a plantear las formulas de igualdad de expresiones trigonométricas
de manera didacta (didactil).

E_24 Aprendi acerca de las expresiones trigonométricas y de las igualdades que
existen y que una simple division entre uno puede variar de gran manera
un resultado.

E_25 N/A

E_26 Yo aprendi que las razones trigonométricas no son, o no tienen una
secuencia en relacion a los angulos y que el simple hecho de que una razén
se encuentre sobre uno modifica totalmente todo el resultado y pudimos ver
las razones en comparacién a sus razones reciprocas.

E_27 Lo que vi hoy fue en relacién a los angulos y sus razones trigonométricas,
gue segun el angulo todo lo demas se iba modificando.

E_28 Que al dividir por uno cambian los resultados del seno, coseno y tangente.

E_29 Entre mas se acercan los grados a 180 mayores son sus propiedades, si se
aleja, esas propiedades se disminuyen, la mayoria de las férmulas se
enlazan.

E_30 Aprendi que las razones trigonométricas se relacionan con otras como
1/seno con cosecante y asi hay varios casos.

E_31 Cuando mueves el deslizador, los valores de las razones cambian. Las
razones son reciprocas.

E_32 De que determinada funcion (cos, sen, tan, cot, sec, csc) es igual a 1 sobre
Su inversa.

E_33 Que todas las opciones y formulas estan relacionadas entre si, aparte las
razones trigonométricas estan unidas, una con una.

E_34 Como es que las funciones trigonométricas estan relacionadas entre si, y
que si divides una entre otra o entre 1, te da el valor de otra.

E_35 Pues con la actividad de las tablas me di cuenta que tenemos datos iguales

0 sea que puedes encontrar los numeros que son iguales.
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_36

Yo aprendi las formas de sacar las razones de seno, coseno, tangente,
cotangente, secante, cosecante de cualquier angulo, las similitudes entre

una funcion vy el resultado de dividirlas.

37

Bueno pues yo aprendi que si a la funcion base (sen, cos, tan, cot, sec, csc)
le ponemos un 1 arriba los datos obtenidos de la forma base se repiten pero

al revés, ya sea el angulo que sea.

38

Las razones reciprocas nos sirven para obtener el mismo resultado pero con
procedimiento diferente. En la circunferencia al mover los segmentos del

tridngulo cambian los valores de las razones trigonométricas.

_39

Que a manera que un angulo crece, sus medidas lo hacen
proporcionalmente, igual si el angulo se minimiza y todo tiene relacion con

las razones reciprocas.

_40

Aprendi las formas de sacar las razones de seno, coseno, tangente, etc., de

diferentes angulos y me fije en las similitudes de ambas.

_41

Si 1/csc es igual a seno, 1/sec es igual a coseno y 1/cotangente es igual a

tangente significa que son razones reciprocas.

42

La relacion que puede haber entre razones, grados, etc.

43

Las funciones se relacionan todas entre si, es un fendmeno hermoso,
extrafio e increible, es muy interesante ver como se relacionan todos los

angulos.

_44

Hoy aprendi que las funciones trigonométricas sirven para poder resolver
problemas acerca de area y perimetro, que a pesar de ser dificiles, no lo son

cuando ya los entiendes.

_45

Las funciones trigonométricas cambian segun los valores de los angulos

propuestos y lo que se quiera dividir o multiplicar con ellas.

_46

Que las razones trigonométricas pueden variar y ser reciprocas con otros

solo si los angulos coinciden, también varia si se multiplican o se dividen.

_47

Las razones trigonométricas siempre estan relacionadas, no importa el

angulo en el que se trabaje.

_48

Que a partir de las funciones trigonométricas basicas (sen, cos, tan), puedes
sacar mas expresiones y que te den el mismo resultado, (es como expresar

algo pero de diferentes maneras).

_49

Aprendi que, como lo hemos visto en clases pasadas, existen relaciones sin

importar el angulo.
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E_50 Pues aprendi que siempre seno va a ser igual a 1 dividido entre su valor

contrario, al igual que coseno y tangente.

E_51 Que con lo visto en la actividad me di cuenta que hay una posibilidad de que
sacando las funciones de <1 pueden ser las mismas que algin otro sin que

sea el mismo.

Tabla de condensado de la Actividad 2 respecto a los transitos y tratamientos realizados

Pregunta 1 | Pregunta 1 | Pregunta 2 | Pregunta 3 | Pregunta 3
1T+ CT->A CT->A CT->V CA->V
E_1 0 0 1 1 0
E_2 1 0 2 1 0
E_3 0 0 0 1 0
E_4 0 0 0 1 0
E_5 1 0 1 1 0
E_6 0 0 1 0 0
E_7 1 1 3 0 1
E_8 1 0 3 1 0
E_9 1 0 2 1 1
E_10 1 0 2 1 0
E_11 1 0 1 0 1
E_12 1 1 3 1 1
E_13 1 1 1 0 1
E_14 1 1 2 1 1
E_15 1 1 3 1 1
E_16 1 0 3 1 1
E_17 1 0 3 0 0
E_18 1 0 2 0 0
E_19 1 0 1 0 0
E_20 0 0 2 0 0
E_21 1 0 2 1 0
E_22 1 0 1 0 0
E_23 1 0 1 0 1
E_24 1 1 1 1 1
E_25 0 0 0 0 0
E_26 1 0 2 1 1
E_27 1 0 2 1 0
E_28 1 0 1 0 0
E_29 1 1 3 0 0
E_30 1 0 1 0 1
E_31 1 1 3 1 1

Pagina 160 de 193



Una propuesta de Ensefianza para la Construccion y Comprension del concepto de Identidad Trigonométrica en el Nivel Medio Superior

E_32 1 0 2 0 1
E_33 1 0 1 0 0
E_34 1 1 2 1 1
E_35 1 1 0 1 0
E_36 1 0 2 1 0
E_37 1 1 3 1 1
E_38 1 1 3 1 1
E_39 1 1 3 1 1
E_40 1 0 2 1 0
E_41 1 1 3 0 1
E_42 1 0 0 0 0
E_43 1 1 3 0 1
E_44 1 0 1 0 0
E_45 0 0 0 1 0
E_46 1 0 2 0 1
E_47 1 1 2 0 1
E_48 1 1 3 0 1
E_49 1 1 3 0 1
E_50 1 0 2 0 1
E_51 1 0 1 1 0
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ANEXO 4. Respuestas de la Actividad 3.

Tabla 1. Respuestas a la pregunta 1

Actividad 3
Pregunta | Si encuentra relacion (Describe el Teorema de Encuentra alguna otra relaciéon
1 Pitagoras) (cual)
E 1 Si porque a la figura le falta un lado y si hacemos
Pitdgoras y esto que se muestra, seria igual.
E 2 Si porque en el dngulo que se forma esta
delineado un tridngulo en el cual se puede
deducir la férmula a? = b% — ¢?
E 3 Si, es un triangulo rectangulo.
E 4 Si, porque se muestran los cuadrados que
explican el teorema de Pitagoras.

E 5 Si, porque son cuadrados que nos

muestran la mayoria de sus datos.

E 6 La Hip? = CO? + CA?, es decir, la hipotenusa es

igual a la suma de los catetos.

E 7 Si, se puede ver que en el circulo hay un triangulo
rectangulo, en el cual la suma de sus 2 catetos al
cuadrado es igual a la hipotenusa. (Se tiene que

sacar raiz).

E 8 Si, porque la suma del cuadrado de los catetos es

igual a la hipotenusa.

E9 Si, porque es un triangulo
rectdngulo: tiene CA, CO, Hip, y
estd representado con cuadros
para cada medida de sus lados.

E_10 Si, muestra los catetos al cuadrado y la

hipotenusa al cuadrado, tal como dice el teorema
de Pitagoras.

E 11 Si, ya que se forma un triangulo rectangulo, que
tiene una hipotenusa y 2 catetos. Y un triangulo
es mas grande que los otros y el area cabe de los

dos tridngulos en el més grande. c? + ¢? = h?
E 12 Si, si sumamos sen? + cos?, nos dard como
resultado 1, o en este caso CO? + CA? serd H?, a
esa H hay que sacarle la raiz cuadrada.

E 13 *Si tiene, es el teorema de Pitagoras.

E 14 Si, ya que se forman los cuadrados en cada lado,
ya que para la formula de Pitagoras se elevan al

cuadrado las medidas de los lados.
c?=a’+b?

E_15 Si, se forma un tridngulo rectangulo al cual se le

puede aplicar el teorema de Pitagoras.
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E_16 Si, porque es la estructura que se necesita para
Pitagoras, cada uno de los lados (hipotenusa y
catetos) se necesitan al cuadrado como se
muestra.

E_17 Si, se muestra el area al cuadrado de los 2 catetos
y la hipotenusa, que es lo que resolvemos al
utilizar Pitagoras.

E 18 Si, porque la suma del cuadrado de los catetos es
igual a la hipotenusa.

E_19 Si porque aparece dos férmulas
gue se multiplica al cuadrado y
una distinta que da 1.

E_20 La hip? = CO? + CA? es decir la hipotenusa es la
raiz de la suma de los cuadrados de los catetos.

E_21 Si ya que es totalmente Pitagoras, cada lado del
tridngulo estd expresado al cuadrado con un
cuadrado literalmente.

E_22 Si, podemos ver graficamente la férmula de
Pitdgoras.
E_23 Si, ya se muestra graficamente la férmula de

Pitdgoras, sus 2 catetos elevados al cuadrado y su
hipotenusa al cuadrado.

E 24 Si porque en el cuadrado de la
hipotenusa caben los dos
cuadrados de los catetos.

E_25 N/A

E_26 Si porque la suma del cuadrado de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa.

E_27 Si, lo que se observa en la pantalla es un triangulo
rectdngulo y en sus lados tiene unos cuadrados y
eso complementa la férmula
H? = a? + b?

E 28 Si, si sumaras

sen’a+cos’a=1

E_29 Es un tridngulo rectangulo y al sumar sus 2
catetos elevados al cuadrado es la hipotenusa
elevada al cuadrado.

§? = P2+ N?

E 30 Si, porque se muestra el teorema de Pitagoras
graficamente.

E_31 N/A

E 32 Si a que la hipotenusa al cuadrado es igual a la

suma de ambos catetos al cuadrado.
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E 33 Si, te justifica el porqué de la férmula de
Pitagoras.
E_34 Si, estd diciendo que el (sen?a) + (cos?a) te
dara el valor de uno, o como postula Pitdgoras
que
c? = a’+ b?
E 35 Si porque es un triangulo
rectangulo.
E 36 Si, porque la suma de los cuadrados de los
catetos es igual a la hipotenusa al cuadrado.
E 37 Si por el teorema de Pitagoras que dice que a? =
b? + c?
E 38 Si, en el tridngulo rectangulo aparecen unos
cuadrados en cada lado, Pitagoras dedujo que al
sumar los 2 cuadrados mas pequefios le daba el
grande y los llamo catetos y al lado grande
Hipotenusa.
E 39 Si, debido a que es un triangulo rectdngulo la
hipotenusa es igual a la suma de los 2 catetos al
cuadrado.
E 40 Si, porque la suma de los cuadrados de los
catetos es igual a la hipotenusa.
E 41 Se puede ver el tridngulo rectangulo en el cual la
suma de los 2 catetos al cuadrado es la
hipotenusa, si se saca raiz.
E 42 Si porque muestra medidas de
lados y es un triangulo rectangulo
solo que con algo extra que son
cuadros formados con los lados.
E 43 Si, muestra la relacion “la suma de los cuadrados
de los catetos es igual al cuadrado de la
hipotenusa”, ademas de que te da funciones
trigonomeétricas.
E_44 Si ya que es totalmente Pitagoras, cada lado del
triangulo esta expresado al cuadrado con,
literalmente, un cuadrado.
E_45 Si, se forma un tridngulo rectangulo, el cual se
puede resolver con Teorema de Pitagoras.
E_46 Siya que los cuadros que se muestran son por el
teorema de Pitagoras.
E_47 Si, se muestra su teoria, aparecen los cuadrados
que dan respuesta a su féormula
c2+c?2=nh?
E_48 Si, porque explica de dénde sale la férmula

(teorema de Pitagoras) que se usa en triangulos
rectdngulo.
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E_49 Si, se forma un tridngulo rectangulo, por lo tanto
cumple con el teorema de Pitagoras.
E_50 Si, en que aparece un tridngulo rectangulo y los

cuadrados de cada uno de sus lados y eso
interpreta que h? = C.0? + C. A?

E 51 Si, con la férmula ya que al tener 2
se refiere al drea y al no tenerlo al
perimetro.

Tabla 2. Respuestas a la pregunta 2

Actividad 3

Pregunta Observa que los catetos si Observa otros cambios (cuales)
2 cambian pero la hipotenusa no
y explica por qué (quitar esto
del a priori)*.

= X

— X

i X

_ La hipotenusa se hace grande y luego

pequefia.
E_6 X
E_7 X
E_S8 X
E_9 X
E_10 X
E_11 Las figuras aumentan o disminuyen.
E_12
E_13
E_14 Aumentan o disminuyen las medidas d
los lados.
E_15
E_16 X
E_17 Cambia el tamafio de los cuadrados, que
son los que representan los catetos e
hipotenusa.
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E_18 Si aumentan los grados el cateto opuesto
de beta aumenta, y si lo disminuyes se
hace mas pequefio. El adyacente
disminuye (si aumenta).
E_19 Se va agrandando o disminuyendo el
tamafo pero la figura sigue siendo la
misma.
E_20 X
E_21 Conforme aumenta o disminuye la
medida de una linea, también aumentan
o disminuyen los cuadrados de cada lado.
E_22 Mientras se mueve el deslizador el seno,
coseno e hipotenusa van cambiando,
pero ninguna pasa del ler plano.
E_23 X
E_24
E_25
E_26 X
E_27 ...la hipotenusa no cambia
debido a que es el radio del
circulo.
E_28 Mientras mas se acerca a 90° seno
aumenta y mientras que mas se acerca a
0° coseno aumenta y tangente** se
queda igual.
E_29
E_30
E_31
E_32 X
E_33 Se hace mas grande o mas chica, todo
depende de los grados que pongamos.
E_34 X
E_35 La hipotenusa nada mas se
inclina.
E_36 X
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E_37 X

E_38 Se modifica el tamafio de los cuadrados.

E_39 X

E_40 Si aumentan los grados el cateto opuesto
de beta aumenta y si lo disminuyes se

hace mas pequeno.

E_41 X

E_42 X

E_43 X (en la pregunta 3) Aumentan y disminuyen a la vez los
cuadrados siempre depende hacia donde

lo muevas.
E_44 Los lados van cambiando conforme el
deslizador.
E_45 Las figuras cambian de lugar segun los
grados o la abertura del tridngulo, coseno
se hace mas pequefio o desaparece.
E_46 X
E_47 Los cuadrados cambian conforme a las
medidas del tridngulo.

E_48 Que conforme cambian las medidas de
los lados del triangulo, los cuadrados se
achican o se agrandan (puede llegar a

medir 0 un lado).

E_49

E_50

E_51

Tabla 3. Respuestas a la pregunta 7

Actividad 3

Pregunta Deduce una expresion Deduce una expresion Deduce una
7 matematica adecuada de matematica que se expresion alejada a
lo observado. acerca a lo esperado lo esperado.
(cual).
E_1 x = sen®’x + cos’x =x
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- suma = sen’x + cos’x
. (x)(sen?x) + (x)(cos?x) = 1
L sen?x + cos?x =1
_ sen®x
X = Costx
E_6 senx? + cosx? =1
E_7 sen?x + cos?x =1
E_S sen®x + cos?x =1
E_9 sen®x + cos?x =1
E_10 sen?® + cos? =1
E_11 sen® + cos®* =1
x2+ x2=1
E_12 sen?a + cos’a =1
E_13 sen?x + cos?x =1
E_14 sen?x + cos?x =1
E_15 sen?x + cos’x
= (Hipotenusa)?
E_16 sen?x + cos?x =1
E_17 sen’x =1
cos’x =1
E_18 sen?x + cos?x =1
E_19 sen®? + cos? =1
E_20 sen?® + cos? =1
E_21 (sen?x) + (cos®x) =1
E_22 sen?® + cos? =1
E_23 sen?® + cos®> =1
E_24 sen? + cos? =1
E_25 N/A
E_26 sen’x + cos?x =1
E_27 sen?x + cos?x = H(suma)
a+b=H
E_28 sen’a + cos’a=1
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E_29 sen?x + cos?x =1
E_30 sen?x + cos?x =1
E_31 N/A
E_32 sen?x + cos?x =1
E_33 sen?x + cos?x =1
E_34 sen’x + cos?x =1
E_35 sen?x + cos?x =1
E_36 sen’x + cos’x =1
E_37 sen’x + cos’x =1
E_38 Z=a’+ b?
sen?x + cos?x =1
E_39 (sen?x)(cos?x) =1
E_40 sen’x + cos’x =1
E_41 sen’x + cos’x =1
E_42 sen’x + cos’x =1
E_43 sen’x + cos’x =1
E_44 (sen?x) + (cos?x) =1
E_45 sen’x + cos’x =1
E_46 sen’x + cos’x =1
E_47 (sen?x) + (cos?x) =1
E_48 sen?x + cos?x =1
E_49 (sen?x) + (cos?x) =1
E_50 (sen?x) + (cos?x) =1
E_51 on = ( 1 )2
csc
(0}

Tabla de concentrado de respuestas respecto a los transitos entre registros

Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3
CF->CA CF->CV CT->CA
E_1 0 1 0
E_2 1 1 0
E_3 0 1 0
E_4 0 1 1
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E_5 0 0 0
E_6 1 1 0
E_7 1 1 1
E_8 0 1 1
E_9 0 1 1
E_10 1 1 0
E_11 1 0 0
E_12 1 1 1
E_13 0 1 1
E_14 1 0 1
E_15 0 1 0
E_16 1 1 1
E_17 0 0 0
E_18 0 0 1
E_19 0 0 0
E_20 1 1 0
E_21 0 0 1
E_22 0 0 1
E_23 1 1 1
E_24 0 1 0
E_25 0 0 0
E_26 1 1 1
E_27 1 1 0
E_28 1 0 1
E_29 1 1 1
E_30 0 0 1
E_31 0 0 0
E_32 1 1 1
E_33 0 0 1
E_34 1 1 0
E_35 0 1 1
E_36 1 1 1
E_37 1 1 1
E_38 1 0 1
E_39 0 1 0
E_40 0 0 1
E_41 1 1 1
E_42 0 1 1
E_43 1 0 1
E_44 0 0 1
E_45 0 0 1
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E_46 0 1 1
E_47 1 0 1
E_48 0 0 1
E_49 0 1 1
E_50 1 1 1
E_51 0 1 0
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ANEXO 5. Tabla de condensado de la Actividad 4

Pregunta
Pregunta | Pregunta | Pregunta | Pregunta Pregunta | Pregunta Pregunta 3
1 1 2 2 3 3 3 3
S
CA->CG | CA->CT | CG->CV | CT->CV CT->CV | CG->CV || | CT->CV | CG->CV
E_1 1 0 1 1 1 1 0 0
E_2 0 1 0 1 1 0 0 0
E_3 0 1 0 0 0 0 1 0
E_4 0 0 1 1 0 0 1 0
E_5 0 1 0 1 0 0 1 0
E_6 1 1 0 1 0 0 1 0
E_7 1 0 1 1 0 0 0 0
E_8 0 1 0 1 0 0 0 0
E_9 0 1 1 0 0 1 0 0
E_1
0 0 0 0 1 0 1 0 0
E_1
1 0 1 1 1 1 1 0 0
E_1
2 0 1 1 1 0 0 1 0
E_1
3 1 1 0 1 0 0 0 0
E_1
4 0 1 0 1 1 0 0 0
E_1
5 1 0 1 0 0 0 0 1
E_1
6 0 1 0 1 0 0 0 0
E_1
7 1 0 1 0 0 0 0 0
E_1
8 0 1 0 1 0 0 0 0
E_1
9 1 1 1 0 0 1 0 0
E_2
0 0 0 0 1 0 0 0 0
E_2
1 0 1 0 1 0 0 1 0
E_2
2 1 0 1 0 0 0 0 0
E_2
3 1 0 1 1 0 0 0 0
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E_4
7 0 1 1 1 0 0 0 0
E_4
8 0 0 1 0 1 0 0 0
E_4
9 1 1 0 1 0 0 1 0
E_5
0 0 1 0 1 0 0 0 0
E_5
1 0 0 0 1 1 0 0 0
Pregunta 4 Pregunta 5 Pregunta 6 Pregunta 7
CG->CV CF->CV CT->CV CV->CT-V
E_1 0 0 0 1
E_2 0 0 0
E_3 0 0 0 1
E_4 0 0 0 1
E_5 1 1 0 1
E_6 0 0 0 1
E_7 0 1 0 1
E_8 0 0 1 1
E_9 1 0 1 1
E_10 0 1 1 1
E_11 0 0 1 1
E_12 1 0 1 0
E_13 1 0 0 1
E_14 0 1 0 1
E_15 0 1 1 0
E_16 1 1 1 1
E_17 1 0 1 1
E_18 1 0 1 1
E_19 0 0 0 0
E_20 0 1 1 0
E_21 1 1 1 1
E_22 1 0 1 0
E_23 0 0 0 1
E_24 1 0 1 0
E_25 0 0 1 1
E_26 1 0 0 1
E_27 1 0 0 1
E_28 1 0 0 1
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E_29 1 0 0 1
E_30 1 0 0 0
E_31 1 0 1 1
E_32 1 0 0 0
E_33 0 0 1 0
E_34 1 1 1 1
E_35 0 0 0 0
E_36 1 0 1 1
E_37 1 1 0 1
E_38 0 1 1 1
E_39 0 1 1 1
E_40 1 0 1 1
E_41 1 0 0 1
E_42 0 0 1 1
E_43 0 0 0 0
E_44 0 0 0 1
E_45 1 1 0 1
E_46 0 0 1 1
E_47 1 1 1 1
E_48 0 0 1 1
E_49 1 1 1 1
E_50 1 0 0 1
E_51 1 0 1 0
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ANEXO 6. Tabla de condensado de la Actividad 5
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ANEXO 7. Tabla de condensado de la Actividad 6.
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E_38 0 1 1 1 1 0 1 1
E_39 1 0 0 0 0 1 0 0
E_40 0 1 1 1 1 0 1 1
E_41 0 1 1 0 0 0 1 1
E_42 0 1 0 1 1 0 1 0
E_43 0 1 1 0 0 0 1 0
E_44 1 1 0 1 1 0 1 1
E_45 0 1 1 0 0 1 0 0
E_46 1 1 0 1 0 1 1 0
E_47 1 0 0 1 1 1 0 0
E_48 0 1 0 1 1 0 0 0
E_49 0 1 1 1 1 1 1 0
E_50 1 0 0 0 0 1 0 0
E_51 0 1 1 1 1 0 1 1
Pregunta | Pregunta | Pregunta | Pregunta | Pregunta | Pregunta | Pregunta | Pregunta
5 6 7 8 9 10 10 10
TA+ TA+ TA++ TA+ TA++ CG->CV CT->CV CA->CV
E_1 0 0 1 1 0 0 0 1
E_2 0 1 0 1 0 0 0 1
E_3 0 0 0 0 1 0 0 1
E_4 1 0 0 1 0 0 0 0
E_5 0 1 1 1 0 0 0 1
E_6 1 0 1 1 0 0 0 0
E_7 0 1 1 1 1 0 1 1
E_8 1 0 0 0 1 0 0 0
E_9 0 1 1 1 1 0 0 0
E_1
0 0 1 1 1 0 0 0 1
E_1
1 0 0 1 1 0 1 1 1
E_1
2 0 0 0 0 0 0 0 0
E_1
3 1 0 1 0 1 0 0 1
E_1
4 1 0 1 1 1 0 0 1
E_1
5 NP NP NP NP NP NP NP NP
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E_1

6 1 0 1 1 1 0 0 1
E_1

7 1 1 1 1 1 1 0 0
E_1

8 1 0 0 1 0 0 0 0
E_1

9 0 0 1 1 1 0 0 1
E_2

0 1 0 0 1 1 0 0 1
E_2

1 0 0 1 1 1 0 0 1
E_2

2 1 0 0 0 0 0 0 0
E_2

3 0 0 1 1 1 0 0 0
E_2

4 0 0 0 0 0 0 0 0
E 2

5 0 0 0 1 0 0 0 0
E 2

6 1 0 0 0 0 0 0 0
E 2

7 1 0 1 0 0 0 0 0
E 2

8 1 0 1 0 0 0 0 0
E 2

9 0 0 1 1 1 0 0 0
E_3

0 0 1 1 1 1 0 0 0
E_3

1 0 0 1 1 0 0 0 1
E_3

2 1 0 0 1 1 0 0 0
E_3

3 0 0 0 1 0 0 0 0
E_3

4 1 1 1 1 1 0 0 1
E_3

5 1 1 0 1 0 0 0 0
E_3

6 1 0 0 0 0 0 0 1
E_3

7 0 1 1 1 0 0 0 0
E_3

8 0 1 1 1 1 0 0 1
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ANEXO 8. Transitos que realiza cada estudiante.

TRANSITO | CA- CA- CA- CT- CT- CG- CG- Cv- Cv- CF- CF-
S >G >V >T >A >V >A >V >T >G >A >V
E_1 Sl NO NO NO S S| S| NO NO NO NO
E_2 NO NO NO NO S S| S| NO NO S NO
E_3 NO NO S NO S S| S| NO NO NO NO
E_4 NO NO NO NO S S| S| NO S NO NO
E_5 NO NO NO NO S S| S| NO NO NO NO
E_6 Sl NO NO NO S S| NO NO NO S| NO
E_7 Sl S| NO S| S S| S| NO NO S| Sl
E_8 NO NO NO S| S NO NO NO NO NO NO
E_9 NO NO NO S| S S| S| NO NO NO NO
E_10 NO SI NO NO SI SI SI NO NO SI SI
E_11 NO SI SI NO SI SI SI SI SI SI NO
E_12 NO SI SI SI SI SI SI NO SI SI NO
E_13 SI SI SI SI SI SI SI NO NO NO NO
E_14 SI SI SI SI SI SI NO NO NO SI NO
E_15 SI SI NO SI SI SI SI NO NO NO SI
E_16 SI SI NO SI SI SI SI NO NO SI SI
E_17 Sl NO NO NO S NO S| NO Sl NO NO
E_18 NO NO NO S| S S| NO NO NO NO NO
E_19 Sl S| NO NO NO S| S| NO NO NO NO
E_20 NO NO NO NO S NO NO NO NO Sl Sl
E_21 NO NO NO S S S S| NO Sl NO NO
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E_22 Sl NO NO Sl Sl Sl Sl NO NO NO NO
E_23 Sl NO NO Sl Sl Sl NO NO NO Sl NO
E_24 NO NO NO Sl Sl Sl Sl NO Sl NO NO
E_25 NO NO NO NO Sl Sl NO NO Sl NO NO
E_26 NO Sl NO Sl Sl Sl Sl NO NO Sl NO
E_27 Sl NO NO NO Sl NO NO NO NO Sl NO
E_28 NO NO NO Sl NO Sl NO NO NO Sl NO
E_29 NO NO NO Sl Sl Sl Sl NO NO Sl NO
E_30 NO Sl NO Sl Sl Sl Sl NO NO NO NO
E_31 Sl Sl NO Sl Sl Sl Sl NO NO NO NO
E_32 NO Sl NO Sl Sl Sl NO NO NO Sl NO
E_33 Sl NO NO Sl Sl Sl NO NO NO NO NO
E_34 Sl Sl NO Sl Sl Sl Sl NO Sl Sl Sl
E_35 NO NO NO Sl Sl Sl Sl NO Sl NO NO
E_36 NO NO NO Sl Sl Sl NO NO NO Sl NO
E_37 NO Sl Sl Sl Sl Sl Sl NO NO Sl Sl
E_38 Sl Sl NO Sl Sl NO Sl NO NO Sl NO
E_39 Sl Sl NO Sl Sl Sl NO NO NO NO Sl
E_40 NO NO NO Sl Sl Sl NO NO NO NO NO
E_41 Sl Sl NO Sl Sl Sl Sl NO NO Sl NO
E_42 NO NO NO NO Sl Sl NO NO NO NO NO
E_43 Sl NO NO Sl NO Sl Sl NO NO Sl NO
E_44 NO NO NO Sl Sl Sl NO NO NO NO NO
E_45 Sl NO NO NO Sl Sl Sl NO NO NO NO
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E_46 NO NO NO Sl Sl Sl NO Sl Sl NO NO
E_47 NO Sl NO Sl Sl Sl Sl NO NO Sl NO
E_48 Sl Sl NO Sl Sl Sl NO NO NO NO NO
E_49 Sl Sl NO Sl Sl Sl Sl NO NO NO Sl
E_50 NO Sl Sl Sl Sl Sl Sl NO NO Sl NO
E_51 NO NO NO NO Sl Sl Sl NO Sl NO NO
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ANEXO 9. Articulaciones que realiza cada estudiante.

CA<-->G CA<-->T CT<-->V CG<--V
E_1 Sl NO NO NO
E_2 NO NO NO NO
E_3 NO NO NO NO
E_4 NO NO NO Sl
E 5 NO NO NO NO
E_6 | NO NO NO
E_ 7 Sl NO NO NO
E_8 NO NO NO NO
E_9 NO NO NO NO
E_10 NO NO NO NO
E_11 NO NO Sl Sl
E_12 NO Sl NO Sl
E_13 Sl Sl NO NO
E_14 Sl Sl NO NO
E_15 Sl NO NO NO
E_16 | NO NO NO
E_17 NO NO NO Sl
E_18 NO NO NO NO
E_19 Sl NO NO NO
E_20 NO NO NO NO
E_21 NO NO NO Sl
E_22 Sl NO NO NO
E_23 Sl NO NO NO
E_24 NO NO NO Sl
E_25 NO NO NO NO
E_26 NO NO NO NO
E_27 NO NO NO NO
E_28 NO NO NO NO
E_29 NO NO NO NO
E_30 NO NO NO NO
E_31 Sl NO NO NO
E_32 NO NO NO NO
E_33 Sl NO NO NO
E_34 Sl NO NO Sl
E_35 NO NO NO SI
E_36 NO NO NO NO
E_37 NO Sl NO NO
E_38 NO NO NO NO
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E_39 S| NO NO NO
E_40 NO NO NO NO
E_41 S| NO NO NO
E_42 NO NO NO NO
E_43 S| NO NO NO
E_44 NO NO NO NO
E_45 S| NO NO NO
E_46 NO NO S| NO
E_47 NO NO NO NO
E_48 S| NO NO NO
E_49 S| NO NO NO
E_50 NO sI NO NO
E_51 NO NO NO S|
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Anexo 10. Redes desarrolladas por los estudiantes

Estudiante
E_1

E_2
E_3
E_4
E_5
E_6

E_7

E_8
E_9
E_10
E_11

E_12

E_13

E_14

E_15

E_16

E_17

E_18

Redes desarrolladas
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| ||| |CT->CA|CT->CV| | |CF->CV| | CA->CG| | CG-

>CV|CT->CV|CT->CV|CG->CV| | | | | |CV->CT|CT->CV| | | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT| |CT->CA|CT->CV| | CF->CA| CF->CV| | | CA-
>CT||CT->CV|CT->CV| | [I11111]1]1]CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | ||| |CT->CV| | |CF->CV| | |CA->CT| ||| |CT-
>CV|| || |CV->CT|CT->CV| | CA->CT| | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| || || |CT->CV| | |CF->CV|CT->CA| | | CG->CV | CT-
>CV| | |CT->CV| || | |CV->CT|CT->CV||]]
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV| || || |CA->CT| | CT-

>CV| | |CT->CV| | CG->CV|CF->CV| |CV->CT|CT->CV] | | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| ||| |CT->CA| | | CF->CA|CF->CV| | CA->CG | CA-
>CT| |CT->CV| | |CT->CV| || | |CV->CT|CT->CV| ]| ]
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV | CF-
>CA|CF->CV|CT->CA|CA->CG| | CG->CV|CT->CV| | | | | |CF->CV| | CV->CT | CT-
>CV|CA->CG | CA->CT|CG->CV | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG| || |TT||CT->CA|CT->CV| | | CF->CV|CT->CA| | CA-
>CT| |CT->CV]| || ||| |CT->CV|CV->CT|CT->CV| |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV|CA->CV| | CF->CV | CT-
>CA| |CA->CT|CG->CV| | | CG->CV| | | CG->CV| | CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT| | CT->CA|CT->CV| | CF->CA| CF-
>CV|||]ICT->CV]|CG->CV]|| | | CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT->CV| || |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT| |CT->CA| | CA->CV|CF->CA| | | | CA-
>CT|CG->CV|CT->CV|CT->CV|CG->CV| | | | |CT->CV|CV->CT|CT->CV| | CA->CT]| |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV| CA-
>CV|CF->CA|CF->CV|CT->CA| | CA->CT|CG->CV|CT->CV| | | CT->CV| | CG->CV| | CT-
>CV| || |CA->CT] |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV| | CF-
>CV|CT->CA|CA->CG|CA->CT| |CT->CV] | | | |CG->CV| | | CV->CT| CT->CV | CA-
>CG|CA->CT]| |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV| CA-
>CV|CF->CA| |CT->CA| |CA->CT| |CT->CV|CT->CV| | | | | CF->CV| | CV->CT | CT-
>CV|CA->CG|CA->CT| |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV| CA-
>CV| |CF->CV| |CA->CG| |CG->CV]| | | | |CG->CV| | CF->CV|CT->CV| | | CA->CG | CA-
>CT|CG->CV|
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV|CA->CV|CF->CA| CF-
>CV|CT->CA| |CA->CT| |CT->CV] | | | |CG->CV | CF->CV | CT->CV | CV->CT|CT->CV| CA-
>CG| |CG->CV|
CA->CG| | |TG|CG->CA| | ITT||CT->CA| | ||| |CA->CG||CG->CV]|||]|CG->CV| |CT-
>CV|CV->CT|CT->CV|CA->CG| | CG->CV|
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA| ||| |CT->CA| | CA->CT| | CT-
>CV| ||| ]CG->CV]||CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | |CT->CV
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E_19
E_20
E_21
E_22
E_23
E_24
E_25

E_26

E_27
E_28
E_29
E_30

E_31

E_32
E_33

E_34

E_35
E_36

E_37

E_38

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT||CT->CA| || | | | CA->CG | CA-
>CT|CG->CV| | |CG->CV| ||| ||| |CA->CG| | CG->CV|CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG| ||| ||CT->CA]| | |CF->CA|CF->CV| || ||CT->CV]|||]]|CF-
>cV|CT->cV| | |||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV| | | |CT->CA| | CA-
>CT| |CT->CV| | | CT->CV| | CG->CV | CF->CV | CT->CV| CV->CT| CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT| |CT->CA| | | | | CT->CA| CA-
>CG| |CG->CV| ||| | |CG->CV| | CT->CV| | | CA->CG | CA->CT| | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA| | CA->CV | CF->CA | CF->CV | CT-
>CA|CA->CG | |CG->CV|CT->CV| || ||| |CV->CT|CT->CV|CA->CG| | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT|CT->CA| CT->CA|CT->CV|CA->CV| | CF-
>CV[|[|CG->CV| ||| ]|cG->CV]|CT->CV[]|]|]]]
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA|[|11111111]CA->CT||||CG->CV|]|]|]|CT-
>CV|CV->CT|CT->CV| || |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT| | CT->CA|CT->CV | CA->CV | CF-
>CA|CF->CV | CT->CA| | CA->CT|CG->CV|CT->CV| | | | |CG->CV| | | CV->CT | CT-

>CV| || |CT->CV
CA->CG| | |TG|CG->CA| | | TT| | CT->CA|CT->CV | | CF->CA | CF->CV | | CA-
>CG||11111]€G->CV|||CV->CT|CT->CV|CA->CG| | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA| | |CF->CA| | CT->CA| | CA-
>CT||11111€G->CV]| | |CV->CT|CT->CV] |||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | | CF->CA | CF-
>CV|CT->CA| | CA->CT| |CT->CV| | | | |CG->CV| | |CV->CT|CT->CV| || |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT| |CT->CA| |CA->CV| | | CT->CA| | CA-
>CT| |CT->CV| | |CT->CV| |CG->CV| ||| || |CG->CV|CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV| CA-
>CV| | | |CA->CG | CA->CT | CG->CV|CT->CV| | | | |CG->CV| | CT->CV|CV->CT| CT-

>CV|CA->CG| | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT| |CT->CA| | CA->CV|CF->CA| CF->CV | CT-
>CA| |CA->CT| |CT->CV|| || ICG->CV| ||| ]]]CT->CV

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT||CT->CA| | | | |CT->CA| CA-
>CG||CG->CV| || |CT->CV| || |CT->CV| | |CA->CG| | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT|CT->CA| CT->CA| CT->CV|CA->CV | CF-
>CA|CF->CV| | CA->CG | CA->CT| |CT->CV| | | | | CG->CV| CF->CV | CT->CV | CV->CT | CT-
>CV|CA->CG| | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA| |CT->CV| | | CF->CV|CT-
SCA[ITLITTEITTITer->cv
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV| | CF->CA | CF->CV|CT-
>CA| |CA->CT| |CT->CV| | || |CG->CV| | CT->CV|CV->CT|CT->CV| |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV| CA-
>CV| CF->CA| CF->CV | CT->CA| | CA->CT| CG->CV|CT->CV| | | CT->CV| | CG->CV | CF-
>CV| | CV->CT|CT->CV| | CA->CT| | CT->CV
CA->CG| | | TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| CT->CV| CA->CV | CF-
>CA| |CT->CA| | |CG->CV| | ] |CT->CV]| | | CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT->CV | CA-
>CG| || CT->CV
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E 1
E 2
E 3
E 4
E5
E 6

E 7

E_39

E_40

E_41

E_42
E_43
E_44
E_45
E_46

E_47

E_48

E_49

E_50

E_51

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA | CT->CA|CT->CV| CA-
>CV| | CF->CV| | | CA->CT| |CT->CV| | | | | | CF->CV | CT->CV | CV->CT| CT->CV | CA-
>CG| | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV| | | |CT->CA| | CA-
>CT| |CT->CV| ||| |CG->CV| | CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA | CT->CA| | CA->CV | CF-

>CA|CF->CV|CT->CA| | CA->CT|CG->CV| | | | | ICG->CV| | | CV->CT|CT->CV|CA-
>CG| | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT||| || |CF->CV|CT->CA| || |CT-
>CV||11111CT->CV|CV->CT|CT->CV| |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV|CF->CA| | CT-
>CA| |CA->CT|CG->CV| || I11111]]CA->CG]|||CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT||CT->CA| || | |CT->CA| | CA-
>CT||CT->CV| ||| |]]1CV->CT|CT->CV] |||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA|| ||| |CT->CV| || |CT->CA|CA->CG| ||| |]]|CG-

>CV|CG->CV|CF->CV| |CV->CT|CT->CV] | | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA| | CA->CV| | CF->CV| CT-
>CA||||CT->CV| ] |CT->CV| | | |CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV | CF-
>CA| |CT->CA| |CA->CT|CG->CV|CT->CV]| | | | | €G->CV|CF->CV|CT->CV | CV->CT | CT-
>CV| || CG->CV|CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV] | | CT-
>CA| | |CG->CV| |CT->CV| ||| || CT->CV|CV->CT|CT->CV|CA->CG| | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV| | CF-
>CV|CT->CA|CA->CG | CA->CT| | CT->CV| | | CT->CV| | CG->CV | CF->CV | CT->CV | CV-
>CT|CT->CV| || ]
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA| | CA->CV|CF->CA|CF->CV|CT-
>CA| |CA->CT| |CT->CV| | || |CG->CV]| | | CV->CT|CT->CV| | CA->CT | CG->CV | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA|CT->CV| | | CF-

>CV|||||CT->CV|CT->CV| | | |CG->CV]| |CT->CV| | ||| | CT->CV
REDES

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | | |CT->CA|CT->CV| | | CF->CV | | CA->CG | | CG-
>CV|CT->CV|CT->CV|CG->CV| || | | |CV->CT|CT->CV| | | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT||CT->CA|CT->CV| | CF->CA|CF->CV| | | CA-
>CT||CT->CV|CT->CV| |1 111111]]CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA|| ||| |CT->CV|| |CF->CV| | |CA->CT| ||| |CT-
>CV| ||| |CV->CT|CT->CV| | CA->CT | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | ||| |CT->CV| | |CF->CV|CT->CA| | | CG->CV|CT-
>CV|||CT->CV| ||| |CV->CT|CT->CV| |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT||CT->CA|CT->CV| ||| | |CA->CT| |CT-

>CV| | |CT->CV| |CG->CV |CF->CV | |CV->CT|CT->CV| | | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| ||| |CT->CA| | |CF->CA|CF->CV| | CA->CG | CA-
>CT||CT->CV]| | |CT->CV| ||| |CV->CT|CT->CV| |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV | CF-
>CA|CF->CV|CT->CA|CA->CG| | CG->CV|CT->CV| | | | | |CF->CV| | CV->CT | CT-
>CV | CA->CG | CA->CT | CG->CV | CT->CV
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E 8
E9
E_10
E_11

E_12

E_13

E_14

E_15

E_16

E_17
E_18
E_19
E_20
E 21
E_22
E_23
E 24
E_25

E_ 26

E_27

CA->CG|TG|CG->CA|TG]| || |TT| |CT->CA|CT->CV| | |CF->CV|CT->CA| | CA->CT| | CT-
SCV||||]]]CT->CV|CV->CT|CT->CV] |||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| | CT->CA|CT->CV |CA->CV| | CF->CV | CT-
>CA| |CA->CT|CG->CV| | |CG->CV| | |CG->CV| | CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA|CT->CV| | CF->CA | CF-
>CV|||||CT->CV]||CG->CV| || |CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT->CV| |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA| | CA->CV |CF->CA| | | | CA-
>CT|CG->CV|CT->CV|CT->CV|CG->CV| | | | | CT->CV|CV->CT|CT->CV| | CA->CT| |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA | CT->CV | CA-

>CV | CF->CA| CF->CV|CT->CA| | CA->CT|CG->CV|CT->CV| | |CT->CV | | CG->CV| | CT-
>CV||||CA->CT| |

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA||CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV/| | CF-
>CV/|CT->CA | CA->CG | CA->CT| |CT->CV| | | | |CG->CV| | | CV->CT | CT->CV | CA-
>CG|CA->CT| |

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV | CA-
>CV|CF->CA| |CT->CA| | CA->CT| |CT->CV|CT->CV| | | | |CF->CV| | CV->CT| CT-
>CV|CA->CG | CA->CT| |CT->CV

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV |TT|CT->CA|CT->CA | CT->CV | CA-

>CV| |CF->CV| |CA->CG| |CG->CV| || | |CG->CV| | CF->CV|CT->CV| | | CA->CG | CA-
>CT|CG->CV|

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| || TT||CT->CA|CT->CV|CA->CV|CF->CA|CF-
>CV|CT->CA| |CA->CT| |CT->CV] || | |ICG->CV|CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT->CV|CA-
>CG| |CG->CV|
CA->CG|||TG|CG->CA|||TT||CT->CA| ||| ||CA->CG||CG->CV||]||||CG->CV||CT-
>CV|CV->CT|CT->CV|CA->CG| | CG->CV|
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA| || ||CT->CA||CA->CT||CT-
>CV||]]]CG->CV||CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | |CT->CV

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA| || | | | CA->CG | CA->CT | CG-
>CV||CG->CV||||]]]]|CA->CG||CG->CV|CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|| ||| |CT->CA|||CF->CA|CF->CV|||||CT->CV||]|||CF-
>CV|CT->CV| || ]]1

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA|CT->CV| | | |CT->CA| | CA->CT| | CT-
>CV| | |CT->CV| | CG->CV|CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA||CA->CV|TT| |CT->CA| | | | |CT->CA|CA->CG| | CG-

>CV||||]]CG->CV||CT->CV| | | CA->CG | CA->CT| | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA| | CA->CV|CF->CA|CF->CV|CT-
>CA|CA->CG| |CG->CV|CT->CV| ||| ||| |CV->CT|CT->CV|CA->CG] | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV|CA->CV| | CF-
SCV||||CG->CV|||]]]CG->CV]||CT->CV]||||]]
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA|||I|I|I1]IICA->CT||]||CG->CV]]|]|||CT->CV|CV-
>CT|CT->CV| |||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT| | CT->CA|CT->CV | CA->CV | CF-
>CA|CF->CV|CT->CA| | CA->CT|CG->CV|CT->CV| | | | |CG->CV| | | CV->CT| CT-
>CV||||CT->CV

CA->CG| | |TG|CG->CA| | |TT]||CT->CA|CT->CV| | CF->CA|CF->CV| | CA-
>CG|||]]]]]CG->CV]|||CV->CT|CT->CV|CA->CG| | |CT->CV
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E_28
E_29
E_30

E_31

E_32
E_33

E_34

E_35
E 36

E_37

E_38

E_39

E_40

E 41

E_42
E_43
E_44
E_45
E_46

E_47

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA| | |CF->CA| |CT->CA| | CA-
SCT|||1111CG->CV]|||CV->CT|CT->CV] |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA||CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | | CF->CA | CF-
>CV|CT->CA| |CA->CT| |CT->CV| || | |CG->CV| | | CV->CT|CT->CV| | | |
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA| |CA->CV| | |CT->CA| | CA-
>CT||CT->CV| | |CT->CV| |CG->CV| | ||| ||CG->CV|CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA | CT->CV| CA-

>CV| || |CA->CG | CA->CT|CG->CV|CT->CV| | | | |CG->CV| | CT->CV | CV->CT | CT-
>CV|CA->CG]| ||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA| |CA->CV | CF->CA|CF->CV |CT-
>CA||CA->CT||CT->CV] ||| |CG->CV]]|]|]]]|]||CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA| | | | | CT->CA|CA->CG| | CG-
>CV||||CT->CV||||CT->CV]|||CA->CG| | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV|CA->CV|CF-
>CA|CF->CV| | CA->CG|CA->CT| |CT->CV| | | | |CG->CV|CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT-
>CV|CA->CG| | |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA| | CT->CV| | | CF->CV | CT-
SCALTTTTETTTTTETrer->ev

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT]|CT->CA|CT->CV| | CF->CA|CF->CV|CT-
>CA||CA->CT| |CT->CV| ||| |CG->CV| |CT->CV|CV->CT|CT->CV| | ||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV | CA-
>CV|CF->CA|CF->CV|CT->CA| | CA->CT|CG->CV|CT->CV| | | CT->CV| | CG->CV | CF-
>CV| |CV->CT|CT->CV| |CA->CT| |CT->CV

CA->CG| | |TG|CG->CA||CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA|CT->CV|CA->CV|CF->CA| |CT-
>CA|||CG->CV]| || |CT->CV|||CF->CV|CT->CV|CV->CT|CT->CV|CA->CG| | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA | CT->CV | CA-

>CV| |CF->CV| | |CA->CT| |CT->CV]| ||| | |CF->CV|CT->CV | CV->CT | CT->CV | CA-
>CG| | |CT->CV

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT| |CT->CA|CT->CV| || |CT->CA| | CA->CT| | CT-
>CV|||]]CG->CV||CT->CV|CV->CT|CT->CV| || |CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV | CF-

>CA|CF->CV|CT->CA| |CA->CT|CG->CV| || | | |CG->CV| | | CV->CT|CT->CV | CA-
>CG|||CT->CV

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| | ||| |CF->CV|CT->CA| || |CT-
>CV||||]]]CT->CV|CV->CT|CT->CV] |||
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | | TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV | CF->CA| | CT-
>CA| |CA->CT|CG->CV| ||| |]]]]]|CA->CG]|||CT->CV

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA||CA->CV|TT| |CT->CA| ||| |CT->CA| |CA->CT| | CT-
S>CV]|[[[]]1CV->CT|CT->CV]]|
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| ||| |CT->CV| | | |CT->CA|CA->CG| ||| | | | CG-
>CV|CG->CV|CF->CV| | CV->CT|CT->CV| | | |

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA||CA->CV| |CF->CV |CT->CA| | | | CT-
>CV|||CT->CV| || |CT->CV|CV->CT|CT->CV| | | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV | CF-

>CA| |CT->CA| |CA->CT|CG->CV |CT->CV| | | | | CG->CV | CF->CV|CT->CV | CV->CT| CT-
>CV| | |CG->CV|CT->CV
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E_48

E_49

E_50

E_51

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT|CT->CA|CT->CA||CA->CV| | |CT->CA| | | CG-
>CV||CT->CV| ||| | |CT->CV|CV->CT|CT->CV|CA->CG| | | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT|CT->CA|CT->CA| | CA->CV| | CF-
>CV|CT->CA|CA->CG|CA->CT| |CT->CV| | | CT->CV| | CG->CV |CF->CV | CT->CV | CV-
>CT|CT->CV| |||

CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| | |TT||CT->CA| | CA->CV|CF->CA|CF->CV | CT-
>CA||CA->CT||CT->CV| | | | |CG->CV| | | CV->CT|CT->CV| | CA->CT | CG->CV | CT->CV
CA->CG|TG|CG->CA|TG|CG->CA| |CA->CV|TT| |CT->CA|CT->CV| | |CF->CV| ||| |CT-
>CV|CT->CV| || |CG->CV||CT->CV| ||| ||CT->CV
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